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Augstākās matemātikas lekciju konspekta 6. grāmatā ietvertas 5 nodaļas:
26.un 27. nodaļā aplūkoti galvenie rindu teorijas pamatjautājumi- ar skaitļu
rindām un funkciju rindām saistīti jēdzieni, sakarības un metodes; 28. nodaļā-

Furjē rindas un Furjē integrālis (šiem jautājumiem ir īpaša nozīme dažādos

lietojumos procesu pētīšanā); 29. nodaļā- kompleksā mainīgā funkciju teorijas
elementi, bet 30. nodaļā- operatorurēķini (Laplasa transformācija).

Aplūkoto jautājumu kopsavilkumi, svarīgākās formulas vai uzdevumu risi-

nājumu piemēri ir izvietoti uz krāsu fona.

Praktiskajām nodarbībām par 26., 27. un 28. nodaļas tematiem ir izmanto-

jams «Uzdevumu krājums augstākajā matemātikā»; Apgāds Zvaigzne ABC, 4. izd.,

2001. (autori Dz. Bože, L. Biezā, B. Šiliņa, A. Strence); savukārt uzdevumi par

kompleksā mainīgā funkcijām (29. nodaļa) un operatoru rēķiniem (30. nodaļa)
pievienoti atbilstošās nodaļas noslēgumā(šos uzdevumus sagatavojuši RTU mācīb-

spēki).
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XXVI NODAĻA

SKAITĻU RINDAS

26.1. §. SKAITĻU RINDAS JĒDZIENS

Aritmētikā skaitļu saskaitīšanas darbība ir definēta tikai tad, ja saskaitāmo

skaits ir galīgs. Tomēr matemātikā bieži ir nepieciešams vispārināt šo darbību

bezgalīgi daudzu saskaitāmo gadījumam.

Lai noskaidrotu šo jautājumu, aplūko bezgalīgu skaitļu virkni

a,, a
2,

a
3, ..., a„, ....

Savienojot virknes locekļus ar «+» zīmi, formāli iegūst izteiksmi ar bezgalīgi

daudz saskaitāmajiem; šādu izteiksmi sauc par skaitļu rindu.

Definīcija

Parskaitļu rindu saucizteiksmi

aļ+a
2
+a

3
+... +a„+...;

lietojotsummas simbolu £, šo izteiksmi apzīmē ar £a„ un raksta

a, +a
2
+a

3
+ ... +a„+ ...= £ o.

n;
n-l

a„ saucpar rindas vispārīgo locekli.

Noskaidrosim, ko nozīmē jēdziens «bezgalīgidaudzu saskaitāmo summa».

Pakāpeniski saskaitot rindas locekļus, iegūst šādas izteiksmes:

S,=a,,
5

2 =a, +a
2,

53=0,-1-02 +03,

S
n
=ala 2a2

+a
3
+

...
+a

n.

Šīs izteiksmes saucpar skaitļu rindas parciālsununām.Parciālsummas veido virkni

Sļ, Sj>j Sļ, ... , Sft, j

kurai meklē robežu lim S
n, t. i., noskaidro, kā mainās parciālsummas, ja saskai-

tāmo skaits neierobežoti palielinās.

Definīcija

Ja rindas parciālsummāmS
n

eksistē galīga robeža S, t. i.,

limS
n=S,

tad saka, ka rinda konverģē; skaitli S saucpar rindas summu un raksta

ta
n
=S.

n-l

Ja robeža lim S„ neeksistē vai arī ja tā ir bezgalība, tad saka, ka rinda

diverģē. ™**00
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Piemērs. Aplūkosim skaitļu rindu, kas sastādīta nobezgalīgas ģeometris-

kās progresijas locekļiem:

a+aq+aq
1+aq

i +... +aq
n 1

+

Šīs rindas parciālsumma S
n

ir ģeometriskās progresijas pirmo n locekļu summa,

kuru aprēķinapēc formulas

Lainoskaidrotu,vai dotārinda konverģē, unatrastutās summu, atrodam robežu

a(l —o") a a

limS
n
=lim \ =

z
lim (l-qn)= - (1-limņ").

n-=o n~oo l-q l—q I—Ģ n-00

.y -t. & a

Ja |g|<l, tad limņ"=0 un limS„= .
n-.a> n-.ot> 1 —Ģ

Ja |ģ|>l, tad lim q
n
=ca un lim S

n
=co.

n-*a> n -»=o

Ja q= l, tad S
n=a+a+a+...-\-a=na un lim S

n
=lim na=00.

, .
fo, ja n - pāra skaitlis,

Ja q=-l, tad S
n=a-a+a-a+... =< .

_ ,

[a, ja n - nepāra skaitlis,

tātad šajā gadījumā lim S
n

neeksistē.

Ja o<ģ<l, tad ģeometriskāprogresija ir dilstoša. Līdz ar to secinām, ka

bezgalīgas dilstošas ģeometriskāsprogresijas rinda konverģē un tās summa

Ja skaitļu rinda

a, +a
2 +a3+

...
+a

n
+a

n+l
+an+2

+a
n+3+

••■

nosvītro pirmos n locekļus, tad iegūst citu rindu
-

a
n+i +a

n+2+a n+3+ •■■.

ko sauc par dotās rindas atlikumu.

Ir spēkāšāda teorēma.

Ja skaitļu rinda konverģē, tad konverģē arī jebkurš šīs rindas atli-

kums. Ja konverģērindas atlikums, tad arīdotārinda konverģē.

26.2. §. RINDAS KONVERĢENCES
NEPIECIEŠAMAIS NOSACĪJUMS

Rindu praktiskos lietojumos ir jānoskaidro, vai aplūkotā rinda konverģē;

dažkārt pat nav nepieciešams atrast rindas summu. Konverģences nepieciešamo

nosacījumuformulē kā šādu teorēmu.

Ja skaitļu rinda konverģē, tad tās vispārīgā locekļa robeža ir nulle,

kad n -* 00, t. i.,

limct„=o.
n-»oo
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Pierādijums

Dots: rinda konverģē, tātad 3 lim S
n
=S.

n-»oo

Jāpierāda: lima„=o.

Tā kā

S
n
=a,+a2

+a
3
+... +a

n ļ+ cm

un

S„ i= c,+a
2
+a

3
+... +a

nl,
tad

S„=S„_
l
+a

n jeb a„=S
n-S„ t.

No šejienes, izmantojotdoto, iegūstam

lima
n
=Um(S„-S

n
.

I
)=limS

n
-limS

n !=S-S=o. □
n-»co n-.no n-»ao n-»oo

Piebildīsim, ka apgrieztā teorēma nav spēkā. Tas nozīmē, ka, ja rindas

vispārīgā locekļa robeža ir nulle, tad rinda var arīnekonverģēt.

Piemērs. Aplūkosim skaitļu rindu

"1,111 1
y -=i+ „+„ +„ +

•■■
+ +••• •

n%n 2 3 4 n

Šo rindu sauc par harmonisko rindu.

Acīmredzami harmoniskās rindas vispārīgā locekļa robeža ir nulle:

lim a
n
=lim

- =0.
n->*> n-»oo n

Taču šī rinda diverģē, jo tās parciālsummas neierobežoti palielinās.

Patiešām, tā kā

W=3.\
2

2 2 2 2 2'

S*= l+
2 +3 +

4
>S

>
+

4
+ 4=3 -2 + 2= 4-2'

_ ,1 1 1 1 1 1 1
_

1111111

S8=1+
2 +3+4+5 +6+ 7

+

8
>S

*
+

8 +8+ 8
+

B
>4

-2
+

2=
5
-2'

, „,

1 n+2
S

2
n>(n+2)-

2
= —,

*ad
n+2

limS
2
«=lim — =00,

n-» oo n—* oo
2

t. i., rinda diverģē.

Secinājums

Ja rindas vispārīgālocekļa robeža navnulle, tad rinda diverģē.

Piemērs. Pierādīt,ka diverģērinda £?"+
o

■
Pieradijums

Tā kā
j

ĪS""-S? āT-2 "!™ ~2
■

3

n

tad nav izpildītskonverģences nepieciešamaisnosacījums, un tātadrinda diverģē.
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Piemērs. Aprēķināt rindas

y
i

=

1 J l iT

(2n~1)(2n +\)
~

13
+

3-5
+

5-7
+
"'

+

(2rc-l)(2n +l)
+ "'

summu S, izmantojotrindas konverģences definīciju.

Tā kā

S=lim S„,

tad atradīsim rindas parciālsummu S„.
1

a" -

(2rt-l)(2rc + l)

111 1
s

n
=—-- + —+ — +...+—-

13 3-5 5-7 (2rt-l)(2rc +l)

Lai vienkāršotu šo parciālsummas izteiksmi, pārveidosim rindas vispārīgo locekli

a„ divu vienkāršāko daļu (parciāldaļu) summā šādi:

1 1

1 2 2 1 / 1 1 \
ū
"~

(272-1)(2n +l)
~

2n-l~2n+ l"2 \2n-l
~~

2n+ l)'

Izmantojot iegūto vispārīgā locekļa a„ formulu, atrodam parciālsummas S„ izteiksmi:

1/111111 1 1 \_
"~ 21,1 ~3+3~ 5+5 ~

7
+
"'

+

2n-l "2n+lj
=

_1/ 1 \_2n+l-l_ n

~2\ ~2n+l/ 2(2rt+l) ~2n+ī'

Līdz ar to

S=limS„=lim —- =lim
1

=-.

n-m
2n + l »-« 1 2

2 +
n

Tātad dotā rinda konverģē, un tās summa S=ļ.

26.3. §. POZITĪVU SKAITĻU RINDU KONVERĢENCES

PIETIEKAMIE NOSACĪJUMI

Lai, izmantojotkonverģences definīciju, noskaidrotu, vai skaitļu rinda kon-

verģē, ir jāpierāda,ka rindas parciālsummāmeksistē robeža. Robežas eksistences

pierādīšanai parasti izmanto Veierštrāsa teorēmu: jaskaitļu virkne ir monotona

un ierobežota, tad tai eksistē robeža. No teorēmas iegūst šādu secinājumu.

Ja skaitļu rindas parciālsummas ir monotoni augošas un ierobežotas

noaugšas, tadparciālsummām eksistērobeža; tātadrinda konverģē.

Aplūkosim teorēmas par konverģences pietiekamiem nosacījumiem skaitļu

rindām ar pozitīviem locekļiem (šīs teorēmas sauc par konverģences kritē-

rijiem).
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1. SALĪDZINĀŠANAS KRITĒRIJS

Teorēma

Ja divu pozitīvu skaitļu rindu

aļ+a
2+a 3 +...+an+... (1)

un

b,+b2
+b

3
+ ...+b

n
+... (2)

locekļiemir spēkā nevienādības

o<an^bn, (n-l, 2, 3, ...)

tad 1) mazāko skaitļu rinda (1) konverģē, ja konverģē lielāko skaitļu
rinda (2),

2) lielāko skaitļurinda (2) diverģē, ja diverģēmazāko skaitļu rinda (1),

3) abas rindas vainukonverģē, vai arīdiverģē, ja eksistē robeža

*.r*m D
n [00

Pierādījums

Apzīmēsim doto rindu parciālsummas šādi:

a, +a
2+a3+

...
+a

n
=A

n, bi +b2+b
3
+...+ b

n
=B

n.

1) Dots: o<a„<6 n (neN),

rinda £bn konverģē, t. i., 3 ]imB
n
=B.

n-l
n-oo

Jāpierāda:rinda £a„ konverģē, t. i., 3 limA„.

Pierādīsim,ka parciālsummasA„ ir monotoni augošasunierobežotas no augšas.
Tā kā visiem n ir a„>o, tad

A
n+i=A„ +an+l

>A
n,

t. i., parciālsummas ir monotoni augošas.
Tā kā an^bn visiem n, tad arī

An^Bn.

Savukārt, ja pozitīvu skaitļu b
n parciālsummas B

n
robeža ir skaitlis B, tad

B
n
<B.

No nevienādībām

A
n
<Bn<B

izriet, ka monotoni augošas parciālsummasA„ ir ierobežotas no augšas. Tātad

eksistē galīga robeža

limA„,
n-> oo

t. i., rinda (1) konverģē.

2) Dots: o<an^bn, rinda diverģē, t. i., lim.A
n
=00.

n-l

Jāpierāda: rinda £ Z)„ diverģē.

Tā kā A„^B n
un limA„=oo, tad arī limB„=oo, t. i., rinda (2) diverģē.

n-» so n~* oo
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3) Dots: o<a„<Z?„, 3 lim"n=tvl°.
n-oo D

n (_ 00

Jāpierāda: abas rindas (1) un (2) konverģē vai arī diverģē.
a

n
Ta ka virknei - eksistē galīgarobeža, tad ta ir ierobežota. Tātad 3m >0

b
n

un M>o,ka visiem neN ir spēkā nevienādības

b
n

ī eh
mbn^an^Mbn VneiV.

Šīs nevienādības ir spēkā visiem doto rindu atbilstošajiem locekļiemun tātad arī

šo rindu parciālsummām, t. i.,

Xmb ļ a Y. Mbk, mļb^f^a^Alļb,

jeb
mßn^An^MBn.

Izmantojotpēdējo nevienādību, līdzīgi kā teorēmas 1. un 2. daļā, var pierādīt,

ka gadījumā,ja viena no dotajāmrindām konverģē, tad otrāsrindas parciālsummas

ir monotoni augošasun ierobežotas noaugšas, tātad arīšīrinda konverģē. Ja turpretī

viena no rindām diverģē, tad arīotrāsrindas parciālsummurobeža ir bezgalība. □

Piemēri

1. Noskaidrot, vai konverģē rinda

"1111 1
m

n
e

i
n-2""2^2-2 2

+

3-2
J+- -

+
n-2"

+
- W

Salīdzināsim šo rindu ar rindu

?,2«-2 +2>
+

2-'
+

- +
2"

+-' (4)

Rinda (4) ir bezgalīgas dilstošas ģeometriskāsprogresijas rinda un tātad konverģē.

Tā kā ar visiem naturāliem skaitļiem n ir spēkā nevienādība

n2 n^2n>o,

tad

0< -r=<r= VneJV.
n2" 2"

Tātad no salīdzināšanas kritērija 1. daļas izriet, ka rinda (3) konverģē, jovisi

tās locekļi ir mazāki (vai vienādi)par konverģentas rindas (4) locekļiem.

2. Noskaidrot, vai konverģē rinda

"11111
,~

Ž2n-l-l +
3

+
5
+-+

2n-l
+
--

(5)

Salīdzināsim rindu (5) ar harmonisko rindu

y ..+-+..., (6)

„
11

n 2 3 n

atrodot šo rindu vispārīgo locekļu attiecības robežu:

1

lim — =
lim

-—- =lim
—- =- {

n-oo 1 n-r£,2n-l
"-=2

1 2 (oo

n n
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Pēc salīdzināšanas kritērija 3. daļas secinām, ka abas rindas konverģē vai arī

diverģē. Tā kā harmoniskā rinda (6) diverģē, tad diverģē arī dotā rinda (5).

Salīdzināšanas kritēriju izmanto, lai pierādītu citas rindu konverģences
pietiekamonosacījumu teorēmas, kuras aplūkosim turpmākajāapskatā.

2. DALAMBĒRA KRITĒRIJS

Teorēma

Ja skaitļu rindai arpozitīviem locekļiem

a,+a 2
+a

3
+

...+a„+an+l +... (1)

eksistē robeža

lim
a
"+l

=p,
»-.« a

n

tad 1) rinda konverģē, ja p<l,

2) rinda diverģē,ja p>l,

3) ar šo kritērijukonverģenci nevar noteikt,ja p=l.

Pierādījums

1) Dots: a„>o, (n-l, 2, 3, ...)

3 lim
an+1

=p<l.

Jāpierāda: rinda konverģē.

Starp skaitļiem p un 1 brīvi izvēlas skaitli q, t. i., tādu skaitli, lai būtu spēkā

nevienādības

P<Ģ<l.

Tā kā skaitlis pir virknes
a"+1

robeža, tad, sākot ar pietiekami lielu šīs

virknes locekļu kārtas numuru N, ir pareiza nevienādība

a"41

<q jeb a
n+l

<an q. (n>A/)

Tātad, ja n=N, tad a
N+l

<a
N q;

ja n=N+l, tad a N+2<aN+l q<aN qq=aN q
2; (7)

ja n=N+2, tad aN+3 <aN+2 q<aN q
I

q=aN q
3

utt.

Aplūkosim skaitļu rindu

a
N+aNq+a N q

2
+a

N q
3
+... , (8)

kura konverģē, jo ir sastādīta no bezgalīgas dilstošas ģeometriskās progresijas

locekļiem (0<o<l).

Salīdzināsim ar rindu (8) doto skaitļu rindu

a, +a
1
+

...
+a

N+aN+l + a
N+2+.... (1)

Tā kā ir spēkā nevienādības (7) un rinda (8) konverģē, tad pēc salīdzināšanas

kritērija konverģē rindas (1) atlikums, t. i., rinda

a
N+l +a N+2+aN+2+ ■■■ ■

Tātad konverģē arī dotā rinda (1).



2) Dots: a„>o, (n-l,2, 3, ...)

3 lim
a
"+I=p>l.1

=p>l.
ra-oo a

n

Jāpierāda: rinda diverģē.

Tā kā virknes
ūn+l

robeža ir skaitlis p> 1, tad, sākot ar pietiekamilielu

a„

šīs virknes locekļu kārtas numuru N, ir spēkā nevienādība

—

+I
>l jeb an+l>a

n
(n^N).

Tātad rindas locekļi ir monotoni augoši un

lim a„^o,

t. i., nav spēkā konverģences nepieciešamais nosacījums. Līdz ar to secinām, ka šajā

gadījumārinda (1) diverģē. □
00 ļļī

Piemērs. Noskaidrot, vai konverģē rinda ]T
n
.

Šajā gadījumā
"-1

n
3

(n+1)
3

«»-
2n

un a
n+l

= —

x .
Atrodam robežu

lim
a

» ->

- lim -lim |Y2±5V-| lim(i+
1Y -\.

Tā kā robeža p=
*< 1, tad pēc Dalambēra kritērija 1. daļas dotārinda konverģē.

3. KOŠĪ KRITĒRIJS

Teorēma

Ja skaitļu rindai arpozitīviem locekļiem

al+a
2
+a

3
+...+ a„+... (1)

eksistē robeža

lim ļ/an =p,
n-.oo

tad 1) rinda konverģē, ja p<l,

2) rinda diverģē, ja p>l,

3) aršo kritērijukonverģencinevar noteikt,ja p= l.

Pierādījums

1) Dots: a
n
>o (n-l, 2, 3, ...),

3 lim
«-�no

Jāpierāda:rinda konverģē.

Izraudzīsimies skaitli q tā, lai būtu spēkā nevienādības

p<q<\.

Tā kā skaitlis p<q< \ ir virknes ļjan robeža, tad, sākot ar pietiekami lielu

virknes ļja
n locekļu kārtas numuran vērtību N,

ļl'a
n
<q jeb a

n<q
n.

10
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Tātad, ja n=AT, tad aN <q
N;

ja n=AT+l, tad a
N+l <q

N+l
=q

N
q;

ja n=N+2, tad a
N+2 <q

N+2
=q

N
-q 1; (9)

ja n=AT+3, tad aN+3<o
w+3

=o
N

-o3

utt.

Aplūkosim skaitļu rindu

a"+oiV
g+oV+ ONf0

N
fl

3
+

... . (10)

kura ir bezgalīgas dilstošas ģeometriskās progresijas rinda un tātad
- konverģē.

Salīdzināsim ar rindu (10) doto skaitļu rindu

a, +a
2
+a

3
+...+aN +aN+l+aN+2+aN+3 -\-... . (1)

Tā kā rinda (10) konverģē un ir spēkā nevienādības (9), tad pēc salīdzināšanas

kritērija konverģē rindas (1) atlikums, proti, rinda

a
N +a N+l +a N+2+aN+3+...

un tātad konverģē arī dotā rinda (1).

2) Dots: a„>o (n=1,2, 3, ...),

3 lim y/an =p>l.
n-» x>

Jāpierāda: rinda diverģē.

Tā kā virknes !ļ/an
robeža ir skaitlisp>l, tad, sākot ar pietiekami lielu šīs

virknes locekļu kārtas numuruN, ir spēkā nevienādība

y/a~n
>l jeb a„>l

Bet šādā gadījumānav iespējama vienādība

lim a„=o,
n — re

t. i., nav izpildītskonverģences nepieciešamais nosacījums untātad rinda diverģē. □

Piemērs. Noskaidrot, vai konverģē rinda £ ļ —r—] .
n-i V 2n J

/3/i+lV
nr

- //3n+lV 3n+ i
Taka tad Va n

= —j=-- un

v n/ M
8»+l

..
/3 1\ 3

lim <7a„= lim
—— =lim

- + - =-.
n-.a,

V "

n-» qq 2rc n-*>\2 2/l/ 2

3
Ta kā robeža p*= - >1, tad pēc Košī kritērija2. daļas dotā rinda diverģē.

Piemērs. Izmantojot rindas konverģences nepieciešamonosacījumu, pierādīt, ka

„.
/ n \*>

lim - =0.
«-»» \3n-lJ

Aplūkosim skaitļu rindu V( — ) . Noskaidrosim, vai šī rinda konverģē, izman-

tojot Koši konverģences kritēriju.

Tā kā lim Va„=lim ļ(J?_J\lim , V-Q)*-ļ "P<L

tad rinda konverģē, un saskaņā ar konverģences nepieciešamonosacījumu

( n "\**
lima„=lim =0.
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4. INTEGRĀLAIS KONVERĢENCES KRITĒRIJS

Ja skaitļu rindas

a, +a
2
+a

3
+

...
+a„+...

locekļi irpozitīvi un nav augoši, t. i.,

a, >a
2
>a

3
>...

...
>0

un eksistē tāda nepārtraukta un neaugošafunkcijaf(x), ka

/(l)=a,, /(2)=a
2, /(3)=a

3, ... ,/(/i)=a„, ... ,

tad rinda konverģē, ja konverģē neīstais integrālis f(x)dx, t. L, ja

eksistēgalīga robeža b ,

lim j"/(x)dx,
i

betrinda diverģē,ja šis neīstais integrālisdiverģē.

Pierādījums

Atzīmēsim koordinātu plaknē punktus, kuru abscisas ir naturāli skaitļi

1, 2, 3, n, n+1, bet ordinātas - atbilstošie rindas locekļi

a
u

a
2,

a
}, o„, a„ +l, .... Saskaņā ar teorēmas nosacījumiem caur šiem

punktiem iet funkcijasf(x) grafiks (sk. 1. zīm.).

1. zīm.

Uz Ox ass nogriežņiem konstruē taisnstūrus tā, kā parādīts 1. zīmējumā.

Katra taisnstūra pamata garums ir vienāds ar 1, tāpēc tā laukums ir vienāds ar

taisnstūra augstumu. Ja par katra taisnstūra augstumu izvēlas perpendikulu, kas

novilkts no attiecīgā Oxass nogriežņakreisās puses galapunkta,tad iegūst lielākos

taisnstūrus. Šo taisnstūru laukumu summa ir vienāda ar rindas parciālsummuS
n
:

l'a
1
+ l-fl

2
+l-a

3
+

...

+ l'0„=a
1
+o

2
+fl

3
+

...
+ a„=S„.

Ja par taisnstūra augstumu ņem perpendikulu, kas novilkts noattiecīgā Ox

ass nogriežņa labās puses galapunkta līdz krustpunktam ar grafiku, tad iegūst

mazākos taisnstūrus (1. zīmējumā šo taisnstūru augšējās malas novilktas ar

pārtrauktāmtaisnēm).Tad taisnstūru laukumu summa ir vienāda ar rindas pirmo

n+l locekļu parciālsummu S
n+l, no kuras atņemts rindas pirmais loceklis ax, jo

lfl
2
+ l-flj+

...
+l'fl

B
+l'Onll=fl

24f1j4...+a,+fl,tp

=a, +a
1
+a

ļ
+

...
+a

n+l -a, =S„+l
-al.
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Intervāla [1; n+ 1] konstruētas līklīnijas trapeces laukums, kas vienāds ar

integrāli
ļļ+ļ

\f(x)dx,

i

ir mazāks par visu lielāko taisnstūru laukumu summu S
n, bet ir lielāks par visu

mazāko taisnstūru laukumu summu S„
+l -a,, t. i.,

n+l

Sn+l -a,< ļf(x)dx<Sn. (11)

i

Pieņemsim,ka konverģē neīstais integrālis j*f(x) dx, t. i., eksistē galīgarobeža

i

n+l

lim ļf(x)dx=l.
t

Tad no nevienādībām (11) izriet, ka

S
n +i—

a)<l jeb Sn+l <l+ax.

Tātad rindas parciālsummas ir ierobežotas no augšas. Tā kā visi rindas locekļi ir

pozitīvi, tad parciālsummas ir monotoni augošas:

Bet augošām un no augšas ierobežotām parciālsummām eksistē galīgarobeža. Tas

nozīmē, ka rinda konverģē. »

Gadījumā, ja diverģē neīstais integrālis j*f(x)dx, t. i.,

i
n+l

lim 00,

i

tad no nevienādībām (11) iegūstam,ka arī

lim S„=oo,

tātad dotā rinda diverģē. □

Piemērs. Noskaidrot, kādām kāpinātājax vērtībām konverģē rinda

V, ~ā 1111 kādām a vērtībām šī rinda diverģē.
n-l

n

Šīs rindas locekļi ir vienādi ar funkcijas

/00-i

vērtībām, ja x=l, 2, 3,... , n,... . Tāpēc jānoskaidro,kādām a vērtībām konverģē

un kādām a vērtībām diverģēneīstais integrālis

f dx

i
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Ja a> 1, tad

+ 00 b

fdx
„

Cdx
„

x
a+l 6

~
/6 a+l 1 \

— = lim —= lim
.

-
lim =

J x
x

x
x

a-+=o -a+ 1 1 *-+oo\-a+l -a +1/
i i

1 1
„

1 1
= lim . ,„ . + —- =0+ —- =—-.

6-.+» (l-a)Z)a 1 a-1 a-1 a-1

Ja a< 1, tad

V°dbt
„

fdx
M

Jt
« +1 6

„

/6 1 a 1 \
— = lim — = lim —- = lim — =+00.

J x
a

fc- +nojx
a

-a+l 1 *-+oo\l-a l-aj
i i

Ja oc=l, tad

+ oo 6

C dx Cdx b
— = lim —= lim lnx = lim OnZ>-lnl)=+ 00.

J X b~+*>] X *-+*> 1 J-+X>

1 1

Tātad neīstais integrālis
+ 00

fdx [konverģē, ja a>l,

J x
a [diverģē, ja a<l.

i

Līdz ar to pēc integrālā konverģences kritērija arī rinda

" 1 [konverģē, ja ac>l,

n
x

[diverģē, ja as£l.

Atzīmēsim,ka gadījumā,kad a=l, iegūst harmonisko rindu £ , kura,

kā zināms, diverģē. n"1

Rindu vispārīgā locekļa pierakstā bieži izmanto šādus apzīmējumus:

l-23-...rt=/?! («-faktoriāls),

1•3 ■5 ■... ■ (2n -1) =(2n -1)!! (2n -1 - divkāršais faktoriāls),

2 4-6-...-2n =(2/i)!! (2n - divkāršais faktoriāls)

un sakarības:

(n+l)!-l-2-3-...n(n+l)=n!(n+l),

(2/i-fl)!!= l-3-5-... (2« -l)(2n +l)=(2n-l)!!'(2n + l),

(2n+2)!!=2-4-6-...-2n(2n+2)»<2n)!!(2n+2).

Piemērs. Noskaidrot, vai konverģē rinda

* n3 l3 23 33 n3

_

1 8 27 n

„?i(2n)!! =

2!!
+

4!!
+

6!!
+"'

+

(Žnjll
+
"'

=

2
+ +

2Tē
+
"'

+

2-4-6...-2/1
+

"

Izmantosim Dalambēra kritēriju.

n
3

,
(n+l)3

Tā kā a„=- , tad a„+, = — —.
" (2/1)!! (2rc+2)!!

Atrodam robežu

».
a„ +l ~

(re+ l)
3 (2n)!! </i + l)3 (2n)!!

~
1

..

/n+lV
hm =

lim , = lim . , - lim lim ļ =

n-o an «~m (2«+-2)!!-rc3
n -«(2n)!!(2n+2)n3

+2»-\ n J

=lim —— lim(l+-| =01=0=p<l.
2n+2

n-oo\ «y

Tātad dotā rinda konverģē.
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26.4. §. ALTERNĒJOŠAS RINDAS

Definīcija

Par alternējošurindu sauc skaitļu rindu

a, -a2
+a

3
-... +(-l)

n+l
a„+...= £ (-l)

n+l

an>

n-l

kur a„>0, betrindas locekļu zīme mainās no«+» uz«-» unno «—» uz«+».

Piemērs. Skaitļu rinda

|i(.ir
.i.,-J +

i-l
+...+

<-i)-i +...

ir alternējoša rinda.

Aplūkosim teorēmu par alternējošurindu konverģences pietiekamiem nosa-

cījumiem.

Leibnica kritērijs

Ja alternējošairindai

aļ-a2
+a

3 -...
+(-l)

n+l
a

n
+... (a„>0)

ir spēkāšādas īpašības:

1) lima
n=0,

n-» qd

2) a, >a2
>a

3
>...>a

n
>a

n+l
>... ,

tad rinda konverģē; tās summa S irpozitīvs skaitlis, kas mazāks par rindas

pirmolocekli, t. i.,
_ „

o<S<a,.

Pierādījums

Vispirms aplūkosim gadījumu,kad rindas parciālsummā S
n

locekļu skaits ir

pāra skaitlis, t. i., n =2m. Pierādīsim, ka šādas parciālsummas

S
2m =ai -a

2
+a

3
-a

A
+...+ a

2m i-a2m (1)

ir monotoni augošas un ierobežotas no augšas.
Tā kā

S2m=(a, -a2
) +(a

3
-a

4) + ... +(a2m i-a2m)

un a, >a2, a 3
>a

4, ... , a
2m i>a2m, tad starpība katrās iekavās ir pozitīva. Tātad

S2m >o.

Palielinot parciālsummā locekļu skaitu, iegūstam
•S

2m+
2='S

2m
+(a

2m+ i—a2m+2).

Tā kā a
2m+l

-a
2m+2>o, tad S

2m+2
-S

2m >o jeb S
2m+2

>S
2m, t. i., parciālsummas

ir monotoni augošas.

Lai pierādītu, ka parciālsummas ir ierobežotas no augšas, pārveidosim izteik-

smi (1) šādi:

S2m
=ax-(a

2
-a

3
)-(a

4
-a

5
)-...-(a2m 2

-a
2m i)-a2m.

Starpība katrās iekavās ir pozitīva un arī a 2m >o, tāpēc, atņemotno a, iekavu

izteiksmes una 2m, iegūstamskaitli, kas ir mazāks nekā a,. Tātad

0<S
2m <a,. (2)

Līdz ar to ir pierādīts, ka parciālsummas S
2m

ir monotoni augošas un

ierobežotas no augšas un tātad tām eksistē robeža

lim S
2m =S.

2m
-.

v
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levērojotnevienādības (2), iegūstam

limO< lim S
2m <lima,,

2m -.oo

no kurienes o<S<c,.
Ja parciālsummā locekļu skaits ir nepāra skaitlis n=2m+ l, tad parciāl-

summu

S2m +l—a\ — G
2
+ a

3
—

••■
~a

2m+ a
2m +l

var izteikt šādi:

S2m +i~ S2m+a2m +i■

Tā kā pēc teorēmas nosacījumiem lim a2m+l =0, tad

m-» oo

Um S*,+1
~ lim (S

2m
+a

2m+l
)= lim S

2m
+lim a

2m+l
=S+o=S.

Tātad parciālsummām S2m+l eksistē tāda pati robeža S kā parciālsummām S2m.
Līdz ar to teorēma ir pierādīta. □

Secinājumi

1. Atzīmēsim uz skaitļu taisnes punktus, kas atbilst alternējošas rindas parciāl-

summām.

S,=a,,
5

2 =a,—a
2=S, — a

2,

5
3
=aļ—a2

+a
3
=S

2
+o.

3 ,

5
4=a, —a

2
+a

3
=S

3
— a^,

5
5
=aļ—a 2

+a3 —a4+a5= +a
s,

2. zīm.

Ka redzams, parciālsummām ir speķa nevienādības

S
2m

<S<S
2m + ļ

■

Tātad, izmantojotparciālsummuS
2m, var aprēķināt alternējošasrindas

summas S tuvinātu vērtību ar iztrūkumu, bet, izmantojot parciālsummu

Sam+i, - ar uzviju.

2. Jaalternējoša rinda konverģē un tās summa ir S, tad

S=a
x
-a

1
+a

3
-...+(,-l)n+l a

n
+a

n+i-a n+2+a
n+3-... (3)

(šeit pieņemam,ka n ir pāraskaitlis);

rindas atlikums

a
n+i-a n+2

+a
n+3-...

arī ir konverģenta alternējoša rinda, kuras summa S saskaņā ar Leibnica

kritēriju ir mazāka nekā a
n+l.
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Tātad

S=S
n
+S' jeb S-S

n
=S.

Bet, tā kā S'<a
n+l, tad S-S

n
<an+l.

Vispārīgajā gadījumā(neatkarīgi no tā, vai n ir pāra vai nepāra skaitlis):

|S-S„|<|aß+l |. (4)

Tātad, ja tuvinātos aprēķinos alternējošas rindas summu S aizstāj ar

parciālsummu S„, tad kļūda ir mazāka par nākamā rindas locekļa an+l

moduli.

Piemērs.Pierādīt, ka konverģē rinda

|ļ(
_1) ..IJs.l^+^_..1J

5
. 1^+^_...+(_irl J

i+

un atrast tās summu ar precizitāti līdz 0,01.

Pārliecināsimies, ka rinda apmierina Leibnica kritērija nosacījumus.

Patiešām,

lima„=lim —: =0

un rindas locekļi ir monotoni dilstoši, jo

i 11 1
1> - > - > — >...

4 9 16

vai vispārīgajā gadījumā

n
1 (n +l)2

Tātad rinda konverģē un tās summa S<a, =1.

Noskaidrosim, cik locekļujāņem parciālsummā S„, lai tās vērtība no rindas

summas S atšķirtos mazāk nekā par 0,01. Tātad saskaņā ar nevienādību (4) ir

jāizpildās nosacījumam

\S-S n\ <\an+l\ <0,01.

Tā kā

tad jāatrisinanevienādība

nokurienes

(hTī)~
jeb ("+ 1)2>100> "+ I>lo, n>9.

Tātad rindas parciālsummājābūt vismaz 10 locekļiem un

c ,
1 11 11 111 1

iSil 1 4 1 -{ =

22 32 42 5 2 62 72 82 9
2

10
2

11111111 r

4
+

9
~

16
+

25

~

36
+

49

_

64
+

81

~

i~OO
*

« 1
- 0,25+0,111 -0,0625+0,04-0,0277+0,0204- 0,0156+ 0,0123- 0,01=0,8179 *

«0,82.
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26.5 §. RINDAS ABSOLŪTĀ

UN NOSACĪTĀ KONVERĢENCE

Pieņemsim, ka skaitļu rindas

00

£a„=a,+a2
+o

3
+...+a„+

...
(1)

n-l

locekļi ir gan pozitīvi, gan negatīvi skaitļi (šādas rindas sauc par maiņzfmju

rindām; viens no maiņzīmju rindu veidiem ir alternējošā rinda).

Kopā ar maiņzīmju rindu (1) aplūkosim arī tās locekļu absolūto vērtību

(moduļu)rindu

ļ \an\ =|a,| + \a
2
\+ \a3 \ +... +\an\ +

...
. (2)

n-l

Definīcija

Ja konverģē maiņzīmju rinda (1) un konverģē arītās locekļu absolūto

vērtību rinda (2), tad saka, ka rinda (1) konverģēabsolūti.

Ja konverģē maiņzīmju rinda (1), bet tās locekļu absolūto vērtību

rinda (2) diverģē, tad saka, ka rinda (1) konverģēnosacīti jebneabsolūti.

Teorēma
„ „

Ja konverģērinda (2), tad konverģē arīrinda £a„ (1).

n-l n=l

Pierādījums

Aplūkosim abu rindu parciālsummas:

S„=ax+a
2
+a

3
+... + a

n;

ff„=|a,| +\a2\ +\a3\ +...+Ja»|.

Parciālsummā S
n
ir gan pozitīvi, gan arī negatīvi skaitļi, bet parciālsummā cr

n
-

tikai pozitīvi skaitļi. Apzīmēsim ar S„ parciālsummas S„ visu pozitīvo locekļu

summu un ar S„ - parciālsummas S
n

visu negatīvo locekļu moduļu summu. Tad

S„ >0, S„~ >0, bet parciālsummas S
n un a„ var izteikt šādi:

S
n
=Sn —S

n ! Gn —Sn +S
n •

Tākā absolūto vērtīburinda (2) konverģē, tad tāsparciālsummāmeksistē galīgarobeža

lim o-„= lim (S„ +S„ ) =o-.

n-* co n-»oo

Parciālsummas S„ un S„ ir monotoni augošas un ierobežotas no augšas, jo to

locekļi ir pozitīvi, turklāt S„ <a, S„ <o. Tātad eksistē robežas

lim S„+ =S+
un lim S-=S~.

Līdz ar to eksistē arī robeža rindas (1) parciālsummām:

lim S„= lim (S„+ -S")=lim S„
+ -limS„=S

+ -S~=S,
n-.ro n-.ro n-*oo n-* oo

t. i., rinda (1) konverģē. □

Piezīme. Aplūkotās teorēmas apgrieztā teorēma nav spēkā, t. i., ja

konverģē maiņzīmju rinda, tad tās locekļu absolūto vērtību rinda var diverģēt.

Piemērs. Noskaidrot, vai konverģē absolūti rinda
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Dota alternējošarinda apmierinaLeibnica kritērijanosacījumus:

lima„=lim
I

=o un a
n
>a

n+l
, jo - > ——- V neN.

n-n n-»n n n+l

Tātad rinda (3) konverģē.

Lai noskaidrotu, vai rinda (3) konverģē absolūti, aplūkosim tās locekļu

absolūto vērtību rindu

AI » 2 3 n

Rinda (4) ir harmoniskā rinda un tātad tā diverģē (sk. 26.2. §.). Tādējādi dotā

alternējošā rinda (3) konverģē nosacīti (neabsolūti).

26.6. §. KONVERĢENTU RINDU ĪPAŠĪBAS

Ka zināms, ja saskaitāmo skaits ir galīgs, tad, saskaitot skaitļus, ir speķa

šādas īpašības:

komutatīvā īpašība -

a+b=b+a,

asociatīvā īpašība-

(a+ b)+c=a+ (b+c),

distributīvā īpašība attiecībā pret summas reizināšanu ar skaitli -

(a+b)c=ac+bc jeb c(a+b)=ca+cb.

Noskaidrosim, vai analogasīpašības piemītarī izteiksmēm arbezgalīgi daudz

saskaitāmajiem(skaitļu rindām).

1. RINDU ASOCIATĪVĀ ĪPAŠĪBA

Ja rinda

a, +a
2
+a

3
+

...
+a

n
+... (1)

konverģē un tās summa ir skaitlis S, tad rinda, kas iegūta, brīvi izraudzītā

veidā grupējotdotās rindas locekļus, bet nemainot to kārtību, arīkonverģē
un tās summa ir skaitlis S.

Piemēram,ja
aļ+a

2
+a

3
+a

4
+a

5
+a

6
+a

1
+

... =S, (2)

tad arī

(a ļ
+a

2 ) +a3 + +(a5 +a
6
+a1 )+ ...

=S. (3)

Pierādot šī piemēraapgalvojumu, izmantosim šādu virkņu īpašību: jebkuraapakš-

virkne, kas sastādīta no konverģentas virknes locekļiem, konverģē uz dotās virknes

robežu. Tātad, tā kā dotās rindas (2) parciālsummu virknes

Sļ, S
2 ,

S
3 ,

S
4, Sļ, S

6, S
l, ...

robeža ir skaitlis S, tad arī rindas (3) parciālsummuvirknes

S
2
, S

3
, S

4,
S

7 , ...

robeža ir skaitlis S, t. i., rindas (3) summa ir S. □
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2. RINDU DISTRIBUTĪVĀ ĪPAŠĪBA

Ja rinda

ax+a
2
+a

3
+

...
+a

n
+... (1)

konverģē un tās summa ir skaitlis S,

tad rinda

kaļ+ka
2
+ka

3
+

...

+ ka
n
+... (4)

arīkonverģē un tās summa ir skaitlis kS.

Pierādījums

Aplūkosim abu rindu parciālsummas S
n
un cr n.

Ja S
n=aj+a

2+a3 +...+an,
tad o-„= /ca1 +ka

2
+ka

3
+ ... +ka

n=k(al +a
2
+a

3
+... +a

n) =kS
n.

Tā kā rindas (1) summa ir skaitlis S, tad

lim S
n
=S.

n-.ro

Atrodam rindas (4) parciālsummas c
n

robežu:

lim a
n
=lim (kS

n
)=khm S

n
=kS.

n-.ro n-.ro n-.ro

Tātad rindas (4) summa ir kS. □

Rindu distributīvo īpašību parasti pieraksta šādi:

£ ka
n
=kfja

n jeb k £ a„= £ ka
n.

n-l n-l n-l n=l

3. RINDU KOMUTATĪVĀ ĪPAŠĪBA

Ja skaitļu rinda konverģēabsolūti, tad jebkuracita rinda, kas iegūta,

mainot vietām dotās rindas locekļus, ari konverģē absolūti un tai ir tāda

pati summa kā dotajairindai.

Ja skaitļu rinda konverģēnosacīti (neabsolūti),tad, mainot vietām tās

locekļus, var iegūtrindu,kas konverģē uzcitu summu vai pat diverģē.

Šo īpašību nepierādīsim, bet paskaidrosim pēdējoapgalvojumu ar piemēru.

Piemērs

Aplūkosimalternējošuskaitļu rindu

lepriekšējāparagrāfānoskaidrojām, ka šīrinda konverģē nosacīti (var pierā-

dīt,ka tās summa S=ln2).

Pārvietosim rindas (5) locekļus tā, lai aiz katra pozitīvā skaitļa atrastos divi

pēc kārtas ņemtinegatīvie locekļi:

11111111
1 1 h X... (6)

2 4 3 6 8 5 10 12

Komutatīvā īpašība ir spēkā absolūti konverģentām skaitļu rindām, bet asociatīvā un

distributīvā īpašība- arī nosacīti (neabsolūti) konverģentām rindām.
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Saskaņa ar asociatīvo un distributīvo īpašību rindu (6) var pārveidot šādi:

\ 2 4/+\36Sj+ \5 10 12/ \2n-l 4n-2 4nj +"'

=(2-ī)+(e- s)+ (io - i2)+- + U-2 - 4«) +-=

=2(I_ 2)+ 2(3 _4) + 2(5 _6)+ '"'+ 2(2n"-ī~2n)+ '''

==

-X(i"i)+6"O*G"*) +
""

+(s^-ž)+"0"

Kā redzams, jarindas (5) summa ir skaitlis S, tad rindas (6) summa ir skaitlis S.

Tātad pēc aplūkotās locekļu pārvietošanas dotajārindā tās summa ir samazināju-
sies divas reizes.

26.7. §. DARBĪBAS AR RINDĀM

Ar skaitļu rindām definē aritmētiskās darbības: saskaitīšanu, atņemšanu,

reizināšanu, dalīšanu. Sīkāk aplūkosim rindu saskaitīšanu (atņemšanu)un reizi-

nāšanu.

1. RINDU SASKAITĪŠANA (ATŅEMŠANA)

Pieņemsim,ka ir dotas divas rindas

a, +a
1
+a

3
+...+a

n
+... (1)

un

bļ +b
1
+b

3
+...+b

n
+... . (2)

Sastādīsim trešo rindu, saskaitot doto rindu atbilstošos locekļus:

(ax+bl)+ (a
1
+b

2
)+(a

3
+b

3
)+

... + (an
+b

n) +... . (3)

Ar rindu (3) definē rindu (1) un (2) summu. Analogi definē arī šo rindu starpību.

Definīcija

Par rindu un Y,b n summu (starpību) saucrindu £ (a
n
±b n),

n-l n-l n=l

kas iegūta, saskaitot (atņemot) dotorindu atbilstošos locekļus.

Raksta

£a„+X b
n
=i(a

n
±b

n).
n-l n-l n-l

Teorēma

Ja rindas a„ un £b n konverģē un to summas attiecīgi ir skaitļi
n=l n-l

A un B, tad konverģē arīrinda £ (an±6 rt) un tās summa irA±B.
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Pierādījums

Aplūkosim visu trijurindu parciālsummas:

A
n
=aļ+a

2
+a

3
+ ... +a

n,

B
n
=bx+b

2
+b

3
+

...
+b„,

S
n
=(a1±b:)+(a

2
±b

2
)+ (a

3
±b

ļ
)+...+(a

n
±b

n).

Parciālsummu S
n var pārveidot šādi:

S
n
=(aļ +a

2
+a

3
+

...
+a

n
)±(b

ļ
+b

2
+b

3
+...+ b

n
)=A

n
±B

n.

Tākā lim.A„=.A un lim B
n=B, tad

n-.no n-.oo

lim S
n
= lim (An±B n)= lim A

n± lim B n=A±B.

Līdz ar to teorēma ir pierādīta. □

2. RINDU REIZINĀŠANA

Lai sareizinātu divas skaitļu rindas

a, +a
2+a3 +... +an

+... (1)

un

b1 +b
2
+b

3
+

...
+b

m
+

... , (2)

līdzīgi, kā reizina divus polinomus,sastādīsim visus iespējamos doto rindu locekļu

reizinājumus atbj (i, 2, 3, ...). Šos reizinājumus var pierakstīt bezgalīgas
matricas veidā:

/a,/?, a
2b\ a

■•■ anbļ ■ ■-\
a,Z? 2

a
2
b

2
a

3
b

2 ...
a

n
b

2
...

a
x
b

3
a

2
b

3 a3
b

3 ...
an

b
3 ...

(4)

dļbm a
2
b

m a
3
b

m ... an
b

m ...

\ /
Saskaitot visus matricas (4) elementus, iegūstam izteiksmi, ko sauc par

divkāršu rindu unpieraksta šādi:

Ž f>«*m jeb ļa
n
b

m
. (5)

m-In=l n-l

m-1

Arī divkāršām rindām definē konverģences unrindas summas jēdzienus.

Doto rindu (1) un (2) reizinājumu definē ar divkāršās rindas palīdzību.

Definīcija

Parrindu £a„ un Y,bm
reizinājumusauc

divkāršo rindu £ n
6

m.
n=l m-1 m-l n-l

Raksta

( I«-YlO=I ta
n
b

m. (6)

\n=l /\m-l / «i-l »=1

Par reizinājumā iegūtās divkāršās rindas konverģenci ir šāda Košī teorēma

(aplūkosim to bez pierādījuma).
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Teorēma
m

Ja rindas un £hm konverģē absolūti un to summas ir attiecīgi
n-l m-1

a, „

skaitļi A un B, tad divkāršā rinda £ ]T a
n
b

m
arīkonverģēabsolūti un

tās summa ir skaitlis AB.
m ~l

Piezīme

Ja rindas (1) un(2) konverģē nosacīti, tad ir iespējams, ka divkāršā rinda (5)

diverģēvai arī konverģē, bet tās summa nav skaitlis AB. Šādā gadījumāsaka, ka

rindas (1) un (2) nevar reizināt.

Saskaņā ar Košī teorēmu,sareizinot absolūti konverģentas rindas (1) un (2),

iegūst absolūti konverģentu divkāršo rindu; tāpēc tai ir spēkā komutatīvā īpašība,

t. i., rindā £ £ a
n
b

m
var mainīt vietām locekļus. Tāpēc divkāršo rindu parasti

m=ln=l

uzraksta kā vienkāršu rindu, kuru iegūst, noteiktā secībā pārgrupējotdivkāršās

rindas locekļus. Viens no locekļu grupēšanaspaņēmieniemir sakārtot reizināju-

mus an
b

m tā, lai katrā locekļu grupā indeksu summa n+ m būtu konstanta, t. i.,

(re+ m)= 2, 3, 4 Tādējādiiegūstam šādu rindu reizinājumapierakstu:

(ax+a
2
+a

3
+... +a

n
+ ...)(bx+b

2
+b

3
+...

+b
m

+...) =

=aļb
x
+ (ax

b
2
+a

2
b

x ) +(axb
3
+a

2
b

2
+a

3
bx)+...+

+ (axb
m
+a

2
b

m _l +a
3
b

m 2+...+a
m l b

2
+ a

m
bx) +... .

Šādu locekļu sakārtojumu iegūst, ja vienā grupāapvieno visus tos matri-

cas (4) elementus, kas atrodas uz vienas diagonāles(sk. (7)).

ļa,ļbļ o.
2

bx o.
3

b
x ...

o.
n
b

x
...\

axb 2
a

2
b

2
a

3
b

2 ...
a„b

2 ...

a

x
b

3^a2
b

3
a

3
b

3 ...
an

b
3 ...

(7)

axb
m

a
2
b

m
a

3
b

m ...
a

n
b

m ...

Pirmais šādu shēmu izmantoja Košī, taču ir arī citas matricas (4) elementu

grupēšanasshēmas, kuras šeit neaplūkosim.

Piemērs. Atrast rindu ŽQj (*) un Ž^ (**) reizinājumu.

Dotās rindas ir bezgalīgu dilstošu ģeometriskoprogresiju rindas, un tātad tās

konverģē absolūti; šo rindu summas aprēķina pēc formulas

1-9

Rindas (*) pirmais loceklis a=l, kvocients q= unsumma

Rindas (**) pirmais loceklis a=l, kvocients q= — unsumma

4

s
1 4

>-H)
5

'



Tātad doto rindu reizinājums ir divkārša rinda, kura ari konverģēabsolūti, un tās

summa ir reizinājums

2-*-*.
5 5

Sastādīsim reizinājuma rindu, izmantojot iepriekš aplūkoto Košī shēmu.

Tā kā
" /IV illll 1

žļāj =1+
2 +4+B +

16
+

32
+
-

un

"/IV 1 l 1 l_
h\ V 4+ 16 64

+
256 1024' "

tad šo rindu locekļu reizinājumamatrica ir šāda:

/1--- - - -\
/ 2 /4 / 8 /16/ 32

\X 1 / 1/ 1/ 1/ 1

~4
/ 8 /Vo pty

_

128

1 / 1 / 1 / \_/ l

16 /32 /64 /128 256 512

i A' * x / 1 _L i

~64 ~Ī2B ~256
~

512
~

1024
~

2048

i_/ i _i_ i _i_
256 512 1024 2048 4096 8192

1 XJ 1

1024 2048 4096

1 /

Saskaitot uz vienas diagonāles esošos matricas elementus, atrodam

S /IV 1 " / IV 1 1 3 5 11 21 8

žllj =I+
4-

+
r6 +64 +

256
+

1024
+-=5-
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XXVII NODAĻA

FUNKCIJU RINDAS

27.1. §. PAMATJĒDZIENI

Aplūkosim virkni

w, (x), u
2
(x), u

3
(x), ... , u

n(x),

kuras locekli ir argumenta x funkcijas, turklāt šīm funkcijām ir kopīgs definīcijas

apgabals.

Definīcija

Par funkciju rindu saucizteiksmi

£ u
n (x)=uļ(x)+ u

2(x)+ u
3
(x)+

...
+u

n
(x)+

... ;
n=l

u
n(x) saucpar funkciju rindas vispārīgolocekli.

levietosim funkciju rindā x vietā skaitli x
O, kas ņemts no šīs rindas locekļu

definīcijas apgabala.Tad iegūstam skaitļu rindu

u)(x
0
)+u

2
(x

0
)+ u

3
(x

0
)+...+ u

n(x
0
)+

... ,

kura vai nukonverģē, vai diverģē.

Definīcija

Visu to x vērtību kopu, kurām funkciju rinda konverģē, saucpar šīs

rindas konverģences apgabalu.

Pakāpeniski saskaitot funkciju rindas locekļus, iegūst šādas izteiksmes:

S,(x) =«,(*),
5

2
(x) =v,(x)+ u

2
(x),

5
3
(x) =u

ļ
(x)+u

2
(x)+u

3
(x),

S
n
(x)=Ui(x)+ u

2
(x)+ u

3
(x) +...+ u

n(x).

Šīs izteiksmes sauc par funkciju rindas parciālsummām. Analogi kā skaitļu

rindām meklē parciālsummu robežu lim S
n
(x).

Definīcija

Ja funkciju rindas parciālsummāmS
n
(x) eksistēgalīgarobeža

-
funkci-

jaS(x), kad n -* 00, t. i.,
lim S„(x)=S(jc),

tad saka,ka rinda konverģēun funkciju S(x) saucpar rindas summu; raksta

t u
n
(x) =S(x).

n-l

Janeeksistēgalīgarobeža limS„(x), tadsaka, ka funkciju rinda diverģē.

Ja funkciju rindā
50

v, (x)+u
2 (x) +... +u

n(x)+un+l (x)+ un+2 (x)+ un+3 (x)+
...

(1)

svītro pirmos n locekļus, tad iegūst citu rindu

u
n+l

(x)+ u
n+2 (x) +u

n+3
(x)+

... ,

ko sauc par dotās rindas atlikumu un apzīmē ar R„(x).
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Tātad
R

n(x)=u
n+l (x)+ un+2 (x) +un+3 (x)+ ... . (2)

Ja funkciju rinda (1) konverģē un tās summa ir S(x), tad

S(x)=S
n
(x)+R

n
(x) jeb R

n
(x)=S(x)-S

n (x).

No pēdējās vienādības izriet, ka

lim R
n(x)= lim (S(x)-Sn(x)) = lim S(x)- lim S

n(x)=S(x)-S(x) =0.

Var pierādīt arī apgriezto apgalvojumu: ja limi?
n(x)=o, tad lim S

n (x)=-S(x),

t.i., funkciju rinda (1) konverģē.
Tādējādiiegūstamšādu funkcijurindas konverģences nepieciešamoun pietie-

kamo nosacījumu.

Funkciju rinda konverģē tad un tikai tad, ja tās atlikums R
n(x) tiecas

uz nulli, kad n-*cc.

Piemērs

Aplūkosim funkciju rindu

£ x
n=l+x+x2

+x3+...+x"+...,
n-0

kuras locekli ir ģeometriskāsprogresijas locekļi. Šīs progresijas pirmais loceklis

a=l unkvocients q=x.

Ja | q |=| x |< 1, tad šāda rinda konverģēun tās summu aprēķina pēc formulas

S=
— (sk. 26.1.§).

1-g

Tātad dotā rinda konverģē, un tās summa ir funkcija

ja |x\ <1, t. i., šīs rindas konverģences apgabals ir intervāls (— 1; 1).

Tādējādi

3. zīmējumāattēloti rindas parciālsummu

S
2
(x)= l+x,

S
3
(x)=l+x+x2,

Si(x) =l-rX+X2+X3

grafiki un arī rindas

summas S(x)= — gra-
-I—x

fiks konverģences inter-

vālā (-1; 1).

Kā redzams, palie-
linot locekju skaitu n

parciālsummās Sn (x), to

grafiki konverģences in-

tervālā «tuvojas» sum-

mas S(x) grafikam (t. i.,

samazinās parciālsum-

mu novirze noS(x)).3. zīm.
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27.2.§. FUNKCIJU RINDAS

VIENMĒRĪGAS KONVERĢENCES JĒDZIENS

Pieņemsim, ka funkciju rinda konverģē intervālā [a; b] un tās summa ir S(x).

Kā redzējām iepriekšējāparagrāfāaplūkotajāpiemērā, tādā gadījumāparciālsum-

mu S
n(x) grafiki arvien mazāk novirzās no summas S(x) grafika (ja parciālsum-

mās palielina locekļu skaitu n). Rindu praktiskos lietojumosļoti svarīga ir īpašība,

kad funkciju rinda konverģē vienmērīgi uz summu S(x) konverģences intervā-

lā [a; b]. Tas nozīmē, ka visos intervāla punktos parciālsummu S
n (x) grafiku

novirze no summas S(x) grafika ir mazāka par jebkuru brīvi izraudzītu mazu

pozitīvu skaitli f,, ja vien parciālsummulocekļu skaits ir pietiekamiliels.

Definīcija

Saka, ka funkciju rinda konverģē vienmērīgiintervālā[a;b] uzsummu

S(x), ja katram mazam pozitīvam skaitlim c var atrast tādu skaitli N, ka

visām rindas parciālsummām, kuru locekļu skaits N, visos inter-

vāla [a; b] punktosx ir spēkānevienādība

\S n(x)-S(x)\ <c.

Definīcijas nosacījumus saīsināti pieraksta šādi:

VoO 3N, ka V un V xe[a; b] ir

\S„(x)-S(x)\ <c. (1)

Tā kā no nevienādības (1) seko, ka

-E<S„(x)-S(x)<t:

jeb

S(x)-E<S n (x)<S(x) +r. Vxe[cr;Z>],

tad vienmērīgās konverģences definīciju var uzskatāmi ilustrēt ģeometriski: ja

intervālā [a; b] ap funkcijas S(x) grafiku konstruē joslu, kuras platums ir 2e, tad

šajā joslā atrodas visu to parciālsummuS
n(x) grafiki, kurām locekļu skaits

t.i., SN (x), SN+l (x),
...

grafiki (sk. 4. zīm.).

4. zīm.
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5. zīm.

Eksistē ari tādas funkciju rindas, kuras konverģē uz summu S(x) intervālā

[a; b], taču tāmnav tādu parciālsummuS„(x), kurām ir spēkānevienādība

\Sn(x)-S(x) \ <E

vienlaicīgi visos intervāla [a; b] punktos. Šādā gadījumāsaka, ka funkciju rinda

konverģē nevienmērīgi.

Nevienmērīgas konverģences piemērs ilustrēts 5. zīmējumā. Šeit

parciālsummām S
n(x) ir maksimuma punkti. Turklāt maksimuma punktos visu

parciālsummu vērtība ir viena un tā pati. Ja skaitli £>0 izvēlas mazāku nekā

parciālsummuvērtība maksimuma punktos, tadparciālsummu grafikus nav iespē-

jams ietvert joslā

(S(x)-e, S(x)+e).

Teorēma (vienmērīgāskonverģences pazīme)

Funkcijurinda

v,(x) +u
2
(x)+...+ u

n
(x)+ ...

(2)

konverģē vienmērīgiintervālā [a; b], ja eksistē tāda konverģenta pozitīvu

skaitļu rinda

aļ +a
2
+

...
+a

n
+

...
, (3)

ka visos intervāla [a; b] punktos ir spēkānevienādības

|u,(x)| <a,, | u 2 (x)\ <a2,..., |u
n(x)\ «sa„, .... (4)

(Šādā gadījumā saka, ka funkciju rinda (2) ir mažorējama, bet skaitļu

rindu (3) sauc par mažorantrindu.)

Pierādījums

Izmantosim šādus apzīmējumus:

S(x) - funkciju rindas (2) summa,

S
n(x) - funkciju rindas (2) parciālsummā,

R
n(x)=S(x)-Sn(x) - funkciju rindas (2) atlikums,

S - skaitļu rindas (3) summa,

S
n

- skaitļu rindas (3) parciālsummā,
R

n
=S-S

n
- skaitļurindas (3) atlikums.
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Ta ka ir speķa nevienādības (4) un rindas (3) locekļi ir pozitīvi skaitļi, tad

visiem xe[a;b] ir pareiza nevienādība

\Rn(x)\ š\Rn\. (5)

Patiešam,

\Rn(x)\ =\un+l (x) +u
n+2 (x)+ ...\ <| u

n+l (x)\ +| u
n+2(x)\ +...<

<a
n+l

+a
n+2

+
...

=\ a
n+l

+ a
n+2+ ...\ =\R„\ .

Tākā skaitļu rinda (3) konverģē, tad

lim S
n
=S.

n-* no

Saskaņā ar robežas definīciju tas nozīmē, kakatram f.>o eksistē tāds skaitlis

N=N(e), ka visiem pareiza nevienādība

\S-Sn\<E jeb \R
n\<E. (6)

No nevienādībām (5) un (6) izriet, ka arī

\Rn (x)\<e jeb |S(X)-S
n
(x)\ <c.

Tādējādi ir pierādīts, ka katram pozitīvam skaitlim c var atrast tādu skaitli N, ka

visām rindas (2) parciālsummām, kuru locekļu skaits visos intervāla [a; b]

punktos x ir spēkā nevienādība

| S(x)-Sn(x)\<e jeb \Sn(x)-S(x)\ <c.

Tātad funkciju rinda (2) konverģē vienmērīgiintervālā [a; b]. □

Piemērs. Pierādīt,ka funkciju rinda

sinx sin2x sin3x smnx

2 22 23 2n

konverģē vienmērīgiintervālā (-oo; +oo).
Tā kā visiem reāliem skaitļiem x ir spēkā nevienādība | sin nx\ < 1, tad

sinx 1 sin2x 1 sinnx 1
, , < ~ ..., < , ....

2 2 22 22 2" 2"

Savukārt skaitļu rinda
111 1

2
+

2
,+

2
3+-+

2n
+-

konverģē, jo tā ir bezgalīgas dilstošas ģeometriskās progresijas rinda. Tātad dotā

funkciju rinda intervālā (-oo; +oo) ir mažorējama un šajā intervālā konverģē

vienmērīgi.

27.3§. VIENMĒRĪGI KONVERĢENTU RINDU ĪPAŠĪBAS

Kā zināms, divu vai vairāku (galīgaskaita) funkciju summām ir spēkāvairākas

svarīgas īpašības: nepārtrauktufunkciju summa ir nepārtrauktafunkcija, funkciju

summasrobeža ir vienāda ar saskaitāmo funkciju robežu summu, funkciju summu

var atvasinātun integrētpa locekļiem. Lai noskaidrotu,vai analogasīpašībasir spēkā

arī bezgalīgām funkciju rindām, aplūkosim (bez pierādījuma)šādas teorēmas.

t. Funkciju rindas summas nepārtrauktība

Ja

1) u
x
(x), u 2

(x), ..., u n (x),
...

ir nepārtrauktasfunkcijas intervālā [a; b],
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2) funkciju rinda

u
1
(x) +u

2
(x)+... + u„(x)+...

konverģē vienmērīgiuzsummuS(x) intervālā [a; b],

tad rindas summa S(x) ir nepārtrauktafunkcija intervālā[a;b].

2. Funkciju rindas robeža

Ja

1) funkciju rinda

U, (X)+U
2
(x)+ ... +U n(X)+ ...

konverģē vienmērīgiuzsummu S(x) kādā punkta x0apkārtnē,

2) eksistēgalīgas robežas

lim u1(x) =a,l lim u
2
(x)=a

2, ..., lim u
n(x)=a

n, ...,

tad skaitļu rinda

a, +a
1
+

...
+a

n
+...

konverģē un tās summa S= lim S(x) jeb

lim X«„(x)= £ bm u„(x),
x_,x o n-l n-l

x_>xo

r. i., robežpāreju varizdarīt aiz summaszīmes.

3. Funkciju rindas atvasināšana pa locekļiem

Ja

1) funkcijām v,(x), u
2(x) u„(x), ...

intervālā[a;b] eksistē nepārtraukti atvasinājumi

u\(x), v'
2
(x), ..., u

n
(x), ... ,

2) funkciju rinda

v,(x) +u
2
(x) +... +u„(x) +...

konverģēuz summu S(x) intervālā [a; b],
3) funkciju rinda

u\ (x)+v'
2
(x) +

...

+ u
n

(x)+ ...

konverģē vienmērīgi uz summu a(x) intervālā [a; b],

tad S'(x) =cr(x) jeb

n
= £u

n(x),

t. i., funkciju rindu var atvasināt pa locekļiem.

4. Funkciju rindas integrēšana pa locekļiem
Ja

1) funkcijas v,(x), u2 (x),
...

, un (x),
...

ir integrējamasintervālā [a; b],

2) funkcijurinda

v,(x)+ u
2
(x)+ ... + u„(x) +

...

konverģē vienmērīgiuz summuS(x) intervālā [a; b],

tad

j's(x)dx= (x) dx+ j'u2
(x) dx+... + n(x)dx+...

oi a n oi
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jeb

j(V, u
n(x)jdx= Yj (kura<a<x<A)

Ct 01

t. i., funkciju rindu var integrētpa locekļiem.

Tādējādiaplūkoto īpašību svarīgs nosacījums ir funkciju rindas vienmērīgā

konverģence.Piebildīsim,ka šajās teorēmās visi nosacījumi ir attiecīgo apgalvoju-

mu pietiekamie, bet nav nepieciešamie nosacījumi. Tātad, ja šie nosacījumi nav

izpildīti, tad tomēr ne vienmēr atbilstošie apgalvojumi ir nepareizi.

27.4. §. PAKĀPJU RINDAS. ĀBELA TEORĒMA

Definīcija

Parpakāpju rindu sauc funkciju rindu, kuras locekli irpakāpes fun-

kcijas ar naturāliem kāpinātājiem, t. i.,

£ a
n
x

n
=a0+ +a

2
x

2
+a

3
x

3
+

...
+a„x"+...,

n-0

kur a
O, a,, a

2, a
3, ... , a„, ...

- koeficienti.

Piemēram, 27.1§. aplūkojām pakāpju rindu

l+x+x
2
+x3+ ...+x"+

...

un noskaidrojām,ka šīs rindas konverģences apgabalsir intervāls (-1; 1).

Izrādās, ka jebkuras pakāpju rindas konverģences apgabals ir attiecībā pret

koordinātu sākumpunktu simetrisks intervāls (parasti - neietverot intervāla gala-

punktus; dažkārt pakāpju rinda konverģē tikai punktā x=o). Šī apgalvojuma

pamatā ir norvēģu matemātiķa Ābela teorēma.

Ābela teorēma

Ja pakāpjurinda
a

0
+aļx+a

2
x

2
+

...

+anx
n
+... (1)

konverģēpunktāx, tad tākonverģēabsolūti arīvisospunktosx, kuriem

\x\ <| x) |, t. i., -
intervālā (-| x, |; |x, |).

Japakāpjurinda diverģēpunktāx 2, tad tā diverģēarīvisos punktosx,
kuriem \x\ | x

2
|, tL, - ārpus intervāla (—| x

2
l; I x

2
l).

Pierādījums

1. Dots: rinda (1) konverģē, ja x=x,.

Jāpierāda:rinda (1) konverģē absolūti visiem x, kuriem

Ijc I x
\x\ <\x,\ jeb <1, <1.

IXļ | Aj

Nils Henriks Ābels(1802-1829) - norvēģu matemātiķis. Jau skolas gados, nodarboda-

mies ar augstāku pakāpju algebrisko vienādojumu atrisināšanu, uzrādījis izcilas spējas

matemātikā. Savas īsās dzīves laikā veicis nozīmīgus pētījumus algebrisko vienādojumu

teorijā un eliptisko integrālu teorijā. Ābela pētījumi būtiski ietekmēja matemātikas

attīstību: radās jaunas matemātikas nozares (algebrisko funkciju teorija, Galvā grupu

teorija, eliptisko funkciju teorija). Vairākās matemātikas disciplīnās ir pazīstamas Ābela

teorēmas, Ābela integrāli, Ābela vienādojumi,Ābela grupas.
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levietojotpakāpju rinda (1) x=x,, iegūstamkonverģentu skaitļu rindu

a
0
+aļx]+a

2
x

2
+

...
+ a

n
x"ļ+... . (2)

Tā kā skaitļu rinda (2) konverģē, tad tās vispārīgais loceklis tiecas uz nulli,
kad n-> 00, t. i.,

lim
=0.

Ja virknei (an
x"j) eksistē robeža, tad tā ir ierobežota, t. i., eksistē tāds skaitlis

M> 0, ka visiem n ir spēkā nevienādība

|a„x"| <M. (3)

Pārveidosim doto pakāpju rindu (1) šādi:

a
0
+a,x, •

*
+a

2 x
2-*

2
+ ...

ao+Olxr (;J+a2 +
...

+a n^-^J
n

+
....

(4)

No rindas (4) locekļu absolūtajāmvērtībām sastādām rindu (5):

| a
o\ +| a,x, |•* +| a

2
x

2| •
*

;.+...+| a
n
x

nx\■
* "+... . (5)

Aizvietojot rindā (5) katra locekļa pirmo reizinātāju ar skaitli M, iegūstam bezga-

līgas ģeometriskāsprogresijas rindu

M+M-
*

+M-
* 2

+
...

+M-
* "+.... (6)

x
Ta ka <l, tad rinda (6) konverģē, jo ta ir bezgalīgas dilstošas ģeometris-

ki

kās progresijas rinda. Saskaņā ar nevienādību (3) rindas (5) locekļi ir pozitīvi un

mazāki par atbilstošajiem konverģentās rindas (6) locekļiem. Tātad pēc salīdzinā-

šanas kritērija (sk. 26.3.§.) rinda (5) konverģē. Tas nozīmē, ka absolūti konverģē

rinda (4) un tātad arī dotā rinda (1).

2. Dots: rinda (1) diverģē, ja x=x2.

Jāpierāda: rinda (1) diverģē visiem x, kuriem \x\ > \ x2 \ .
Pieņemsimpretējo: eksistē tāds skaitlis x', kuram | x'\ >\ x2 \, bet punktā x

rinda konverģē. Tad pēc Ābela teorēmas pirmās daļas rinda konverģē absolūti

visos punktos x, kuriem |x| <|x'ļ , tātad konverģē arī punktā x 2. Taču tas ir

pretrunā ar doto nosacījumu, ka punktā x2 rinda diverģē. Tātad pieņēmums ir

nepareizs, un rinda diverģē visos punktos x, kuriem ļx\ >\ x 2 \. □

27.5. §. PAKĀPJU RINDAS KONVERĢENCES

INTERVĀLS UN KONVERĢENCES RĀDIUSS

Secinājumsno Ābela teorēmas

Ja pakāpju rinda konverģē punktā xv tad tā konverģē absolūti intervālā

(—ļac, |; |x, |). Ja pakāpju rinda diverģē punktā x 2, tad tā diverģē intervālos

(-00; -|x
2|) un (|xj; +00). Tātad eksistē tāds nenegatīvs skaitlis R, ka

visiem x, kuriem \x\ < R, rinda konverģē, bet visiem x, kuriem \x\ > R, rinda

diverģē. Tas nozīmē,ka pakāpju rinda konverģēabsolūti intervālā (-R; R),

bet diverģēintervālos (-00; -R) un(R; +00).
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6. zīm.

Intervālu (-R; R) saucpar pakāpjurindas konverģences intervālu, bet

skaitli R - par pakāpju rindas konverģencesrādiusu (6. zīm.).

Lai atrastu pakāpju rindas konverģences intervālu, vispirms ir jāatrod šīs

rindas konverģences rādiuss R. Tā kā pakāpju rinda

a
0+alx+a1x

2
+

...
+a„x

n
+... (1)

konverģences intervālā (-i?; R) konverģē absolūti, tad aplūkojam šīs rindas

locekļu absolūto vērtību rindu

|ao\ +1 aļx\ +| a
2
x2\ +I a

n
x

n
| +

... . (2)

Tā kā rindas (2) locekļi ir pozitīvi, tad tās konverģences pētīšanai var lietot

Dalambēra vai Košī konverģences kritēriju.

Pieņemsim,ka kādai x vērtībai eksistē robeža

limL^^1.

Tad saskaņā ar Dalambēra kritēriju rinda (2) konverģē, ja

11m<1, (3)
»-.« | a

nx"\
un diverģē,ja

lim
|fln+i*"

+1

l ( )
»-« | a„x

n|

No nevienādības (3) iegūstam, ka rinda konverģē visām x vērtībām, kurām

Mml a
r

lXy] <* lim
|a"+:' -|x|<l,

|anX"| n-a) |an|

a.,, 1 a„
|x| • lim <I,| x|< , | x| < lim .

Analogi no nevienādības (4) atrodam, ka rinda diverģē visām x vērtībām,
kurām

|x| > lim —- .

Tātad pakāpju rindas konverģences rādiusu var aprēķināt pēc for-

mulas

i?=lim — , (5)
n-=o a

n+l

javien šī robeža eksistē.

Lietojot Košī konverģenceskritēriju, iegūstamformulu

i?=lim —- . (6)
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Nosakot pakāpju rindas konverģences apgabalu, ir jānoskaidro, vai dotā

rinda konverģē ari intervāla (-R; R) galapunktos x= -R un x=R. levietojot

pakāpjurindā £ a
n
x" jc vietā skaitļus -i? uni?, iegūst skaitļu rindas

n-0

£ a„(-i?)n
= £ (-l)n

a
n
Ra

un £ a^",
n-0 n=o n-0

kas parasti ir vai nualternējošas rindas, vai ari pozitīvu locekļu rindas. Šo rindu

konverģencinoskaidro, izmantojotkādu no skaitļu rindu konverģences kritērijiem

(sk. 26.3.§~ 26.4. §.). Rezultātā iegūst, ka aplūkotās rindas konverģences apgabals ir

intervāls

(-R; R) vai [-R;R], vai (-R; R], vai arī [-R; R).

Ja R=00, tad rindas konverģences apgabals ir intervāls (-oo; +co).

Ja R=0, tad rinda konverģē tikai punktāx=0.

Piemērs. Atrast pakāpju rindas

■ x
n

z —-—

n=o 3"
v
/ m+ 2

konverģences apgabalu.

Atrodam konverģences rādiusu, izmantojotformulu (5). Tākā šeit

1 1

a
n
=

1= un a„ +l=—, . ,
3

n

V"+2 3 n+V"+3

tad
,

R=hm
"

=ļrm , =hm3- /— =3-lim / =3-1 =3.

V n

Noskaidrojam, vai pakāpju rinda konverģē punktā x= -3. levietojot dotajā

rindā xvietā -3, iegūstamalternējošu rindu

n-o3 n
v
/žī+2 n-o3"v

/
n+2 n-0 V"+2 '

Šīs rindas konverģenci noskaidrojam, izmantojot Leibnica kritēriju (sk. 26.4.§.).

Lai atrastu pakāpju rindas £ an
x" konverģences apgabalu, irjāveic šāds pētījums.

1. Jāatrod konverģences rādiuss, izmantojot formulu

I a„ 1 1
R

-
lim vai R=lim

|an+i| «-■> $/| a„ļ

2. Jānoskaidro, vai rinda konverģē punktā x= —ii, t. i., vaikonverģē rinda

£ (-l)n a„i?"

3. Jānoskaidro, vai rinda konverģēpunktā x-R, t. i., vai konverģē rinda
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Tā kā

1 1 1
lim

—7=
=0 un > . V neN,

tad rinda (7) konverģē.

levietojot dotajārindā x vietā skaitli 3, iegūstam pozitīvu locekļu skaitļu

rindu
cc on -X, ļ

I —7=
= Z - (8)

kuras konverģenci noskaidrojam, izmantojotsalīdzināšanas kritēriju (sk. 26.3.§.).
Salīdzināsim rindu (8) ar diverģenturindu

Ž -7- • O)
n-l v/n

Atrodot rindu (8) un (9) vispārīgo locekļu attiecības robežu, iegūstam

1

lim —■-—=hm / =hm /1+ =I=M
n-.cn 1 n-x \J n n-.x\/ n [oo

y/n+2

Tātad arī rinda (8) diverģē.
Tā kā dotā pakāpju rinda konverģē punktā -3, bet diverģē punktā 3, tad tās

konverģences apgabals ir intervāls [-3; 3).

Piezīme. Dažkārt ir jāatrodkonverģences apgabals tādai pakāpju rindai,

kura satur pakāpes tikai ar pāra skaitļu vai nepāra skaitļu kāpinātājiem. Šādos

gadījumos nevar aprēķināt konverģences rādiusu pēc formulām (5) vai (6), jo

pakāpju rindā viens no koeficientiem a
n

vai a
n+l

ir vienāds ar nulli un tāpēc

attiecīgās robežas neeksistē. Tad konverģences apgabalu atrod, izmantojot

Dalambēra (vai Košī) kritēriju.

Piemērs. Atrast konverģences apgabalurindai

y A
x

2n
=l+ 1X2

+ ~X*+ J, X 6+... +
A

X
2n

+n
A

X
2(n+l>+....

n
% 2" 2 22 23 2n 2n+l

Izmantosim Dalambēra kritēriju (uzskatot, ka rindā x vietā ievietots fiksēts

skaitlis). Atrodot šīs rindas (n+l)-ā un n-tā locekļa attiecības robežu, iegūstam

2"-x2(n+l)
„

2n
-x

2"-x2 1
,

lim ——j—ļ~ =lim ———

s = - x2.
n~,o 2n+l

-X
2rt

n~*> 2n-2X2n 2

Saskaņā ar Dalambēra kritēriju rinda konverģē visām tām x vērtībām, ar

kurām ir spēkā nevienādība

1
jc

2
<l jeb x

2

<2,
2

J

no kurienes

\x\<
s/2 jeb -*j2<x<s/2.

Tātad rinda konverģē, ja xe(-
N
/2; Noskaidrosim, vai rinda konverģē

arī šī intervāla galos.

Jax= - -v/2, tad iegūstamšādu skaitļu rindu:

n-0
■

n-0
z

n-0
"

n-0" n-0
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Ši rinda diverģē, jo nav izpildīts skaitļu rindu konverģences nepieciešamais nosacī-

jums (rindas vispārīgais loceklis netiecas uz nulli, kad n -* oo).

Ja x=y/~21, tad iegūst to pašu diverģento skaitļu rindu:

n-0 n-0 n-0

Tātad dotāspakāpju rindas konverģences apgabals ir intervāls (-V2; v^).

27.6. §. FUNKCIJU RINDA AR x-x0 PAKĀPĒM

Pakāpju rindu lietojumos bieži izmanto funkciju rindas, kuru locekli ir

starpības x—x
0

pakāpes:

f a
n(x-x

0
) n

=a
0
+al (x-x

0
) +a

2(x-x0 )2+
...

+a
n(x-x0)n

+.... (i)
n-0

Šādas rindas sauc par vispārinātajāmpakāpjurindām.

Lai atrastu rindas (1) konverģences apgabalu,izmantosim substitūciju

x-x
o=y.

Tad iegūstam pakāpju rindu armainīgālieluma y pakāpēm:

£ a
ny

n
=a

0
+a,y+a2 y

2
+

...
+a

ny
n
+... , (2)

n-0

kuras konverģences apgabalu nosaka, izmantojot iepriekšējā paragrāfā aplūkoto
metodi.

Pieņemsim, ka rindas (2) konverģences apgabals ir intervāls (-R; R). Tad no

nevienādībām

-R<y<R

iegūstam, ka

-R<x—x
O
<R jeb x

O
-R<x<x

O
+R.

Tātad rindas (1) konverģences apgabals ir intervāls (x
O
-R; x0+ R), t. i.,

vispārinātāspakāpjurindas konverģences apgabals ir simetrisks intervāls

attiecībāpretpunktu x 0(izņemot, iespējams, intervāla galapunktus).

Piemērs. Atrast konverģences apgabalu rindai

i g=^-'+i*-»+s*-«>i
+---+

s+
L
l?

u-»)-+-" ■ i
Izmantojot substitūciju

x-s=y,

iegūstampakāpju rindu

y —--- y", (4)

kurai atrodam konverģences rādiusu:

1

_
a

n ~
(n+l)

2

v
(n+2)2

~

/ 1 V
,i?=lim =hm

,

=lun )—-f. =lim 1+ —- =1;
n-*> an+l

n-oo 1 +l)2

n-.=o\ n+l)

(jl+2)
2

tātad rinda (4) konverģē intervālā |y |< 1.

Noskaidrosim, vai šī rinda konverģē intervāla (-1; 1) abos galos.
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Jay=-1, iegūstamalternējošu skaitļu rindu

£ (-D B

h (n+ 1)
2 ■

Šī rinda konverģē, jo ir izpildītiLeibnica kritērija nosacījumi

•1 1 1
lim

rr-,
=0 un ; zxī>-, =tī

VneiV.

(n+ 1)2 (n+ 1)2 (n+2)
2

Jay=l, iegūstampozitīvu locekļu skaitļu rindu

Lietojotsalīdzināšanas kritēriju, proti, salīdzinot rindu (5) arkonverģentu rindu

X ķ (6)
n-0 "

(sk. 26.3.§.), var pierādīt,ka arī rinda (5) konverģē. Patiešām, tā kā visām naturālu

skaitļu n vērtībām
1 1

(n+l)
a<

»
a *

tad visi rindas (5) locekļi ir mazāki par atbilstošajiem konverģentās rindas (6)

locekļiem.
Tātad rinda (4) konverģē visām y vērtībām, kurām —Ky<l.

Tā kāy =x-5, tad rinda (3) konverģē, ja

-l<x-s^l

jeb
-1+ +5,

Līdz ar to dotās rindas konverģences apgabals ir intervāls [4; 6].

27.7. §. PAKĀPJU RINDAS

VIENMĒRĪGĀ KONVERĢENCE

Funkciju rindas vienmērīgās konverģences jautājumusaplūkojām 27.2. un

27.3.§, kur noskaidrojām arī vienmērīgi konverģentu rindu galvenās īpašības
(atvasināšanu, integrēšanu pa locekļiem v. c). Lai noskaidrotu jautājumu,vai arī

pakāpju rindām piemīt šīs īpašības, aplūkosim teorēmu par šo rindu vienmērīgu

konverģenci.
Teorēma

Pakāpjurinda

£ a
n
x"=a

0
+aļx+a

2
x

2
+

...
+ a

n
x

n
+... (1)

n-0

konverģē vienmērīgi jebkurā intervālā [ —r; r], kurš ietilpst šīs rindas

konverģences apgabalā(- i?; R).

Pierādījums

Saskaņā arĀbela teorēmu (sk. 27.4. §.) pakāpju rinda konverģē absolūti visos

konverģences apgabala (-R; R) punktos, tātad arī punktā re(-R; R). levietojot

rindā (1) x=r>Q, iegūstam absolūti konverģentu skaitļu rindu. Tātad konverģē

pozitīvu skaitļu rinda

|ao| + \a]\r+\a2\r
2
+

...
+\an\r"+... . (2)
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Ta ka visiem x, kuriem \x\ < r, ir speķa nevienādība

| a
n
x

n\ <\an
\r",

tad intervālā [-r;r] rinda (1) ir maiorējamaarkonverģentu skaitļu rindu (2). Tas

nozīmē, kapakāpju rinda (!) konverģēvienmērīgi intervālā [-r; r] <= (-R; R). □

Secinājumi(pakāpjurindas īpašības)

Tā kā pakāpju rindas (1) locekļi - pakāpes funkcijas a
n
x

n
- ir nepārtrauktas

un diferencējamasfunkcijas un konverģences intervālā šī rinda konverģē vienmē-

rīgi, tad no 27.3.§. aplūkotajām īpašībāmizriet šādi secinājumi.

1. Pakāpju rindas summa irnepārtrauktafunkcija.

2. Jax
0e(-i?; R), tad

lim £ anx
n
= £ lim anx

n
= £ anx

n

,
x -"x

o n-0 n-0
x_>x

o n-0

t. i., pakāpjurindā robežpāreju var izdarīt aiz summas zīmes.

3. Konverģences intervālā pakāpjurindu var atvasināt pa locekļiem,

( X an
xA =f; (a nx

n)'= £ nanx
n \

\n-0 / n-0 n-l

4. Konverģences intervālā pakāpju rindu var integrētpa locekļiem,

t. i., iaxe(-R; R), tad

X X

O 0

Piezīme. Atvasinot vai integrējot pakāpju rindu, iegūst citu pakāpju rindu;

taču varpierādīt,ka iegūtajairindai ir tāds patskonverģences rādiuss kā dotajairindai.

27.8. §. FUNKCIJAS IZVIRZĪŠANA PAKĀPJU RINDĀ

1. TEILORA RINDA

Kā zināms, konverģentas funkcijurindas summair funkcija S(x). Taču rindu

teorijas praktiskos lietojumos ļoti svarīgs ir apgriezts spriedums: atrast tādu

konverģentu funkciju rindu, kuras summa ir dotā funkcija f(x). Aplūkosim

šo jautājumupakāpjurindu gadījumam.

Definīcija

Saka, ka funkcijaif(x) eksistē izvirzījumspakāpjurindā inter-

n-0

vālā{-R; R), ja var atrast tādus koeficientus an ,
arkuriem rinda konverģē

un tās summa ir funkcijaf(x); turklāt rindas konverģences rādiuss /?^O.

Ja funkcijai eksistē izvirzījums pakāpju rindā, tad to sauc par

analītisku funkciju.

Jautājums par funkcijas izvirzīšanu pakāpju rindā ir saistīts ar funkcijas

Teilora formulas jēdzienu (Teiloraformula aplūkota 9.4.§.).
Izmantojot Teilora formulu, n reizes diferencējamufunkcijuf(x) var izteikt

kā šīs funkcijas Teilora polinoma P
n(x) un atlikuma locekļa R

n
(x) summu:

Ax) =P
n(x)+R

n(x) =

=f(x
0

) +
f'(

*
o\x-x

o)+f"p\x-0
)+
f"p\x-xo

(1)

(7. zīm.).
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7. zīm.

Pieņemsim,ka funkcijai f(x) punktax 0 eksistē bezgalīgidaudz atvasinājumu.
Tad ir iespējamsneierobežoti palielināt locekļuskaitu Teilora polinomāP

n
(x). Ja turklāt

R
n{x)~*o, kad n->oo,

tad no Teilora formulas (1) iegūstamfunkcijas f(x) vispārinātopakāpju rindu

jebTeilora rindu

(2)

Šīs rindas parciālsummāS
n(x) ir Teilora polinomsP

n(x).
Ja rindas (2)konverģences rādiuss ir R un x piederkonverģences apgabalam

(x
O
-R; x

O
+R), tad f(x) ir rindas (2) summa, t. i.,

/(*)=/(*o) +
/(*

0
(3)

Ja x0=0, tad iegūstam Teilora rindas speciālu gadījumu - pakāpju rindu ar

x pakāpēm jebMaklorena rindu

m-m+
™

x+™*+...+q!»r+.... ,4,

Formulēsim aplūkotos spriedumuskā teorēmas.

1. teorēma
x

Ja pakāpjurinda £ a
n
x

n konverģēintervālā (-R; R) un tās summa ir

n-0

funkcijaf(x), tad šīs rindaskoeficienti irfunkcijasf(x) Teilora koeficienti, t. i.,

/<n>(0)
a„= —n=o, 1, 2

n\

Tātad, ja funkcijai f(x) eksistē izvirzījums pakāpju rindā, tad šī rinda ir

funkcijas Teilora rinda.

2. teorēma

Funkcijuf(x) varizvirzīt Teilora rindā intervālā(- R; R) tad un tikai tad,ja

1) funkcija ir bezgalīgi daudz reižu atvasināma šajā intervālā,

2) funkcijas Teilora formulas atlikuma loceklis Rn (x) tiecas uz nulli,

kadn-tcc, visiem xe(-R; R).
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2. DAŽU ELEMENTĀRO FUNKCIJU IZVIRZĪJUMI

PAKĀPJU RINDĀ

a) Funkcijas f(x) =cxe
x

pakāpju rinda

Acīmredzot funkcijai f(x)=cxe
x eksistē bezgalīgi daudz atvasinājumu visos

intervāla (- oo; +oo) punktos, jo

f'x)=f"(x)=...=f™(x) =
...

=cx.e
x.

Tātad

/' (0)=/"(0)=... =/<"> (0)=... =e° = 1

un saskaņā ar (4) iegūstam funkcijai cxe
x atbilstošo pakāpju rindu

X X2x
n

1+
l!

+
2!

+
-

+
n!

+
--

(5)

Noteiksim šīs rindas konverģences rādiusu.

1

a
n

n\ (n+1)!
i?=lim =lim —-— =lim :— =lim (n+l)=00.

n-.no fln +1
n-.no 1 n-»co 71. n-»co

(n+1)!

Tātad rindas (5) konverģences apgabals ir intervāls (-00; +00). Var pierādīt, ka

visos intervāla (-00; +00) punktos funkcijas f(x) =cxe
x Teilora formulas atlikuma

loceklis R
n(x) -> 0, kad n -> 00.

Līdz ar to iegūstamfunkcijasf{x) =cxe
x izvirzījumu pakāpju rindā:

*«J:f%rhf*-+%+- xe(-^ +co)- (6)

Šīs rindas dažu parciālsummu grafiki un rindas summas - funkcijas cxe
x

grafiksattēloti A-1. zīm.

A-1. zīm.

e
x
=V ~=l+~+— +...+ *: +... , %e(-oo; +00)
„f0

"! 1! 2! «!
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b) Funkcijas /(x) =sinx pakāpju rinda

Sinusa funkcijas atvasinājumi ir šādi:

f'(x)= cos x, f"(x)=-sin x, /(3> (x)=- cos x, /(4) (x)=sin x, ... .

Tātad sinusa funkcija ir bezgalīgi daudz reižu atvasināma visos intervāla (- oc; +oc)

punktos.

Ja x=o, tad

/(0)=sinO =0, /'(0)=cosO=l, /"(0)= -sinO =0, /
(3)

(0)=-cosO=-1,

/
(4)

(0)=sino =0
...

.

Līdz ar to saskaņā ar (4) iegūstam sinusa funkcijai atbilstošo pakāpju rindu

X 3 X5X
2"* 1

X

-3!
+
5!-

+(- 1)n
(2n+l)!

+
--

(7)

Noteiksim rindas (7) konverģences apgabalu. Tā kā šī rinda satur x pakāpes

tikai ar nepārakāpinātājiem(t. i., viens nokoeficientiem -a
n

vai an+l ir nulle), tad

nevar aprēķināt konverģences rādiusu pēc formulas, bet jāizmanto Dalambēra

kritērijs. Atrodam rindas (7) (n+l)-mā un n-tā locekļa attiecības robežu, kad n-* cc.

x2(n+L)+l (2n+l)! x
2n+a'2n+l)\

_

n™ C2oi+])+l)!x*" "i!1™
(2n+3)!xte+l

"

x 2 x
in+l (2n+l)\

2 1_ j
"Izl (2n+1)! (2n+2) (2/1+3) x

2n+l
"*'

n

™

(2n+2) (2n+3)

Tā kā nevienādība
x

2 o<l

ir pareiza jebkurai x vērtībai, tad saskaņā ar Dalambēra kritēriju rinda (7)

konverģē visiem xe(-00; +00).
Var pierādīt, ka visos intervāla (-00; 4-00) punktos funkcijai sinx Teilora

formulas atlikuma loceklis R
n(x) -* 0, kad n -» 00.

Tātadrinda (7) konverģēuzfunkciju sin xvisos intervāla (-00; 4- oc)punktos, t. i.,

00
x

2n'>1
X 3 X5 x

2n+l

sin*. I (-1)"
]
-x-

3, +5, -...+(-!)»
(2n+l), +... xe(-oo; +co). (8)

Rindas (8) dažu parciālsummu grafiki un šīs rindas summas - funkcijas sinx

grafiks attēloti A-2. zīm.

01
x

2n+l

sinx= V (-1)"
„tV (2n+l)!

xc(
— oo; 4-00)

A-2. zīm.
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c) Funkcijas /(x) =cosx pakāpju rinda

Analogi kā iepriekšējos piemēros arī kosinusa funkcijai atrod izvirzījumu

pakāpju rindā. Taču šo izvirzījumu var iegūt arī ar citu paņēmienu - atvasinot

rindu (8). Patiešām, tā kā

cosx=(sinx)'

un pakāpju rindu var atvasināt pa locekļiem, tad

/ x 3 x5x
2n+l V

cos*=(sin*)<=

3ļ
4-

5, -...+(-!)»
(2n+1)! +...J =

,

3x2 5x4 . (2n+ l)x2n

- 1 -

3! +5! - <2»+l)!
+ -

X 2 x* .
txa

X
2"

=l-
2!

+
4,

-■+ (-»
n

(2n)!
+

--

Tā kā, atvasinot pakāpju rindu, konverģences rādiuss nemainās, tad ari

iegūtārinda konverģē uz funkciju cos* intervālā (-00; 4-00).

Līdz ar to

cos^S(-l)«
(2n)r

l-
2!

+
4!

-... +(-l)"
(2n)!

+
...

*e(-oo; +oo).ļ
Rindas (9) dažu parciālsummu grafiki un šīs rindas summas - funkcijas cos*

grafiks attēloti A-3. zīm.

A-3. zīm.

x

x
ln

X 2 X4x
2n

cosx= V (-1)"—~ =1
r

+ ~r. -...+(-1)" +..., Xe(-co; 4-00)
„.„ (2n)\ 2! 4! (2n)l
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d) Funkcrjas f(x)=(I+x)a pakāpjv rinda (binomiāla rinda)

Aprēķināsim funkcijasf(x)=Q.+x) ct Teilora koeficientus. Atrodam šīs funkci-

jas atvasinājumus un atvasinājumu vērtību, ja x=o.

f(x)=a+ x)a
, /(0)= 1,

/'(x) =a(l4-x)« \ f(o)=a,

/"(x)=a(a-l)(l4-x)a \ /"(0)=a(a-l),

/
(3)

(x)=a(a-l)(a-2)(l+x) 0[- 3' /
<3)

(0)=a(a-l)(a-2), (10)

/<n)
(x)=a(a-l)(a-2)...(a-n+l)(l+x)a ■ /

(n)
(0)=a(a-l)(3(-2)...(a-n+l).

levietojotatvasinājumuvērtības (10) izteiksmē (4), iegūstamšādu pakāpjurindu:

,
oc a(a-l) . a(a-l)(a-2)...(a-n+l)

. , k

*+Jj*+
2!

'x 24-...+ --

n
, 'x n

+.... (11)

Atradīsim rindas (11) konverģences rādiusu R, pieņemot, kaa/n.

„
a

n a(a-l)(a-2)...(a-rc4-l)(n+ l)!
~

n+1
fl=hm =lim

, .

\.
—-r~

~-—-r
=lim

a
n+l

n-.*> /i!a(a-l)(a-2)...(a-n4-l)(a-Az) n--x> oc-n

l+l
-lirai — =| -1| mi.

a_ļ

n

Tātad rindas (11) konverģences apgabals ir intervāls (-1; 1). Konverģence
intervāla galapunktosir atkarīga nokāpinātājaa vērtības. Var pierādīt, kapunktā

x= -1 rinda konverģē, ja ce>o, bet punktā x=l rinda konverģē, ja oc> —1.

Visos intervāla (-1; 1) punktos funkcijai (l+x) a atbilstošais Teilora formulas

atlikuma loceklis R„(x) ->0, kad n-» 00.Tātad šajā intervālā rinda (11) konverģē uz

funkciju (14-x)a. Līdz ar to iegūstamšīs funkcijas izvirzījumu pakāpju rindā, ko

sauc par binomiālo rindu:

x« .
a a(a-l) , a(a-l)(a-2)...(a-n+l)

„ , „

(1+X)a =l-
ļ;

X-

2
, X2+...4- -ļ 'xn

+... (12)

ieb

(!+*)«-!+ 1 tt(a-1)(g- 2)

,

"(fIC-n+l)
*• kur*6(-l; l).

Piezīme. Ja kāpinātājs a ir naturāls skaitlis n, tad funkcijas/(x)=(14-x) n

atvasinājumi, kuru kārta ir lielāka nekā n, ir vienādi ar nulli. Tātad šīs funkcijas

izvirzījums pakāpju rindā faktiski ir galīgaskaita locekļu summa- n-tās pakāpes
Teilora polinoms.Viegli pārliecināties, ka šajā gadījumā Teilora koeficienti

/
<m)

(0)
—,J (m=o, 1, 2, ..., n)

ir Ņūtona binoma izvirzījuma binomiālie koeficienti C
n

m.
Patiešām,

n(n-l)(n-2)...(n-m+l)
_

n\
m

m\
~

m\(n-m)\
~

" '

Tātad pakāpes (14-x) n Ņūtonabinoma izvirzījums

(14-X)n=14- C
nxX+C„2 X 24-... + C„

m
X

m

4-...+C
n

B
X

n

ir binomiālās rindas (12) speciāls gadījums, kad a =n.
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c) Funkciju /(*)= —- un /(x) =ln(l+x) pakāpju rindas

Binomiālo rindu (12) izmanto, lai iegūtu vairāku citu elementāro funkciju

izvirzījumus pakāpju rindā. Piemēram, jaa= -1, tad no (12) iegūstam

o+»>--i+ -Jx+<=%-*x>+...+
(- 1)<-»<7"-(--">»-+..-

I1 2' nx
= 1

-I!
X+

2!
X2— ■+("!)" „;«"+■•■ =

=l-x+x
2

-...+ (-l)n
x

n
+

... .

Tā kā
,

tad

=l-x+x
2
-x

3
+

...
+(-l) nx',+

...
xe(-l; 1). (13)

levērojot to, ka

—-
dx=ln| l+x| +C

un konverģences intervālā (-1; 1) pakāpju rindu (13) var integrēt pa locekļiem,

iegūstam
X X

dx= J(l -x+x
2
-x

3
+

...
+(-l) nx"+...)dx=

0 0

X 1 X 3 X*
, ...

XB+l

- X
-2

+
3-4

+ - + (- 1)
n +l

+
->

- I<X<L

Tātad

ln(l+x)=x- „+n
-*

+...+(-l)B ,+... . (14)
2 3 4 n+l

Vieglipārliecināties, ka rinda (14) konverģē, jax=l, bet diverģē, jax=— 1. Tātad

S£srindas konverģences apgabals ir intervāls (-1; I].

Ja x=l, tad iegūstam, ka

ln2 =l-
*
+ J-ļ+...+ (-l)B

1
+

...

.
23 4 n

f) Funkciju /(X)— un /(x) =arctgx pakāpju rindas

Ja izteiksmē (13) x aizstāj ar x2, tad iegūstam pāra pakāpju rindu

j—-j =l-x2
+x

4
-x

6+...+(-1)B
x28+.... (15)

l+x 2

Integrēsim šo rindu pa locekļiem intervālā [0; x], kur |x| <1:

X X

dx= j(l-x2
+x 4-x

6
+

...
+(-l)"x2n+...)dx=

O 0

X 3 X 5 X7
, ...

X
2n+l

-X-— +— -—+...+(-1)*- —- +... .
3 5 7 2n+ l
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Tā kā x

—= dx-arctgx,
J 1+ *

2

0

tad iegūstam funkcijas arctgx izvirzījumu pakāpju rindā:

arctgx=x-
Xl + -t +

...

+(-!)» +
... . (16)

Var pierādīt, ka rinda (16) konverģē arī punktā x=l, bet punktā x=-1 - diverģē;

tātad tās konverģences apgabals ir intervāls (-1; I].

g) Funkcijas /(x)=ln(x4-v
/ī+*2 ) pakāpju rinda

Dažkārt, lai atrastu funkcijas f(x) pakāpju rindu, ir izdevīgi vispirms izvirzīt

pakāpju rindā šīs funkcijas atvasinājumuf'(x), kuru pēc tam integrējot iegūst

pašas dotās funkcijas rindu. Tā, piemēram, atrod funkcijas f(x) =ln(x+
s
/'l +x 2)

pakāpju rindu.

Vispirms atvasinām doto funkciju.

Tākā

/'(x)=(ln(x+v
/
l+x2

))'=
l

r ■(x+y/ī+x2
y =

X+Jl+X2

1 / 2X \ y/l+X2+X 1
"

X+
y
/ī+X2

\ 2V
I+XV

_

(,X+y/l+X
2)y/l+X2

_

y/l+X2'
tad atrodam funkcijas

f'(x)=^L==(l+x2rī

izvirzījumu pakāpju rindā,izmantojot binomiālo rindu:

(14*)*-14f^»^^,
n-l

n-

kur a= -2, bet mainīgais lielums x jāaizstāj ar x 2.

Dažu elementāro funkcijupakāpju rindas
no

e
x
=

V , xe(- oo; +00)
."To nļ

sinx=£ (-1)" -—xe(-co; +00)

„.0
(2n+ l)!

cosx= £ (-1)" ——, xe(-co; +co)

« , £ a(a-l)(a-2)...(a-n +l)
„ , ,(l+x)a =l+ V

—
— - x", xe(-l;ī),ot*n

1
=ļ{~\Yx\ xe(-l;l)

ln(l+x)=f xe(-l;l)

n-0
" + 1

arctgx=£ (-1)"-x6(-l;l]
„to 2rc +1

" (2n-l)!! x
2n+l

arcsinx=x+Y , xe[-l;l]
ti (2n)!! 2/1 +1
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Tākā

l-3-5-...-(2/l-l)=(2n-l)!!

un

2"n!=2-2-2-...-21-2-3-...n=2-4-6-...-2n=(2n)!!,

tad

Doto funkcijuf(x) var izteikt ar integrālino atvasinājumaf'(x). Tātad

X X

ta(x+^īsi) -t*)*,t"wI)-(l,+-J^*-J(-
-0 0

x

o

27.9.§. PAKĀPJU RINDU LIETOJUMI

Pakāpju rindas galvenokārt izmanto tuvinātos aprēķinos. Aplūkosim šādus

pakāpju rindu lietojumus:

1) funkcijas vērtību tuvinātu aprēķināšanu,
2) integrāļu atrašanu,

3) diferenciālvienādojumutuvinātu atrisināšanu.

1.FUNKCIJASVĒRTĪBUTUVINĀTAAPRĒĶINĀŠANA

Pieņemsim, ka pakāpju rinda £ a
n
x

n konverģences intervāla (-R; R) kon-

n-0

verģē uz funkciju f(x). levietojot x vietā jebkuru skaitli x, no konverģences

apgabala, iegūstamkonverģentu skaitļurindu,kura konverģē uz funkcijas vērtību

/(x,), t. i.,

/(x,)= £ a„x
n.

n-0

Tātad funkcijas vērtību /(x,) tuvināti var aprēķināt ar šīs rindas parciālsummu:

/(x,) xao+a,x,+a
1
x

2
+a

3
x

ļ
+

...
+a„x".

Ja skaitļu rinda ir alternējoša, tad saskaņā ar Leibnica kritēriju tuvinātā aprēķina

kļūda nepārsniedz| an+l x"+1| (sk. 26.5. §.).
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Piemēri

1. Ja x=1, tad no eksponentfunkcijas cxe
x pakāpju rindas

00 yTI
cxe
x
=

V --■- xe(-oo;+oo)

iegūstamskaitļu rindu, kuras summa ir skaitlis c, t. i.,

-1,111 1
e= V . =1+ —. + + --. 4-...+ ,+....

n%n\ 1! 2! 3! n\

Aprēķinot šīs rindas parciālsummuar 10 locekļiem, var atrast skaitļa c tuvinātu

vērtību ar precizitātilīdz 10"6:

e«S,(, =2,718281... .

2. Aplūkosim funkcijas arctgx izvirzījumu pakāpju rindā, kura konverģē inter-

vālā (-1; 1]:

oo x
2n + } X 3 x5x

2n+l

arctgx=l(-ir
2n+i

=x-
3
+- -...+ (-!)-—

Ja x=l, tad iegūstam skaitļu rindu, kuras summair arctgl=

Tātad
4

+ +... +(-ir 2^i+...,

Šo rindu skaitļa n vērtības tuvinātai aprēķināšanai jau 17. gadsimtā izman-

toja Leibnics. Taču rinda konverģē loti lēni, t. i., lai iegūtu pietiekami precīzu
k vērtību, rindas parciālsummā jāņemļoti daudz locekļu.

Tādējādi jaumatemātiskās analīzes metožu attīstības sākuma posmāpakāpju
rindas izmantojafunkciju vērtību tuvinātai aprēķināšanai. Tomēr jāpiebilst, ka ar

pakāpju rindu praktiski nav iespējams aprēķināt tuvinātu funkcijas vērtību ar

jebkuru precizitāti. Ja jāaprēķina ļoti precīzi funkcijas vērtība tādā punktā, kas

atrodas tālu nopunkta x
O, kurā sastādīta pakāpju rinda £ a

n(x—x
0
) n, tad rindas

n-0

parciālsummā jāņem ļoti daudz locekļu un katra locekļa vērtība jāaprēķina ļoti

precīzi. Tā kā elektroniskais skaitļotājs aritmētiskās darbības var izpildīt tikai ar

noteiktu precizitātes pakāpi, tad, saskaitot ļoti daudz rindas locekļu aptuvenas

vērtības, parciālsummas vērtība var izrādīties nepietiekamiprecīza. Tāpēc šodien

praksē izmanto citas funkcijuaproksimācijas metodes,kas dod iespēju samazināt

šādu kļūdu ietekmi uz rezultāta precizitāti.

2. INTEGRĀĻA TUVINĀTA APRĒĶINĀŠANA

Kā zināms, katrai kādā intervālā nepārtrauktai funkcijai eksistē primitīvo

funkciju kopa, t. i., eksistē nenoteiktais integrālis. Taču ne vienmēr nenoteiktais

integrālis ir elementāra funkcija. Piemēram, nav tādu elementāru funkciju, ar

kurām var izteikt integrāļus

j"e "
2

dx, J*sinx2
(ix, j*cosx2

dx, j*B^* dx v. c.



Tomēr šādus integrāļus bieži izmanto dažādos zinātnes un prakses uzdevu-

mos. Piemēram, varbūtību teorijā lieto Puasona integrāli jeb tā saukto Laplasa

funkciju:

i f -£
<D(x)= . \e 2

dt,
y/2n J

0 ļ
optikā-

Frenela integrāļus:

f nt1 f nt2

S(x)= sin dt, C(x)= cos dt.

Lai iegūtu šādu integrāļuanalītiskas izteiksmes, zemintegrāļa funkciju izvir-

za pakāpju rindā uniegūto rindu integrēpa locekļiem.

Piemēri

1. Izvirzīt pakāpju rindā Laplasa funkciju (Puasona integrāli)

<D (*)=-= \e 2 dt.

0

Izmantojam eksponentfunkcijaspakāpju rindu

cc x
n

t2

Ja x= -- , tad iegūstamrindu

-'Ļy ("2) ,frfcj£g
L,

n\ L,
2

n
nļ

n-0
''•

n=o

Šī rinda konverģē vienmērīgi katrā reālo skaitļu intervālā,un tāpēc to var integrē:

pa locekļiem jebkurā intervālā [0; x] c (-00; + 00).

Tādējādiiegūstam

00 0

2 (-Dn

n% 2"n!(2»+l)

Līdz ar to

Rindu (1) var izmantot, lai sastādītu Laplasa funkcijas <D (x) vērtību tabulu, kun

bieži lieto dažādos aprēķinos varbūtību teorijā.

Piemēram, ja x=2, tad

L
.

=J_
- (-l)"2"+'

»-o
2"n!(2n+1) ir

o
n! (2n+1)

2-—- +-= =-+...+ -+...«0,4772.
1!3 2!5 3!7 n!(2n +l) )

48
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Analogi atrod, ka

<D (0,5) «0,1915, 0(1)«0,3413 utī.

0,5

2. Aprēķināt integrāli dx ar precizitāti līdz 0,00001, izmantojot

0

kosinusa funkcijas pakāpju rindu.

Kosinusa funkcijas pakāpju rindā

aizvietojot x ar y/x, iegūstamfunkcijas izvirzījumu:

Izmantojot konverģentas rindas distributīvo īpašību, atrodam

W*!(-»■ -£(-»"

Ši rinda konverģē vienmērīgijebkurareālo skaitļuintervāla, tātad intervāla [0; 0,5]

to var integrētpa locekļiem.

Tādējādi iegūstamskaitļu rindu:

0.5 0,5 0,5

J*««fi*- J(ļ(-I)"Q*_| j(-l>.g*.
0 0 0

/]Wi
oo v

n+2 0,5 oo lo I
= Y(_i)«___ = y (_!)»»

W
=

h '
(2n)!(n+2) o «ti (2n)!(n+2)

=„?
0

( " 1)n
2"+,(2n)!(/i+2)'

(2)

Noskaidrosim, cik locekļu jāņem alternējošās rindas (2) parciālsummā, lai

parciālsummāno rindas summas atšķirtos mazāk nekā par 0,00001. Tad saskaņā

ar secinājumu no Leibnica kritērija (sk. 26.4.§.) jābūtspēkā nevienādībai

\S-Sn \ <|an+l| < 0,00001.

Tā kā šajā rindā

n _(_ -nn+i ?
v i;

2n+3 (2n+2)!(n+3)'

tad nepieciešamolocekļu skaitu n atrodam no nevienādības

(-1V» +I—j1
—j

1
<—

1
— jeb 2n+3

(2n+2)!(n+ 3)>100 000.;

2n+3
(2n+2)!(n+3) 100 000

J

levietojotšajā nevienādībā n vietā naturālo skaitļuvērtības 1, 2,3,..., atrodam,ka

nevienādība ir pareiza, ja Tātad dotā integrāļa tuvinātu vērtību ar precizitāti
līdz0,00001 aprēķinām šādi:

0,5

f Ta v iv»
1

-

1 1 i i

J V *

B
V }

2n+2(2n)!(n+2)~ 22 0!-2 23 -2!-3
+

2*-4!-4 2s-6!-5~

«0,062500- 0,010417+0,000326 - 0,000004«0,052405«0,05241.
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Piemērs. Pierādīt,ka funkcija

ir
o (n\y {2)

ir diferenciālvienādojuma

xy"+y'+xy=o

atrisinājums.
Funkciju, kas definēta ar doto rindu, sauc par nultās kārtas Beseļa funkciju, to

apzīmē ar simbolu Jn(x)\ aplūkotais diferenciālvienādojumsir tā sauktā Beseļa vienādo-

jumaatsevišķs gadījums.
(Fridrihs Vilhelms Beselis (1784-1846)- vācu matemātiķisun astronoms.)

Atrodam funkcijasy- J
a (x) atvasinājumusy' uny".

/ « (-1)" /x\«»Y
- /(-l)"MteV

=
f (-D n 2n

2n ,* Lr.Ww; £V(n!)2 W J (h!)2 2*"* '
/ - <-l)"2n /(-ir2n V 2; <-I)»2«<2n-l)

*

/ „tA(n!)2 2 to / £ (n!)2to

Pārliecināsimies, ka, ievietojot diferenciālvienādojumā y, y' un y" rindas, iegūst
identitāti, t. i., ka

.
- (-l)"2w(2n-l) ■ (

- l)n2n
x^:x V iz 1)"

**.„0
£ (n!)^2""

<ņf)»2* .tiCBD2?**

jeb

- (-l)"2n(2n-l)
.

« <-l)»2n -

(-1)"

£ (n!)2
2

to £(n!)2
2

2" £ ("!)2 2 2"
~

Pārveidosim iegūto izteiksmi tā, lai visās rindās vispārīgajā loceklī būtu viena un tā

patixpakāpe x
2 Šajānolūkā pēdējās rindas vispārīgālocekļa izteiksmē aizvietojam nar

n-l un attiecīgi izmainām rindas summēšanas indeksa sākuma vērtību:

y
(-D"2i»C2n-l)

-

(-l)"2n ■ ( -1)" '
£ (ni) 2

2 2n ir, («D'22" £ ((n-l)!)2 22"-2 =

Saskaitot šo rindu līdzīgos locekļus, redzam, ka koeficienti pie visām x pakāpēm ir

vienādi ar nulli. Patiešām, vispārīgajā gadījumā koeficienta izteiksme pie X
2"

(n—l, 2, 3, ...) ir šāda:

(-V n 2n(2n-1) (-l)"2n (-1)"-' (-l)"2n(2n-l)+(-l)''2n (-l)"n2
-2

2

_

(n!)2
2

2n
+

(«!) 2
2

2n
+

((rc-l)!)2
2

2"-2
~

(ra!)2 22n (n!)J 22n

_

(~l)"2/i(2n-l)+(-l)"2n~(-l)"-(2rc)2 (-l) n2n(2n-l + l-2n)

(n!)2 2Jn
~

(n!)
2 2

2n

Līdz ar to ir pierādīts, ka Beseļa funkcija y=J„(x) ir dotā diferenciālvienādojuma
atrisinājums.

3. DIFERENCIĀLVIENĀDOJUMU TUVINĀTA ATRISINĀŠANA

Ne vienmēr diferenciālvienādojumuir iespējamsatrisināt, izmantojotinteg-

rēšanu jeb, kā mēdz teikt, - atrisināt kvadratūrās. Tāpēc bieži lieto dažādas

tuvinātās atrisināšanas metodes. Vienas šādas metodes pamatā ir pakāpju rindu

izmantošana, t. i., tiek meklēta tāda pakāpju rinda, kas konverģē uz diferenciālvie-

nādojuma atrisinājumuunapmierinadotos sākuma nosacījumus. Tādējādi diferen-

ciālvienādojumuatrisinājumsirpakāpjurinda un ar šīs rindas parciālsummu var



noteikt atrisinājumatuvinātas vērtības. Aplūkosim divus tuvinātas atrisināšanas

paņēmienus: nenoteikto koeficientu metodi un Teilora koeficientu metodi.

a) Nenoteikto koeficientu metode

Pieņemsim,ka diferenciālvienādojumsir lineārs vienādojums attiecībā

pret nezināmo funkciju untās atvasinājumiem.Aplūkosim 2. kārtas diferenciālvie-

nādojumu
y"=F(x;y;y') (3)

arsākuma nosacījumiem
y(x

0
)=y

0,
y'(x

0
)=y

o
. (4)

Diferenciālvienādojumaatrisinājumuy meklēsim kā binoma x-x
0 pakāpju rindu

ar nezināmiem koeficientiem,t. i.,

y=a0+a, (x-x
0
) +a

2
(x-x

0
) 2

+...= £ a
n (x-x

0
) n
. (5)

n-0

No sākuma nosacījuma

y(x
0
)=y

0
jeb y\

x=Xo =y0

izriet, ka
a

o=y0.

Lai atrastu pārējos rindas (5) koeficientus, atrodam atvasinājumus y' un y",

atvasinot pa locekļiem attiecīgās pakāpju rindas:

y'=a^+2a
2
(x-x

0
) +3a

3
(.x-x

0
)
2
+ ...= £ na

n(x-x
0
) n \ (6)

n-l

y"= 2a
2
+2-3a

3
(x-x

0
)+...= £ n(n-l)a

n
(x-x

0
) n 2. (7)

n-2

Izmantojotrindu (6) un sākuma nosacījumu y'\ x=x o=y0
=y'0, atrodam, ka

Koeficientusa
2,a3,

a
4,..., a„,... aprēķinaar tāsaukto nenoteikto koeficientu

metodi. Tāsbūtība ir šāda. Tā kā rinda (5) ir diferenciālvienādojumaatrisinājums,
tad šīrinda untās atvasinājumi(6) un (7) pārvērš vienādojumu(3) identitātē. Tātad,

ievietojot rindas (5), (6), (7) vienādojumā(3) un savelkot līdzīgos locekļus, koeficien-
tiempie vienādām x pakāpēm vienādības kreisajā un labajāpusē jābūt vienādiem.

Tādējādiiegūst sakarības, no kurām nosaka rindas (3) nezināmos koeficientus.

Paskaidrosim šo metodi ar piemēru.

Piemērs. Atrisināt diferenciālvienādojumu

y"=2xy+ Ay, (8)

ja ir doti sākuma nosacījumi

y| x=o=o, y'|x=o=i- O)

Tākā sākuma nosacījumi ir doti argumentavērtībai x
o=0, tad diferenciālvie-

nādojumaatrisinājumumeklēsim ar pakāpju rindu

y=a0
+a,x+a2

x
2
+a

3
x

3
+...= £ a

n
x

n. (10)
n-0

Atrodam rindas (10) atvasinājumus:

y'= a,+2a
2
x+3a

3
x

2
+...= £ na

n
x" l

, (11)
n-l

y"=l-2a
2
+2-3a

3
x+...= fj(n-l)nan

x" 2. (12)
n-2

51
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levietojotrindas (10), (11) un (12) vienādojuma (8), iegūstam vienādību

£ (n-l)n a
n
x

n 2=2x £ na
n
x

n I+4 £ a
n
x

n,
n-2 n-l n-0

kuru pārveidojam, izmantojotrindu distributīvo īpašību:

£ (n-l)n a
n
x

n 2
= £ 2na

n
x

n
+ £ 4-a

n
x

n.
n-2 n=l n-0

Pārveidosim šo vienādību tā, lai visās rindās vispārīgajā loceklī būtu viena un tā

pati x pakāpe x" 2. Šajā nolūkā vienādības labajā pusē aizvietojam n ar n-2 un

attiecīgi izmainām rindu summēšanas indeksa sākuma vērtību:

£ (n-\)n a
n
x

n 2
= £ 2(n-2)an 2

x" 2
+ £ 4a„

2
x" 2.

n=2 n=3 n=2

Tā kā koeficienti pie vienādām x pakāpēm vienādības kreisajā un labajā pusē ir

vienādi, tad,pielīdzinot koeficientus pie x" 2, iegūstam šādu vienādību:

(n-l)nan=2(n-2)an 2
+4a„

2>

nokurienes atrodam koeficientu a„ (nss2).

(n-l)na„=(2n-4+4)an_2,

2na
n 2

2a
„ 2

a«= ,
jeb a

n
= —— . (13

(71 —1)71 7Z —1

Pēc formulas (13) var aprēķinātrindas koeficientus, ja ir zināmi divi iepriek
šējie koeficienti. Piemēram, var aprēķināt a

s ,
ja ir zināms koeficients a

5^2
=av

analogikoeficientu a6 aprēķina, ja ir zināms a
4
, v. tml. Tāpēc vienādību (13) sauc

par koeficientu aprēķināšanasrekurences formulu.
Rindas (10) pirmos divus koeficientus atrodam, izmantojot sākuma nosacīju

mus (9) un rindas (10) un (11).

Tā kā ,
y\x=o=o,

tad, ievietojotx=o rindā (10), iegūstam

a
o
=0.

Analogi no nosacījuma

y'\x=o=i
un rindas (11) atrodam

a,= 1.

Pārējos koeficientus aprēķinām pēc rekurences formulas (13):

n

2a
2_2

2a
0 n

2a
3_2

_

2a
x
_

1 1
ūl ~

2-1
_

1
~0, °3_

3-1
"

2 "i"ir

2a.
2

2a
2 2a,_, 2a, 1 1

a. =—- - = =0, a< =——= — =—=- ,
4 4-1 3 ' 5 5-1 4 1!2 2!'

a =

2
-

6
-

2
=

204
=0 a =

2°7- 2
=

=_L
=-

6
6-1 5 ' 7

7-1 6 2!3 3!'

Analogi atrodam,ka
-

a
8
=0, a

9
=

4!

un vispārīgajā gadījumā:

a2k =Q, =
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Tādejādi dota diferenciālvienādojumavispārīgais atrisinājums ir rinda

x5x
2n+l 00

,X
2n+l

y=X+
l!

+
2!

+
3!

+
-+^T +

-
=ž-nT

jeb
/ x 2 x* x6x

2n \ »
x

2n

I+
l' +2! +

3!
+

-

+
.!

+-j^
n
?on!-

(14)

kā

_

2n

n-0
''•

n-0

tad rindas (14) summa un diferenciālvienādojuma(8) partikulārais atrisinājums ir

funkcija
,

y=xe
x .

b) Teilora koeficientu metode

Aplūkosim citu paņēmienu,kā atrod diferenciālvienādojumaatrisinājuma
rindas koeficientus. Šo paņēmienu var izmantot gadījumā,ja diferenciālvienādo-

jumsnav lineārs.

Pieņemsim,ka ir dots 2. kārtas diferenciālvienādojums

y"=F(x;y;y') (15)

ar sakuma nosacījumiem

v(*
0
) =v

O, y'(x
0
)=y

0
(16)

un diferenciālvienādojumaatrisinājumuy=f(x) var izvirzīt Teilora rindā

y„/(x)=/(x
0

(x-x
o
)+
f"iXo)

(x-x
0

)2+ ...= t /(n'(fo)
(x-x

0
)". (17)

Lai atrastu rindas koeficientus, jāaprēķina

f(x
0

), f(x
0
), f"(x

0
), /<">(x

0
), ....

t. i., jāatrod diferenciālvienādojumaatrisinājuma un tā atvasinājumu vērtības

punktā x
O.

Pirmos divus koeficientus iegūstamno sākuma nosacījumiem:

f(xo)=y\ x =xo
=y o, f'(x

o
)=y'\ x=Xo=y

0
.

Atvasinājumu f"(x0) atrodam, ievietojot dotajā diferenciālvienādojumā

x vietā skaitli x0 un izmantojot sākuma nosacījumus.

Tākā

y"=F(x;y;y),

tad iii

f"(x
o)=y"\ x=x0

=F(x
0; y\ x=Xo; y'\ x=x 0

)=F(x
0; y0; y'Q).

Lai atrastu atvasinājumu/(3)(x
0

), vispirmsir jāatroddiferenciālvienādojuma

atrisinājumay trešās kārtas atvasinājums v<3). To iegūstam, atvasinot diferenciāl-

vienādojuma(15) labās puses izteiksmi kā saliktu vairākargumentufunkciju, t. i.,

v
(3)=F;(x; v; y') +F;(x; y;y')-y'+F; (x; y;y')-y". (18)

levietojot izteiksmē (18) x=x
0

un izmantojot iepriekš atrastās vērtības y\ x=Xo,
y'\x=x

0
, y"\

x=x B
, aprēķinām /(3) (x

0
)=v

(3)| x=Xū.
Analogi,atvasinot izteiksmi (18), atrodam v<4)unf(i) (x

0
)=yw\ x=x B

utt. Atras-

tās atvasinājumu vērtības ievietojotTeilora rindā (17), iegūstam diferenciālvienā-

dojuma (15) partikulāro atrisinājumupakāpju rindas veidā.



Piemērs. Atrast diferenciālvienādojuma

y"=xy' (19)

partikulāroatrisinājumuar Teilora rindu,ja

y\ x
=o=o, v'| x=o

=i.

Tā kā sākuma nosacījumi ir doti argumenta vērtībai x0=0, tad atrisināju-

mu v meklēsim ar šīs funkcijas izvirzījumu Maklorena rindā, pieņemot, ka šāds

izvirzījums eksistē.

Tātad

1. z.
n_o XX.

No sākuma nosacījumiemizriet, ka

/(o)=v|jc_o=o un /'(0)=v'|
x=o=l.

Savukārt, ievietojotdiferenciālvienādojuma(19) izteiksmē x=o, iegūstam

/"(0)= v"| x=o=0-v'|x=o =01= 0.

No diferenciālvienādojuma(19) atrodam atrisinājumay augstāku kārtu atvasinā-

jumus:

y<-3) =(xy')'=x'y'+x(y,y=y'+xy",

yW=(y'+xy")'=y"+x'y"+x(y")'=y"+y"+xy <-3) =2y"+xy
l3\

y
w

=(2y"+Xy
<3))'=2y(3) +x'y

(3>+xy
w

=2y
(3)

+y
(3)

+xy
(4)

=3y
(3)
+xy

(4).

Analogi iegūstam

j><B>=4y(4)
+jcy

<s), y
(7) =sy

(5)+ xy
(6)

un vispārīgajā gadījumā:

y«>=(n- 2)y("-z)
+xy

(n ~»

No atvasinājumu izteiksmēm atrodam

/<3) (0)=y(3>U=o=y'U=o+o=i,

/(4) (0)=y(4)|x=o=2y"U=o+o=o,

/(S) (0)=y(s>| x=o=3y
(3) U=o+o=3-l,

/<6)(o)=4y<4) U=O+0 =0,

/<
7
>(0)=5y(s) |x=0+0 =5-31,

Vispārīgajā gadījumā

/(2*>=o un /(2A+l)
=l-3-5-...-(2/c-l)=(2A;-l)!!.

levietojot atrastās atvasinājumuvērtības rindā (20), iegūstam

„
1 1

,
1-3

.
1-3-5

.

y=f(x)= - x+ - x3+ x7+
... .

Piezīmes

1. Aplūkotajā diferenciālvienādojumutuvinātās atrisināšanas izklāstā nav

aplūkoti rindu konverģences jautājumi, t. i., pie kādiem nosacījumiemvienādoju-

ma atrisinājumam eksistē izvirzījums konverģentā pakāpju rindā.

2. Pakāpju rindu metodi lieto tad, ja jāatrod atrisinājums nelielā punkta xc
apkārtnē.
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XXVIII NODAĻA

FURJĒ RINDAS. FURJĒ INTEGRĀLIS

28.1 §. PROBLĒMAS NOSTĀDNE.

JĒDZIENSPAR HARMONISKOANALĪZI

Šajā nodaļā aplūkosim funkciju rindas, kuru locekļi ir trigonometriskās

funkcijas. Trigonometrisko funkciju rindas matemātikā ieviesa 18. gs. Šveices

matemātiķis un fiziķis Daniels Bernulli sakarā ar periodisku procesu pētījumiem.

Periodiskas parādības bieži ir novērojamas dabā un tehnikā,piemēram, mehā-

niskās svārstības, maiņstrāva, elektromagnētiskie viļņi v. tml. Visvienkāršākā

periodiskā kustība ir matemātiskā svārsta svārstības jebharmoniskās svārstības,

t. i., saitei piestiprinātas lodītes kustība, ja lodīti novirza no līdzsvara stāvokļa.

Šādas svārstības apraksta ar funkciju

y=Asm(cot+cp0
), (1)

kur y
- svārsta novirze no līdzsvara stāvokļa pēc laika t no kustības sākuma,

A - svārstību amplitūda,
co -

svārstību frekvence,

cp0
- svārstību sākuma fāze.

Ar izteiksmēm, kas analogas funkcijai (1), apraksta ne tikai mehāniskās

svārstības, bet arī maiņstrāvas stiprumu/un spriegumuU atkarībā no laika t, kā

arī citas periodiskas parādības (svārstības, viļņus), kuras aplūko elektrotehnikā,

radiotehnikā, optikā.

Pārveidosim funkciju (1), izmantojot leņķu summas sinusa formulu:

y=A sin (cot+cpo
) =

=A(smcot cos cp0
+cos cot smq>0

)=

=A cos cp 0
sincot+A sin cp0

cos cot.

Izmantojotapzīmējumus

Asin<p
0=a, Acoscp 0

=b, cot=x,

iegūstam izteiksmi

y=a cos x+6 sin x.

Ne katra periodiska kustība ir vienkāršās harmoniskās svārstības. Taču bieži

periodiska kustība ir vairāku vienkāršu harmonisko svārstību salikšanas jeb super-

pozīcijas rezultāts. Piemēram,pieņemsim, ka funkcijas

y=sin£ un y=sin3£

apraksta divas harmoniskas svārstības, kuru sākuma fāze ir 0, amplitūdas-

vienādas ar 1, bet frekvences - dažādas (attiecīgi vienādas ar 1 un 3). Šo funkciju

summa

y=sin£+sin3£

apraksta saliktu periodisku kustību, kas nav sinusoidālas svārstības. Par to

pārliecināmies, aplūkojot 8. zīmējumāattēlotos grafikus.
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8. zīm.

Vispārīgā gadījumā,saliekot n harmoniskās svārstības ar dažādām amplitū-
dām, frekvencēm un sākuma fāzēm (jeb izdarot šo svārstību superpozīciju), iegūs-
tam periodisku kustību, kuru apraksta funkcija

y=(a, cosx+Z>, sinx)+ (a
2cos2x+0

2
sin2x)+

...
+ (a

n
cosnx+b

nsmnx).

Svarīgs ir jautājums, vai katru periodisku kustību var iegūt, saliekot vairākas

vienkāršās harmoniskās svārstības. Atbilde uz šo jautājumu saistīta ar trigono-

metrisko funkciju rindu jēdzienu.

Definīcija

Par trigonometriskorindu
sauc funkciju rindu

a
n

~+(a, cosx+bļsmx)+(a
2
cos2x+b

2
sm2x)+

...
+(a

n
cosnx+b

nsmrix) +

= °ķ+ S (o-nCosnx+b nsmnx).

Ja trigonometriskā rinda konverģē uz funkcijuf(x), tad šī funkcija ir perio-

diska ar periodu 2n.

Pieņemsim, ka dotā periodiskā funkcija apraksta kādu periodisku procesu.

Aplūkojot jautājumupar šī procesa sadalīšanu vienkāršās harmoniskās svārstī-

bās, jāatrod funkcijas f(x) izvirzījums trigonometriskajā rindā, t. i., jāatrod šīs

rindas koeficienti unjānoskaidro, vai šī rinda konverģēuzfunkcijuf(x).

Procesu pētīšanu, aplūkojot tos kā harmonisko svārstību superpozīciju, sauc

par harmonisko analīzi.

Aplūkosim dažus jēdzienus, kas saistīti ar šo problēmu.

28.2. §. JĒDZIENS PAR FUNKCIJU ORTOGONALITĀTI.

VISPĀRINĀTĀ FURJĒ RINDA

Definīcija
Nepārtrauktas funkcijas cpļ(x) un cp 2 (x) sauc par ortogonālāmfunkci

jām intervālā [a; b], ja
b

J*<p ,(:*:)• (p2
(x)dx=o.

■
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Piemēram, funkcijas v=2 X un y =6x-4 ir ortogonālas intervāla [0; I], jo

i i

ļ 2
x(6x-4)dx=

2-2x)dx =(x3
-x

2 ) =1-1 =0.

0 0

Definīcija

Nepārtrauktufunkciju virkni

<p,(x), cp 2 (x), cp3 (x) <pn(x), ... (1)

sauc par ortogonālufunkciju sistēmu intervālā [a; b], ja
b

f
/-i / W

f o' -> a "/m>
J^(X)9,

jan-m.

Skaitli

A
m
« /j<^(x)dx

a

sauc par funkcijas r/>m (x) normu.

Ja funkciju sistēma (1) ir ortogonāla unvisu funkcijunormas ir vienā-

dasar 1, tad šo funkciju sistēmu saucpar ortonormētu sistēmu.

Tātad ortonormētai funkciju sistēmai

[b 6

/t
m
= j^cp'm (x)dx =1, t. i., (m-1, 2, 3, ...).

Pieņemsim, ka no intervālā [a; 6] ortogonālu funkciju sistēmas sastādīta

funkciju rinda un šīs rindas summa ir funkcijaf(x), t. i.,

f(x)=c
ļ cpi (x) +c

l q>1(x)+ ...
+c

m (pm (x) + ...
+c

n(pn (x)+ ... . (2)

Aplūkosim metodi, kā nosaka ortogonālufunkciju rindas koeficientus.

Lai atrastu rindas (2) koeficientu cm (m =1,2, 3, ...), vienādības (2) abas puses
reizina ar funkcijucp m (x) (ar to funkciju, kuras koeficients ir c

m ). Tad iegūstamrindu

f{x) cp m (x) =c, cp, (x) cpm (x) +c 2cp2
(x) cpm (x) +... +cm cpm (x) cp m (x) +... +

+c
n cpn(x)cp m (x) +

... . (3)

Pieņemot, ka rinda (3) konverģē vienmērīgi intervālā [a; b], integrējam to pa

locekļiem:
b b b

j"/(x) tpm(x)dx=cxJ<p, (x)cp m(x)dx+c 2^cp2 (x) cp m(x)dx+...+

a ■ a

+ cm^(pn\(x)dx +
...

+cn^cpn (x)(p m
(x)dx+... . (4)

Saskaņā ar funkciju sistēmas ortogonalitātes definīcijuvienādības (4) labajā

pusē visi integrāļi ir vienādi ar 0, izņemotintegrāli,kas reizināts ar c
m; šī integrāļa

vērtība ir vienāda ar cpm (x) normas kvadrātu X 2

m. Tādējādiiegūstam,ka

b

m {x)dx =c
m

X 2

m
,

O
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no kurienes
b

\f(x)<p
m

fr)dx

r =

a

X
J eb

b

[f(x)<p
m(x)dx

V* (m=l, 2,3, ...). (5)

[<p 2

m
Oc) dx

Rindu (2) sauc par funkcijas f{x) vispārināto Furjē rindu, pēc formu

las (5) aprēķinātos koeficientus cm
-

par Furjē koeficientiem, bet aplūkoto

koeficientu iegūšanas metodi - par Furjē metodi.

Piezīme. Tā kā katra nepārtraukta funkcija ir integrējama, tad katrai

intervālā [a; b] nepārtrauktai funkcijai dotajā ortogonālo funkciju sistēmā var

atrast Furjē koeficientus un tātad iegūtšīs funkcijas izvirzījumuFurjē rindā. Taču

iegūtārinda var nekonverģēt vai arīvar konverģēt uz kādu citu funkciju, kas nav

vienāda ar doto funkcijuf(x).

Praktiska nozīme ir gadījumam, kad Furjē rinda konverģē tieši uz doto

funkcijuf(x).

Furje rindas konverģence ir atkarīga gan no dotas funkcijas, gan ari no

izraudzītās ortogonālās sistēmas funkciju īpašībām.

28.3.§. TRIGONOMETRISKOFUNKCIJU SISTĒMAS

ORTOGONALITĀTE

Matemātikā izmanto dažādas ortogonālu funkciju sistēmas. Plašāk lietota

ortogonālofunkciju sistēma ir trigonometriskofunkciju sistēma. Pierādīsim šādu

apgalvojumu.
Trigonometriskofunkciju virkne

1; cos*; sinx; cos2x; sin2x;
...

; cos/uc; sin/ix;
...

(1)

ir ortogonālufunkciju sistēma intervālā[-n; ir].

Lai šo apgalvojumupierādītu, ir jāpārliecinās, ka jebkuru divu dažādu dotās

virknes funkciju reizinājumaintegrālis intervālā [-n; n] ir vienāds ar nulli, un

jāatrodfunkcijas kvadrāta integrālis (funkcijas normas kvadrāts).

Žozefs Furjē (1768-1830) - franču matemātiķis. Nozīmīgākie darbi matemātiskajā

fizikā (siltumvadītspējas vienādojums, Furjē mainīgo atdalīšanas metode). Izveidojis

harmonisko analīzi, kas ir Furjē optikas matemātiskā bāze. Matemātikā pazīstamas arī

Furjē integrālās transformācijas un citi darbi.

Terminu «ortogonālas funkcijas» ieviesa vācu matemātiķis Erhards Šmits

(1876-1959), bet atsevišķas ortogonālufunkciju sistēmas lietotas jau 18. gs.
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Atrodot šos integrāļus, izmantosim trigonometrijas formulas

sin a• cos ļi =
2

(sin(a - /?)+ sin (a+/i)),

sin a• sin/?= (cos (oc - /?)- cos (a+/^)),

cos a• cos0= -(cos (a- /?)+cos (a+/?)),

l+ cos2a .
,

l-cos2a
cos

2
a= , sin2

a= , sin2a= 2 sin a-cos a.

2 2

r i « i i
1) lcosnxdx= sinnx = (sinn7!:-sin(-Ai7t;))= (sinmr +sinn7i;) =

J n
_7t

n n

1 .
= - 2 sin nrc=0,

n

■

r i ■ i
2) lsinnxax=- cosn* =- (cosmr-cos(-rc7r)) =

J n - n n

-*
1

= — (cos nn- cos nn)=0.
n

3) Ja tad

X Jt

j sinnx■ sin mxax=
*

J*(cos(n-m)x-cos(n+m)x)dx=

-Jt -Jt

= ™ (—— sin (n-m)x
1

sin (n+m)x] =

2\n-m n +m )

=\ \ 1
(sin(n-m)7r-sin(-(n-m)7!:)) — (sm(n+m)n-sin(-(n+m)n))) =

2\n-m n +m J

= —-—(sin(n-m)7c+sin(n-m)7!;) —(sin(n+/7i)7u+ sin(n+m)7t))=
2\n —m n+m j

1/2 2
= - sin(/2-/n)7r sin(/i+m)7r)=0.

2\n—m n+m

Analogi
it ji

4) Jcos nx-cos mx<±t= + cos(n+m)x)dx=o.

-Jt -Jt

5) Ja tad

j* sin/zx cosmxdx=
*

j*(sin(n-m)x+sin(n+m)x)dx =

-it -jt

=— I cos(n-m)x+ cos(n+m)x\ =

2\n-m n+m ) _„

*--(—— (cos(n-m)7i:-cos(-(n-m)7c)) + —

1
—(cos(n+m)7t-cos(-(n+ m)7t))) =

2 \n-m n+m )

=- -(—-—(cos(n-m)7r-cos(n-m)7r)H—- (cos (n+m)n - cos m+m) n)] =
2\n—m n+m }

=0.



60

jt jt

flf 1 *

6) sinnxcosnxdx= \sm2nxdx=- cos2/rc =

J 2j 4n

-jt -jt

=-

1
(cos 2/27t-cos (-2727t))=-

1
(cos 27i7t-cos 2727t)=0,

4ti 4ti

jt it

f.
,

f l-cos2nx
.

1 / 1 . \ *

7) sin
2 7zxdx= dx= \x sin2nx =

J J 2 2\ 2n J_„
- jt - jt

=

2
+71~

2«
(sin 2/27t- sin (- =

=

I
|27t-

1
(sin2727t+sin 2727t) |= ļ ( 27t-

1
=

2\ 2n J 2\ 27i _/
=7t +0 =7T.

Analogi

jt jt

v
f

,
, f1+ COS2/7JC ,1/ 1 . \ *

8) COS
2 72XdX=

—
dx= [X+ Sin272X =7t,

J J 2 2i, 272 )-*
-Jt -Jt

Jt

9) j\2 £2X=;C =7t- (-7t)=7t+7t=27t.

- Jt

Līdz ar to ir pierādīts, ka trigonometrisko funkciju virkne (1) intervālā

[-7t; 7t] veido ortogonālu funkciju sistēmu; turklāt funkciju sinn* un cos tu

normas kvadrāts ir vienāds ar skaitli 7t (72=1, 2, 3,...), bet funkcijasf(x)= 1 normas

kvadrāts ir 27t. □

28.4. §. PERIODISKAS FUNKCIJAS IZVIRZĪJUMS

FURJĒ RINDĀ, JA FUNKCIJAS PERIODS IR 2π

Pieņemsim,ka funkcijaf(x), kuras periods ir 2n, intervāla [-7t; n] ir integrē-

jama un šai funkcijai eksistē izvirzījums trigonometriskajārindā, t. i.,

a
n

/(*)= +(a, cosx+6, sinx)+(a
2
cos2x+6

2
sin2x)+ ...=

=a" + V, (on
cosnx+b

nsinnx). (1)
2

n-l

Tā kā šīs rindas locekļi ir intervālā [— ic, n] ortogonālas funkcijas, tad rindas

koeficientus var atrast, izmantojot28.2. § aplūkotoFurjē metodi.

Lai aprēķinātu a
O
, integrējam pa locekļiem rindu (1) intervālā [-7t; n],

pieņemot,ka šajā intervālā rinda konverģē vienmērīgiuz funkcijuf(x). Tad iegūstam
it jt jt

J/(x)dx= J
<

2

°dx+ £ (a ncosnx+b nsmnx)^dx=
-jt -« -it

7[ Jt

=

°°
2n+ £ ļa„ n

=na
0.

-jt -n
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Tātad
n

a
o
=

*

j/(x)dx. (2)

-Jt ' *. :'

Noteiksim koeficientus a
m (m=l, 2, 3, ...). Šajā nolūkā saskaņā ar Furjē

metodi vispirms vienādība (1) ir jāreizinaar to funkciju, kuras koeficients rindā

(1) ir a
m, t. i., jāreizina ar cosrn*. Pēc tam iegūtārinda jāintegrē pa locekļiem

intervālā [—«; 7t], pieņemot,ka šī rinda konverģē vienmērīgi. Tādējādi:

o
n

"

/(x)cosmx= cos77ix+ £ (a„cosnx• cosmx +b
n
sin/re- cosmx).

2
n-l

jt

cosmxdx=

-jt
jt jt

=J °° cos/77jcdx+j" £ (ancosrc*• cosmx+b
n
sinttjc-cos mx)dx=

-jt -jt

jt jt it

=°° Jcosmxdx+ £ (a„ Jcosnx cosmxi±c+/j
n Jsinnx cosmxdx). (3)

-jt -jt -jt

Vienādības (3) labajā pusē visi integrāļiir vienādi arnulli, izņemot integrāli

jt jt

-Jt -Jt

šī integrāļakoeficients rindā (3) ir am. Tādējādi

jt

cosmxdx=a
m n,

-%

no kurienes
jt

a
m
=

* I f(x) cosmxdx. (4)
71 J

— Jt ļ}i

Analogiaprēķinām koeficientus b
m (m=l, 2, 3,...), t. i., reizinot vienādību (1)

ar sinmx un integrējot intervālā [-7t; 7t]:

/(x)sinmx=
ao

sin7nx:+ £ (an
cosnx sin/nx+/j

n
sinnx sin/nx).

2n=l

Jt

J*f(x) sin mxdx=

- »

jt jt

->

j
~ (a„cosnx• sinmx+ 6

n
sinnx-sinmx)dx=

-
jt -jt

jt jt jt

=°° Jsinmxdx+ £ (an
smmxdx+b

n
sin nx■ sinmxdx). (5)

-jt -jt -jt
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Vienādības (5) labajāpuse visi integrāļi ir vienādi ar nulli, izņemot integrāli
jt x

j*sinmx - sin mxdx= j"sin2
7nxdx=n;

-jt -jt

šī integrāļakoeficients rindā (5) ir b
m. Tādējādi

jt

J*f(x) sin77ixdx=b
m

X,

-jt

nokurienes
jt

b
m

=-

1
/(x)sin/77jcdx. (6)

jt

Tātad rindas (1) koeficientus aprēķina pēc formulām (2), (4), (6).

Piemērs. Sastādīt Furj ē rindu funkcijai

[ 1, ja xe[o; n],

pieņemot,ka f(x) ir periodiska funkcija ar periodu27t, t. i.,

f(x+2n)=f(x) V xe(-oo; +oo) (sk. 9. zīm.).

9. zīm.

Atrodam Furje rindas koeficientus:

Jt 0 Jt

a
o

=*
+

°

+x =

-Jt -Jt 0

= -(-7t+7t)=0.
7t

Jt 0 Jt

a„=

*

j"/(x)cos/rco!x=
1

J(-l)-cosnxdx+ j"l =

-Jt -Jt 0

1/ 1 . 1 . "\
= — sinnx + sinnx =

71\ 71
-n

71 0/

=- (—sinO+sin(-n7c)+sinn7c-sinO)=o.
7t

Jt 0 Jt

b
n
=

*

J*f(x) sin nxdx=
1

J'(-l) sinnx£ix+ Jl =

-Jt Jt 0



1/1
°

1 *\
= -cosnx - cosn* =

n\n -7t n o/

=

1

(coso-cos(-rc7r)-cosrt7t +cos0)=
nn

1 2
= — (1—cosn7T-cosn/i +l)= — (1-cos/ijt)=

nn nn

2
(0, ja nir pāra skaitlis,

= —(1-(_1)»)=J 4 . . . , Uvnn , ja n ir nepāra skaitlis.

Tātad dotās funkcijas Furjē rindā ir tikai sinusa funkcijas, kuru argumenti ir

x, 3x, sx, lx, ...,(2k —l)x, ...,t. i.,

f(x)= £ b
n
smnx=

n=l

4 4 4 4
= sinx+ sin3x+ —■sinsx+...+ sin (2/c-l) *+...=

n 3n 5n (2k-l)n

=- (sinx+
I

sin3x+ -sinsx+...+ —-sin(2A:—l)x+... ļ.
n \ 3 5 2/c-l /

Šīs rindas dažu parciālsummu grafiki un dotās funkcijas grafiks attēloti 10. zīmē-

jumā.Kā redzams, palielinotlocekļu skaituparciālsummās, ar tām arvien precīzāk

var aproksimēt funkciju f(x) inter-

vālos, kuros šī funkcija ir nepār-

traukta; funkcijas pārtraukuma pun-

ktos nk (k=

r
), 1, 2, ...) parciālsummu

vērtība ir 0. Tādējādi, ja dotā fun-

kcija f(x) apraksta kādu periodisku

procesu, piemēram, periodiski mai-

nīgu spriegumuuz kondensatora pla-
tēm, tad ar šīs funkcijas izvirzījumu

Furjē rindā to var aplūkot kā bez-

galīgi daudzu sinusoidālu spriegumu

superpozīciju (salikšanu).

Ja integrējamas funkcijas f{x)
periods ir 2n, tad tās Furjē rinda ir

f{x)= 0
+ £(a„cos nx + b„sinnx),

kur a„=

1
\f(x)dx,

a
n

—

* \f(x)cosnxdx, n=l,2, 3, ...

A„=
1

|/(x)sinrnrcbc, «= 1,2,3,...

10. zīm.
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28.5. §. JĒDZIENS PAR FURJĒ RINDAS

KONVERĢENCI. DIRIHLĒ TEORĒMA

lepriekšējā paragrāfāatradām funkcijas f(x) Furjē rindas koeficientu a
O, an,

b„ aprēķināšanas formulas, balstoties uz pieņēmumu,ka eksistē trigonometriskā

rinda, kas intervālā [-7t; tt] vienmērīgi konverģē uz funkciju f(x). Pēc šīm

formulām aprēķinotkoeficientu vērtības, iegūstamfunkcijai f(x) atbilstošo Furjē

rindu. Taču ir jānoskaidro, kādi nosacījumi jāapmierinafunkcijaif(x), lai šādi

iegūtārinda konverģētu unrindas summa būtu dotā funkcijaf(x).
Aplūkosim (bez pierādījuma) vienu no Furjē rindas konverģences pietiekamo

nosacījumuteorēmām.

Dirihlē teorēma

Ja 1) f{x) ir periodiska funkcijaun tās periods ir 2?t;

2) intervālā [-7t; 7t] f(x) ir nepārtraukta funkcija vai arī šajā

intervālā tai ir galīgs skaits pirmā veida pārtraukumapunktu;

3) intervālā [-7t; 7t] f(x) ir monotona funkcija vai arītai ir galīgs
skaits ekstrēma punktu,

tad 1) funkcijas/(x) Furjē rinda konverģēun tās summair funkcijaS(x);

2) S(x)=f(x) visos punktos, kuros f(x) ir nepārtraukta funkcija;

3) ja punktsx
Q
ir funkcijasf(x) pirmā veida pārtraukumapunkts,

tad šajā punktāFurjē rindas summas S(x) vērtība ir

C.v x_/(*o+0)+/(*
0
-0)

kur

/(x
o
+0)= lim f(x) (funkcijas robeža no labās puses),

x->x
o

+o

f(x
o

—Q)= lim f(x) (funkcijas robeža no kreisās puses).
x-»x0 0

11. zīm.

Pēters Gustavs Dirihlē (1805-1859) - vācu matemātiķis
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Dirihlē teorēmas nosacījumi ir spēkā loti plašai funkciju klasei. Patiešām, ar

katru elementāru funkciju, kurai intervālā [-7t; 7t] nav otrā veida pārtraukuma

punktu, var definēt periodisku funkciju, kuras periods ir 27t; tātad, aprēķinot

atbilstošos Furjē koeficientus, šo funkciju var izvirzīt Furjē rindā.

Dirihlē teorēmas nosacījumus apmierina arī iepriekšējā paragrāfa piemērā

aplūkotā funkcijaf(x) (sk. 9. zīm.). Intervālā [-7t; 7t] šai funkcijai ir viens pirmā

veida pārtraukums punktā x0=0. Tā kā

lim/(x)=-l un lim/(x)=l,
X- 0 X-+0

tad punktā x=o rindas summa ir

r-°
Kā redzams 10. zīmējumā, arī šīs funkcijasFurjē rindas visu parciālsummu grafiki

0x asi krusto punktos 0; ±7t; ± 27t;
... .

28.6 §. PERIODISKAS FUNKCIJAS IZVIRZĪJUMS

FURJĒ RINDĀ, JA FUNKCIJAS PERIODS IR 2l

Pieņemsim, ka funkcijas f(x) periods nav 27t, bet ir kads cits skaitlis, kuru

apzīmēsim ar 21, t. i., ar visām argumentax vērtībām ir spēkā vienādība

f(x+2l)=f(x).

Lai varētu izmantot izvirzījumuFurjē rindā un koeficientu aprēķināšanas formu-

las, kuras ieguvāmfunkcijai ar periodu 27t, lietosim substitūciju

x= - t (1)
7t

un pārliecināsimies, ka attiecībā pret argumentu t funkcijas

periods ir 27t.

Patiešām, tā kā

f(x+2l)=f(x),

tad

t+2lj=f(x+ tj.

Tādējādifunkcijai -tj var izmantot 28.4. § aplūkoto izvirzījumu Furjē rindā (1)

un šīs rindas koeficientu aprēķināšanas formulas (2), (4) un (6), t. i.,

f(^
1

tj =aļ +jr (an
cosnt+b

n
smnt), (2)

kur
it it jt

a
0

a
n

b
n
= j (3)

-* -jt Jt
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JT

Lai parietuuz mainīgo lielumu x, ievietojamrinda (2) t*=- x (sk. substitū-

ciju (1)). Līdz ar to

ctn ( ti
,
. n \

f(x)=
2

+ Yj Ia„cos/i
l
x+b

n
smn (4'

kur koeficientus a
O
, a

n, b
n aprēķinām, izdarot mainīgo substitūciju integrālos (3):

r l ti
.

tz
,
i ,

*
x= t, t=-x, dt=-dx; l

a
o
=- /\-t\dt= .

, J
=-- /(*) ,dx=0

7c J \tc / ja *=-7t, tad x=-Z; tt Jv v
Z

~"
ja t=7i, tad x=/.

""'

i

-U/Cx)dx.

Tātad i

a
o=ļ|/(x)dx. (5)

-i

Analogiiegūstam ,

a
n
=

*

J*/(x)cos7i^xdx,
; («

o„=
*

J*/(x)sinn^xdx.
-i

Piemērs. Atrast Furjē rindu funkcij ai

f3, ja -I<X<l,

[0, ja I<x«s3,

un f(x+4)=f(x) Vxg(-oo;+oo) (sk. 12. zīm.).

12. zīm.

Dotas funkcijas periods 21= 4, tātad I=2 un, ievērojot vienādību (4), šīs

funkcijas Furjē rinda ir šāda:

a
0

7i 7i

/(*)=-+!(a„cosn x+b
n
smn-

0
x).

Atrodam rindas koeficientus, izmantojotformulas (5) un (6).

3 13

o
o=2 -3x ' =*-3(l+l)= 3,

-i -i i
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3 1 3

a
"
=

2
x)cosn7 ļxdx= cosn^xdx+ jocos =

-1 -11

3 2. 7t ■ 3( . n . ( n\\ 3(. nn . nn\
= smn

n
x =—ļBinn--sin( -n- })= —(sin +sin

2 717t 2 727t\ 2 2J) nn\ 2 2 )

10,
ja 72=2/1:,

, ja 72=4/c+l,
727t

6
,ja 72 =4/1+3 (k=o, 1, 2, 3, ...),

727t

jo

3 1 3

b
n
=

*

J/(x)sinnļļxdx= j" 3smn^xdx+^Osin =

- 1 -1 i

3 2 7t
i 3 ( nu ( nn\\

=—-■ COS 72 X = COS COS =

2 727t 2 727t \ 2 \ 2JJ

3 ( nn nn\
= cos — -cos — =0.

727t \ 2 2 J

Tātad dotās funkcijas Furjē rindā ir tikai kosinusa funkcijas. levērojot koefi-

cientua
n

vērtības dažādām 72 vērtībām, atrodam

» \
3 nn

Z
n-l

■

3 6 7t 6 37t 6 57t 6 7n
=-+ - cos X cos —x+ — COS —- X cos -x+ ...=

2 7t 2 37t 2 57t 2 77t 2

3 6/ 7t 1 37t 1 57t 1 77t \
- + - COS X- COS —x+ - COS —x- - cos —-x+... .

2 7t\ 23 25 27 2 )

Intervālā (-1; 3) funkcijai f{x) ir viens pirmā veida pārtraukuma punkts
*

0
=1. Tā kā

lim/(x)=3 un lim/(x)=0,
X-l-0 Z-.l+o

tad saskaņā ar Dirihlē teorēmu Furjē rindas summas vērtība šajā punktā ir

3+03
/ 1 ,o - 1

= (sk. 12. zīm.).
2 2

3
Acīmredzot arī šī intervāla galos rindas summa ir . Pārējos intervāla punktos

Furjē rinda konverģē uz doto funkcijuf(x).

Piezīme. Aprēķinot Furjē rindas koeficientus, bieži ir izdevīgi izmantot

šādu periodiskas funkcijas noteiktā integrāļa īpašību.

nn
sin —

2
-1 -i
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Ja funkcijas cp (x) periodsir21, tad jebkurā intervāla, kura garums ir 21,

funkcijas cp(x) noteiktajamintegrālimir viena un tā pati vērtība, t. i.,

I a+2l

j'(p(x)dx, (7)

-/ a

kur a ir brīvi izraudzīts skaitlis.

īpašība ilustrēta 13. zīmējumā. Patiešām, var pierādīt,ka iesvītroto līklīnijas

trapeču laukumi ir vienādi, un tātad ir spēkā vienādība (7).

13. zīm.

Ja a=0, tad no vienādības (7) iegūstam

j* cp (x) dx=j"<p (x) dx.

-J 0

7t 7C

Ja funkcijas/(x) periodsir 21, tad ari funkciju f(x) cos xun /(x) sinn x

periods ir 21. Tādējādino vienādībām (5) un (6) izriet, ka, aprēķinot Furjē koeficien-

tus, var lietot arī šādas formulas:
21

a
o
=

*

j/(*)aX
0

21

1 f 7C

a„= /(x)cos n xdx, (8)

o

2/

f/(x)sinn jXdx.
0

Ja integrējamasfunkcijas f(x) periods ir 21, tad tās Furjē rinda ir

(Zr, 2, 1t 1t

f(x)= + £ (a„cos/7 x+-b
n
smn x),

i "=1

kur ao

=* [f'x)dx,

-i

i i

an
=

*

7ļxdx, n=l,2, 3,
...

fi„ =

*
f(x)smn7ļxdx, n=l,2, 3, ...



28.7. §. PĀRA UN NEPĀRA FUNKCIJU FURJĒ RINDAS

Aprēķinot noteikto integrāliap koordinātu sākumpunktu simetriskā intervā-

lā, parasti noskaidro, vai integrējamā funkcija ir pāra funkcija vai - nepāra

funkcija,un izmanto šādu īpašību.

Ja cp(x) irpāra funkcija un integrējama intervālā [-1; l], tad

i i

j cp (x) dx= 2 j*<p (x)dx.

I 0

Ja cp (x) ir nepārafunkcija unintegrējamaintervālā [-1; /], tad

i

j"cp(x)dx =0.

-i

Pieņemsim,ka funkcrja/(x), kuru izvirza Furjē rindā, irpārafunkcija, t. i.,

/(-*)=/(*) VxeZ)(/).
7T X

Tad f(x) ■ cos n x arī ir pāra funkcija, bet f(x) ■ sin n x ir nepāra funkcija.

Patiešām,

un

/(- x) ■ sinn

"

( -x)=/( -x)• sin -nx j=-/(x) • sin n™x.

Līdz ar to, aprēķinot Furjē koeficientus, iegūstam
; i

a
0
=-ļ j/(x)dx=

2

j/(x)cfx,

-I 0

a n
=

* 2
(1)

-i o

1 f 7C

b
n
=

-ļ
/(x)sinn xdx =0.

-i

Tātad pāra funkcijas Furjērinda satur tikaikosinusa funkcijas.

Jaf(x) ir nepārafunkcija, t. i.,

/(-*)=-/(X) VxeD(/),

tad /(x) • cos n x ir nepāra funkcija, bet /(x) • sin n;x ir pāra funkcija.

Patiešām,

= = -/(x)cos/i^x
un

/(-x) ■ sinn (-x)=-/(x) sin -n*xj=- -/(x) sin nK(xj=/(x) sin ti "x.

69
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Līdz ar to, aprēķinot Furje koeficientus nepāra funkcijas gadījuma,iegūstam

o0
» ļ j/(x)dx=o,

-/

a
n
= -» j/Xx)cos7i^xdx=o,

-i

i i

bn=

l

l

2

smn^xdx.
i 0

Tātad nepāra funkcijasFurjē rinda satur tikai sinusa funkcijas.

Ja f(x) ir pāra funkcija,tad tās Furjērinda satur tikai kosinusa funkcijas:

f(x)= - + £ a„cosrc
;

x,

:SS:;:S

2 f 2 f 7t

kur ao
= ■ /(x)dx, a,l=

;
\f(x)cosn xdx, n — 1, 2,3,...

o o

Ja/(X) ir nepāra funkcija, tad tās Furjērinda satur tikai sinusa funkcijas:

/(x)=£ />
n
sinn x,

2 f 7C

kur Dn=
ļ

\f(x)smn jxdx, n=l,2, 3,
...

.>
•• *"

..
, *

28.8. §. NEPERIODISKAS FUNKCIJAS IZVIRZĪJUMS

FURJĒ RINDĀ

Bieži ir nepieciešamsatrast izvirzījumuFurjē rindā arī neperiodiskai funkci-

jaif{x), kas definēta intervālā [a; b] un apmierinaDirihlē teorēmas nosacījumus.

Šajā nolūkā definē periodisku palīgfunkciju ip(x) ar periodu 2l =b—a, kura

visos intervāla [a; b] punktos ir vienāda ar funkciju f(x), t. i.,

cp (x) =f(x) Vx c[a; b],

(p(x+2l)=(p(x+(b-a))=(p(x) (sk. 14. zīm.).

14. zīm.
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Palīgfunkcijacp (x) ir periodiska un apmierinaDirihlē teorēmas nosacījumus.

Tātad eksistē Furjē rinda, kas konverģē uz funkciju cp(x)=f(x) visos intervāla

[o; b] punktos, kuros f(x) ir nepārtrauktafunkcija. Intervāla galosrindas summa

. f(a)+f(b)
ir

—ģ—•

īpaši aplūko gadījumu, kad funkcija /(jc) ir definēta intervālā [0; /]. Tad

parasti definē periodisku palīgfunkcijucp (x) ar periodu 21 tā, lai cp (x) būtu vai nu

pāra funkcija, vai nepāra funkcija.

Ja cp(x) ir pāra funkcija, tad to sauc par funkcijasf(x) pāra turpinājumu

(15. zīm.). Tātad pāra turpinājuma gadījumāfunkciju cp(x) definē šādi:

, . f/(x), ja xe[o; l],
w-ļ/(-x), ja xb[-1; o],

cp(x+2l)=cp(x).

Funkcijas f(x) para turpinājums
15. zīm.

Ja cp (x) ir nepārafunkcija, tad to sauc par funkcijas f(x) nepāra turpinā

jumu(16. zīm.). Nepāra turpinājumagadījumāfunkciju cp(x) definē šādi:

f f(x), ja xe[o; 0,
W

(-/(-*), ja xe[-l; o],

<p(x+2/)=Ķ)(x).

Funkcijas f(x) nepāra turpinājums
16. zīm.
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Ja neperiodisku funkciju izvirza Furjē rindā, izmantojot šīsfunkcijas pāra

turpinājumu, tadFurjē rinda satur tikai kosinusa funkcijas un rindas koeficientus

aprēķina pēc iepriekšējā paragrāfā iegūtajām formulām (1). Ja izmanto dotās

funkcijas nepāra turpinājumu, tad Furjē rinda satur tikai sinusa funkcijas un

rindas koeficientus aprēķina pēc iepriekšējā paragrāfāiegūtajām formulām (2).

Piemērs. Izvirzīt Furjē rindā neperiodisku funkciju f(x) =x, kas defi-

nēta intervālā [0; 7t],

1) izmantojotfunkcijasf(x) pāra turpinājumu,
2) izmantojotfunkcijas f(x) nepāraturpinājumu.

1. Aplūkosim tādu periodisku pāra funkciju cp (x) ar periodu 2n, kura intervālā

[0; 7t] ir vienāda ar funkcijuf(x)=x(17. zīm.).

Funkcijas f(x)=xpāra turpinājums

17. zīm.

Šis funkcijas Furje rinda satur tikai kosinusa funkcijas, un, ta ka šajā

gadījumā /=7t, tad (sk. 28.8.§. (1))

/(*)= °o + I ancosnx, (*)

n=l
7t

a
o
=

2

j/(x)Gbc,
0

7t

2 f
an

= f(x)cosnxdx.
* J

0

Aprēķinām rindas koeficientus. Tā kā f(x)= x, tad
7t

2f
J

2x
2 *

2 7t
2

a
n
= xdx= = ■ =7t,

7t J 7t207t2

\ \~u=x, dv
=dx,~

2 f . dv=cos nxdx.
a

n
= hccos?7Jcdx=

j 1 -

71 J
u= sinnx

0 L n J

2/1 * f 1 ■ ,\ 2 /
n. n

1 "\
= - xsinnx - sinnxdx =— 7tsinn7t-osin/i0 + cosnx =

7t \n ojn / nn\ n oj

2
°

2
=

—;— (COS OTt- COS0)= -ļ-((-1)"-1)=
n 7t n 7t

10,
ja nir pāra skaitlis,

4
-

n
i
n
> Ja nir nepāra skaitlis.
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Tātad Furjē rindā (*) ir tikai kosinusa funkcijas, kuru argumenti ir

x, 3x, sx, ... . Līdz ar to, izmantojotfunkcijasf(x)=x pāra turpinājumu, iegūstam
šādu izvirzījumu Furjē rindā:

«4/1 1 \
X=—

— cosx+ -= cos3x+
I

cossx+
...

.
2 ft\ 3 5* )

Tā kā pāra turpinājumāir iegūtanepārtrauktafunkcija, tad šīrinda konverģē uz

f(x)=x visos intervāla [0; n] punktos.

2. Aplūkosim tādu periodisku nepāra funkciju cp (x) ar periodu27t, kura intervālā

[0; 7t] ir vienāda ar funkcijuf(x)=x (18.zīm.).

Funkcijas f(x)=x nepāra turpinājums

18. zīm.

Nepārafunkcijas Furje rinda satur tikai sinusa funkcijas; taka šaja gadījuma

/=7t, tad (sk. 28.8.§. (2))

f(x)= X b
nsinnx,

n-l

kur

b„=
2

f(x)smnxdx.
* J

0

Tākā/(x) =x, tad

„ ru=x, dv=dx,~

b
n
=

2 (xsmnxdx= dv=smnxdx,
=

n J 1

o v =— cosnx

n J

2 f 1 " f 1
j

\
=- —xcos/rc + cos?7Jcdx =

n\ no } n )
o

=-

2 (-7tcoswt +ocoso+
l

sn\nx ļ= — (-7t(-l)',+ \sinmt-sinO) )=
nn\ n oj nn\ n J

9 9
ļ2

,janir nepāra skaitlis

=-„(-!)"= „(-D
n+i

= \
\-

n< ja ai ir para skaitlis



74

1111
S, (x) =2(s'mx- sin2x+ sin3x- sin4x+ sinsx)

2 3 4 5

19. zīm.

Tātad, izmantojotdotasfunkcijasf(x)=x nepāra turpinājumu, iegūstamšadu

izvirzījumu Furjē rindā:

(.1.1 . 1 . \
x=2 \smx- sin2x+ sin3x- sin4x+... .

V 2 3 4 J

Nepāra turpinājumā iegūtajai funkcijai punktos n +2nk ir 1. veida pārtraukumi
(sk. 18. zīm.). Tātad saskaņā ar Dirihlē teorēmu šajos punktos Furjē rindas summa

n+(—ti)
ir — =0. Ja xe[o; n), tad rinda konverģē uz funkcijuf(x)=x. 19. zīmējuma

attēlots šīs rindas parciālsummas S
5

grafiks (t. i., pirmopiecu locekļu summa).

28.9. §. FURJĒ RINDAS LIETOJUMU PIEMĒRS

Furjē rindas plaši izmanto dažādās augstākās matemātikas, fizikas un inže-

nierzinātņu nozarēs. Kā vienu no lietojumupiemēriem aplūkosim Furjē metodi,

atrisinot difūzijas vienādojumu.
Dabā ir plaši izplatīti tā sauktie masas pārneses jeb difūzijasprocesi, kuros

molekulu kustības dēļ sajaucas divas vielas (gāzes vai šķidrumi). Šādu procesu var

raksturot ar difundējošāsvielas koncentrācijas izmaiņu.

Aplūkosim vielas difūzijasprocesu cilindra veida apgabalā cilindra simetri-

jas ass virzienā,pieņemot, ka cilindra garums ir /.

Izraudzīsimies koordinātu asi tā, kā parādīts 20. zīmējumā.

20. zīm.
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Difundējošās vielas koncentrācija apgabala punktā, kura abscisa ir x, laika

momentā t ir atkarīga no koordinātas x unno laika t. Tātad koncentrācija ir divu

argumentu x un t funkcija, kuru apzīmēsim ar

v=u(x; t).

Aplūkotajā gadījumā difūzijas procesu var aprakstīt ar parciālo diferenciāl-

vienādojumu
dti

,
3

2
u

=a
2
•

~ (1)
dt dx2

kura izvedumu šeit neaplūkosim. Zinot šī vienādojumaatrisinājumu - funkciju

u=u{x; t), var noteikt vielas koncentrāciju v apgabala punktā x dotajā laika

momentā t.

Lai atrisinājumu varētu noteikt viennozīmīgi, ir nepieciešams sākuma nosa-

cījums

u\t=o=f(x) (2)

(vielas koncentrācijas sadalījumsapgabalā difūzijas procesa sākuma momentā)

un divi robežnosacījumi:

"U=o=0, u|x=/=0 (3)

(pieņemam,ka difundējošāsvielas koncentrācijaapgabala galosir vienāda arnulli).

Lai atrisinātu diferenciālvienādojumu(1), izmantojam tā saukto Furjē mai-

nīgo atdalīšanas metodi, t. i., atrisinājumu u(x; t) meklējam kā divu funkciju

reizinājumu, kur viens no reizinātājiem X(x) ir atkarīgs tikai no x, bet otrs

reizinātājs T(t) ir atkarīgs tikai no t.

Tātad

u(x; t)=X(x)-T(t). (4)

Atrodam funkcijas v atvasinājumus

dU
=XT, —

=X' ■T, I2U2=X»T,l
2U

2
=X»T,

dt dx dX2

kurus ievietojam vienādojumā(1). Tad iegūstamvienādību

XT=a2 X"T.

Atdalām mainīgos lielumus X un T, dalot šīs vienādības abas puses ar a 2XT:

Ķ-*:. (5)
a

2T X

Vienādības (5) kreisās puses izteiksme navatkarīga no x, bet labās puses izteiksme

nav atkarīga no t. Tātad vienādība ir iespējama tad un tikai tad,ja abās vienādības

pusēs izteiksmes nav atkarīgas ne no x, ne arī no t, t. i., ja šīs izteiksmes ir

T'
konstantas. Apzīmēsim katru no šim izteiksmēm ar -X 2. (Attiecībai jabut

negatīvai;pretējā gadījumā iegūst, ka T-* 00, ja t-> 00, kas neatbilst atrisinājuma

fizikālaijēgai.)

No vienādībām
3

=

12

a
2T X

iegūstam divus parastos diferenciālvienādojumus

X"+ 12 X=0 (6)

un

T'+a
2 X2 T=O. (7)
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Vienādojums (6) ir lineārs homogēns 2. kārtas diferenciālvienādojums ar

konstantiem koeficientiem (šādu vienādojumuatrisināšana aplūkota 17.4. §). Dife-

renciālvienādojuma(6) raksturīgajam vienādojumam

k 2 +X2=0

ir kompleksas saknes

kx=Xi un k
2
=-Xi (A>o).

Tātad vienādojuma(6) vispārīgais atrisinājums

X=AcosXx+Bs\i\Xx, (8)

kur A un B ir konstantes.

No vienādojuma (1) robežnosacījumiem

«ļx-o=o, u\ x= i=o

un izteiksmes

u=XT

izriet, ka arī

X|x=o=o un X\ x= i=Q.

Tādējādino (8) iegūstam vienādojumusistēmu

JAcos/lO+ssin/lO=o
(Acos Xl+Bsin Xl=o.

No sistēmas pirmā vienādojumaseko, ka A=o, un līdz ar to no otrā vienādojuma

iegūstam,ka

Bsin/U=o, (9)

kur £(VO, jo pretējā gadījumā iegūstam triviālo atrisinājumu X=o un tātad arī

v =Q, kas neatbilst procesa fizikālai jēgai.

Tādējādino vienādības (9) iegūstam, ka

sin Xl=o,

nokurienes

Tīfi
Xl=nn jeb X

n
= j, neN. (10)

Tātad koeficients X un arī vienādojuma (6) atrisinājums (8) ir atkarīgs no

n vērtībām, t. i.,

X
n
=B

n
sm (11)

Atrastās X
n

vērtības (10), kas ir atkarīgas no n, sauc par dotās problēmas

īpašvērtfbāmun tām atbilstošās funkcijas X
n

- par īpašfunkcijām.

Atrisināsim vienādojumu(7).

Tākā

T'+a2 X2 T=O,

tad

dT"

=-a2X2
T,

dt

no kurienes

d

ļ=-a2X 2
dt,
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In| T| =~a
2 X 2t+\n\C\, ln| T\ =ln| Cc °2/i2 '|

jeb

T=Ce °
lxl

'.

levietojot šai izteiksmē X vietā īpašvērtības (10), iegūstam šādu vienādojuma(7)

atrisinājuma izteiksmi:
2 1

T
n
=C

n
e

al*Č'. (12)

Tādējādi katrai n vērtībai atbilst noteiktas funkcijasX
n

un T„un līdz ar to -

arī dotā vienādojuma(1) atrisinājums

kuru pierakstām šādi:

fann'yt
u n(x; t)=D

n
e v' / -sin

(x, (13)

kur arD
n

apzīmēts koeficientu B
n

un C„ reizinājums.

Tā kā vienādojums (1) ir lineārs homogēns diferenciālvienādojums,tad šo

vienādojumu apmierina ari tā atrisinājumu (13) summa. Vispārinot šo īpašību,

iegūstam diferenciālvienādojumaatrisinājumurindas veidā

u(x; 0= £ u
n
(x\ t)

n=l

jeb

u(x; t)= £A,e w/ -sin x. (14)

n=l
'

Lai atrastu koeficientus D
n, izmantojamsākuma nosacījumu (2):

«| t=o=f(x).

levietojot izteiksmē (14) t=o unu(x; t) vietāf(x), iegūstam

00 nn

/(x)= XL>„sin x.

n-l
•

Difūzijas vienādojumam
8u

,
d2

U

—- =<r
, ,

dt dx

arsākuma nosacījumu

un robežnosacījumiem

"ļ*=o=°> "ļx-r°
atrisinājums ir funkcija

2

0= I £>
n

e
V ; sin -x.

Ja funkcijai /(x) intervālā [0; Z] eksistē izvirzījums Furjē rindā, tad koeficientus D
n

aprēķina pēc Furjē rindas koeficientu formulas:

.t. :

2 f nn

D
n
=

j
/(x)sm -xdx.
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Kā redzams, šī izteiksme ir intervālā [0; /] definētas funkcijas f(x) izvirzījums

Furjē rindā, izmantojot šīs funkcijas nepāra turpinājumu.Tātad rindas (14) koefi-

cientus D
n

var aprēķināt, izmantojot Furjē koeficientu b
n formulu, t. i.,

D
n
=

2 [/(*) smn

7

ļxdx.
o

Ar diferenciālvienādojumu(1) var aprakstīt ne tikai difūzijas procesu, bet

arī siltuma vadīšanas parādību, piemēram, stienī
-

tā simetrijas ass virzienā.

Tāpēc šo vienādojumu sauc arī par siltuma vadīšanas vienādojumu, kur ar

u(x; t) apzīmē temperatūrulaika momentā t stieņa punktā, kura abscisa ir x.

Parciālos diferenciālvienādojumus, kas apraksta dažādus fizikālus procesus,

sauc par matemātiskās fizikas vienādojumiem. Atrisinot šos vienādojumus,

bieži izmanto Furjē metodi unFurjē rindas koeficientu izteiksmes.

28.10. §. FURJĒ INTEGRĀLIS

Pieņemsim, ka

1) f(x) ir absolūti integrējamafunkcija intervālā (-oo; +oo), t. i., konverģē
+ OO

neīstais integrālis j*| f(x) \ dx,

2) funkcijaif(x) jebkurāintervālā [-/; l] eksistē izvirzījums Furjē rindā,

ti.,
. , .

f(x)=2"+ X ( o-n cos
—

x+b
n
sm~x\, (1)

kur .

-I

/

ļf(t)cos

n*tdt, (2)

-/

-i

Pārveidosim rindu (1), ievietojot tajā koeficientu izteiksmes (2). Turklāt,

izpildot pārveidojumus, ievērosim, ka koeficientu izteiksmēs integrēšanas mainī-

gais lielums ir t un tātad tās sinusa un kosinusa funkcijas, kuru arguments ir x,

var ienest aiz integrāļuzīmes (jo šīs funkcijas nav atkarīgas no mainīgāt).

Tādējādi iegūstam

f{x)=
2

°

+X I a„cos —
x+b

n
sm y*)="

i i i

= *+f
yraucos

" 7lx+Q|/(osin
n

*tdtjsm
n*

xj-
-i -i -/
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I l

=ļ
t j/(0dt+ £ Q j/(f)COS

y
X cos td/+

- i -i

i

+
{

/(Osin - xsin fdrj=
-j

i i

1 £ 1 [ nn nn . nn . nn \
,

=2ļ \f(t)dt+}_i l
/(Olcos

{
xcos

l
t+sm x sin i df=

-i -/

-i{/(«)*+ ij]/««os(^x-^«)*.
-/ -i

Tātad
, ,

/(X)=

jļ j/(0*+ £ ļ j/(0COS
y

(x-0 dt. (3)

-1 -i

Izmantosim apzīmējumu

nn
~-=co

n, kurn =l, 2, 3 (4)

Tātad

l-7i 27c nn

»*m
—' W2=T""'T

Acīmredzot starpība starp katrām divām pēc kārtas aplūkotām a>„ vērtībām ir

-. ■ Apzīmēsim šo starpību ar Acu.

Vispārīgajā gadījumā
(n+l)7r nn nn+n-nn n

Aco=co
n+l

-con
= ——-

T
-

1 =,■

No vienādības

l

izsakām

=- Aco. (5)
l n

levietojot rindā (3) izteiksmes (4) un(5), atrodam

f{X)=
21 \f{t)dt+ Ž \ Aa} jf(t)COSG>n(X-t)dt,

-l -l

jeb

f(x)= jf(t)dt+-

n

£ n(x-t)d?jAcD. (6)

-j -j

Funkcijas f(x) izvirzījums Furjē rindā (6) ir spēkā katram galīgam intervā-

lam [—l; l]. Pieņemot, ka analoga sakarība ir pareiza arī bezgalīga intervāla

(-oo; +oo) gadījumā, noskaidrosim, kā izmainās šī izteiksme, ja neierobežoti

Paplašina intervālu [-1; /], t. i., ja /-> 00.
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Vispirms pieradīsim,ka ,

ļimi j/(f)df»o.
-/

Patiešām, saskaņā arnosacījumu par funkcijuf(x) neīstais integrālis

OO

J \f(x)\dx

konverģē.

Tas nozīmē, ka eksistē galīgarobeža

/

lim f|/(0|dt=L

-i

Saskaņā ar noteiktā integrāļa īpašībāmir spēkā nevienādība

/ /

jf(t)dt <jf/(t)|dr;
tāpēc
ii i

lim
1

\f(t)dt ļ \f(t)\dt=\\m
i lim [f(t)\ dt=o-l=o.

-/ -/ -i

Līdz ar to arī
(

ļimi tf(t)ttt-Q.
-i

Tātad, aplūkojot izteiksmes (6) robežu, kad / -* 00, iegūstam

/

/(x)=lim* X Q/(0 cosco
n

(7)

-/

Noskaidrosim, ar ko ir vienāda šī robeža.

Katrai fiksētai x vērtībai rindas locekļi ir funkcijas

/

cp{x\ co)= cosio(x-t)dt

-i

vērtības punktos co,, co
2, ..., co

n, ..., kas reizinātas ar intervāla co„ +1-co„ garumu

Aoo. Tādējādi šī rinda ir analogafunkcijas cp{x\ co) integrālsummai,kas sastādīta

bezgalīgā intervālā (0; +oo).

No vienādības Aco= izriet, ka

Am-»0, ja Z-+oo.

Līdz ar to intuitīvi ir saprotams, ka robeža (7) ir funkcijas cp{x; co) neīstais

integrālisintervālā [0; +oo).

Var arī matemātiski korekti pierādīt,ka

/ +00 +00

lim X cosco(x-t)dt
s

jAco= j* J*f(t) cosco(x-t)dtjdco.
I 0 -oo
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Līdz ar to no izteiksmes (7) izriet, ka punktos, kuros funkcijaf(x) ir nepār-
traukta, ir spēkā vienādība

f(x)=
*

j cosco(x-t)dtjdw. (8)

0 -oo

Pārveidosim formulu (8), izmantojot argumentustarpības kosinusa formulu. Tākā

cos co(x-t)= cos (cox- cot)=cos o)X cos cot+sin cox s'mart,

tad

/(*)=

*

cosco* costotdt+ smwx smcotdtjdco.
0 -OD -00

Funkcijas cos cox un sin tox navatkarīgas nointegrēšanas mainīgālielumai, untās

var iznest pirms integrāluzīmes kā konstantus reizinātājus:

/(x)=7t li°°S^^cosa)tdt+s^naix jf(t)sin cot dtjdta. (9)

0 -oo -oo

Izmantojot apzīmējumus
+oo

a(co) =
1 I f(t)costotdt,

71 J
(10)

+ 00

b(oj)=
1 I

71 J

integrāli (9) var pārrakstīt šādi:

f(x)= J (a(cd) cos a)X+b(co) sin tox)dco. (11)

0

Integrāli (11) sauc par funkcijas f(x) Furjē integrāli. Par Furjē integrāļa

konverģenci ir spēkā šāda teorēma.

Ja funkcijaf(x) ir

1) gabaliemdiferencējamakatrāslēgtā intervālā,

2) absolūti integrējamaintervālā(-oo; +co),
tad

1) Furjē integrālis (11) konverģē uz funkciju f(x) visos punktos,

kurosf(x) ir nepārtraukta,

2) ja x 0ir funkcijas f(x) pirmā veida pārtraukumapunkts, tad

šajāpunktāFurjēintegrāla vērtība ir

/(x
o
+0)+/(xo-0)

2

kur f(x
o
+o)= lim /(*), /(xO

-0)= lim f(x).
jc-x o +o x-x

0 0

levērosim, ka Furjē integrālis (11) un tā koeficientu izteiksmes (10) ir

analogasFurjē rindas untās koeficientu izteiksmēm. TādējādiFurjēintegrālifizikāli

var interpretēt šādi: tas irfunkcijasf(x) izvirzījumspēc vienkāršākajāmharmonis-

kām svārstībām (harmonikām),kurufrekvence co nepārtrauktimainās no 0 līdz + 00.
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Līdzīgi ka Furjē rindai, arī Furje integrālimaplūko gadījumus, kad f(x) ir

pāra funkcija unkadf{x) ir nepāra funkcija.

1. Pāra funkcijas Furjē integrālis

Ja/(x) irpārafunkcija,tad

+ 0» +CO

j*/(0coscotdt=
2

ļf(t) cos cot dt, (12)

- 00 0

+ 00

b(co)=- \f(t) smcotdt=o.
* J

Tādējādipāra funkcijas gadījumāFurjē integrāļa izteiksme ir šāda:

f(x) =J*a (co) cos coxdco. (13)

0

2. Nepāra funkcijas Furjē integrālis

Jaf(x) ir nepārafunkcija, tad

+ 00

a(cjo)=- \ f(t) cos cot dt=0,
n J

b(co) = |/(0 smcotdt=
2

|/(0 sinetrfdf. (14)

-oo 0

Tātad nepāra funkcijaiFurjē integrāļaizteiksme ir šāda:

f(x)= j"b(co) sino)xdw. (15)

0

Ja funkcija/(jc) ir definēta intervālā [0; +oo), tad, sastādot šīs funkcijas

Furjē integrāli, var izmantot funkcijas pāra turpinājumuvai arī nepāra turpi-
nājumu.

Piemērs. Atrast Furjē integrāli funkcijai f{x)=c
kx, ja A:>o un

xe[o; +oo), izmantojotšīs funkcijas

1) pāra turpinājumu;2) nepāra turpinājumu.

Vispirms pārliecināsimies,ka dotāfunkcija ir absolūti integrējamaintervālā

[0; + oo). Patiešām, tā kā

tad

+ 00 + 00 i

ļ|/(x)|dx= ļe kxdx=]im kxdx= lim =

0 0 0

«-ļ lim (e-»-l)-ļ.
X l— +oo X
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21. zīm.

1. Aplūkosim funkcijas pāra turpinājumagadījumu(21. zīm.).

Saskaņā ar formulām (13) un (12)
+ OO

e
kx

= j*a(co) cosco.xdco,

kur
+ oo

°

j

a(co)=
2 Ie M cascotdt=

2
lim \e kt

coscotdt (Z>o).
71 J TI i-+*>J

0 0

Integrējot parciāli, atrodam integrāli

r |~ u= c
kt

,

du=-ke kt
dt,

1= c
v

costotdt=
i

=

J dv=cos cot dt, v= — sin tot
L

co
- 1

ļ
/• Yu=c

ki
,

du=-ke kt,
= c

w sin cot+— c
w sinwZd/;= ļ

w w J dfj=sincora7, rj=- cosco/;

co
J

1 k f 1 k f \
=-c

*£ sinajr+- ( c *'cosco£- c *'coscoZdr ļ.
co co\ co co J /

Tātad
2

1= ekt sincoč c~
kt

coscot ,I,
co co

2
co

1

no kurienes
e~

w
(co sin cof- k cos co*)

/^-Tco2 "
Tādējādi

f 1
'

ekt coscotdt= -n, r g
- *' (co sin cot—kcoscot) =

J k2
+co

2
o

0

=——-—
- (c"

w
(cosinco/-A:coscoZ)-e

o
(cosinO-A:cosO)) =

k2
+co

2

=———r (g *'(co sin coZ-/ccos coZ)+/c).
Ar+co

2

Ja Z-> + 00, tad

c *'->0 un arī c *'(cosincoZ-/ccoscoZ) -»0

kā bezgalīgi mazas funkcijas reizinājums ar ierobežotu funkciju.
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Ta ka lim k=k, tad
1-.+oO i

2f 2 k
a(co) = lim c *'cosa>£dr= •-rļ ?.

(- +oo7T J 71 /€ +C0
0

levietojot šo koeficientu Furjē integrāļaizteiksmē, iegūstam

„
2 f A:cosco* ,

„ „
c

kx
= -r-ļ 5 dco (A:>o, Jt^O).

7t J /V2
+ C0

2

0

Tā kā pāra turpinājumāir iegūta nepārtraukta funkcija, tad šis integrālis

konverģē uz funkciju c
to visā intervālā [0; +oo).

Tādu pašu Furjē integrāla izteiksmi var iegūt funkcijai f(x)=e
kx intervālā

(-oo;0].
Tātad

+oo

2 f kcostox , (c"**, ja x^o,
T" s ' . (16

7T J /c 2
+co

2 ļe te, ja x<o.

0

FunkcijasFurjē integrālis

f(x)= j* (a (co) cosa>x + b(co) sin cox)da>,

o

kur
+

a(to)—- I /(f) coscot dl,
X J

/>(co)=
1 I/(Osintwrci«.
« J

Pāra funkcijas Furjē integrālis

f(x) — j" a(ai) coscoxdui,

kur

2 f
o(&))=■■ f(t)coscotdt.

* i
0

Nepāra funkcijas Furjē integrālis

f(x)= j" Mco)sincoxda),

0

kur

Z>(to)= J /(Osinortdf.
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22. zīm.

2. Aplūkosim funkcijas nepāraturpinājumu(22. zīm.).

Izmantojam formulas (15) un (14), saskaņā ar kurām

+»

c
to

= J" b (co) sin cox dco,

0

kur

+ OO

b(co)= (c kt smcotdt.

n J
0

Analogi kā iepriekš aplūkotajā pāra turpinājuma gadījumā, integrējot parciāli,
iegūstam

2 co

n k2
+co

2

Tātad

+ OO

. 2 f cosin cox ,

7C J k 2+ co
2

o

Nepāra turpinājumāiegūtajai funkcijai ir pārtraukumspunktā x0=0. Šajā
punktā Furjē integrāļa vērtība ir nulle.

Tādu pašu Furjē integrāļa izteiksmi var iegūt arī funkcijai -e
ta intervālā

(-oo; 0).

Tādējādi

2 i cosmcox
, . , .

2 dco={-ekx, ja x<o, (17)

0, ja x=o.
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28.11. §. FURJĒ TRANSFORMĀCIJAS

lepriekšējaparagrāfa ieguvām funkcijasf(x) Furje integrāļa izteiksmi

f(x)=
*

cos co{x-t)dtjdto.
0 - 00

Pārveidosim šo izteiksmi, izmantojot Eilera formulas (sk. 7.11.§). Saskaņā ar šīm

formulām kosinusa funkciju var izteikt arkompleksa argumenta eksponentfunkci-

ju šādi:

c*+ c *

cos y= .
2

Tātad

ew(x- Di

costo(x-t)=

un

+00 +00

Ax)=
2
\ j( j/(0(ew(Jt nne mix t)i )dtjdco=

0 -oo

+00 +00 +00 +00

=L |(|/^)e<o<x't>< *) do,+
2

1

7[
J(|^)e ,o(x t)idt °-d()-

-0 -co 0 -oo

Otrajā integrālīizdarīsim šādu mainīgo substitūciju:

o3=—u, dco=—du; jaco->+co, tad u-+— 00.

Līdz ar to šo integrāli var pārveidot

+ 00+00 -oo+eo

0 -oo 0 -co

0 +oo

Tā kā integrāļa vērtība nav atkarīga no tā, kā apzīmē integrēšanas mainīgo

lielumu, tad v vietā atkal var ievietot co. Tad iegūstam šādu izteiksmi:

+CO +00 0 +00

/(x)=i j( j7(*)eM(* t>i d?jdco+ J( |/(0eo,Cx t)i

dtjdto=

0 -oo -00-oo

0 +00 +00 +00

-00 "OO 0 —OO

+00 +00

=l\{\meW{Xt)idt) dW-

- 00 - 00



legūta izteiksme

/<*)=
2
\ j( j7(Oeffl(* oidtjdco (1)

ir funkcijasf(x) Furjē integrāļa kompleksā forma.

Pārveidosim integrāli(1), izmantojotformulu

g<a(x-()•_ g<oxi. g—tatt

Tad

=
-i= I ( \f{t)e <M dt\emxi da}. (2)
V27T J W2tc J /

- 00 - 00

Apzīmējot

F(co)=
1 f/(Oe ""Ctt, (3)

integrāli (2) var pārrakstīt šādi:

/(*)=
1

(4)
</27C J

Izmantojot formulu (3), no funkcijas /pāriet uz funkcijuF; šo pāreju sauc

par funkcijas f Furjē transformāciju, funkciju/ sauc par oriģinālu, bet

funkcijuF
- par attēlu. Savukārt, izmantojotformulu (4), no attēla

- funkcijasF

var pāriet uz oriģinālu - funkciju/; šo pāreju sauc par apgrieztojeb inverso

Furjē transformāciju, formulu (4) sauc par inversijas formulu.

Funkcijas f(x) Furjē integrāļakompleksā forma

/(x)=
2

1

7t
j

Funkcijas f(x) Furjē transformācija

F(fD)=~ķ= \f(t)e-°"idt,

/(*)= y27t J F(cu)e
ax> doi.
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Pieņemsim, ka/(x) ir pāra funkcija. Taka šaja gadījumaFurje integrāļaizteik-

sme ir šāda (sk. 28.10. § (13), (12)):

+ 00

f(x)= j"a (co) cos cox dco,

0

kur

2 f°
a(co)= \ f(t) coscotdt,

n J
0

tad

f(x)=JQ f(t)cos cot dtj coscox dco = \{J'n f/(')-M*coBQ>;c<*lcoBcoi-
-0 0 0 0

Apzīmēsim
+oo

Fc
(co)=

2
cos cotdt, (5)

o

tad

/(JC)= fF
c(co)cosco*dco. (6)

o

Vienādību (5) sauc par funkcijas fFurjē kosinustransformāciju, bet

vienādību (6)- par šīs transformācijasinverso transformāciju.

Analogi, ja/(x) ir nepāra funkcija, tad (sk. 28.10.§ (15), (14))
+ 00

f(x)= J"b (co) sin cox dco,

0

kur
+ oo

2 r
b(co)= \f(t) sincotdt.

" J
o

levietojot iegūstam

+ 00 + 00 +00 + 00

f(x)= jV(osm cotdtj sincoxdco =J smwtd^jSxno}xda)-
-0 0 0 0

Apzīmēsim
+ w

Fs (co)=J sin cotdt, (7)

0

tad

f(x)=J Fs(co) sin cox dco. (8)

0

Vienādību (7) saucpar funkcijasfFurjē sinustransformāciju, bet vienā-

dību (8) - par šīs transformācijasinverso transformāciju.
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levērosim, ka ar integrāli (5), t. i.,arFurjēkosinustransformāciju atrod funkciju

Fc pēc funkcijas/. Savukārt ar tādu pašukosinustransformāciju(6) atrod funkciju/pēc

funkcijasFc.Tātad katra nofunkcijām/unFcir otras funkcijasFurjē kosinustransfor-

mācija.Funkcijas/unFc Košī saucapar 1. veida savstarpējisaistītām funkcijām.

Analogi saskaņā ar formulām (7) un (8) katra no funkcijām /unFs ir otras

funkcijas Furjē sinustransformācija. Košī šādas funkcijas sauca par 2. veida

savstarpēji saistītām funkcijām.

Piemērs. Atrast funkcijas f(x)=c
kx

1) Furjēkosinustransformāciju,

2) Furjē sinustransformāciju,

jax>o.

1. Furjē kosinustransformācijuatrodam, izmantojotformulu (5):

Fc(co)= f/(i) coscotdt.

0

Šajā gadījumā

Fc(w)=J [c Kt cosLotdt.

0 I

lepriekšējā paragrāfapiemērāatradām,ka

f°
«
. k

cr
Xl

cos totdt= ,■--

~J /c2 +w 2

Tātad

Fc (co) =/- T5 ļ.
V 7t /C2

+ C0
2

Līdz ar to saskaņā ar inversās Furjē transformācijas formulu (6)

/2 7° /2 k
.

2f k cos toX

c
kx

= \ .coscoxdco = -

Tī
—

T
dco.

V 7t J V7t fc 2
+W27t J AC + tt)

0 o

Pāra funkcijasFurjēkosinustransformācija

/Vf;(o>)=J

/(*)= 1fc(co) cos

(i

Nepāra funkcijas f(x) Furjē sinustransformācija

F
s (a>)= |/(Osinwžd«

o

f(x)= jFs («)sinwxdo)

0
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2. Funkcijas f(x)=c
**

Furje sinustransformaciju atrodam pec formulas (7):

+ OO +00

Fs (co)=J |/(0 sincotdt=J ļe *' sintotdt.

0 0

Integrējotparciāli, iegūstam

+ 00

c
kt sin cotdt=—. z.

J k 2
+ CD

2

Tātad r-

-.. *
/2 co

\ļ ti kr +co
2

bet saskaņā ar inversās Furjē sinustransformācijas formulu (8)

. /2f/2 co
. 2f cosin cox

,

c
Xx

= / /- —
.s\ncoxdco= -p= =- dco.

V 71 J V 71 k 2
+ CO

2
71 J k 2

+ C0
2

0 0

APLŪKOTO JĒDZIENU FIZIKĀLĀ INTERPRETĀCIJA

Kā norādīts iepriekš, ar Furjē rindu matemātiski apraksta periodisku proce-

su kā harmonisko svārstību superpozīciju, ja frekvencēm ir diskrētas vērtības. Šo

svārstību frekvenču kopu sauc par diskrētu frekvenču spektru, bet Furjē koefi-

cientu kopu- par svārstību amplitūduspektru. Analogi arFurjē integrālimatemā-

tiski apraksta neperiodisku procesu kā bezgalīgi daudzu harmonisko svārstību

superpozīciju ar nepārtrauktufrekvenču spektru. No Furjē integrāļa kompleksās
formas izriet, ka šo svārstību amplitūdusadalījumu pa frekvencēm raksturo

funkcijas/Furjētransformācijasattēls, t. i., funkcija

F(co)=
1 |/(0c

wti
dt,

y/2n J

ko saucpar funkcijasfspektrālofunkciju.\ F(co) \ saucpar amplitūduspektru.

Šādu dotās funkcijas / spektrālu attēlu izmanto, pētot dažādus fizikālus

lielumus (strāvas stiprumu, spriegumu,spēku, spiedienu v. c). Furjē transformā-

cijas aplūko arīkā dažādu elektronisko ierīču (pastiprinātāju, pārveidotāju) darbī

bas matemātisko modeli. Tāpēc tās plaši izmanto radiofizikā, radiotehnikā, pētot

dažādas automātiskās regulēšanas sistēmas v. c. praktiskos lietojumos.

Tāpatkā Furjē rindu lietojumos, procesu pētīšanu ar Furjēintegrāla un

Furjē transformācijupalīdzību saucpar
harmonisko analīzi.

Piemērs. Atrast funkcijas
f e

K\ ja x>o, k>o
/(X)=

10, ja *<0

spektrālo funkcija
+
r

F<«)= {f(t)e^"dt

unamplitūdu spektru ļ F(o)) \.



Tā kā/(x) =0 intervālā (-00; 0) un/(x)=e *T

intervālā [0; + oo)s tad

F(a>)= 1/(06-""'*= ļ e-**e-«»'df= f
c-

(k lim f- c <
* + ""><

Il)=

J J J ;-+cc\ k + coi ļO/

<-+.cV k +coj / V k+coi) k+coi

Lai atrastu amplitūdu spektru ļ F(co) \, pārveidojamF(a>) kompleksā skaitļa normāl-

formā, izmantojotkomplekso skaitļu dalīšanas algoritmu:

„, .

1 k-coi k-coi k w
F(co)= = —,

= ļ
k+coi (k+coi) (k-toī) k2

+ co
2

k
2
+ co

2
k

2
+co

2

Tad pēc kompleksā skaitļa moduļa formulas iegūstam

Šo pašu rezultātu var iegūt arī vienkāršāk; tā kā

|F(BOļ J
1 L w

\k+coi\ \k+m\
tad

ļF(co)j= —=L-.

Svarīgs Furjē transformāciju lietojums ir šo transformāciju izmantošana, atrisinot

dažādus matemātiskās fizikas vienādojumus. Šo lietojumu pamatā ir īpašība, ka Furjē

transformācijas attēls - funkcija F bieži apmierina vienkāršāku vienādojumu nekā šīs

transformācijas oriģināls - funkcija/(sk. 28.11 §. izteiksmes (3) un(4)). Tāpēcvienādojumu

var atrisināt pēc šādas shēmas. Vispirms ar Furjē transformācijaspalīdzību to pārveido

(transformē) par vienkāršāku vienādojumu, kuru apmierinatransformācijas attēla fun-

kcija. Piemēram, parciālo diferenciālvienādojumu var pārveidot par parasto diferen-

ciālvienādojumu. legūto vienādojumuatrisina, t. i., atrod Furjē transformācijas attēlu un

pēc tam ar inversās transformācijas palīdzību atrod Furjē transformācijas oriģinālu -

dotā vienādojumaatrisinājumu.
Bez Furjē transformācijām matemātiskajā fizikā, funkciju teorijā, matemātiskajā

analīzē izmanto arī citas integrāltransformācijas(Laplasa, Mellina, Kantoroviča-Ļebede-
vatransformācijas).
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XXIX NODAĻA

KOMPLEKSĀ MAINĪGĀ FUNKCIJU

TEORIJAS ELEMENTI

29.1. §. PAMATJAUTĀJUMI

Jau iepriekš aplūkojām vairākus jautājumus, kas saistīti ar komplekso

skaitļu kopas C jēdzienu (sk. 1.2.§.). Neatkārtojot šos jautājumus sīkāk, atgādinā-

sim, ka kompleksu skaitli z var izteikt trīs veidos:

1) algebriskā formā - z=x+yi,

2) trigonometriskāformā - z-r(cos<p +isinco),

3) eksponentformā - z=rei(p.

Reālo skaitli x sauc par kompleksāskaitļa zreālo daļuun apzīmēar simbolu

x=Rez;

y sauc par imagināro dalu unapzīmē ar simbolu

y=lmz.

Komplekso skaitli z=x+yi attēlo arpunktuM(x; y)koordinātu plaknē vai ari

ar rādiusvektoru OM. Šī vektora moduli saucpar kompleksāskaitļa z moduli

un apzīmē ar simbolu | z | vai arī ar r.

Leņķi cp, ko veido vektors OM ar Ox ass pozitīvo virzienu, sauc par

kompleksā skaitļa argumentu. Tā kā viena un tā paša rādiusvektora virzienu

koordinātu plaknē nosaka ne tikai leņķis cp, bet arī cp+2n-k (keZ), tad komplek
sam skaitlim z atbilst bezgalīgi daudz argumentu. Pieņemot, ka argumenti
galvenāvērtība, ko apzīmē ar simbolu argz, apmierina nevienādības

— 7r<argz<7i,

šo argumentukopu izsaka kā summu argz+2ji■k un apzīmē ar simbolu Argz

Tātad

Argz=argz+27z/c (keZ).

Lielumus x, y, r un cp saista sakarības:

i y
r= s/x

1

+y
1, x=rcosc/>, y=rsincp, tgcp=

Katram kompleksam skaitlim atbilst noteikts punkts Dekarta koordinātu

plaknē un arī otrādi
-

katram punktam koordinātu plaknē atbilst noteikts koni

pleksais skaitlis. Tātad starp komplekso skaitļu kopu C un koordinātu plaknes

punktu kopu pastāv savstarpēji viennozīmīga atbilstība. Saka arī, ka koordinātu

plakne ir komplekso skaitļu plaknejebkompleksā plakne (analogikā koordinātu

taisni sauc par reālo skaitļu taisni).

Aplūkojot dažādus matemātiskās analīzes jautājumus viena argumentafun-

kcijai y=f(x), izmanto tādas reālo skaitļu kopas i?apakškopas kā vaļējs intervāls,

slēgts intervāls, pusslēgts intervāls, bezgalīgs intervāls, punkta apkārtne. Arī

kompleksā mainīgā funkciju teorijā aplūko dažādas komplekso skaitļu kopas

C apakškopas. Svarīgākās no tām ir dažādas līnijas un apgabali kompleksajā

plaknē.



1. LĪNIJAS JĒDZIENS KOMPLEKSAJĀ PLAKNĒ

Līniju kompleksajā plakne parasti uzdod ar parametriskajiem vienādoju-
miem

(x=x(t)

\y=y(t), te[aļ o],

kur x=x(t),y=y(t) ir nepārtrauktidiferencējamas funkcijas un divām dažādām

parametra t vērtībām atbilst dažādi līnijaspunkti.

levērojot to, ka z=x+yi, dažkārt līniju uzdod arī ar reāla argumenta t

kompleksu funkciju

z(t)=x(t)+iy(t).

Vienkāršākajos gadījumos līnijas vienādojumukompleksajā plaknē iegūst,

izmantojot kompleksā skaitļa ģeometrisko interpretāciju.

Ja ir zināms aplūkotās līnijas vienādojums Dekarta koordinātās F(x; y) =0,
tad to pārveido, ievērojot,ka brīvi izraudzīts līnijaspunkts M(x; y) attēlo komplek-

su skaitli z=x+yi. Šī kompleksā skaitļa reālo daļu x (punkta M abscisu) un

imagināro daļuy (punkta M ordinātu) atrod no sistēmas

(z=x+yi

\z=x-yi.
legūtās izteiksmes

z+ž z-z

X=

2
m *m

2i

ievietojot vienādojumā F(x; y)=0, iegūst šīs līnijas vienādojumu kompleksajā

plaknē

Aplūkosimpiemērus.
1. Riņķa līnijas vienādojums,ja tās rādiuss ir R un centrs atrodas koordi-

nātu sākumpunktā.
Dekarta koordinātās šīs riņķa līnijas vienādojums ir

x 2+y
2=R2 jeb

T
+y

2 =R.

Uzskatot, ka riņķa līnijas punkts M(x; y) attēlo kompleksu skaitli

z=x+yi,

kura modulis \z\ =

y
/xī

+y
l, iegūstamaplūkotās riņķa līnijas vienādojumukom-

pleksajā plaknē:

\z\=R. (1)

Riņķa līniju,kuras rādiuss ir i? un centrs atrodas koordinātu sākumpunktā,

izsaka arī ar parametriskiem vienādojumiem

(x=Rcost

\y=Rsmt,
Tā kā riņķa līnijaspunkts M(x;y) attēlo kompleksu skaitli z=x+yi, tad iegūstam

vienādojumu

z(t)=Rcost+ißsmt jeb

z(t)=R(cost+isint). (2)

93
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Izmantojot Eilera formulu

e"=cosr+isin t,

riņķa līnijas vienādojumu(2) var pārveidot eksponentformā

z(t)=ReP, (3)

2. Riņķa līnijas vienādojums, ja tās rādiuss ir R un centrs atrodas punktā

M 0(
Punkts M0( y0

) attēlo kompleksu skaitli z
0
=x

o
+y

o
i. Ja riņķa līnijas

punkts M(x;y) attēlo kompleksu skaitli z=x+yi, tad šo skaitļu starpības

z-z
0
=(x-x

0
) +(y-y

0
)i

modulis

\z-z
o
\ =y/(x-x

0
)2+(y-y

0
) 2

ir vienāds ar riņķa līnijas rādiusu R.

Patiešām, no riņķa līnijavienādojumaDekarta koordinātās

(x-x
oy + fy-y

0
) 2 =R2 jeb s/(x-x0

)2+(y-y0
) 2 =R

izriet, ka R =\z-z o\. Tātad aplūkotās riņķa līnijas vienādojums kompleksajā
plaknē ir

\z-z
o
\=R. (4)

Vienādojumu(4) var uzrakstīt arī šādi:

z-z
o
=R(cost+ isinr), o«;r<27t (5)

jeb

z-z
0
=Re", (6)

3. Imagināraiasij paralēlas taisnes vienādojums.

Dekarta koordinātās šādas taisnes vienādojumsir x=a. Tākā x ir kompleksā

skaitļa z=x+yi reālā daļa Rez, tad aplūkotās taisnes vienādojums kompleksajā

plaknē ir
Rez=a.

4. Reālai asij paralēlas taisnes vienādojums.

Jataisne ir paralēlaOx asij, tad Dekarta koordinātās tās vienādojumsir y=b.
Tā kā yirkompleksā skaitļa z=x+yi imaginārādaļa Imz, tad kompleksajāplaknē
šīs taisnes vienādojums ir

\n\z=b.

5. Taisnes stara vienādojums.

Pieņemsim, ka taisnes stars, kas iziet nokoordinātu sākumpunkta, ar reālo

pozitīvo pusasi veido lenki

ae(—jt; 7t].

Šāda taisnes stara punkti attēlo kompleksus skaitļus, kuru moduļi ir brīvi

izraudzīti, bet argumentsir konstants lielums a. Tātad taisnes stara vienādojumsir

argz=a.

2. APGABALA JĒDZIENS KOMPLEKSAJĀ PLAKNĒ

Par koordinātu taisnes punkta x 0 c - apkārtni UFXx
0

) sauc intervālu,

kura garums ir 2f. un x0 ir šī intervāla viduspunkts. Šīs apkārtnes - intervāla

(x
0-e; x0+c) punktiemxir spēkā nevienādība

|x-x
o| <«.
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Parkoordinātu plaknes punkta M0(x
0; v 0) c. - apkārtni Ut (M

0
) saucriņķi

ar centru punktāM
Q
un rādiusu £.

Analogiapkārtnes jēdzienu definē ari kompleksajā plaknē.

Par kompleksās plaknespunkta z
0

c - apkārtni V
E(z0) sauctāda riņķu

iekšējos punktus, kura centrs irpunktāz
0

un rādiuss c. Tātad šī apkārtne ir

visu to punktu z kopa, kuriem ir pareiza nevienādība

\Z-Z
0\ <F..

Aplūkosim kādu kompleksās plaknes punktu kopu D. Ja pie kopas pieder

punkts z0 un arī kāda šī punkta apkārtne, tad saka, ka z
0

ir kopas D iekšējs

punkts.

Definīcija

Kompleksās plaknespunktukopu D sauc par apgabalu,ja

1) kopa satur tikai iekšējus punktus (šādu kopu sauc par vaļējukopu),

2) jebkurus divus šīs kopas punktus var savienot ar nepārtrauktu

līniju, kuras visi punktipieder kopai (šādu kopu sauc par sakarīgu

kopu).
Tātad apgabals ir vaļēja un sakarīga kopa kompleksajā plaknē. Apgabalu

parasti uzdod ar vienu vai vairākām nevienādībām. Aplūkosim dažus apgabalu

piemērus.

1. Ar nevienādību

|z-z
o| <R

uzdots apgabals ir riņķa iekšējā daļa,kura centrs ir z
0
unrādiuss R.

2. Ar nevienādību

\z-z0
\>R

uzdod riņķa ārpusi, kura centrs ir z
0

un rādiuss R.

3. Nevienādības

r<| z-z
0
ļ <R

nosaka riņķa gredzenu ar centru punktā z
O
, kuru ierobežo riņķa līnijas ar

rādiusiem r un R.

4. Kompleksās plaknes daļu,kas atrodas virs taisnes y=b

(augšējo pusplakni), uzdod ar nevienādību

īmz>b (beR).

Analogi nevienādība
Imz<b

nosaka apakšējo pusplakni (plaknes daļu zem taisnes y =b).

5. Kompleksās plaknes daļu, kas atrodas labajā pusē no taisnes x= a (labo

pusplakni), uzdod ar nevienādību

Rez>a (aeR).

Savukārt nevienādība
_

Rez<a

nosaka kreiso pusplakni.
6. Ar nevienādību sistēmu

(\z\ <R

< lmz>o

lßez>o

nosaka riņķa daļu 1. kvadrantā, jariņķa centrs ir koordinātu sākumpunktā

un rādiuss ir R.
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Definīcija

Parapgabala robežpunktu saucpunktu, kurš nepiederapgabalam, bet

jebkurāšīpunkta apkārtnēatrodas apgabalapunkti.
Visu robežpunktukopu saucpar apgabalarobežu.

Apgabala robežu veido līnijas; dažkārt robeža var būt arī izolēti punkti. Ja

vaļējam apgabalam D pievieno tā robežu, tad iegūst slēgtu apgabalu; slēgtu

apgabaluapzīmē arsimbolu D.

Ja eksistē tāda riņķa līnija, ar kuru var aptvert apgabalu, tad saka, ka

apgabals ir ierobežots.

lerobežotu apgabalu saucpar vienkārtsakarīguapgabalu,ja tārobeža

sastāv tikai no vienas līnijas. Ja apgabala robeža sastāv no divām savā starpā

nesaistītām līnijām, tad saka, ka apgabals ir divkārtsakarīgs. Piemēram, riņķa

gredzens ir divkārtsakarīgs apgabals. Analogi definē trīskārtsakarīgu un vispārīgi-

vairākkārtsakarīgu apgabalu. 23. zīmējumā attēlots trīskārtsakarīgs apgabals

23. zīm.

3. BEZGALĪGI TĀLĀ PUNKTA JĒDZIENS

Priekšstatu par bezgalības jēdzienu reālo skaitļu kopā iegūst, aplūkojot tā

sauktos bezgalīgos intervālus. Piemēram, visu to reālo skaitļu x kopu, kuriem ir

spēkā nevienādība x>a, sauc par bezgalīgu intervālu (a; +oo). Analogi visu to

reālo skaitļu kopu, kuriem ir spēkā nevienādība x<b, pieraksta kā bezgalīgu
intervālu (- oo;b). Bieži arī visu reālo skaitļu kopuR raksta kā bezgalīgu intervālu

(-oo; + oo). Tādējādireālo skaitļu kopā un reāla argumenta funkciju robežteorijā

izmanto jēdzienus +oo («plus bezgalība») un -oo («mīnus bezgalība»); t. i., reālo

skaitļu kopā aplūko divus «bezgalīgi tālos punktus»: +oo un — 00.

Bezgalīgi tala punkta jēdzienu ievieš ari kompleksajā plakne. Viens no

veidiem,kā definē šo jēdzienu,ir šāds.

Aplūkosimriņķa līnijuvirkni, kurām centrs ir koordinātu sākumpunktā, bet

rādiusi R
n

neierobežoti palielinās. Tad katram kompleksās plaknes punktam U

(kompleksam skaitlim z) eksistē tāds riņķis, ka punkts M atrodas šajā riņķī

ledomāsimies,ka ir tāds plaknes punkts, kas atrodas ārpus visiem šādiem riņķiem,

lai cik liels arī būtu riņķa rādiuss. Šādu iedomātu punktu saucpar kompleksās

plaknesbezgalīgi tālo punktu un apzīmēarsimbolu 00. Tā kākatram punktam

kompleksajā plaknē atbilst noteikts kompleksais skaitlis, tad arī bezgalīgi tālajam

punktam piekārto jēdzienu- neīsts kompleksais skaitlis 00. Pieņem, ka šīskaitļa

modulis | oo | =00, bet jēdziens argoo netiek definēts. Tādējādi kompleksajā plakne

definētikai vienu bezgalīgi tālo punktu (neaplūko jēdzienus -oo un +oo).
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Komplekso plakni, kas papildināta ar bezgalīgi tālo punktu, saucpar

paplašinātokomplekso plakni un apzīmēarsimbolu C.

Komplekso plakni, kas nav papildinātaar bezgalīgi tālo punktu, sauc par

vaļējo komplekso plakni unapzīmē ar C.

4. KOMPLEKSĀ MAINĪGĀ FUNKCIJAS JĒDZIENS

Pieņemsim, ka kompleksā skaitļa z=x+yi reālā daļax un imaginārā daļay

ir mainīgi lielumi. Tad z=x+y i ir mainīgs komplekss skaitlis jeb kompleksais

mainīgais. Ja pēc noteikta likuma katram kompleksam skaitlim z no kopas D

atbilst cits komplekss skaitlis w, tad saka, ka ir dota kompleksā mainīgā funkcija.

Definīcija

Par kompleksā mainīgāfunkciju saucattēlojumuf kas katram kom-

pleksam skaitlim znokopas D C piekārto noteiktu kompleksu skaitli

w c C; raksta

vai arī w=f(z), kur zeD.

Kopu D sauc par funkcijas/definīcijas kopu. Ja ir dota funkcija w=f(z), tad

ir noteikta arī funkcijas vērtību kopa E <= C.

Ja nav norādīta funkcijas definīcijas kopa, tad pieņem, ka funkcija / ir

definēta tās dabiskajā definīcijas apgabalā,t. i., visām z vērtībām, ar kurām ir

matemātiska jēga izteiksmei /(z).

Piemēram, funkcijas
w=z2

dabiskā definīcijas kopa ir visa kompleksā plakne, bet funkcijas

1
w=

z

dabiskā definīcijas kopa ir visa kompleksā plakne, izņemot punktu o=o+ 0 i.

Ja funkcijas w=f(z) mainīgo z izsaka kā kompleksu skaitli algebriskā formā

z=x+y iun funkcijas vērtību wkā

w =u+v i,

tad iegūst vienādību

u+v i=f(x+yi),

no kuras izriet, ka

u=u(x;y) un v=v(x;y),

t. i., kompleksā mainīgā w reālo dalu un imaginārodalu var izteikt kā divu reālu

argumentu x unyfunkcijas.

Piemēri

1. Funkciju w=z
2

var izteikt šādi:

w=z
2=(x+yī)

2
=x

2
+ 2xyi+(yi) 2

=(x2
-y

2)+2xyi.

Tātad u=x
2
-y

2, v=2xy unar funkciju w=z
2 kompleksu skaitli z=x+yi attēlo

par kompleksu skaitli

w= (x
2
-y

2 ) +2xyi.
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2. Pārveidosim funkciju w= *, izmantojotkomplekso skaitļu dalīšanas algoritmu.

i 1 x-yi
_

x-yi
_

x y

z x+yi (x+yī)(x—yi) x 2+y 2 x 2+y2
x 2+y

2

Tātad ar funkciju w=

1

kompleksu skaitli z=x+yi (x¥=o, y¥=o) attēlo par

kompleksu skaitli

x y

x 2+y
2

x 2+y
2

No piemēriem redzams, ka ar kompleksu funkciju w=f(z) z plaknes (jeb

xykoordinātu plaknes) punktus M (x\ y) attēlo par w plaknes (jeb uv koordinātu

plaknes) punktiemN(u; v).

Līdz ar to iegūstamšādu kompleksāmainīgāfunkcijas ģeometriskointerpretā-

ciju. Ja funkcijas definīcijas kopaD unvērtību kopaE ir vienkārtsakarīgi apgabali,
tad ar funkciju w=f(z) apgabalu D attēlo par apgabalu E, turklāt vispārīgajā

gadījumātaisnes, kas novilktas z plaknē, tiek attēlotaspar liektām līnijāmw plaknē.

Piemēram, ja apgabalā D novelk vairākas koordinātu asīm paralēlas
taisnes, kuru vienādojumiir Rez=const. un Imz=const., tad vispārīgajā gadī-

jumā šo apgabalaD koordinātu režģi funkcija w=f(z) attēlo par liektu līniju režģi
apgabalā E, t. i., koordinātu režģis tiek deformēts (24. zīm.).

24. zīm.

Piezīme. Kompleksā argumenta funkcijas definīcijā norādīts, ka katram

kompleksam skaitlim zeD atbilst tikai viens kompleksais skaitlis w=f(z). Šādā

gadījumāsaka, ka/ir vienvērtīgafunkcija. Taču ir iespējams piekārtojums,kad

katram zeD ir piekārtotas vairākas (vai pat bezgalīgi daudz) w vērtības. Tad

funkciju w=f(z) sauc par vairākvērtīgu funkciju.

Piemēram,kompleksā skaitļa z n - tās pakāpes saknei ir n dažādas vērtības

(sk. 1.2.§). Tātad w= ļjz ir n-vērtīga funkcija (ja vien nav izraudzīta kāda

viena noteikta šīs saknes vērtība).

Vairākvērtīgāmfunkcijāmnav spēkā vairākas darbību īpašības, tām nedefinē

tādus matemātiskās analīzesjēdzienus kā inversā funkcija, robeža, atvasinājums v.c.

Definīcija

Pieņemsim,ka vienvērtīgas funkcijas/definīcijaskopa irD un vērtību

kopa ir E. Par funkcijas finverso funkciju sauc attēlojumu cp, pēc kura

katram kompleksam skaitlim weEpiekārto to kompleksoskaitli zeD, kuram

f(z) =w, ti., z=ģ(w).

Funkcijas/inverso funkcijuparasti apzīmē ar/"
1.
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29.2. §. KOMPLEKSĀ MAINĪGĀ FUNKCIJAS ROBEŽAS

UN NEPĀRTRAUKTĪBAS JĒDZIENS

Vairākus matemātiskās analīzes jēdzienus kompleksajā plaknē definē ana-

logi kā reāla argumentafunkcijām.

Aplūkosim punktu z
o
=x

0+yo
i, kura jebkurā apkārtnē atrodas bezgalīgi

daudz funkcijas w=f(z) definīcijas kopas punktu (pats punkts z
0
var arī nepiederēt

pie šīs kopas), un pieņemsim, ka z=x+yi reālā daļa x un imaginārā daļay ir

mainīgilielumi, turklāt brīvi izraudzītu virkņu

X
x\

x2; x3; ...; x
n\ ...

un v,;y2; y 3; ...; yn\ ■■■

robežas attiecīgi ir x 0uny0
. Šādāgadījumāsaka, ka kompleksais mainīgaisz tiecas

uz z
0; raksta z ->z

O.

Definīcija
Kompleksu skaitli w 0 saucpar kompleksā mainīgāfunkcijas w=f(z)

robežu, kad z tiecas uzz
0, unraksta

lim f(z)=w
Q,

ja katram reālam skaitlim e>o var atrast tādu reālu skaitli d>o, ka vi-

siem z, kuriem

o<\z-z
o
\ < 5

ir spēkānevienādība .
\f(z)-Wo\ <£.

Definīciju var pierakstīt saīsināti:

lim/(z)=«i o V f:>o 3 tāds <s>o, ka Vz, kuriem o<|z-z
o
|<(s, ir

z ~* zo

\f(z)-wo\ <s.

Tā kā ar nevienādību \z-zo\ <<5 kompleksajā plaknē uzdod riņķi, kura

centrs ir punktā z
0

un rādiuss 5, t. i., punkta z0
Us(z

o
), bet ar

nevienādību \w-w
0 \ <c- punkta w0Ue. (w 0), tad robežas definīcijāvar

izmantotkompleksās plaknes punktaapkārtnes jēdzienuun apzīmējumu:

lim/(z)=iu
0
o V Us (z

0
) 3 U

K
(w

0
), ka Vzet7^(z

o
), z^z0

w=f(z)eUFXw
o

).

Robežas jēdzienu aplūko arī gadījumiem, kad z
0
=co vai kad w

o
=cc. Arī šīs

definīcijas ir analogas atbilstošajām reāla argumentafunkciju robežu definīcijām.

Kompleksā mainīgāfunkciju teorijā ir spēkā analogas teorēmas par robežām

kā reāla argumentafunkcijām, piemēram, teorēmas par funkciju summas, starpī-

bas, reizinājuma un dalījumarobežu. Taču komplekso skaitļu kopā nav defi-

nēta attieksme «nevienādība». Tāpēc robežteorijā nav teorēmu, kas saistītas ar

nevienādības jēdzienu. Piemēram, nav teorēmu par robežpāreju nevienādībās

(ievērosim, ka robežas definīcijāizmantotajānevienādībā |z-z0
ļ< 5 | z-z

01 ir

divu kompleksu skaitļu starpības modulis un tātad - reāls skaitlis).

Arī nepārtrauktības jēdzienu kompleksā mainīgā funkcijām definē analogi

kā reāla argumentafunkcijām.

Definīcija

Funkciju w=f(z) saucpar nepārtrauktupunktāz„, ja

1) punkts z
0

un arī kāda šī punkta apkārtne pieder funkcijas

definīcijaskopai;
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2) funkcijas f(z) robeža, kadz->z
0, ir vienāda arfunkcijas vērtību

punktāz
0,

t. i.,

lim/(z)=/(z
0
). (1)

z-»z0

Secinājumi

1. Pārveidosim vienādību (1) šādi:

lim/(z)-/(z
o
)=0 jeb lim (/(z)-/(z

o
))=0. (2)

z—z0 z-»z0

Starpība/(z)-/(z
0
) ir funkcijas w=f(z) pieaugums, ko apzīmē ar Aw. Savukārt

starpība z-z
0
ir argumentapieaugums Az. Tā kā z-z

0
=Az, tad Az 0, ja z z

O.

Tāpēc vienādībai (2) ir ekvivalenta vienādība

lim Aw =0
AZ-.0

un nepārtrauktufunkciju var definēt arī šādi.

Funkciju w=f{ž) sauc par nepārtrauktu punktā z
O, ja šajā punktā

bezgalīgi mazam argumenta pieaugumam Az atbilst bezgalīgi mazs fun-

kcijas pieaugumsAw.

2. Pārveidosim vienādību (1), izmantojot komplekso skaitļu algebrisko formu

z=x+yi un z 0
=x

o
+y

0
i.

Tā kā

/(z)=f(x+y i) =u(x;y)+ v(x;y)i,

tad

f(z
0

) =/(*
0+y0

0="(x 0; yo
)+u(x 0; y0

) i.

Tādējādino vienādības (1) izriet, ka

lim (v (x; y)+v (x; y) i)= v (x 0; y0
)+v (x

0;y0
)i

X-»XQ

y-y0

jeb

lim u(x\ y)=u(x
0; y0

) un lim v{x; y)= v(x
0; y 0

),
x— x0x->x

0
y-y<i y-y0

t. i., reālu argumentu funkcijas u(x; y) un v(x; y) ir nepārtrauktas punktā
M0(x 0; y0

). Pareizs ir arī apgrieztais spriedums. Līdz ar to iegūstam šādu

secinājumu.

Kompleksā mainīgāfunkcija w=f(z)=u(x; y)+v(x; y)i ir nepārtraukta
tad un tikai tad,ja ir nepārtrauktas divu reālo argumentufunkcijas u(x; y)

unv(x; y).

Piebildīsim,ka funkciju w=f(z) saucpar nepārtrauktu apgabalāD, ja tā

ir nepārtraukta visos šīapgabalapunktos.

Nepārtrauktām kompleksā mainīgā funkcijām ir spēkā īpašībasparfunkciju
summas, starpības, reizinājuma, dalījumaunsaliktasfunkcijasnepārtrauktību (šīs

īpašības ir analogas reāla argumentafunkcijuīpašībām). Taču nav spēkā teorēmas

par nepārtrauktām reāla argumentafunkcijāmslēgtā apgabalā, kas saistītas ar

nevienādību izmantošanu.
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29.3. §. KOMPLEKSĀ MAINĪGĀ FUNKCIJAS

ATVASINĀJUMA JĒDZIENS

1. ATVASINĀJUMA DEFINĪCIJA

Kompleksa mainīga funkcijai w=f(z) atvasinājumu definē, izmantojot tādu

pašu algoritmukā reāla argumentafunkcijai y=f(x).

1. Atrod funkcijas w=f(z) vērtību kompleksās plaknes punktā z
O.

2. Izmainot lielumu z
0 par pieaugumu Az, iegūst citu definīcijas kopas

punktuz 0+Az.

3. Atrod funkcijas vērtību /(z
0
+Az).

4. Atrod funkcijas pieaugumu

Aw=/(z
0
+Az)-/(z

0
).

5. Atrod mainīgolielumu ivunz pieaugumuAuiunAz attiecību

Aw
0
+Az)-f(z

0
)

Az Az

6. Atrod robežu (ja tāda eksistē)

lim
AW=l.m /Jzo^Az)-/(z0)

AZ-0 Az AZ-0 Az

Definīcija
Par funkcijas w=f(z) atvasinājumupunktāz

0
saucmainīgolielumu w

un zpieaugumuAwunAz attiecības robežu, kad Az->0.

Kompleksā mainīgāfunkcijas atvasinājums punktā z
0

ir komplekss skaitlis.

Kompleksā mainīgā w=f(ž) atvasinājums mainīgam lielumam z ir kompleksā
dw df(ž)

mainīga funkcija, ko apzīmē ar vienu no simboliem w',f'(z), —, —-— .
Tātad

dz dz

f(z+Az)-f(z) Aw

f'(ž)= lim
A-y

jeb itf'=lim—.
AZ-.0 AZ Az-0 AZ

Var pierādīt,ka kompleksā mainīgāfunkcijāmir spēkā tādas pašas atvasinā-

šanas kārtulas un formulas kā reāla argumentafunkcijām.

2. ATVASINĀJUMA EKSISTENCES JAUTĀJUMI

Ka zināms, reāla argumenta funkcijaiy=/(x) punktax eksistē atvasinājums,

ja

ii
Af(x)

..
Af(x)

lim --— = lim '—,
AX-+0 AK AX--0 AK

t- i., ja šī robeža ir galīga un nav atkarīga no tā, vai argumenta pieaugums ir

pozitīvs vai negatīvs.

Kompleksā mainīgāfunkcijai w=f(z) atvasinājuma eksistence punktā z no-

zīmē, ka eksistē galīga robeža

Aw
lim ——

Az-0 AZ

un tā nav atkarīga no Az izvēles. Tātad z+Az var būt jebkurš kompleksās
plaknes punkts no kādas punkta z apkārtnes.
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Aplūkosim šo jautājumusīkāk.

Tā kā

z=x+yi, z+Az=(x+Ax) +(y+Ay) i, Az=Ax+Ayi,

tad

/(z) =/(x+y i)=u(x;y) +v (x; y) i,

f(z+Az)=f((x+Ax) + (y+Ayi))=u(x+Ax; y+Ay)+v(x+Ax; y+Ay) i.

Tātad

Aw=f(z+A z)—f(z)=

=(u(x+Ax; y+Ay)-u(x; y))+(v(x+Ax; y+ Ay)-v(x; y))i=Au+Avi

un

... . v
Aw Au+Avi

/(z)=hm —«lim- 1
az-o Az ax-o Ax+Ay i

Atradīsim atvasinājuma eksistences nepieciešamos nosacījumus. Ja eksistē

/'(z), tad robeža (1) nav atkarīga no Az izvēles.

Pieņemsim, ka Az=Ax+ož, t. i., Ay=0. Tad no vienādības (1) iegūstam

~.
. Au+Avi Au

~
Av .dv dv.

f {z)= lim —t = lim —- + lim i= — + - t.
4j-.ii AK ax-.o Ax sx-o Ax dX dX

Analoģija Az=o+Ay/, t i., Ax=o, tad

~. ...

Au+Avi
~

Au
~

Av
~

Au i
„

Au
/(z)=lim--- -- = lim .+ lim

-■ = lim
- + lim - =

Ay-D Ayj Ay-oAyj a>-o Ay —Ay Ay-oAy
dv

i+
dv _dv dU .

~~

dy dy
~

dy~l>y

No vienādībām

... ,
dv dv .

/ (z) =7T + ,- l
dx dx

un

,
dv dv .

f (z)= i

dy dy

izriet, ka

dv dv
._

dv dv .
dx Bx

~

dy~ dy

Tā kā divi kompleksie skaitļi ir vienādi tad un tikai tad, ja ir vienādas to reālās

daļas un imaginārās daļas, tad iegūstamvienādības

dv dv dv dv

dx dy' dy dx'

Vienādības (2) ir kompleksā mainīgā funkcijas atvasinājuma eksistences

nepieciešamienosacījumi;šīs vienādības sauc par Eilera-Dalambēra vai ari

Košī-Rīmaņa nosacījumiem.
Ja funkcijām v (x; y) un v (x; y) eksistē pilnaisdiferenciālis,tad šīs vienādības

ir arī atvasinājuma eksistences pietiekamie nosacījumi.
Tātad ir pareizs šāds apgalvojums.

Funkcijai w=f(z) =u(x;y) +v(x;y)i punktāz0
=x

0+y0
i eksistē atvasinā-

jums tad un tikai tad, ja

1) funkcijāmu(x; y), v(x; y) punktā(x 0; y0
) eksistēpilnais diferenciālis;
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2) punktā(x
0; y0

) ir spēkāEilera-Dalambēra nosacījumi
dv

_

dv dv dv

dx
~

dy' dy Bx'

Funkcijas w=f(z)=u(x; y)+ v(x; y)i atvasinājumu atrod pēc formulas

' ,
dv dv .

/(Z)=
,

+
3

l
dx dx

vai arī

m. » dv dv .
/(Z)=-.

r
1

dy dy

Ja funkcijai w=f(z) eksistē atvasinājums punktā z
0

un arī kādā s'ī

punkta apkārtnē, tadf(z) saucpar analītisku funkcijušajāpunktā.

Ja funkcijai eksistē atvasinājumskāda apgabala visospunktos, tad to

sauc par analītisku funkciju šajāapgabalā.

Punktus, kuros funkcija ir analītiska, sauc par regulāriempunktiem. Pun-

ktus, kuros funkcija nav analītiska vai arī tā nav definēta, sauc par singulāriem
punktiem.

Piemēri

1. Noskaidrot, vai w=z
2 ir analītiska funkcija.

Tā kā

f(z) =z
1
=(x+yi)2

=x
2
+2xyi+(yi) 2

=(x2
-y

2)+2xy i,

tad

u(x; y)=x2
-y

2
, v(x;y) =2xy,

dU
„

dv
„

dv dv
n

=2x, =2x, — =—2y, ■- =2y.
dx dy dy dx

Acīmredzot funkcijai w=z
2 visā kompleksajā plaknē ir spēkā Eilera-Dalambēra

nosacījumi
dv dv dv

_

dv

dx~dy' dy~ dx'

Tātad w=z
2 ir analītiska funkcija.

2. Pierādīt, ka funkcijai w= z neeksistē atvasinājums nevienā kompleksās

plaknes punktā.

Ja z=x+yi, tad ž=x-yi.
Tātad w=x-yi un u=x, v=-y,

du
=ļ

dv
=

dv dv
=Q

dx ' dy dy dx

Kompleksā mainīgā funkciju w~f(z)= u(x;y) +v(x; y)i sauc par analītisku funkciju

kādā apgabalā, ja visos apgabalapunktos funkcijai eksistē atvasinājums/'(z).

Atvasinājuma eksistences nepieciešamaisnosacfjums ir vienādības

8u dv dv dv

dx
=

dy' dy" dx'

Šīs vienādības sauc par Eilera-Dalambēra jebKošī-Rīmaņa nosacījumiem.

Ja funkcijām u(x; y) un v(x; v) eksistē pilnais diferenciālis, tad Eilera-Dalambēra

nosacījumi ir arī atvasinājuma eksistences pietiekamienosacījumi.
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Tākā

dv dv

IT
dx 3y

tad nav izpildīti Eilera-Dalambēra nosacījumi un funkcijai neeksistē atvasinā-

jums, t. i., tā nav analītiska.

3. Noskaidrot, vai w=

1
ir analītiska funkcija.

z

Šajā gadījumā

„,._l_lvž
=

x-yi x y
Z ~

z~zž~ (x+yi)(x-yi)
~

x 2+y 2
x 2+y2

Tātad

Atrodam funkciju v un v parciālos atvasinājumus:

dv
_

x 2+y2-x-2x y2-x2 dv x 2+y2-y-2y y
2
-x

2

dx
=

(x2
+y

2)2
=

(xT+~y2) 2' ~dy
=

(x 2
+y

2)2
=

(
x

2
+y

2)l'

dv —x-2y 2xy dv —y-2x 2xy

dy
=

(x2
+y

2 )2
=~

(x 2+y 2)2' Jx
= ~

(x2

+y
2) 2

"

(x2
+y

2 ) 2'

Tākā

dv dv dv dv

dx dy' dy dx'

tad dotā funkcija ir analītiska visā kompleksajā plaknē, izņemotsingulāro punktu
z=o.

29.4. §. KOMPLEKSĀ MAINĪGĀ FUNKCIJAS

ATVASINĀJUMA ĢEOMETRISKĀ INTERPRETĀCIJA

Kompleksa mainīga funkcijas w=f(z) atvasinājums punkta z
0

ir komplekss

skaitlis

Aw
/'(z

o
)=lim

Az-o AZ

ko raksturo šī skaitļa arguments arg/'(z0 ) un modulis |/'(z
o)|. Noskaidrosim šo

lielumu ģeometriskās interpretācijas.

1. ATVASINĀJUMA ARGUMENTA

ĢEOMETRISKĀINTERPRETĀCIJA

Kā zināms, ar kompleksā mainīgāfunkciju

w=f(z) jeb f(x+yi) =u(x;y)+ v(x;y)i

xy plaknes punktu z
o

=x
0+y0

i attēlo par uv plaknes punktu

w0=u(x
0; y0

)+v(x
0; yo

)i.

Pieņemsim, ka xy plaknē caur punktu M
O, kam atbilst kompleksais skait-

lis zO
, ir novilkta brīvi izraudzīta gluda līnija Lun ar analītisku funkciju iv =f(z)



105

25. zīm.

šo līniju attēlo par līniju L' uv plaknē, kura iet caur punktu M', kam atbilst

kompleksais skaitlis w
o
=f(z

0
); turklāt/(z0

(25. zīm.).

Aplūkosim citu līnijasL punktu M, kam atbilst kompleksais skaitlis z
0
+Az,

un šī punkta attēlu uv plaknē - līnijas L' punktu M', kam atbilst kompleksais
skaitlis w0+ Aw.

No kompleksā skaitļa ģeometriskāsinterpretācijas ar rādiusvektora palīdzī-
bu izriet, ka Az kā divu komplekso skaitļu z

0
+Az un z

0 starpību ilustrē vektors

Ķm, bet | Az| = | MqM| . Analogi uv plaknē | Aw\ = | .
Noskaidrojot atvasinājuma

Au;
/'(z

o
)=lim

Az-o AZ

argumenta ģeometrisko interpretāciju, spriežam tā.

Tā kā attiecība
AW

ir divu komplekso skaitļu dalījums,tad
Az

arg ~

W

=argAu;-argAz+27r-k, keZ,
Az

bet

arg/'(z
0
)= um (argAu;-argAz)+ 27i- k= lim argAu;- lim argAz+ 2nk (1)

AZ-.0 AZ-.0 AZ-0

(turpmāk saskaitāmo 2nk neievērosim, jo tas neietekmē ģeometrisko interpre-

tāciju).

Lielums argAz ir leņķis a, ko vektors M
O
M veido ar Ox asi. Ja Az -»0, tad

punkts M, pārvietojoties pa līniju L, tiecas uz punktu M
O. Līdz ar to taisne M

O
M

Pagriežas ap punktu M0untiecas uz taisni M
O
N, kas ir līnijas L pieskare pun-

ktā M
O. Tātad lim argAz ir leņķis a

O
, ko punktā M„ novilktā līnijas L pieskare

Az-0

veido
ar Ox asi (pieskares virziena leņķis).

Analogi argAu; ir leņķis fi, ko uv plaknē vektors M'OM' veido ar Ou asi.

Ja Az 0, tad arī Au; oun punkts M', pārvietojoties pa līnijuL', tiecas uz

Punktu Mi, taisne tiecas uz taisni M'ON' - līnijasL' pieskari punktā MO.

Tādējādi lim argAu; ir leņķis ft
o
, ko punktā M 0novilktā līnijasL pieskare veido

AZ-.0

ar Ou asi (pieskares virziena leņķis).
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Līdz ar to no vienādības (1) izriet, ka

argf'(z
0
)=po

-oi
0
=(p,

t. i., arg/'(z
0

) ir šo pieskaru virziena leņķu starpība.

Aplūkotais spriedums ir pareizs jebkurai līnijai,kas xy plaknē novilkta caur

punktu z
O
. Tādējādi funkcijas w=f(z) atvasinājumaargumentam ir šāda ģeomet-

riskā interpretācija.
Ja analītiska kompleksā mainīgā funkcija w=f(z) līniju L, uz kuras atrodas

punkts z
O, attēlo par līniju L', uz kuras atrodas punkts w

o
=f(z

0
), tad funkcijas

atvasinājuma arguments punktā z
0
ir leņķis cp starp pieskarēm, kas šīm

līnijāmnovilktas punktos z0 un wO.

2. ATVASINĀJUMA MODUĻA

ĢEOMETRISKĀ INTERPRETĀCIJA

Tā kā

Auj
/'(z„)=lim —,

Az-0 AZ

tad

|/(zo)| = lim — =lim — =lim

Az-0 AZ AZ-0 AZ Az-0 | Az|

lepriekš noskaidrojām,ka |Az| =| M
O
M |un| Au; |=| M'ņM' | (25. zīm.). Ja Az

un Au; ir pietiekami mazi lielumi, tad |Az| ir aptuveni vienāds ar līnijasL loka

M
O
M garumu un| Au>| -ar līnijasL' loka M'

O
M' garumu. Tātad attiecība

ļAicļ

|Az|

iraptuveni vienāda ar šo loku garumu attiecību un to var interpretētkā loka vidējo

deformāciju (izstiepumuvai saspiedumu), attēlojotar funkciju w=f(z) līnijuL par

līnijuL. Ar šīs attiecības robežu, kad Az -�0, definē jēdzienu «līnijas deformā-

cijas koeficients punktā z
0
».

Tātad atvasinājuma modulis |/'(z
o
)| ir līnijas L deformācijas koefi-

cients punktā z
O,

izpildot attēlojumu ar analītisku kompleksā mainīgs

funkciju w=f(z).

Atvasinājuma ģeometriskās interpretācijas labākai izpratnei iedomāsimies,

ka 25. zīmējumāattēlotā uv plakne ir uzlikta uz xy plaknes tā, ka punkts w 0sakrīt

ar punktu z
0

un atbilstošās koordinātu asis ir paralēlas. Tad vispārīgā gadījumā

līnijaL' nesakrīt ar līniju L, jo ar attēlojumu w=f(z) līnija L tiek pagriezta ap

punktuz
0
un deformēta, mainot tās liekumu. Kā noskaidrojām, arg/'(z0) ir leņķis,

par kādu līnija L tiek pagriezta, lai tās pieskare sakristu ar līnijas L' pieskari

punktā z
O, bet |/'(zo )| raksturo līnijas deformācijupunktā z

O.

Funkcijas w=f(z) atvasinājuma/(z 0 ) ģeometriskāinterpretācija:

1) ja funkcija/(z) līniju L, uz kuras atrodas punkts zn, attēlo par Ūniju L', uz kuras

atrodas punkts w„=f(z„), tad atvasinājuma/(zn
) arguments ir leņķis starp

pieskarēm, kas novilktas šo līnijupunktos z„ un w 0;

2) atvasinājuma modulis |/'(z0 )l ir līnijas L deformācijas koeficients pun-

ktā z„.
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3. JĒDZIENS PAR KONFORMIEM ATTĒLOJUMIEM

Pieņemsim, ka xy plaknē caur punktu z0
novilktas divas līnijas L, un L 2,

kuru pieskares šajā punktā veido leņķi cp. Ar analītisku funkciju w=f(z) šīs līnijas
attēlo uv plaknē par līnijām L[ un L'2, kuras krustojas punktā w 0 (26. zīm.). Ja

/'(z
0
)/0, tad katra no līnijāmL, un L 2tiek pagriezta par leņķiarg/'(z

0 ). Tātad arī

26. zīm.

līniju L\ un L'2 pieskares punktā w 0 veido leņķi cp. Abas līnijas ir arī vienādi

deformētas, jo |/'Czo)l vērtība navatkarīga no līnijas,kas novilkta caur punktu z
O.

Tādējādiattēliem, kuri iegūtiar kompleksā mainīgāz analītiskām funkcijām
w =f(z), ir šāda īpašība:

punktos, kurf'(z)¥=o, leņķisstarp divu krustisku līniju attēliem ir tāds

pats, kā starp pašām līnijām; turklāt saglabājas arī šo leņķu atskaites

virziens unpārvietošanās virziens pa līniju.

Definīcija
Tādu z plaknes attēlojumu w plaknē, kurā nemainās leņķis starp

jebkurām divām krustiskām līnijāmun deformācijas koeficients visos vir-

zienos no krustpunkta ir vienāds, saucpar konformu attēlojumu.

Tātad konformā attēlojumāxy plaknes figūru, ko ierobežo vairākas līnijas,

transformēpar deformētu figūruuv plaknē, taču abām figūrāmir vienādi atbilsto-

šie leņķi. Piemēram,ja kādā punkta z
0 apkārtnē/(z0

tad bezgalīgi mazu

trijstūri ABC nošīs apkārtnes arfunkciju w=f(z) transformē par līklīnijutrijstūri
A'B'C. Šī trijstūra leņķi ir vienādi ar atbilstošajiemtrijstūra ABC leņķiem unsānu

malas ir vienādi deformētas,t. i., trijstūris ABC ir «līdzīgs» trijstūrimABC. Šādā

nozīmē arī ir saprotams termins «konforms», kas nozīmē «līdzīgs», «ar vienādu

formu» (27. zīm.).

Ja konformajāattēlojumāsaglabājas leņķu atskaites virziens unpārvietoša-
nās virziens pa līniju, tad attēlojumu sauc par 1. veida konformo attēlojumu.

Ja konformajā attēlojumāmainās leņķu atskaites virziens un pārvietošanās

virziens pa līniju, tad attēlojumu sauc par 2. veida konformo attēlojumu.

Ja katrā apgabala punktā tad attēlojums ar funkciju w=f(z) ir

1. veida konforms attēlojums.

Ja/'(z
o
)=0, tad attēlojums nav konforms, jo atvasinājuma argumentam

(līnijas pagriezienaleņķim) šajā punktā nav noteiktas vērtības.
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27. zīm.

Piemērs. Funkcijas w=z
2

jeb w=(x+y i)2
=(x2-y2) +2xy i reālā daļa ir

u=x
2

—y
2, bet imaginārā daļa ir v=2xy.

Aplūkosim xy plaknē līklīniju četrstūri ABCD, ko ierobežo hiperbolas
1 4

x 2-y
2
=l, x 2-y

2
=i, y= -, y= - (jeb xy=l unxy=4).

Var pierādīt, ka leņķipie šīs figūras malām ir taisni.

Tā kā x 2—y
2
=v un xy= -, tad ar funkciju ui=z

2 šīs līnijas tiek attēlotas

plaknē par taisnēm

u= l, u=4, y=2, y= 8.

Tādējādi kompleksā mainīgā funkcija w=z
2

līklīniju četrstūri ABCD konformi

attēlo par taisnstūri AB C D' (28. zīm.).

28. zīm.

Parkonformu attēlojumusauc tādu z plaknes attēlojumu w plaknē, kurā nemainās

leņķis starp jebkurām divām krustiskam līnijām un deformācijas koeficients ir vienāds

visos virzienos no līniju krustpunkta.



29.5. §. KOMPLEKSĀ MAINĪGĀ

FUNKCIJAS INTEGRĀĻA JĒDZIENS

1. INTEGRĀĻA DEFINĪCIJA

Definējotintegrālikompleksajā
plaknē, izmanto analogu algoritmu,

kā definējotreāla argumentafunkci-

noteikto integrāli (jeb Rima-

ņa integrāli)(sk. 13.2. §).
Aplūkosim funkcijas w=f(z)

definīcijas apgabalā gludu vai gaba-
liem gludulīniju L, kas savieno divus

kompleksās plaknes punktus a un b

(29. zīm.).

Ja uz līnijas L ir noteikts vir-

ziens (orientācija) no a uz b, tad līni-

ju apzīmēsim ar simbolu Lab
. Pretējo

virzienu uz līnijas apzīmēsim ar sim-

bolu Lba.
29. zīm.

Sastādīsim funkcijas w=f(z) integrālsummulīnijai L pēc šāda algoritma.

1. Brīvi izraudzītā veidā līnijuL sadala n daļāsar punktiem, kuriem atbilst

kompleksie skaitļi
a=z

0
\ Zļ', z

2
) ...', z„=b.

2. Katrā līnijas daļābrīvi izvēlas punktu; šos punktus apzīmēsim ar

(C - grieķualfabēta burts «dzeta»).

3. Atrod funkcijas w=f(z) vērtības izraudzītajos punktos /(£*), Kkn.
4. Atrastās funkcijas vērtības reizina ar z vērtību starpību Azk=zk -z k lt

t. i., atrodreizinājumus
/(£*)•AAtI

(Az* kā divu kompleksu skaitļu starpība ir komplekss skaitlis; šo skaitli attēlo

vektors, kas novilkts no līnijaspunkta zk ,uz punktu z
k

).

5. Atrod reizinājumusummu (funkcijas w=f(z) integrālsummu)

£/«;*)az*
k-l

(dotai līnijai L integrālsumma ir atkarīga no līnijas dalījuma punktu skaita,

sadalījuma veida unpunktu (* izvēles).

6. Atrod integrālsummas robežu (ja tāda eksistē), kad

| Az| =max| Azk\ ->0

(kompleksā skaitļa Az* modulis |Az*| ir hordas garums, kas savieno līnijas

punktus zk_1
unz

k); iegūst
n

lim £/(£*) Az*.

\AM\ -o*,!

Pēc šāda algoritmasastādītās integrālsummasrobežu sauc par funkcijas/(z)

integrāli pa līnijuL unapzīmē ar simbolu

ļ/(z)dz.

109



Tātad
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\f(z)dz= lim Az*.
J lAZ|-o* =l

L

Integrāļaeksistence nozīmē, ka eksistē integrālsummairobeža un tā nav atka-

rīga no līnijassadalījuma veida unpunktu (* izvēles. Ja/(z) ir līnijasLpunktos

nepārtrauktafunkcija, tad integrālsummai eksistē robeža.

Piezīmes

1. Speciālā gadījumā, ja līnijaL ir Ox ass nogrieznis starp punktiem a un i

un funkcija/ir reāla, tad ar aplūkotoalgoritmuiegūstam funkcijasf(x) noteikto

integrāli(Rīmaņa integrāli),t. i., tad

o

j/(z)dz=j/(x)dx.
L a

2. LīnijaL var būt arī slēgta, t. i., punkts a var sakrist ar b. Tad par pozitīvo
virzienu pa šādu līniju - kontūru pieņem pulksteņa rādītāju kustībai pretējo
virzienu. legūtointegrālisauc par kontūrintegrāli un apzīmē ar simbolu

<j>/(z) dz vai arī §f(z) dz.

L +L

Ja izraudzītais virziens pa kontūru ir pretējs pozitīvajam virzienam,tad raksta

§f(ž)dz vai arī §f(ž)dz.
L L

2. INTEGRĀĻA ĪPAŠĪBAS

Kompleksā mainīgā funkcijas /(z) integrāļa galvenās īpašības ir analogas

matemātiskajā analīzē pazīstamajām reāla argumenta funkcijas integrāļa īpašī-
bām. Izņēmums ir ar nevienādībām saistītās integrāļu īpašības, jo kompleksiem
skaitļiem nav definēta attieksme «nevienādība». Taču ir spēkā dažas īpašības, kas

saistītas ar integrāļaun funkcijas moduļunevienādībām.

Aplūkosim bez pierādījumiem šādas integrāļu īpašības, pieņemot,ka attiecī-

gie integrāļieksistē.

1. j(/,(z) ±hiz)) dz= j/,(z) dz± j/2(z) dz.

L L L

2. \k- f(ž)dz =k- \f(z)dz, kur k ir konstants, vispārīgajā gadījumā komplekss

l i reizinātājs.

3. Mainot virzienu uz līnijas L vai virzienu pa kontūru, jāmaina zīme integrāļa

priekšā:

ff(z)dz=- f/(z) dz, § f{z)dz=-jf(z)dz.

4. Integrāļa aditivitātes īpašība: jacir brīvi izraudzīts līnijasL ab punkts, tad

|/(z)dz= |/(z)dz+ |/(z)dz.
Lob Lt,c if»
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5. Ja \f(z)\ ssMun līnijasL garums ir s, tad

j/(z)dz sļM s.

L

6. |/(z)rfz <J|/(z)| \dz\.

L L

7. |dz=/)-a.

3. INTEGRĀĻA APRĒĶINĀŠANA

Kompleksā mainīgā funkcijas/(z) integrāļaaprēķināšanu pa līnijuL reducē

uz reāla argumentafunkcijulīnijas integrāļuaprēķināšanu (sk. 22.6.§). Aplūkosim
divas aprēķināšanas metodes.

1. Ja zemintegrāļa funkcijaf(z) ir izteikta kompleksas funkcijas formā

u(x;y) + v(x;y)i, tad

J /(z)dz=j"u(x; y)dx-v(x; y)dy + y)dx+u(x; y)dy. (1)

L L L

Neaplūkojot šīs metodes matemātiski korektu pierādījumu, atzīmēsim, ka izteik-

smi (1) var izveidot,ja formāli izpilda substitūcijupēc šādas shēmas:

f
x , Yz=x+yi, dz=dx+dyi, f(z)=v + vi,

j(z) dz= =

J |_/(z)dz=(v+v i)(dx+dy i) =(udx-vdy) +(vdx+udy) i

L

=

L L

2. Ja līnijaL ir dotaparametriskajā formā ar vienādojumiem

\y=y(t), te[a; fi]

jeb
z=z(t)=x(t)+iy(t),

tad
,

!f(z)dz-\f(z(t))z'(t)dt. (2)

L a

Aprēķināšanas formulu (2) iegūst, izmantojot formulu (1) un līnijas integrāļu

aprēķināšanas metodi, ja līnijair dota parametriskā veidā.

Piemēri

1- Aprēķināt integrāliJz2
dz, ja līnijaLir taisnes nogrieznis OA, kas savieno

koordinātu sākumpunktuar kompleksās plaknes punktu 2+i (30. zīm.).
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Izmantosim aprēķināšanas formulu (1).

Tā kā

z
2
=(x +y i)

2
=(x

2
-y

2
) +2xy i,

tad

u=x2
-y

2
un v=2xy.

Tātad saskaņā ar formulu (1)

jz2dz=j(x2

-y
2 )dx-2xydy + dx+(x2

-y
2)dy.

L L L

30. zīm.

Lai aprēķinātušos līnijas integrāļus, izmantosim taisnes OA vienādojumuy=
1

x,

1
kur xe[o; 2] un dy= dx.

Līdz ar to

2 2 2 2

jz2dz= j"^x2 -*
x ļzļ dx+i•

*

xdx+j"ļx2-*x ■ =

1 0 0 0 0

2 1

fl - . . fll 2
, 1

3
2. 11

3

2
2 11 .

= x
2 dx+i x

2 dx = x 3+i x 3 = + i.

J 4 J 8 12
o

24 o 3 3

o o

2. Aprēķināt integrāli | zļ dz, ja L ir riņķa līnijas loks no punktaA (2; 0)

•ļ līdz punktam S(0; 2), kuras centrs atrodas

koordinātu sākumpunktā (31. zīm.).

Izmantosim aprēķināšanas formulu (2) un

dotās riņķa līnijas parametriskos vienādojumus

fx=2cos£

i. r k
(y=2sin£, kur te 0;

jeb

z(0 =2cosr+i2sin t,

no kurienes

z'(o= - 2sin t+i 2 cos t.

Tā kā z=x+yi, tad zemintegrāļafunkcija

f(z)=\z\ =v^+72

un dotās riņķa līnijasL punktos

f(z)=\z\ =2.

31. zīm.

Tad saskaņa ar formulu (2) iegūstam

% ī n
2 2 2

J| zļ dz= j'2 (-2sinf+{'2cosO(iZ= -4 Jsinfd£+4i j*cos tdt=

L 0 0 0

=4cos£ 2
+4isin£ 2= — 4+4i.

0 0
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29.6. §. KOŠĪ TEORĒMA

VIENKĀRTSAKARĪGĀ APGABALĀ.

ANALĪTISKAS FUNKCIJAS INTEGRĀĻA ĪPAŠĪBAS

Aplūkojot kompleksā mainīgā funkcijas atvasinājumu eksistences jautāju-

mus, noskaidrojām, ka funkcijai w=f(z) kādā apgabalā eksistē atvasinājums, ja

šajā apgabalā funkcija ir analītiska, t. i., funkcijai ir spēkā Eilera-Dalambēra jeb

Košī-Rīmaņa nosacījumi (sk. 29.3. §). Turpretī integrāļa eksistencei ir pietiekami,

ja funkcija dotajā apgabalā ir nepārtraukta. Tātad integrējamības nosacījumi ir

«mazāk stingri» nekā atvasinājuma eksistences nosacījumi, jo ne katra nepār-

traukta funkcija ir analītiska.

Ja funkcija w=f(z) kādā apgabalāir ne tikai nepārtraukta, bet arī analītiska,

tad integrālim ir spēkā vairākas svarīgas īpašības. Viena no šīm īpašībām ir

formulēta Košī teorēmā.

Košī teorēma

Ja funkcijaf(z) ir analītiska vienkārtsakarīgāapgabalāD, tad kontūr-

integrālis pa jebkuru slēgtu līniju L, kas atrodas šajāapgabalā, ir vienāds

arnulli, t. i.,

§f(z)dz=o VLcD.

L

Pierādījums

Tā kā/(z) =u(x; y)+v(x; y)i ir analītiska funkcija, tad ir spēkā Eilera-

Dalambēranosacījumi:

dv _dv dv dv

dx~dy' dy~ Bx'

Izmantosim integrāļaaprēķināšanas formulu

§f(z)dz=j u(x;y)dx-v(x;y)dy+ijv(x; y)dx+u(x; y)dy=l, +il
2.

L L L

Pierādīsim, ka analītiskai funkcijai /(z) katrs no integrāļiem J, un I2 ir

vienāds ar nulli. Šajā nolūkā izmantosim vairākargumentufunkciju integrālrēķi-

nos aplūkoto teorēmu par kontūrintegrāļa vienādību ar nulli (sk. 22.9.§).

Katram kontūrām L,kas atrodas apgabalāD, vienādība

§P(x;y)dx+Q(x;y)dy=o
L

ir spēkā tad un tikai tad, ja un ir nepārtrauktas funkcijas šajā
3x dy

dQ dP

apgabalāun visos apgabalapunktos — =—.

Aplūkosim integrāli

7, =§ udx-vdy.

Šeit
P=u un Q=-v.

Tātad

dQ dv dP dv
= un — =— ■

dx dx dy dy
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Ta ka saskaņa ar Eilera-Dalambēra nosacījumiem (1) ir speķa vienādība

dv dy 8P dQ
— = , tad —=—

dy dx dy dx

un tātad kontūrintegrālis7, =0.

Savukārt kontūrintegrālim

I2=§ vdx+udy

L

8Q dv dP dv
P=v, Q=u, — =—, — =—.

dx dx dy dy

_ . _ _~ _ ,
, _ _.

dv dv ,
, _

,
Ta ka pec Eilera-Dalambēra nosacījumiem —= —, tad ari saja gadījumā

dQ dp
dx dy

—=—- un tātad L =0.
dx dy

Līdz ar to ir pierādīts, ka katram kontūrām L

§f(z)dz=o. □

L

Secinājumi

1. Ja ir spēkā vienādība § f(z)dz =0 katram kontūrām L, kas atrodas apga-

L

bala D, tad integrālispa jebkuru līniju,kas savieno divus apgabalaD pun-

ktus z, un z
2, nav atkarīgsno līnijasformas, bet tikai no punktiemz, un z

2.

Pierādījums

Savienosim punktus z, un z
2

ar divām brīvi izraudzītām līnijām L, un L 2,
kuras veido slēgtu līniju(kontūru) L (32. zīm.).

32. zīm.

Integrējotpa kontūru L pozitīvā virzienā, no vienādības

jf(z)dz=o
+L

izriet, ka

|/(z)dz+ |/(z)dz=o,
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no kurienes

j/(z)dz=- J/(z)dz jeb jf(z)dz= □

**l +£, +Ll

Tākā integrāļa vērtība nav atkarīgano līnijas, kas savieno punktus z, un z
2
,

bet tikai no punktiem z, un z
2, tad integrālibieži pieraksta arī šādi:

z
2

j/(z)dz.
ti

2. Aplūkosim apgabalāD fiksētu punktu z
0

un «mainīgupunktu» z. Tad integrālis
ar mainīguaugšējo robežu

|7(OdC
ir atkarīgs no z unar šo integrāli definē funkciju

z

F(z)= j/(OC
z0

Var pierādīt šādu īpašību.
Ja /(z) ir analītiska funkcija, tad arīF{z) ir analītiska funkcija un

F'(z)=/(z).

Funkciju F(z) = Jf(C)dC sauc par funkcijas/(z) primitīvo funkciju.

3. Ja/(z) ir analītiska funkcija vienkārtsakarīgā apgabalā, kurā atrodas

punkti Zļ unz
2,

unF(z) ir funkcijasf(z) primitīvāfunkcija, tad

z
2

ļf(z)dz=F(z2
)-F(z]),

*i

f i., analītiskas funkcijas integrāli var aprēķināt pēc Ņūtona-Leibnica

formulas.

Tādējādi aplūkotās īpašības ir tādas pašas kā reāla argumenta funkcijas

integrālim. Atšķirīgiir šo īpašību nosacījumi:jareāla argumentafunkcijai minēto

īpašību nosacījums ir funkcijas nepārtrauktība,tad kompleksajā plaknē šīs īpašī-
bas ir spēkā analītiskai funkcijai.

2+j

Piemērs.Aprēķināt integrāli j"z2 dz.

0

Tā kā/(z)=z
2 ir analītiska funkcija (sk. piemēru 103. lpp.), tad integrāli var

aprēķināt, izmantojotŅūtona-Leibnicaformulu:

2 +i

I z
2rfz= 1z3

+l

= 1(2+/)3
= l (23 +3-2 2 i+3-2i 2

+ i3 )=
*
(B+l2Ž-6-0=

J 3 0 3 3 3

0

2 11 .
=- + i.

3 3

Tādu pašu rezultātu ieguvām,aprēķinot šo integrāliar līnijintegrāļupalīdzī-
bu (sk. 29.5. § 1. piemēru).
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29.7. §. KOŠĪ TEORĒMA

VAIRĀKKĀRTSAKARĪGAMAPGABALAM

Aplūkosim analītisku funkciju w=f(z) vairākkārtsakarīgā slēgtāapgabalā/),
ko ierobežo ārējais kontūrs Lun vairāki iekšējie kontūri L

lt
L

2, ... , L„.
Košī teorēmu vairākkārtsakarīgam apgabalam var formulēt šādi.

Ja f(z) ir analītiska funkcija vairākkārtsakarīgā slēgtā apgabalā, tai

šīs funkcijas integrālispa apgabala ārējo kontūru ir vienāds ar integrāli
summu pa visiem iekšējiem kontūriem (tiek pieņemts, ka pārvietošanai
virziens pa visiem kontūriem ir viens un tas pats).

Tātad

ļf(z) dz=§f(z)dz+§f(z)dz+... +§f(z) dz.

Pierādīsim teorēmu trīskārtsakarīga apgabalagadījumam,kur L ir apgabala
ārējais kontūrs, bet L, un L 2 - divi iekšējie kontūri (33. zīm.). Novelkot līnijas l

un 12,l
2, apgabaluD pārveido par vienkārtsakarīgu apgabalu. Šo apgabalu robežo

kontūrs X, kas sastāv no pozitīvā virzienā orientēta kontūra L, negatīvā virzienā

orientētiem kontūriem L, un L 2un līnijāmZ, un 12.l
2.

33. zīm.

No 33. zīmējumaredzams, ka konturintegrali £f{z)dz var izteikt ar 7 integ-

raļu summu. Ta ka pa katru no līnijām lx un l 2 integrē divas reizes savstarpēji

pretējos virzienos, tad šīm līnijām atbilstošo integrāļu summa ir vienāda ar nulli

Tāpēc

j f(z) dz=j f(z) dz+ <j> f(z) dz+ jf{z) dz.

+X +L -L, L 2

Vienkārtsakarīgā apgabalāanalītiskas funkcijas kontūrintegrālis pa jebkuru kon

tūru ir vienāds ar nulli.

Tātad

§f(z)dz+ § f(z)dz+ §f(z)dz =0,
+L Lļ ~Lļ

nokurienes

§f(z)dz=- §f(z)dz- §f(z)dz

jeb

jf(z)dz=§f(z) dz+ j f(z) dz. □

Analogi teorēmu pierāda jebkuramdaudzkārtsakarīgamapgabalam.
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Secinājums

Divkārtsakarīgam apgabalam analītis-

kas funkcijas integrālis pa ārējo kontūru Lx
ir vienāds ar integrāli pa iekšējo kontūru L2

(34. zīm.), t. i.,

§ f(z)dz= §f(z)dz.

Piemērs. Aprēķināt integrāli

I=§(z-z0
) n, neZ, ja Dir ierobežots

L

vienkārtsakarīgs apgabals, kurā atrodas

punkts z
O.

Ja n ir vesels nenegatīvs skaitlis, tad

f{z)=(z-z
0
)n ir analītiska funkcija visā kom-

pleksajā plaknē. Ja n ir vesels negatīvs skait-

lis, tad šī funkcija ir analītiska visā komplek-

sajā plaknē, izņemot punktu z
O. Tāpēc

vispārīgajā gadījumāizslēgsim šo punktu no

apgabala, novelkot riņķalīnijuar centru pun-

ktā z
0
un tādu rādiusu R, lai visi riņķapunkti

piederētu apgabalam D. legūstam divkārtsa-

karīgu apgabalu ar ārējokontūru L uniekšē-

jokontūru C - riņķa līniju(35. zīm.).

34. zīm.

35. zīm.

Tā ka saskaņa ar Koši teorēmas secinājumu integrālis pa arejokontūru ir

vienāds ar integrālipa iekšējo kontūru, tad

I=§(z-z0
) ndz=§(z-z0) n dz.

+L +C

Aprēķinot integrāli pa kontūru C, izmantosim riņķa līnijas vienādojumu

eksponentformā (sk. 29.1. ij):

z-z
0
=Rev, o^t<2n.

No šejienes
,
. _ v ,

ddz =iße"dt.

Līdz ar to

27t 27t 27t

I=§(z-z0
) n dz= it

yiße
udt=i^Rn

e
int Re it dt=iRn+l jei(n+l)'cfc.

+

0 o 0

Košī teorēma

1. Ja/(z) ir analītiska funkcija vienkārtsakarīgā apgabalā, tad

£/(z)cfe=o
i

pa jebkuru kontūru L, kas atrodas apgabalāD.

2. Ja /(z) ir analītiska funkcija vairākkārtsakarīgā slēgtā apgabalā, tad šīs funkcijas

integrālispa apgabalaārējo kontūru ir vienāds ar integrāļusummu pa visiem iekšējiem

kontūriem:

if(z)dz=i ļf(z)dz.
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Talak aplūkosim divus gadījumus.

1. Ja n=-1, tad
271 27t

I=i

0 0

2. Ja n _i, tad

27t

I=iß"+l
e
m+l)tdt=

—-— e
i(n+1>'

J »'(n +D o

0

iRn+l 2n

= — (cos(n+l)t+ ism(n+ l)t) =0.
i(n + l) o

Tādējādi

J
L

0 [27Ti, ja n=-l

jeb

<P — dz =2ni.
j z z

29.8. §. KOŠĪ INTEGRĀLĀ FORMULA

Pieņemsim, ka w=f(z) ir analītiska funkcija slēgtā vienkārtsakarīgā

apgabalāD, ko ierobežo kontūrs L.Pierādīsim,ka funkcijasf(z) vērtībujebkurā

apgabalaiekšējāpunktāz
0

var aprēķinātpēc formulas

Šo izteiksmi sauc par Košī integrālo formulu jeb par Košī integrāli.

Pierādījums

Tā kā f(zj ir analītiska funkcija apgabalā D, tad arī

m

ir analītiska funkcija šajā apgabalā, izņemot punktu z
O.

Izslēgsim šo punktu no apgabala,novelkot riņķa līnijuC ar centru punktā z„

un tik mazu rādiusu R, ka līnija C atrodas vaļējā apgabalā D (35. zīm.). Tādējādi

iegūstam divkārtsakarīguapgabalu ar ārējokontūru L un iekšējokontūru C. Šajā

f(z)
apgabala ir analītiska funkcija,untapec integrālis pa arejokontūru L ir

z-z
0

vienāds ar integrāli pa iekšējo kontūru C, t. i.,

i m dz=i /(2)
dz. (2)

Aprēķinot šo integrāli, izmantosim riņķa līnijas C vienādojumu eksponent-
formā

z-z
O
=Re v jeb z=zo +Re", o^t<2n.

Tā kā

dz=iße"dt,
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tad
27t 27t

ļM. (3,

0 0

No vienādībām (2) un (3) izriet, ka arī

27t

§ ~~dz=i (f(z
o
+Re u

)dt. (4)
+L

Z Z
0 J

0

Vienādība (4) ir spēkā arī tad, ja neierobežoti samazina rādiusu R, t. i., ja

R-»0.

Ja robežpāreju formāli izpilda aiz integrāļa zīmes zemintegrāļa funkcijas /
izteiksmē, tad iegūstam vienādību

27t 27t

j {rĻāz=i [f(z
o)dt=if(zo

)fdt=2nif(z
o
),

+L
Z Z

0 J J

0 0

no kurienes

Var ari matemātiski korekti pierādīt vienādību

27t 27t

Urn i |f(z
o
+Re u

)dt= i |/(z0
) dt. □

O 0

Tātad Košī integrālis(1) ir formula,pēc kuras var atrast analītiskas funkcijas
vērtības slēgta apgabala iekšējos punktos, ja ir zināmas šīsfunkcijas vērtības uz

apgabalakontūra.

ledomāsimies, ka z
0

ir «mainīgs punkts» apgabalā D. Tad Košī integrāla

vērtība ir atkarīga no z
0

un integrālivar uzskatīt kā mainīgā lieluma z
0

funkciju.

Atvasināsim šo integrāli pēc zO, pieņemot,ka drīkst atvasināt aiz integrāļa
zīmes zemintegrāļafunkciju, kurā/(z) uzskatām par konstantu lielumu.

Tādējādi

Analogi atrodam augstāku kārtu atvasinājumus:

Košī integrālā formula

Ja/(z) ir analītiska funkcija slēgtā vienkārtsakarigā apgabalā, ko ierobežo kontūrs L,

"
27t1 J

,z-z„

kur z
0
ir apgabala iekšējaispunkts, bet z - kontūra L punkts.
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vai vispārīgi

No vienādībām (1), (5), (6), (7), (8) iegūstam formulas, kuras var izmantot,

aprēķinot dažus kontūrintegrālus:

§
f{*]

dz=2nif(zo
),

+L
Z Z

U

f /(Z)
,

27TĪ
, , „

r /(z) ,

27ti
x

r /(z) , 2tt/ .

Piemērs. Aprēķināt integrāli

k — dz,

ja kontūrs L ietver kompleksās plaknes punktu z0
=2+oi (36. zīm.).

Izmantosim formulu

i(z-z
0y

az

2\
J{z°l

z
0
=2, /(z)=z

4
+l,

f"(z) -((z4+ 1)')'= (4z3)'. 12z2

/"(z
o
)=/"(2)=12-2 2

=48.

r z
4
+l

.

2ni
,„

'„ .
<t>

t——,
ofe =

■-,
48= 48tu.

7
L

(z-2)
3 2!

36. zīm.

29.9. §. KOMPLEKSO SKAITĻU RINDAS JĒDZIENS

Aplūkosimkomplekso skaitļu virkni

*i» *ii •••i
z

n,....

Savienojot virknes locekļus ar «+» zīmi, formāli iegūst izteiksmi

zl+z
2
+...+z„+...= X z„, (1)

n-l

ko sauc par komplekso skaitļu rindu; z„ sauc par rindas vispārīgo locekli.

Izteiksmes

S,=z
u

S
2
=z,+z2>

S
n=z,+z2

+...+zn

sauc par rindas parciālsummām.
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Parciālsummas veido komplekso skaitju virkni

S,, S
2
, ... ,Sn

Japarciālsummu virknei eksistē robeža

lim S
n=S, kur S/00, (2)

tad saka, ka rinda (1) konverģē, un raksta

tzn=S.

n-l

Ja robeža (2) neeksistē vai arīja S= 00, tad saka, ka rinda diverģē.

Komplekso skaitļu virknēm robežas jēdzienu definē analogi kā reālo skaitļu
virknēm. Piemēram, šajā gadījumā

lim S
n
=S

nozīmē, ka

V £>0 3N, ka Vn>iV ir spēkā nevienādība \Sn-S\<c.

Starpību
S-S

n
=r

n

sauc par rindas atlikumu.
Ir pareizs šāds apgalvojums:

rinda (1) konverģētad un tikai tad,ja lim r„=o.
n-,oo

Katru komplekso skaitļu rindas (1) locekli var izteikt kompleksā skaitļa

algebriskajā formā: z
n=x„+yn

i. Tad aplūko rindas (1) locekļu reālo daļu rindu

x,+x2
+...+x„+...= f; x n (3)

n-l

un imagināro daļurindu

yl+y2
+...+y„+...=£ y„, (4)

n-l

bet rindu (1) formāli pieraksta šādi:

X z
n
= £ x

n
+iļy

n
.

n=l n-l n-l

Ir spēkā teorēma:

komplekso skaitļu rinda (1) konverģē tad un tikai tad, jakonverģē šīs

rindas locekļureālo daļurinda (3) un imaginārodaļurinda (4).

Kā secinājumuno šīs teorēmas iegūst konverģences nepieciešamonosacī-

jumu:

ja rinda konverģē, tad tās vispārīgais loceklis tiecas uz nulli, kad

n -+ 00, t. i.,

lim zn
=0.

Tātad komplekso skaitļu rindas konverģences pētīšanu var reducēt uz divu

reālo skaitļu rindu (3) un (4) pētīšanu.
Aplūkosimreālo skaitļu rindu, kas sastādīta nokomplekso skaitļu rindas (1)

locekļu moduļiem
x

|*,|+|«il+... + |*J+...-S|2,|.. (5)
n-l
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Ja konverģē rinda (1) un ari šis rindas locekļu moduļurinda (5), tad saka, ka

rinda (1) konverģē absolūti.

Ir spēkā teorēma:

ja konverģē moduļu rinda (5), tad konverģē arī komplekso skaitļu

rinda (1).

Tādējādigalvenāskomplekso skaitļu rindu teorēmas un īpašības ir analogas

atbilstošajām reālo skaitļu rindu īpašībām. Analogi ir arī konverģences kritēriji

(Dalambēra, Košī v. c. kritēriji).

29.10. §. KOMPLEKSĀ MAINĪGĀ

FUNKCIJU RINDAS JĒDZIENS

Līdzīgi ka definējotreāla argumenta funkciju rindu, aplūkojamkompleksā

mainīgāz funkciju virkni

u,(z), u
2
(z) u

n
(z),

kuru definīcijas kopas sakrīt vai arī to šķēlums nav tukša kopa.

Savienojot virknes locekļus ar «+» zīmi, formāli iegūst izteiksmi

u,(z)+u
2
(z)+...+ u

n(ž)+...= £ u
n(z), (1)

n=l

ko sauc par kompleksā mainīgāfunkciju rindu; u n(z) sauc par rindas vispārīgo
locekli.

Ja rindā (1) z vietā ievieto noteiktu komplekso skaitli z
O
, tad iegūst komplek-

so skaitļurindu £ u„(z
0

), kura vai nu konverģē, vai ari diverģē.

n-l

Visu to z vērtību kopu, kurām rinda (1) konverģē, sauc par šīs rindas

konverģences apgabalu.

Izteiksmes

S
1
(z)=u,(z),

S
2
(z)=u

1
(z)+ u

2
(z),

S
n(z)=-u

x
(z)+ u2

(z)+ ... +u n(z)

sauc par rindas (1) parciālsummām. Parciālsummas veido kompleksā mainīgā

funkciju virkni

S,(z), S
2
(z), ...,S„(z), ....

Ja eksistērobeža

lim S„(z)=S(z),
n~.ro

tad saka, ka rinda (1) konverģē, un funkcijuS(z) saucpar šīsrindas summu

Starpību
S(z)-S n(z)-=rn(z)

sauc par rindas atlikumu.
Ja rinda konverģē, tad konverģences apgabalapunktos

lim r„(z)=0.

Saskaņā ar robežas definīciju lim S
n(z)=S(z) nozīmē,ka

V£ <0 3N, ka Vn>iVir pareiza nevienādība \ S
n(z)-S(z) \ <f. jeb | r„(z)| <c.
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Šajā definīcijā skaitlis N ir atkarīgs ne vien no izraudzītās c vērtības, bet

vispārīgā gadījumā- arī nokonverģences apgabala punkta z. Tāpēc skaitli N pa-

rasti apzīmē ar simbolu N(sļ z).

Ja nevienādība | S
n(z) -S(z) \ <c, kad n>N,irpareiza visiem konverģen-

ces apgabala D punktiem neatkarīgi no z, tad saka, ka šajā apgabalā funkciju

rinda konverģē vienmērīgi.

Līdzīgi kā reāla argumentafunkciju rindām, arī kompleksā mainīgāfunkciju
rindu vienmērīgo konverģenci noskaidro, izmantojot Veierštrāsa teorēmu.

Aplūkosim šo teorēmu bez pierādījuma.

Ja eksistē tāda konverģentapozitīvu reālu skaitļurinda

a,+a 2
+

...
+0„+...= (2)

n-l

ka kompleksā mainīgāfunkciju rindas (1) konverģences apgabalāir spēkā
nevienādības

|u,(z)| «sa,, \u
2(z)\^a2, \un(z)\^a n,

tad funkciju rinda konverģē vienmērīgi.

Šādā gadījumā saka, ka funkciju rinda ir mažorējama, bet skaitļu rindu (2)

sauc par mažorantrindu.

Svarīgākās vienmērīgi konverģentu rindu īpašības ir teorēmas par rindas

summas nepārtrauktību, rindas integrēšanu un atvasināšanu pa locekļiem. Šīs

īpašības aplūkosim bez pierādījumiem.

1. Rindas summas nepārtrauktība

Ja 1) u,(z), u
2 (z), ..., u

n(z), ...irnepārtrauktas funkcijas kādā apga-

balā D,

2) rinda £ u n(z) konverģē vienmērīgišajā apgabalāun tās sum-

n-1

mair funkcijaS(z),

tad summa S(z) ir nepārtraukta funkcijaapgabalāD.

2. Rindas integrēšanapa locekļiem

Ja 1) u,(z), u
2
(z), ... , u„(z),

...

ir nepārtrauktas (tātad - integrējamas)

funkcijas apgabalāD,

2) rinda u,(z)+ u
2

(z) +...+u
n(z) +... konverģē vienmērīgi šajā apga-

balā un tās summa irS(z), r. i.,

S(z)= J u
n
{z),

n-l

tad pa jebkurulīnijuL, kas atrodas šajā apgabalā, ir spēkā vienādība:

ļ(z)dz+^u 2
(z)dz+...+ ļun

(z)dz+
...

L L L L

jeb

(V t jttn
(z)dz,

L L

t i., rindu var mtegrētpa locekļiem.
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3. Rindas atvasināšana pa locekļiem

Ja 1) u,(z), u
2
(z), ... , u

n
{z),

...

ir analītiskas funkcijas apgabalāD,

2) rinda uļ(z)+ u
2 (z)+ ... +u

n(z)+... konverģē vienmērīgi apgaba-

lā D un tās summa irS(z),
tad S(z) arīir analītiska funkcija šajāapgabalāun

S'(z) =u\(z)+u
2
(z)+

...

+ u'-(z)+
...

jeb

( £ «„(*)) - £ u n(z),
\n=l / n-l

r. i., rindu var atvasināt pa locekļiem; turklāt atvasinājumu rinda arī

konverģē vienmērīgiapgabalāD un tās summa S'(z) ir analītiska funkcija.

Tātad, atvasinot atkārtoti, var atrast rindas augstāku kārtu atvasinājumus

29.11.§. KOMPLEKSĀMAINĪGĀ

PAKĀPJU RINDAS JĒDZIENS

Kompleksa mainīga funkciju rindu, kuras locekļi ir pakāpes funkcijas ar

naturāliem kāpinātājiem, sauc par pakāpju rindu; pakāpju rindu pieraksta šādi:

c0+cļz+c2 z
1
+

...
+cn z

n
+...= X cn z

n

, (1)

kur koeficienti c
O, c

v c2,
... , cn, ... vispārīgā gadījumāir kompleksi skaitļi.

Pakāpju rindas konverģences apgabalu atrod, izmantojot Ābela teorēmu

(aplūkosim to bez pierādījuma).

Ja pakāpju rinda (1) konverģē punktāz
o

¥=o, tad tā konverģē absolūti

visām z vērtībām,kurām ir spēkānevienādība \z\ <| z
0 ļ.

Ja pakāpju rinda (1) diverģēkādā punktā z,, tad tā diverģē visiem z,

kuriem ir spēkā nevienādība \z\ >| z, |.
Ar vienādību |z| =| z

O
l kompleksajā plaknē nosaka riņķa līniju, kuras

centrs atrodas koordinātu sākumpunktā un kura iet caur punktu z
O, bet ar

nevienādību |z| <|z
o| - plaknes daļu, ko ietver šī riņķa līnija. Tādējādi Ābela

teorēmai ir šāda ģeometriskāinterpretācija:
japakāpjurinda konverģēpunktā z

O, tad tā absolūti konverģē visos punktos,

kas atrodas tāda riņķa iekšpusē, kura rādiuss ir | z
O
l un centrs atrodas koordinātu

sākumpunktā;japakāpju rinda diverģēpunktā z,, tad tā diverģē arī ārpus riņķa,

kura rādiuss ir | z, | un centrs ir koordinātu sākumpunktā.

Secinājums

Kompleksā mainīgāpakāpju rindai (1)eksistē tāds riņķis ar centru koordinā-

tu sākumpunktā, ka visos šī riņķa iekšējos punktos rinda konverģē, bet ārpus

riņķa - diverģē.Tātadpakāpjurindas konverģencesapgabals irriņķis, ko sauc

par konverģences riņķi; šī riņķa rādiusu R sauc par konverģences rādiusu.

Ir iespējams,ka R =co; tad rinda konverģē visā kompleksajā plaknē.

Ja R= 0, tad rinda konverģē tikai koordinātu sākumpunktā.

Analogi kā reāla mainīgāpakāpju rindām, arī kompleksā mainīgā pakāpju
rindām konverģences apgabala noteikšanai izmanto Dalambēra vai Košī konver-
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ģences kritēriju. No šiem kritērijiem izriet konverģences rādiusa aprēķināša-

nas formulas:

R=hm
Cn , R=]lm

1 ,
«-» c

n+l *-*> y \ C„|

ja vien šīs robežas eksistē vai arījaR=oo.

Piebildīsim,ka konverģences rādiusu pēc šīmformulām var aprēķināt tikai

tad, ja rindā (1) neviens no koeficientiem c„ nav vienāds ar nulli vai arī ja visi

koeficienti c sākot ar kādu indeksa k vērtību.

Pakāpju rindas (1) locekļi ir analītiskas funkcijas visā kompleksajā plaknē.
Var pierādīt, ka

pakāpjurinda konverģē vienmērīgivisos konverģences riņķa iekšējos

punktos.
Tātad pakāpju rindām ir spēkā vienmērīgi konverģentu rindu svarīgākās

īpašības, t. i., pakāpju rindas summa ir analītiska funkcija, pakāpju rindu

var integrēt un atvasināt pa locekļiem; turklāt integrējot vai atvasinot

rindas konverģences rādiuss R nemainās.

Vispārīgāks gadījums ir pakāpju rinda arbinoma z-z
0

pakāpēm, t. i., rinda

c0+c,(z-z 0
)+c-(z-z

0
)

2
+ ... +c

n(z-z
0

) n
+...= £ cCz-zJ". (2)

n=o

Rindu (2) sauc par vispārināto pakāpju rindu.

Izmantojotsubstitūciju z-z
0=C, rindu (2) pārveido par pakāpju rindu ar

Cpakāpēm: x

Zc„C" (3)
n-0

un atrod šīs rindas konverģences rādiusu R.

Tā kā rinda (3) konverģē punktos £, kuriem | £ | <R, tad rinda (2) konverģē

punktos z, kuriem ir spēkā nevienādība |z-z
0
| <R. Šī nevienādība kompleksajā

plaknē nosaka riņķi ar centru punktā z
0
unrādiusu R.

Tātad vispārinātāspakāpju rindas (2) konverģencesapgabals ir riņķisar centru

punktā z
0

(atsevišķos gadījumos -
visa kompleksā plakne vai arī tikai punkts z

0 ).

29.12.§. KOMPLEKSĀ MAINĪGĀ TEILORARINDA

Aplūkosim vispārināto pakāpju rindu, kuras konverģences rādiuss ir R. Šī

rindakonverģē vienmērīgi jebkurāslēgtā riņķī | z-z
0| r, kur r<R.

Pieņemsim, ka rindas summair funkcija/(z).

Tātad

f(z)=c0+ c](z-z 0
)+c

l
(z-z

0
) 2+c-(z-zoy + ... +c

n(z-zo y+--- (1)

Rindu (1) var atvasināt pa locekļiem neierobežoti daudz reižu:

/'(z) =cl+2c2
(z-z

0
) +3c

3
(z-z

0
)

2
+ ... +nc

n
(z-z

0
) n

,
/"(z)=2c 2

+2-3c3
(z-z0 ) + ... +(n-l)/zc

n
(z-z

0
) n 2+..., (2)

f(n) (z)--l-2-3-...(n-l)nc n+l-2-3-...n(n+l)cn+l (z-z0) +
...,

levietojot rindā (1) un tās atvasinājumos (2) z vietā z
O, atrodam rindas

koeficientus:
„, . ... . .

c
0 -J(z0), c

i- ļļ ' 2
~

2! ' "'' n\ '
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Līdz ar to iegūstam šadu funkcijas f(z) izvirzījumu vispārinātajāpakāpju
rindā:

/(z)=/(z
0
)+
/'(i^ )

(z-z
0

)+
/"^o)

(z-z
f)r +

... +fM^) (z-z
o
)"+... . (3)

Rindu (3) sauc par funkcijas/(z) Teilora rindu

Var pierādīt, ka

katru analītisku funkciju f(z) vienā vienīgā veidā var izvirzīt Teilora

rindā, kas vienmērīgikonverģē uz šo funkcijukādā riņķī\ z-z
0 \<R.

Ja funkcijai eksistē izvirzījums Teilora rindā kādā punkta z
0

apkārtnē, tad

saka, ka funkcija punktā z
0

ir holomorfa. Jēdzieni «holomorfa funkcija» un

«analītiska funkcija» ir sinonīmi, jo katra holomorfa funkcija ir analītiska, un

otrādi: katra analītiska funkcija ir holomorfa.

Ja z
0
=0, tad no izteiksmes (3) iegūst speciālu Teilora rindas gadījumu-

Maklorēna rindu, t. i., pakāpju rindu ar z pakāpēm:

/<z)W^+
/;fz- +

...
+
/7)

z"+.--- «'
1! 2! n!

29.13. §. KOMPLEKSĀ MAINĪGĀ

ELEMENTĀRĀS PAMATFUNKCIJAS

Elementārās funkcijas, kuras aplūko kompleksajā plaknē, līdzīgi kā reāla

argumenta funkcijas, iedala algebrisko funkciju grupāun transcendento funkciju

grupā.

Ja, aprēķinot funkcijas vērtību, ar kompleksiem skaitļiem jāizpilda galīga
skaita algebriskās darbības (saskaitīšana, atņemšana, reizināšana, dalīšana, kāpi-
nāšana ar naturālu kāpinātāju un saknes atrašana), tad funkciju sauc par algeb-
risku kompleksā mainīgāfunkciju.

1 i+z
Piemēram, w =z

2

,
w= ,w=(z+2)3, w=

2
v. tml. ir algebris-

kas funkcijas.

Kompleksā mainīgāfunkciju teorijā sīkāk aplūko attēlojumus,kurus izpilda
ar šādām algebriskajāmfunkcijām:

1) lineāro funkciju w-=az+b, kuro, fieCuno^O;

az+b
2) dalveida lineāro funkciju w=

~

kur a, b, c, dc C un
cz+d

~

Q b
D=

.

c d

3) pakāpes funkciju w=z
m, kur meZ.

Pie transcendetām funkcijāmpiedereksponentfunkcijas, trigonometriskās

funkcijas un šo funkciju inversās funkcijas- logaritmiskā funkcija un ciklometris-

kās funkcijas, kā arī hiperboliskās funkcijas, kuras definē ar eksponentfunkcijas
palīdzību.Kompleksajā plaknē šīs pamatfunkcijas var definēt, izmantojotpakāpju
rindas.
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1. KOMPLEKSĀ MAINĪGĀ EKSPONENTFUNKCIJA
UN TRIGONOMETRISKĀS FUNKCIJAS

Eksponentfunkciju w=e
z

kompleksajā plaknē var definēt dažādi. Viens no

veidiem, kā definēt šo funkciju, ir pakāpju rinda, kas analoga reāla argumenta

eksponentfunkcijas cxe
x izvirzījumam Teilora rindā, t. i., definē

,
,

2 Z
2

Z
" SZ"

/i \
e=l+

l! +2!+-+ ,!
+

-

=

n
?

0
n!-

(1)

Rindas (1) konverģences rādiuss R= oo; tātad tā konverģē visā kompleksajā plaknē.

Atvasinot šo rindu pa locekļiem, viegli pārliecināties,ka (ez )'=e
z.

Arī kompleksā mainīgā funkcijas sinz un cosz var definēt ar pakāpju

rindām, kas analogas reāla argumenta funkciju sin* un cosx izvirzījumiem

Teilora rindā, t. i.,

z
3

z
5 Z 2""1"1

SinZ=Z
-3!

+
5!--

+(- I)n
(2n+l)!

+-' (2)

z
2

z
4 z

2"

cosz=i-
2!

+
4!

-...
+(-ir

(2n)!
+

....
(3)

Arī šīs rindas vienmērīgi konverģē visā kompleksajā plaknē. Atvasinot pa locek-

ļiem rindas (2) un (3), iegūstam atvasināšanas formulas:

(sinzy=(z- Tl+-- ...+(_D- ļS
_+...j =

z
2

z
4 z 2n

Analogi iegūstam, ka

(cosz)'= -sinz.

Izmantojotrindas (1), (2) un (3), atrodam sakarību starpkompleksā argumen-

ta eksponentfunkciju un trigonometriskajām funkcijām. levietojot rindā (1) z vie-

tā iz, iegūstam

„ ,

iz (iz)2 (izf (iz)* (iz) 5 (izf
6 =1+

Ī! + "āT +TT+ 4f ~5! "6!

z z2 .z
3

z
4

.z
5

z6

= 1+i
l!-2!-

I

3!
+

4!
+l

5!
_

6!--
=

/ z2 z
4

z
6 \ ./z z

3
z

5 \

H 1
"2!

+
4!-6Ī

+ --J+

Vr3!
+ 5!--J =

= cos z+isinz.

Funkcijuf(z) saucpar holomorfu (analītisku),ja tai eksistē izvirzījums Teilora rindā
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Analogi iegūst, ka

c
,z=cosz-i sinz.

Vienādības

e
iz
=cosz+isinz,

(4)
c

IZ
=cosz-«sinz

sauc par Eilera formulām.

No Eilera formulām izriet šādas sakarības:

e
u
-e

iz
e

iz
+c

iz

sinz= -— ; cosz= . (5)
2i 2

Izmantojot pirmo Eilera formulu (4), no kompleksā skaitļa z trigonometris-

kās formas iegūst šī skaitļa eksponentformu:

z=| zļ (cos (p + ism<p)= ļ z| ei(p. (6)

Pārveidosim eksponentfunkcijas e
z izteiksmi, izmantojot kompleksā skaitļa

algebrisko formu z=x+yi unreālu skaitļu pakāpju reizināšanas kārtulu:

g*=ex+yi
=ex.-yi=cxe

x (cos -y+i sinV). (7)

Salīdzinot izteiksmi (7) ar kompleksā skaitļa trigonometrisko formu, redzams, ka

\ez \=-e x
un Argez

=v+27i:A:.

No vienādības (7) izriet arī, ka kompleksā mainīgā eksponentfunkcija ir

periodiskafunkcija ar periodu 2ni.

Patiešām,

ce
z+2/ti

= e
z. g

27ti
=c

2 (COS 2n+ i sin 2tc) =ez(l +0) =e
z.

Savukārt, izmantojotformulas (5), var pierādīt, ka funkcijas sinz un cosz ir

periodiskas ar periodu 2n un šīm funkcijām ir spēkā galvenās trigonometriskās

identitātes: sin2
z+cos

2 z=l v. c.

Tomēr kompleksā mainīgā trigonometriskajām funkcijām ne visas īpašības
sakrīt ar reāla argumentatrigonometriskofunkciju īpašībām.

Piemēram,ir tādi kompleksie skaitļi z, kuriem |sinz| >1 unarī | cosz| >1.

Funkcijas tgz un ctgz definē analogi kā atbilstošās reāla argumenta trigono-

metriskās funkcijas:
sinz cosz

tgz= , ctgz= -—.
cosz sinz

Izmantojot formulas (5), tgz un ctgz var izteikt šādi:

c"-c ,z i(e
iz
+c

iz
)

tSz= -717 īz\ > ctgz= —Ti sj- .
i(e' z

+ c
,z ) e

tz
-e

,z

Lietojot eksponentfunkcijas c
z
un c

z, definē kompleksā mainīgāhiperbo-
liskās funkcijas:

e
z
-e

z
e

z
+c

z

„

shz chz
m

shz= , chz= , thz= - , cthz= , (°>
2 2 chz shz

Eilera formulas

e"=cosz-i-isinz c"—c~l* c'z +e"'z

, . . => smz=
———,

cosz= —~—

c-
|z

=cosz-isinz 2i 2
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levietojotformulas (5) z vieta iz, iegūstam

c
z
-e

z
e

z
-e

z shz ez+e
z

e
z
+e

z

smiz=
2r

=—

2T
m
~' 60812

—r
=

2
=chz-

Tādējādi iegūstam sakarības starp kompleksā mainīgā trigonometriskajām un

hiperboliskajām funkcijām:

shz=-žsiniz, chz=cos iz,

nokurienes

thz=-žtgz'z, cthz=ictgjz.

2. KOMPLEKSĀ MAINĪGĀLOGARITMISKĀ FUNKCIJA

Par kompleksā skaitļa z logaritmu sauc kāpinātāju w pakāpes izteiksmē

e"=z un raksta: w;=Lnz .

Logaritmisko funkciju definē kā eksponentfunkcijas inverso funkciju un

apzīmē ar simbolu Lnz,

t. i.,ja z=-e
w
, tad w =Lnz.

Tā kā kompleksā mainīgā eksponentfunkcija ir periodiska funkcija ar perio-
du 2ni, tad tās inversā funkcija - logaritmiskāfunkcija ir vairākvērtīga funkcija.

Aplūkosim logaritmiskās funkcijas izteiksmi.

Ja w =u+vi, tad Lnz=u+vi.

Savukārt

z=-e"^i--ev
-e

v '=eu(cosv +ismv). (9)

Tātad |z |=c", nokurienes u=ln | z| (ievērosim, ka šeit |z| un ln| z| ir reāli

lielumi).
No izteiksmes (9) izriet, ka v=Argz. Līdz ar to

Lnz-lnļ zļ+/Argz=ln| zļ+j(argz+27cA:) (*=o, ±1, ±2, ...), (10)

Tā kā izteiksmē (10) k var būt jebkuršvesels skaitlis, tad Lnz ir vairākvērtīga

funkcija; tās reālā daļa ln | z |ir vienvērtīgs lielums,bet imaginārādaļa argz+ 2nk

atkarībā nok var pieņemt bezgalīgi daudz vērtību.

Ja izvēlas k =0, tad iegūst vienvērtīgu funkciju, kuru apzīmē ar lnz un sauc

par logaritmiskās funkcijas Ln z galveno vērtību.
Tātad

lnz=ln|z| +iargz. (11)

No vienādības (10) izriet, ka kompleksajā plaknē logaritmiemir spēkāīpašības, kas

analogas reālu skaitļureizinājuma,dalījumalogaritmiemunpakāpes logaritmiem,t.i.,

Ln(z, z
2
) =Lnz,+Lnz2

, Ln 1
=Lnz,-Lnz2,

Lnz"=nLnz.

ez_e
- z e

2+e-* shz chz

shz= , chz= - , thz= , cthz
=

2 2 chz shz

shz=-isiniz, chz= cosiz,

thz=-i'tgi'z, cthz= i ctg iz.
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3. KOMPLEKSĀ MAINĪGĀ CIKLOMETRISKĀS FUNKCIJAS

Tāpat kā reāla argumenta trigonometriskajāmfunkcijām, ari kompleksajā
plaknē trigonometriskajām funkcijām definē inversās funkcijas, ko sauc par

ciklometriskajām funkcijām. Trigonometriskās funkcijas ir periodiskas, tāpēc to

inversās funkcijas ir vairāk vērtīgas funkcijas.
Ja z=sinz£>, tad w sauc par kompleksā skaitļa z arksinusu un raksta

w=Arcsinz.

Analogi, izmantojotfunkcijas z=cos«;, z=tgw, z=ctgw, definē šo funkciju

inversās funkcijas - arkkosinusu, arktangensu un arkkotangensu: w=Arccosz.

u;=Arctgz, u>=Arcctgz.

Tāpat kā ir spēkā sakarības starp kompleksā mainīgā trigonometriskajām
funkcijām un eksponentfunkciju, pastāv sakarības arī starp ciklometriskajām

funkcijām un logaritmisko funkciju.
Varpierādīt, ka

Arcsinz= —<Ln(te+\A —

Arccosz= -z'Lntz+Vz
2-!).

V")

. , i
T

l+ iz

Arctgz= - Ln ——,
2 l-iz

Arcctgz= - Ln ' .
2 iz-1

29.14.§. JĒDZIENSPAR LORĀNARINDU

Kā atzīmējām 29.12. §, katru analītisku funkciju/(z) vienā vienīgā veidā var

izvirzīt Teilora rindā, kas vienmērīgi konverģē uz šo funkciju kādā riņķi

\z—zo\ <R, jeb izvirzījums Teilora rindā eksistē funkcijām, kas ir analītiskas

riņķveida apgabalos (vai arī visā kompleksajā plaknē). Tomēr dažkārt ir jāizveido

izvirzījums rindā funkcijām, kuras ir analītiskas kādā punkta z
0

apkārtnē (riņķī),

izņemot pašu punktu z
O
. Izrādās, ka tādu funkciju var izvirzīt rindā, kas satur

binoma z—z
0

pakāpes gan ar veseliem pozitīviemkāpinātājiem,gan arī ar veseliem

negatīviem kāpinātājiem.
Šādu rindu sauc par Lorāna rindu, raksta

+

f cn(z-z
0
r (i)

n—— oo

un definē kā divu rindu summu:

+

f c„(z-z
0
)"+

+

f c „(z-z
0

) -

n-0 n-l

TādējādiLorāna rinda ir divpusējarinda:

+

f C
n(Z-Z

0
)"=

+

f Cn(Z-Z
0
)"+

+

iC
n(Z-Z

o
y\ (2)

n— -co n-0 n-l

\ + 00

Vienādības (2) labajā pusē pirmā rinda ir vispārinātā pakāpjurinda £ cn(z-z
a

)
n

,
n-0

kas konverģē kādā riņķī | z-z
01 < R (sk. 29.11.§); šo rindu sauc par Lorāna rindas

regulāro daļu.
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Otro rindu £ c „(z-z
0
) ■ sauc par Lorāna rindas galveno daļu.

n-l

Lorāna rinda konverģē tad un tikai tad, ja atsevišķi konverģē tās

regulārā dala ungalvenādala.

Pārveidosim Lorāna rindas galveno daļu
+ co +00 ļ
£c_„(z-z0

) «
= £ C

n-l n-l \Z—Z0)

izmantojotsubstitūciju —— =Ļ
z ~z

o +0O

Tad iegūstam pakāpju rindu ar ( pakāpēm £ c „(". kas konverģē kādā riņķī, ko

1
"=l

1
nosaka nevienādība \(\ <i?, jeb ■ <cR,, no kurienes | z-z

0ļ >—.
-

\z-zo\ R,

Apzīmēsim — =r, tad |z-z
o
|>r.

«i

Ta ka Lorana rindas regulāra daļakonverģē riņķi \z—z
o\ <R, bet šis rindas

galvenā daļa konverģē ārpus riņķa, ko nosaka nevienādība \z—z
o\ >r, tad abu

rindu konverģences apgabalukopīgādaļa ir gredzens,ko nosaka nevienādī-

bas r< | z—z
0\ <R (pieņemam,ka r<R).

Tātad Lorāna rinda konverģē gredzenā

r<\z-z0
\<R (37. zīm.).

37. zīm. 38. zīm.

Tā kā Lorāna rinda ir pakāpju rindas un par pakāpju rindu pārveidojamas

rindas summa, tad tā konverģē vienmērīgi un absolūti jebkurā apgabalā, kas

atrodas gredzenār < | z-z- \ <R, un šīs rindas summa ir kāda analītiska funkcija

/(z),t.i.,

f(z)= £ c n(z-zn) n- (3)

Aplūkosim metodi,kā iegūst Lorāna rindas koeficientus c„. Vispirms izrau-

dzīsimies riņķa līniju Car centru punktā z
0

un rādiusu p, kur r<p<R (38. zīm.).

Reizināsim vienādības (3) labo un kreiso pusi ar
_

k+l,
kur fc=o, ±1, ±2

\z—zo)

legūstam

(z^)^
=Jjn

(z-zo)^-
n
ļJn{Z Zo) •
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Var pieradīt, ka iegūtarinda (4) konverģē vienmērīgi riņķa līnijas C punktos,

un tātad šo rindu var integrētpa locekļiem, t. i.,

i (z-1% =H
+

Ž c"(z- z°>
n '* I)<fe=

+

f c
» § *

(5)

fC" 0/ +C\"- -<*> / n=-no +c

Aplūkojot Košī teorēmu vairākkārtsakarīgam apgabalam, 29.7.§ ieguvām
šādu rezultātu:

(P (z-z
n
)"dz= . .

J
L

0 \2ki, ja n=-l.

Tātad rindā (5) visi locekļi ir vienādi ar nulli, izņemot to locekli, kuram

n—k—\= -1 jebn=k; šis loceklis ir c
k -2ni.

Tādējādi
r f(z)dz

„ .

no kurienes
I r /(z)dz

* 27Ti7
c
(Z-Zo

)*+ 1

jeb, mainot indeksa apzīmējumu,

c =

1 i mdZ
(6)

Var pierādīt, ka

katru funkciju f(z), kas ir analītiska gredzenā r<\z—z
o \ <X, vieni

vienīgāveidā var izvirzītLorāna rindā (1), kuras koeficientus aprēķina pēc

formulas (6).

Lorāna rindas konverģences gredzena rādiusus r un R aprēķina pēc for-

mulām

r= lim
°

n 1 , R= lim

»-»+» C „ n-+=o Cn+1

vai arī

r- lim tL, *- lim
*

ja vien šīs robežas eksistē un neviens no rindas koeficientiem c
n

nav vienāds ar

nulli vai arī javisi koeficienti sākot ar kādu indeksa n vērtību.

levērosim, ka gadījumā, ja Lorāna rindas galvenajā daļā visi koeficienti

c
„= 0 (n=l, 2, 3, ...), tad Lorāna rinda ir vienāda ar tās regulāro daļu

+ 00

£ c„(z-z
0
) n, kas ir funkcijas/(z) Teilora rinda. Tādējādivar uzskatīt, ka Teilora

n-0

rinda ir Lorāna rindas speciāls gadījums.

29.15. §. KOMPLEKSĀMAINĪGĀFUNKCIJAS

SINGULĀRO PUNKTU JĒDZIENS

Definīcija

Par funkcijas f(z) nulli saucskaitli z
O, ja /(z„) =0.

Ja funkcija ir analītiska, tad ir iespējams,ka punktā z
0

ne tikai funkcija/(*)
ir vienāda ar nulli, bet arī šīs funkcijas atvasinājumi ir vienādi ar nulli.
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Pieņemsim, ka

/(z
0

) =/'(z0
) =/»(z0

)= ... o(z
0
) =o, bet /<"> (z0)#0.

Šādā gadījumāsaka, ka skaitlis z
0
ir funkcijasf(z) m-tās kārtas nulle.

Ja z
0

ir analītiskas funkcijas/(z) m-tās kārtas nulle, tad šīs funkcijasTeilora

rindā

/<z>-/<2„>+
/|°)

»-^+
... (2 -z

0
).+

...

pirmie m locekli ir vienādi ar nulli, t. i.,

Definīcija

Kompleksāsplaknes punktus, kuros funkcija f(z) ir analītiska (t. i.,
eksistē atvasinājums), sauc par funkcijas regulāriem punktiem. Punktus,
kuros funkcija nav analītiska, saucpar singulāriempunktiem.

Definīcija
Ja eksistē tāda apkārtne U(z

0
), kurā z

0
ir vienīgais funkcijas /(z)

singulāraispunkts, tadz
0

saucpar izolētu singulāropunktu.

Ja z
0

ir funkcijas /(z) izolēts singulārais punkts, tad ap šo punktu var

konstruēt tādu gredzenu r<\ z-z
0
\<R (37. zīm.), kurā /(z) ir analītiska funkcija,

un to var izvirzīt Lorāna rindā:

/(z)=

+

f c
n(z-z

0
)".

n- oo

Izolētos singulāros punktus z
0

klasificē atkarībā no tā, cik saskaitāmo ir

Lorāna rindas galvenajā daļā, t. i., tajā rindas daļā, kas satur binoma z—z
0

pakāpes ar negatīviemkāpinātājiem.Ir iespējami šādi gadījumi.

1. Lorāna rindā nav galvenās daļas- nav nevienas z-z
0

pakāpes ar negatīvu

kāpinātāju, t. i.,

f(z)--c
0
+ cļ(z-z0 )+ c

l
(z-z

0
)

1
+ ... +c

n(z-z
0

)n+... .

Šajā gadījumāLorāna rinda ir pakāpju rinda un tās summa ir analītiska funkcija

riņķī ļ z-z
0
\ <R, ieskaitot arī riņķa centru z

O.
Visos riņķa punktos rinda konverģē uz funkciju/(z), izņemot punktu z

O
,

kurā rinda konverģē uz skaitli c
O
, kas vispārīgā gadījumā var nebūt vienāds ar

f(z
0
). Taču, definējot funkciju /(z), var papildus norādīt, ka/(z

0
)=c

0, t. i., var

novērst singularitātipunktā z„. Tāpēc saka, ka z
0
ir novēršams singulārs punkts.

Definīcija

Punktu z
0

saucpar funkcijas f(z) novēršamu singulāropunktu,ja

f(z)-= £ c„(z-z
0
) n

un lim/(z)=a, a/co.

n-0
z ~* z

°

2. Lorāna rindā ir regulārā daļa, bet galvenā daļa satur tikai pirmos m lo-

cekļus:

f(z)=Yicn(z-zo)"+c -(z-z
0
)-'+c 2

(z-z
0
)" 2

+
...

+ c
m
(z-z

0
) m.

n=u

Šajā gadījumāsaka, ka singulārais punkts z
0
ir funkcijas/(z) m-tās kārtas pols.

Acīmredzot polā z
0 /(z) ir bezgalīgi liela funkcija.
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Apgriezta funkcija ~ ir analītiska funkcija punkta z
O, un z

n
ir šīs

J \Z)

funkcijas m-tās kārtas nulle.

Definīcija

Funkcijas f(z) singulāropunktu z
0

saucpar m- tāskārtas polu,ja

+ 00

/(z) = X c
n(z-z

0
)n, c_

m *o, (lim/(z)=co).

3. Lorāna rindas galvenajādaļāir bezgalīgi daudz locekļu arz-z
0 pakāpēm,

kuru kāpinātāji ir negatīvi skaitļi, unneeksistē robeža lim /(z). Šādā gadījumā

saka, ka z0
ir būtiski singulārs punkts.

z"z
°

Definīcija

Punktu z
0

sauc par būtiski singulārupunktu, ja neeksistē lim /(z)
+ 00 --*Z0

un f(z)= £ c
n
(z-z

0
) n.

n— -oo

Piezīme

Plašākos kompleksā mainīgā funkciju teorijas kursos aplūko pilnīgāku sin

gulāro punktu klasifikācijas shēmu, ietverot tajā sazarojumapunktu jēdzienu un

šo punktu sīkāku iedalījumu.

29.16. §. JĒDZIENSPAR FUNKCIJAS REZIDIJIEM

1. REZIDIJA DEFINĪCIJA

Pieņemsim, ka /(z) ir analītiska funkcija vienkārtsakarīgā apgabalā, kurā

atrodas punkts z
O, vai arī z

0
ir šīs funkcijas izolēts singulārais punkts. Tad

funkcijai eksistē izvirzījums Lorāna rindā

+ 00

/(z)= X c
n(z-z

0
) n

=c
0
+cļ(z-zo)+c-(z-z 0

)
1
+...+ c

n(z-z
o
r+...+

B--00

+ c
1(z-z

0
)"1+c_2 (z-z

0
)"

2
+

...
+c_„(z-z

o
)"+... . (1)

Koeficientu pie Lorāna rindā, t. i., skaitli c
,

saucpar fun-

kcijas f(z) rezidijupunktāz
0

un apzīmēar simbolu Res/(z
0
); tātad

Res/(z
0
)=c !.

Tā kā Lorāna rindas koeficientus atrod ar kontūrintegrāli

<sk'29l4's)- • (2)

tad, ievietojot izteiksmē (2) n= — 1, iegūstam

Znl
+

J
c

Tātad rezidiju punktā z
0

var definēt arī ar integrāli (3) pa kontūru C, kas aptver

punktu z
o>

t. i.,

Res/(z
0
) =---■: <f/(z)cfe. (4)
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2. REZIDIJA APRĒĶINĀŠANA

Jaz
0

ir izolēts singulāraispunkts unfunkcijaif(z) var viegli atrast integrāli

apgabalā D, tad rezidiju var aprēķināt, izmantojot definīciju (4).
Jaf(z) ir analītiska funkcija vienkārtsakarīgā apgabalāun z

0
ir šīapgabala

iekšējais punkts, tad saskaņā arKošī teorēmu katrs kontūrintegrālisšajā apgabalā

ir vienāds ar nulli,un tātad

Res f(zo
) =0.

Aplūkosim rezidija aprēķināšanas metodi gadījumā,kad izolēts singulārais

punkts z
0

ir funkcijas/(z) m-tās kārtas pols. Tad šīs funkcijas Lorāna rinda

satur regulāro dalu, bet galvenajādaļā ir tikai pirmie m locekļi, t. i.,

/(z) =co+ c, (z-z
0
)+c-(z-z

0
)

2
+

...

+c
n(z-z

0
) n
+...+

+c
l (z-Z-)~

1
+c

2
(z-z

0
)-

2
+ ... + c

m(z-z
0

) m. (5)

Rīkosimies pēc šāda algoritma.

1. Reizina vienādības (5) abas puses ar (z-z
0
) m:

f(z)(z-z
0
)m =c

o
(z-z

0
) m

+c,(z-z 0
)
m+l

+c
2(z-z

0
)m+2

+...+

+c x+ c
2
(z-z

o
) m 2+...+c

m. (6)

2. legūtovienādību (6) atvasina m-1 reizi:

(f(z)(z-z
0
)m)'=c

o
m(z-z

0
)m 1

+cl(m+ l)(z-z
0
) m

+c
2 (m+2)(z-z

0
)m+l

+...+

+c
x
(m-\)(z-z

0
) m 2+ c

2
(m-2)(z-zo)

m 3+
...,

(/(z)(z-z
0
) m)"=c

om(m-l)(z-z 0) m 2+ c, (m+l)m(z-z
0
) m l

+

-fc
2

(m+2)(m+l)(z-z 0 ) m
+...+c 1

(m-l)(m-2)(z-z
0
) m :,

+

+ c
2 (m-2)(m-3)(z-zo

) m 4+
... ,

(/(z)(z-z
0
)m )

(m 1)
=c

o
m!(z-z0

)+ c1(m+1)m...4-3(z-z
0
)
2
+

...
+c (7)

3. Meklē robežu lim (/(z)(z-z
0
) m ) (m

levietojot vienādības (7) labajā pusē z=z0, redzams, ka visi šīs rindas locekļi kļūst

vienādi ar nulli, izņemot pēdējolocekli, kas vienāds ar c i(m-l)!.
Tātad

lim(/(z)(z-z 0
) m )(m I}=c

2-Z
0

nokurienes

c t-7 \-lim(/(z)(z-z on<m »

(m-1)! z~zo

jeb

=

(m-1)! '5! )(Z - Z
°
)m)- < 8>

z
3
+ l

Piemērs. Aprēķināt funkcijas /(z)=

jg2
rezidiju sis funkcijas

singulārajāpunktā.
Tā kā

n>
z

2
-6z+9 (z-3)

2'

tadz=3 ir funkcijas singulārais punkts; šis punkts ir 2. kārtas pols.
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z
3
+ 1

levietojot formula (8) f(z)= , z
0
=3,m=2, atrodam

(z-3r

Res/(3)= limļ/—4 (z-3) 2Y
=lim(z3 +l)'=lim3z2

=27.

l!z-3\(Z —3) ) z-3 z-3

Aplūkosim speciālu gadījumu,kad

kur

g(z
o

ft(z
o
) =0, bet h'(z

o
)*o,

t. i., z
0
ir funkcijas/(z) 1. kārtas pols un funkcijas h(z) 1. kārtas nulle. Tākā

šajā gadījumām=l, tad saskaņā ar formulu (8) iegūstam

fg(z) \ z—zn 1

lim
Mz)-M*o)

g{ o)
h'(z

o
) h (z

OY

z-z
0

Z —Z
0

g(z)
Tātad divu funkciju g(z) un h(z) attiecības rezidiju punkta z

0
var

aprēķinātpēc formulas
/ r \\ i \

kur g(zo)*0, /z(zo-) =0, /V(zo)^0.

Funkcijas/(z) Lorāna rinda:

/(z)= £ c
n
(z-z

0)",

kur

c=

1
|

"

2tt: J

c
(z-z0

) n+1

Pjērs Lorāns (1813-1854) - franču matemātiķis.

Par funkcijas/(z) rezidiju punktā z0 sauc pakāpes (z-z
0)~' koeficientu šīs funkcijas

Lorāna rindā, kur z0
ir funkcijas /(z) izolēts singulārais punkts, vai arī funkcija šajā

punktā ir analītiska.

Ja z0
ir funkcijas /(z) vienīgais singulārais punkts apgabalā, ko ietver kontūrs C, tad

rezidiju šajā punktā atrod ar integrāli

Res/(z0 )=„
1

§f(z)dz.
ml

+c

Ja izolēts singulāraispunkts z0
ir funkcijas/(z) m-kārtas pols, tad

1 d-1

Res/(z
0
)= —-— lim (/(z)(z-z0 )m ).

tt(z)' '
.

Ja /(z)=| , kur g(z
o
)*0, ft(z„)=o, /j'(zo )*0, tad

ft(z)

ReS/(z
0
) =Res^ (Zo) j=^(Zo).
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2+3
Piemērs. Aprēķināt funkcijas f(z)= rezidijus šīs funkcijas

singulārajos punktos.
z b2+ s

Tā kā

z
2-6z+s=(z-s)(z-l) =0, ja z=s vai z=l,

tad funkcijai/(z) ir divi singulārie punkti - 1. kārtas poli z, =5 un z
2
=1.

Atrodam Res/(z,).
Saskaņā ar formulu (9)

Tā kā

g(z)= z+3, /i(z)=z2-6z+s, h'(z)=-2z-Q un z,=s,

tad

g(z,)=g(5)=5+3-=B, A'(z,) = /l'(5)=2-5-6 =4.

Tātad

Res/(5)=
8

=2.
4

Analogi atrodam

1+ 3
Res/(1)=-—-- =-1.J '

21-6

3. KOŠĪ TEORĒMA PAR REZIDIJIEM

Ja f{z) ir analītiska funkcija slēgtāapgabalā D, ko ierobežo līnijaL,

izņemot izolētos singulārospunktusz
u

z 2, ..., z
n, kas ir šīapgabala iekšējie

punkti, tad

§f{z)dz=2%i (Res /(z,) +Res /(z 2 )+
...

+Res/(z„)) =27U £ Res f(zk)-

Pierādījums

Konstruējamriņķa līnijas C
v

C 2,... ,C
n, kuru centri ir singulārajospunktos z,,

z
2 z„ unrādiusi - tikmazi, ka visas riņķa līnijas atrodas apgabalāDun savstarpēji

nekrustojas (39. zīm.).Tādējādi iegūstam vairākkārtsakarīguapgabalu,kuruierobežo

39. zīm.
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ārējais kontūrs Lun n iekšējie kontūri - riņķa līnijas C
v C 2,... ,C„. Šajā apgabalā

f(ž) ir analītiska funkcija. Tā kā saskaņā ar Košī teorēmu vairākkārtsakarīgam
apgabalam (sk. 29.7.§) kontūrintegrālispa ārējokontūru pozitīvā virzienā ir vienāds

ar integrāļu summupa visiem iekšējiem kontūriem pozitīvā virzienā,tad

§f(z)dz=i §f(z)dz--2Kit
-

l

,
jf(z)dz=-2Kiļßesf(zk

). □ (10)

+L *-l +C, *-l Z7CI
+C, *= 1

4. REZIDIJU LIETOJUMU PIEMĒRI

INTEGRĀĻU APRĒĶINĀŠANĀ

Matemātikā rezidiju teoriju izmanto dažādos uzdevumos. Viens no svarīgā-

kajiemlietojumiemir saistīts ar integrāļuaprēķināšanu. Kā zināms, integrēšanas

pamatā ir zemintegrāļafunkcijas primitīvās funkcijas atrašana, kas bieži ir sarež-

ģīts uzdevums. Atsevišķos gadījumosar rezidiju palīdzību integrālivar aprēķināt,

nemeklējotprimitīvo funkciju.

Tā, piemēram,dažkārt, lai atrastu noteikto integrāli

I

\f(x)dx,

a

izmantojot piemērotu substitūciju, intervālu [a; b] var transformēt kompleksajā
plaknēpar slēgtu līnijuun doto integrālipārveidotpar kontūrintegrālikompleksajā

plaknē. Pēc tam atrod zemintegrāļafunkcijas singulārospunktus, kas atrodas ar

kontūru ierobežotajāapgabalā, un aprēķina zemintegrāļafunkcijas rezidijus šajos

punktos. Beidzot aprēķina kontūrintegrāli, izmantojotformulu (10).

Lai aprēķinātu neīsto integrāli

j"f(x)dx,

izmanto šādu teorēmu (aplūkosim to bez pierādījuma).

Ja bezgalīgi tālais punktskompleksajāplaknē z=co ir vismaz divkār-

tīga funkcijas f(ž) nulle un f(ž) ir analītiska funkcijaaugšējāpusplaknē

izņemotpolus z„ z 2, ... , z
n, tad

+ 00

ļ f(x) dx-= 2ni £ Res f(z
k
). (11)

Ja zu z2> z
n
ir funkcijas /(z) izolēti singulārie punkti slēgtā apgabalā, ko

ierobežo līnijaL, tad

jf(z)āz =2ni £ Res/(z*).
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Aplūkosim piemērus.
27t

f dx
1. Aprēķināt integrāli .

J 5+3cosx

o

Kā substitūciju izmantosim kompleksā mainīgā eksponentfunkciju z=e
ix. 29.1. §

noskaidrojām, ka ar vienādojumu

z(t)=-Rev (o^t<2n)

kompleksajā plaknē uzdod riņķa līniju, kuras rādiuss ir R un centrs atrodas

koordinātu sākumpunktā.Tātad funkcijaz=e' x Oxass intervālu [0; 27t] attēlo par

vienības riņķa līniju C, turklāt virzienam no 0 uz 27u atbilst pozitīvais virziens pa

riņķa līniju.

Ja z=e
ix,tad saskaņā ar Eilera formulām

1
z+ -

c'x+e
lx

z+z'x z z2+l
COSX= m = —— =—— .

2 2 2 2z

Atrodam funkcijas z=e
ix diferenciāli:

dz=(e ix
ydx=ie ix

dx=-izdx, nokurienes dx= r
dz.

iz

Tādējādi doto integrāli pārveido par kontūrintegrāli kompleksajā plaknē

šādi:

Substitūcija:

27t ' z=e
ix,

ī f * z
2 +l -& dz

f-Jiīi«i- «»~
2, • t^-^j

dx= . dz
iz

lr dz 2 f dz
_

2 r dz

Zemintegrāļafunkcijaif(z) ir divi izolēti singulāriepunkti z, =-^unz2
=-3

(katrs no šiem punktiem ir funkcijas 1. kārtas pols). Taču vienības riņķa | z \ = 1

iekšpusē atrodas tikai punkts 2, =-g. Tātad saskaņā ar formulu (10) integrāli var

izteikt ar funkcijas f(z) rezidijupunktā z, šādi:

j — -r
=2tti Res/(z,).

+c 3(z+3)(z+ 3J

Lai aprēķinātu zemintegrāļafunkcijas f(z) = -

+Mfe . 3
rezidiju punktā

z,=-

1, izmantosim formulu (9), pēc kuras
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Šaja gadījuma
S(z)=l, /i(z)=3z 2+10z+3, h'(z) =6z+ 10,

Līdz ar to

«
J 1\ 1 ,2 . 1 7C

Res/ - = un 7= .• 2ti;i■ = .
V V 8 J 82

+00

2. Aprēķinātneīsto integrāli
f

,

.
J (x

2
+l)

2

+ 00

Izmantosim teorēmu par neīstā integrāļa \f(x)dx aprēķināšanu ar rezidiju

palīdzību unformulu (11).

Zemintegrāļa funkcijai t-^
—-— kompleksajā plaknē atbilst funkcija

m„

*
.

!
_

»

(z2
+ l)2

((z+ i)(z_o)2
(Z+i)

2
(z-i)

2'

Šai funkcijai ir divi singulārie punkti: z, =i (otrās kārtas pols) un z
2
=- i (otrās

kārtas pols). No šiem punktiem augšējā pusplaknē atrodas tikai punkts

z, =i.

Lai aprēķinātu Res /(z,) =Res /(/), izmantojamformulu (8):

kur z, = i un pola kārta m=2.

Tātad

•»/»-
i

lim *-«•)'-*}(j^)'-
-1 —2

=lim ((z+o~ 2)'= -21im (z+ i)"3
= -21im

;
—r-

=—— =

t-j z -i (z+03

(20

2 1
"

8i ~4f

Līdz ar to saskaņā ar formulu (11) iegūstam

f dx .1 7t

J Čē+Ī)"2= 4i
=

2"

29.17. §. UZDEVUMI

1. KOMPLEKSIE SKAITĻI UN DARBĪBAS AR TIEM

ALGEBRISKĀ, TRIGONOMETRISKĀUN EKSPONENTFORMĀ

1. Attēlot koordinātu plakne punktus, kas atbilst kompleksajam skaitlim 3+Ai, ja

dod parametramb vērtības 0, +1, ±2, ±3 Uz kādas līnijas atrodas šie punkti?
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2. Kadu līniju veido visu to punktu kopa, kuri atbilst kompleksiem skaitļiem

z= -2+iv, ja v pieņem jebkurureālu vērtību?

3. Kādu līniju veido visu to punktu kopa, kuri atbilst kompleksiem skaitļiem

z=x-i, ja x pieņem jebkurureālu vērtību?

4. Dotajiem skaitļiem z,=s+ 2i, z
2 =-2-3i, z

3
=4i, z

4
=-3 uzrakstīt saistītos

kompleksos skaitļus. Attēlot skaitļus ar vektoriem.

5. Noteikt, ar kādām reālām x un y vērtībām ir spēkā dotā vienādība.

1) (3x-2v)+(4x+3v-2)i=B-(4x+sv-6)i;

2) sx+3xi-2v-2yi-6-8i=0;
3) (x +3y) (1+2i)+(x +2v) (3+si)=1+ i;

4) +i.
5+ 31

6. Ar kādām reālām xvērtībām komplekso skaitļu x-6i -8 un 2x 2+ 6i-2 summa

ir vienāda ar 0?

7. Ar kādām reālām x vērtībām 9x
2 -4-10xi un 8x 2i 8

+20i7 ir saistīti kompleksi

skaitļi?
8. Atrast x, ar kuru izteiksme (l+2xi)

3 +47 ir tīri imaginārsskaitlis.

_9
9. Ar kādām reālām x vērtībām izteiksme ————— -—-—. ir reāls

skaitlis?
(9x+7i)- (6+ xi)+ (x+3i)2

• i

10. Dots polinoms/(x) =4x 21 -3x20+2x7-2x5
+x

4+2. Aprēķināt/(i).

11. Aprēķināt z, +z
2, z,-z2

, z, -z
2,

Z

', z\, z\ un z2\ ja 1) z, --y/3-i, z
2
=l+ i

v
/3,

2)z,=2+ i, z
2
=l-2i.

Zl

Dotos un aprēķinātos kompleksos skaitļus attēlot ar vektoriem.

f(3-i)z,+(4+2i)z
2
=l+ 3i

12. Atrisināt lineāru vienādojumusistēmu \
ļ (4 +Zl) Zj — yZ-r ol) Z

2
— /■

13. Atrast kompleksā skaitļa moduli un argumentagalvenovērtību.

4+ 3 *! 6) -cos

U

+isin
n;

2) 4—3i; 5 5

3i -2i- . . ( 3 \
' ' r 7) cosa-isma \ti<v.<

n

n ;
4) -2+2i

v
/3; V 2 /

5) -7-i; 8) 1+cosa+isina (7t<a^27i:).

14. Pierādīt identitātes.

1) z+z =2Rez; 6) (z, •z
2)=z1 z

2;

2) z-z =2ilmz; f zA
=

z\-

-3) (z)=z; \
ZJ

Zi

4) (Z,±z2
) =z, +z

2
; 8) (z n)=(z)B

,
ne AT.

5) z-z=|z|
2;

15. Dots polinoms ar reāliem koeficientiem P(z). Pieradīt,ka

1) 2) P(z)=0 P(z) =0.

16. Pārveidot dotos kompleksos skaitļus trigonometriskā formā un eksponent-

formā (izmantojotargumenta galveno vērtību).

1) l+iv/3; 5) - 2- 2'; 9) 3(cos 15°-isin 15°);

2) 3i; 6) -si; 10) -6 (cos 12°+ i sin 12°);

3) _6; 7) 1;
r- r

11) sin a-i cos a | <a<7rļ.
4) 73-i; 8) -V2 +iV6; V 2 ;
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17. Pārveidot algebriska forma skaitļus

1) o,st?'*; 4) 4e
. 7T .Ž7T

2) c
1+1

2; 5) 2e 1+13.

3) 6e' 6;

18. Sareizināt dotos skaitļus.

1) V6(cos 92
°

+l'sin92 °)'V 3(cos 88 °
+ i sinß8°):

2) 4(cos
5*

-Msin
5

;)-2(cos(- ?)+'■■»(- T)):
3) (-4+i4v

/3)-(
v

/3 -i);

4) 0,02i(3+4i)• (-1+i)■ (8+6i).

19. Izdalīt dotos skaitļus.

1) 2V6(cos 160°+ i sin 160°): (cos 40°+i sin 40°);

2) 10• (cos 105°+i sin 105°): 5( cos

3?t
+ i sin

3 |;
V 4 4;

3) 4 (cos 75°+ i sin 75°): *
- +*sin - !

4) 8i:(l+*V^);
5) (6-6i):3(cosls°+ isinls°);

6) (2 v
/3 +6i):(V3-i);

7) (-4+i4
v

/
3):(2

v
/ 3 -2i).

20. Aprēķināt. ,- A-

D (cossr+isinsr,.. B) <=it^+<=^i

2) (3 (cos 36°+i sin 36°))
5; +

3) (1 +i)
8
; A-iv^V

4) (-2+2i)
6; 7' Ļ !_/ J •

5) (v/3 -i)7;

21. Aprēķināt.

1) (6-60^-f
1
-

3 iV; 4)
(-V2+iV2)Mcos7s°-isin7s°)

\4 4 / ( tz . . k\*

2(cos 42°+i sin42°) _ l^
055 3+ ' sin

3 J
(cos 51°+i sin51°)

2

' (3- iv/3)4 (cos 15°+i sin 15°)5

2 (cos 38°+i sin38°) ' 5)
v

d-T3 '
(cos24°-isin24°)*

'

22. Aprēķināt moduli.

i) ; 5)
-4+4*

- ;

.

5 — 12i (-7+24i)(cosa-isina)
6

11+31 ' 6)
(2-04 '

3)
(B_-60(-W3) . 7)

2+
(x,ye/?).

-3 +4i + iv^+v4

-6+Bi
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23. Atrast moduli un argumenta galvenovērtību skaitlim

125
, „ v

z
=(2+i 71-+(l+iyy-

-24. Aprēķināt visas saknes vērtības un attēlot tās kompleksā plaknē.

1) v/2-i v/12; 2) 3) i/-B+Bi\/3; 4) </-8

25. Aprēķināt visas saknes vērtības.

1) .Ct; 3) .Ē; 5) ./-ĒL
V2+2! '{Jl-i 1 '

VI+ iv/3

2) 6) ./ )
+l .

Vl-i Vv/3+i Vv/3-i

26. Doti skaitļi z, =-2+ un z
2
=1- i. Aprēķināt

0 3)f/, 5) (z
2

)fi,
2)

2 j. 4)zf, 6)vAz
2.

27. Doti skaitļi z, =2-2iun z
2
= + i. Aprēķināt

1) z,-ž2, 4) zf-zj 6, 6) v/z,,

«©• »®
3) «i,

28. Doti skaitļi z, =-1-i, z
2
= - iy/2, z

3 =1+ iy/ā. Aprēķināt

D
ZI

-->
2) fS). 3> 4)^.

29. Doti skaitļi Z,= z
2
=

v
/

12-2i, Aprēķināt

1)
22

2]

Zi', 2)(0
3

, S)VzI. 4)^.

2. KOMPLEKSO SKAITĻU

ĢEOMETRISKĀ INTERPRETĀCIJA

30. Izpildīt darbības, izmantojot komplekso skaitļu interpretāciju ar vektoriem.

1) (2+3/)+(4 +2ī);

2) (4-si)+(4 +5/);

3) (-3-2i)+(4-si)+(-4+2i);

4) (-3+4i)-(2-i);

5) (8-3i)-(-2+si) +(-10+4i).

31. Vektoru pagriež par 90°. Noteikt iegūto vektoru.

32. Vektoru -v'3-i pagriež par 120°. Noteikt iegūto vektoru.

33. Par kādu leņķi jāpagriež vektors +i2
v

/
2, lai iegūtuvektoru -5+i?

34. Noteikt vektoru, kuru iegūst, vektoru 3 +4i pagarinot divas reizes un pagriežot
par 45°.



144

35. Pierādīt, ka

1) lielums \Zi —Zl\ ir vienāds ar attālumu starp punktiemM, un M 2kompleksā

plaknē, kas attēlo skaitļus z, unz
2
;

2) |z,+z
2l <|z, | +1 z

2l un Iz, -z
2l 11 z, |-1z

2ll (kāda ir šo nevienādību ģeo-
metriskā jēga?);

3) |z,+z
2
|2+1 z, -z 2

12
=2(| z, |2 +1 z

2
12

) (kāda ir šīs identitātes ģeometriskājēga?)

36. Noskaidrot, kādas līnijas z-plaknē definē dotie vienādojumi.

1) |z-3i|=2; 6) Im (
lN

) = -J;
2) | z+i-i\ =4; \

ZJ 2

n 7)z2
+z

2
=l;

3) argz--
4; B) 2z Ž+(2+9z+(2-Qž=2;

4) Imz2 =2; 9) \Z-i\ =|z+2|;

5) Rez 2
=l; 10) |z-i|+|z+i| =4.

37. Noteikt to z-plaknes punktu kopu, kuriem spēkā dotie nosacījumi. Izpildīt
atbilstošos zīmējumus.

1) \z\ >3; 9) |z-l| <\z-i\;

2) — >I,Z*O; 10)
Z~\ <l;

|z| z+l

1
„ -

11) l<Rez<2;
3) - <2,z*o;

i2) o<lmz<l;

4) |Z-2|<2; l3)o<argz^^.
5) |z+2i| 3*4; 4

6) l<|z-3i| <3; 14) l<\z+i\ <2, |Im(z+0l <l;

7) o<|z+l-i| <2; 15) |z+2| >1, |Imz| <1;

8) l<|z+2+ i <2; ... . . , _
7t ?t

16) 7t< z-i-7t <27t, —argz <

2 4

38. Noskaidrot, kādas līnijas z-plaknē nosaka dotais vienādojums pie atbilstošās

parametra t izmaiņas. Koeficienti aunfi - reāli un pozitīvi.

1) z=l-z'č, o«s*<2;

2) z=e
ibt, -oo<J<oo;

3) z=t+it2
, -oo<£<oo,

. .
v

T 37t
4) z=a(cos t+ismt), —.

2 2

3. KOMPLEKSĀ MAINĪGĀ FUNKCIJAS

39. Atrast doto funkciju reālas un imaginaras daļas, jaz=x+iy, w=u+iv.

1) w=z
1
; 6) w=ze

z\

1. 7) u>=cos(z-i);

z' 8)
w -iz+l=-

-3) w=z3 -z; i+z'
4) w;=sinz; 9) w^
5) w=shz;
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40. Aprēķināt doto eksponentfunkciju vērtības.

1) 1) c
2 + "\-

-2) e
l+(2 ****)', -

vesels skaitlis;

3) e
e \

41. Atrast dotos logaritmus (Lnz) jeb to galvenās vērtības (lnz).

1) +0; 6)Ln
1

ļr
I

;
2) In(-l-z'); V2

3) ln(_1):
TlLn

l^
4) ln i; 7) Ln •
5) Ln(-i);

V

4. KOMPLEKSĀ MAINĪGĀ FUNKCIJAS DIFERENCĒŠANA

42. Noskaidrot jautājumu par funkcijas f(z) analitiskumu; analītiskas funkcijas

gadījumāiegūt tās diferencēšanas likumu (izmantojotKošī-Rīmana nosacījumus).

1) f; 6)

2) z;
Z

3) chz;
7> z.lmz> .

4) Z3.
8) sin3z-i;

5) lnz;
9)|z|lmz.

43. Noskaidrot jautājumu par dotās funkcijas /(z) analītiskumu tās definīcijas

apgabalāun atrast/'(z).

1) z
3 -iz2
; 4) ln (iz);

2
2

5) ieiz;
2>

z
+z '' 6) sinz+chz.

3) c
z
+cosz;

44. Atrast analītisku funkciju f(z)=u+iv, ja dota viena noharmoniskajām funkci-

jām v vai v, turklāt f(z
0
) =w

O.
1) u=x

2
-y

2
+ 3x+y, f(0) =i; 5) v=axctg

y
(x>o), /(1)=0;

2) v =x 3-3y
2
x+2, /(0)=2+ i;

2
2*

o «*s «• ,

3) /(0)-2(l+i); J "=fr*
2
+2*.

7) «=2sinxchy-x, /(0)=0.

5. KOMPLEKSAIS POTENCIĀLS

45. Kompleksais potenciāls dots ar funkciju w=f{z). (z) plaknē atrast līniju

f=const un v=const saimes; uzrādīt (z) plaknes apgabalu, kurš atbilst (w)

plaknes kvadrātam ar malām u=\, u=2, v=l un v=2.

1) 10-1--; 4) a>- — i) w=2z2;
Z

z
8) w =a\2z.

2) w=l+-; 5) w= ——;
z z+l

4
.

1

3) w=—6)io=- --;
Z-i z-1
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6. RINDAS KOMPLEKSĀ PLAKNĒ

46. Atrast dotas rindas konverģences riņķi unrādiusu.

v v
z". * v

(z+l>".
1) z

n
r

4) I
n=o n-l

"

2) 1 (1 +0-z-; 5) Z^V+lH";
n=0 n=0 W n-l W

3) Ž->; 6) ž + g Jgļ».
n-l

"
n-o

2" (n+1) £ļ (z -2i)-

-47. Izvirzīt dotās funkcijasMaklorēna rindā unnoteikt iegūtorindu konverģences

rādiusus.
.

1) exp(-z
2

); 3)
4Z~i;

,
z cosz-sinz

4 z

2)
—ž2 = 4)-!_;

(I+z)
2

48. Izvirzīt/(z)= —— Teilora rindā dotā punkta z
0

apkārtnē un noteikt rindas

konverģences apgabalu.

1) z
0
=0; 2)zo=-l; 3) z

0
=i.

49. Izvirzīt funkciju Teilora rindā dotā punkta z
0

apkārtnē un noteikt rindas

konverģences apgabalu.

z
°
=3: 3)

z-
2°= 2:

2) ln(sz+3), z
0=l; 1

_

4;
z

2
+3z+2'

Z
°~ 4-

-50. Izvirzīt funkciju Lorāna rindā punkta z
0
=0 apkārtnē un noteikt rindas kon-

verģences apgabalu.

,x
gZ

-a \ 1-e z

_„
sin2z

1) ; 2) z
3e- 3) —3—; 4) —.

Z
J

Z
J

z

51. Izvirzīt funkciju Lorāna rindā punkta z
0

apkārtnē un noteikt rindas konver-

ģences apgabalu.

"(z+V 6)
z(z-l)'

Zo= 1:

2)
z(z-l)'

Z
°
=c°; 7)

(l+z 2) 2' Zo=co:

3) (z-2i)2
e

z 2i

, z
0
=2i; 8) z-e

z+i, z
o
=-i;

i)sin
(ž^W2' Z

°
=1; 9) (z-riyt3Q»—~, z

0
=i.

sinz
5)

F_2,
z

0
=2;

52. Izvirzīt doto funkciju Lorāna rindā norādītajāgredzenā.

2z+3 z
2-2z+s

1) .

n
. l<|z|<2; 3) -.——l<|z|<2;

z
2
+3z+2

ii'

(z-2)(z
2

+l)

2)
Z

2 +l'
Q<\Z~i\<2'' 4)

(Z
Tl4)2>

4<|z+2ļ<+oo.
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53. Izvirzīt doto funkciju Teilora vai Lorana rinda punkta z0
apkārtnē un noteikt

rindas konverģences apgabalu.

1)
z i_3i_2

•a) z
o
=2i> b> z

o
=°°;

2) .

1)2, a) z
o
=0, b) z

o=l, c) z
0
=oo;

3)
2iZ+ly • a) z

0
=o,b) z0

=-1, c) z
0
=co;

4Nz+Wr27'
a)z

o=-l,b)zo
=2.

7. IZOLĒTIE SINGULĀRIE PUNKTI

54. Noteikt noradīto singulāro punktu veidu.

. 1+cosz

2)
Z+

_

2 ļ -i--2)
z

2-2z+l'
Zo_l'

3) z
0=-7i;

Z+ 7T

z
2-l

4)
ft „

« _z. z, =0,z2
=-1;

z
6
+2z5

+z
4

5

e
z+e

5) , z
o
= -c;

z+g
0

Z
2+Z-2

6)
(2M)(Z--r

2
=l.

55. Dotajām funkcijām atrast singulāros punktus un noteikt to veidu.

,
1-cosz

„.
n

1) —

-r
-; 3) cos —;;

z 2 z+i

1 l-e
z

2) exp —-; 4) -—

z+2 l+ez

8. KOMPLEKSĀ MAINĪGĀ

FUNKCIJU INTEGRĒŠANA

Aprēķinātdoto integrāli pēc Ņūtona-Leibnicaformulas, izmantojotlmijintegraļus
vai izmantojot Košī formulu.

56. j(z+2z)dz, L:\z\ -2.-|<argž<|.
L

7t.

i'

57. jzez dz.

o



148

58. 2
+z-ž)dz, L: \ z\ =1, o<argz<7r.

L

59. j"e|z|2 Rezdz, L: taisnes nogrieznis,kas savieno punktus z, =0, z 2=l+ i.

L

i

f ln
3
z

60. — dz, L: loks |z| =1 (lnz - logaritma galvena vērtība, lnl=0).

1

61. j*ez dz, C: parabolas y=x
2 loks, kas savieno punktus z, =0, z

2
=1+ i.

c

62. Jcoszdz, C: taisnes nogrieznis,kas savieno punktus z, = un z
2
=7r+i.

c

63. ļzlm(z2)dz, C: | Imz| <1, Rez=l.

c

r ch iz
64. i —-dz, C: |z| =2.

J
z

2
+4z+3

,1
f č p cosz

65. J z2
_6z

dz, C: | z-2| =3. 69. <ļ> dz, C: |zļ =1.

70. I ļ cos-"- dz, Csi*|-|
J z

2-2z+2 Jz3 z+l 1 1 2

r cos(z+7ti)
„

re2

9. REZIDIJI UN TO PIELIETOJUMI

Aprēķināt rezidijus dotas funkcijas/(z) galīgossingularospunktos.
chz «i,

74
-(z +i)3(z-2r-

"

26(z - 2)'
_„

l-cosz 79. cos .
75.

-5-;
z-2

z
3
(z-3)

z

sinz 80. sin —-.
76.

—ļ-.
z+l

z
2

Atrast kompleksā mainīgā funkcijas integrāli pa slēgtu kontūru, pieņemot, ka

kontūrs tiek apiets pozitīvā virzienā.

r 1
BIJ -c

!

dz, C: |z| =1.
\z
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I zdz
r>
, 1

r z
3 dz

*fī?+r C:|Z| =L

84. $ C:iz|-1.

c
z

85. I
—

7~~~~\ dz, C: \z-i\ =2.

1 f 3
86. —.i sin .dz, C:|z-2i|=4.

27C1 J
z-z

87. <f 7
—šī i C: |z| =2.

J(z-ž)(z-3)

88- "f
/ i ,w—S

dz- C: Iz| =3.

J(z2
+ l)(z-2)

89. £
rff__

C: Izl =2.

•£ (z 2-l)(z 3-l)' 7. 1 1

„„
r sin/rz

_

x 2 . ,
90. <t> -= dz, C - elipse - +y

2 =1.
3
C

(z 2-l)2 4

r z sinz
_ „

x 2 y
2

,9L f^ dZ' C
" eliPSe ¥

+ 9-=l-
-7t

COS z

92. £ dz, c: |z-l| =5.

J(z-l)(z+3) 2

93. <j> z5 e
zl

dz, C:|z+l|=l,s.
c

94. <j> z
2-sin

2
dz, C: | z-z"| =1,5.

c
z

95. <j>(z+ z') 3 e
z+J

dz, C:\z\ =2.

c

Aprēķināt neīstos integrāļus.

96
f Xldx

99
f £ 102 f

J (x2
+ J (x2

+a
2)(x2 +b 2y ' J (x

2-6x+l3)2,

r dx r x
2dx

. „.

98.
,

_. 101. U-, (a>o).
J (x2+2x+2)

2 J (x2 +a
2
)

3

- oo 0
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Aprēķināt noteiktos integrāļus.

27t 27t

f dbc f sin
2
x

103. :—. 106. ——— dx.

J 4+sinx J 3+ 2sinx

O 0

27t 27t

C dx C dx
104. — . 107.

J 5-4cosx J (2+cos
2
x)

2

O 0

27t 27t

f cos
2

2x
,

f cos2xdx
105. —— dx. 108.

—

2
(p>l).

J 5-4cosx J l-2pcosx+p
2

O 0

ATBILDES

1. Punkti atrodas uz taisnes x= 3. 2. Taisni x= -2. 3. Taisniy= -1. 4. 2, =s—2i,

z
2=-2 +3i, z

3 =-4i, ž4=-3. 5. 1) (2; -1); 2)(-l; -5,5); 3) (7; -3); 4) (1; 11).

6.2 un -2,5. 7.-2. 8. ±2. 9.-1. 10.0. 11. 1) +1+ i(j3 -1),

+1), 2y/3 +2i, -i, 2-i2y/3, -2+ i2y/3, -8; 2) 3-i, l+3i, 4—3i, \

3+4i, —3—4i, -ll +2i. 12.(1; i). 13. 1)5, arctgo,7s; 2)5, -arctgo,7s; 3)2,

27C i-l OC 0£ l
4) 4, -; 5) 5V2, arctg6) 1, 0,87c; 7) 1, 2t- oc; 8) -2cos | 16. 1) 2e'3

;
. n )t 3jt 7t 2ic <

2)3e' 2; 3) 6c'*; 4) 2e '6; 5)2v
/2e' T; 6)5e' 2; 7)e

i 0; B)2v
/2e' 3; 9) 3e 'v;

10) 6e ' 15; 11) cV 2 j. 17. 1) -0,5;2) -; 3) +3i; 4) 2v
/2-i2

v/2; 5) -e+jev/3.

18.1) -3y/2; 2)V3 +i; 3) 16i; 4) 1—i. 19. 1) -y/2 + iy/Q; 2)y/Ž-i\ 3) 8i;

h i
4)2v

/3+ 2i; 5) 6)l\/3; 7) +i. 20. 1)-5Ļ_--; 2) -243; 3)16;

4) 512i; 5) -64^/3+64i; 6) -64; 7) -16-16i. 21. 1) 9i; 3)->/3-*

4) 32; 5) 22. 1) 5; 2) 3) 4; 4) 1; 5) y/2; 6) 1; 7) l. 23. |z|

24,1)73-*, 2) ±v&+i. -i; 3)±(V3+i), ±(l-ij3);

(2k
+l 2k+l \

cos—— -7c+ isin—--nj (k=o, 1, 2, 3, 4, 5).

25. 1) - 7c+isin —j—Tcj (/c=o, 1, 2); 2) ļļ/Sļcos —7c+isin rj
4/t+l 4/c+l

(k=0,1, 2, 3); 3) cos 7t +isin n (k=o, 1, 2, 3, 4);
10 10

1 / 24/C+l9 . . 24/C+19 \
n,n „ „ „

4) —

r
cos ——— 7c+tsin —7c (k=o, 1, 2, 3, 4, 5);

1 / 24A+17 . . 24/C+l7 \_,
8) —= cos ——— 7c+isin n (k=o, 1, 2, 3, 4, 5);

'V2V 72 72 ;
v



. 1 / 24/C+5 . . 24A+5 \
„

6) cos —— n+ism -- n (A=o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7).
"6/2 \ 9o 96 /

M

/ llTt . . Il7t\ - v/2 / IITT . . Il7t\
,26.1) 4V2 (cos ļ2

-isin—I; 2) Icos — +isin —j;3) 32+32r, 4) 8i; 5) -8/;

cos

ļ2
Tr + isin

ļ2 tcJ (k =0, % 2). 27. 1) (cos - + isin
—

2) (cos -
i sin 3) -16(1+0; 4) 5) -Ļ

« /o/ ■ • \/.
«
\

~
5+12/ c. . 5+12/ c \

6) V2kos Tt-ism—7rl (A:=o, 1, 2); 7) V2(cos re+isin—— nj

(k=o, 1, 2, 3). 28. 1)
2
; 2)--4; (cos-^Tc+isin

2

2 2 y2 V 5 5 J

(k=o, 1, 2, 3, 4); 4) +/2V2. 29. 1) 4(-1+ 2) -8i; 3) ±4^/2(1-i);

a-i/i/ 4/c+l • • 4/c+l \ ' ,/ /- ,

4) 1/4 f cos--- 7t+ isin ■ g
--7cl (/c =0, 1, 2). 31. -3-4^3. 32.V3-I.

34. -V2+ i7v/2. 36. 1) Riņķa līnija x2+ (y-3)2
=2; 2) riņķa līnija

(x+l)
2
+(y-l)

2
=4;3) stars -taisney= -x ceturtajā kvadrantā; 4) hiperbolaxy=l;

5) hiperbolax 2-y
2 =l; 6) riņķa līnijax2+(y+l)2=1; 7) hiperbolax 2-y2

=0,5; 8) riņ-

ķa līnija (x+l)2
+(y-0,5)2=2,25; 9) taisne 2x+y +1,5=0; 10) elipse

*

=1.

37.1) Riņķa ar centru nullpunktā un rādiusu 3 ārpuse; 2) vienības riņķis, kam

«izgriezts» centrs z=o; 3) kompleksā plakne, kam «izgriezts» riņķis ar centru

nullpunktāun rādiusu 0,5; 4) riņķis ar centru punktā z=2 unrādiusu 2; 5) riņķa

ar centru punktā z= -2i un rādiusu 4 ārpuse, robeža pieder kopai; 6) gredzens

starp koncentriskām riņķa līnijām ar centru punktā z=3i unrādiusiem 1 un 3;

7) riņķis ar rādiusu 2, kam «izgriezts» centrs - punkts z= -1+ i; 8) gredzens, ko

ierobežo riņķa līnijas ar centru z=-2-i un rādiusiem 1 un 2; robežas pieder

kopai: 9) plaknes daļa zem taisnes y=x; 10) labā pusplakne, ieskaitot arī Oy asi;

11) josla starp taisnēm x=l un x=2; 12) joslaossy<l; 13) sektors, ko ierobežo stari

7t 7t
„

(p=o, cp= ; robeža cp= pieder kopai; 14) gredzena, ko ierobežo riņķa līnijas ar

centru punktā -i unrādiusiem 1 un 2, daļa zem Ox ass; 15) josla -l<y<l ar

«izgrieztu» vienības riņķi, riņķa centrs z= -2; 16) gredzena, ko ierobežo riņķa

,- ..
.

.
'<* . 7t 37t

ūnijas ar centru z= 7t+iun rādiusiem 7t un 27t, daļastarp stariem <p = 4un tp= .
38. i)Taisnes nogrieznis: x=l, 2) riņķa līnija ar rādiusu 1 un centru

punktā z=o; 3) parabolay=x2; 4) kreisā puse riņķa līnijai ar centru punktā z=o

x y
un rādiusu a. 39. l)u=x 2-y

2, v= 2xy; Z)u= .
v=- -

2 -\
oc ~vy x ~\~ y

3) v =x
3
-3xy

2
-x, v = 3x 2

y-y
3 -y; 4) v =sinxchy, v = cosx shy;

5) t/=-shx cosy, v=chx siny; 6) v=e
x (x cosy-ysiny), v=e

x
(xsiny+y cosy);

x—2xy —v +1 x2+y—y
2

7) £/=cosx ch(y-l), /j=-sinx sh(y-l); 8) u=

(3C+l)
a+y2

■y=
(x+l) 2

+>)
2;

9) v = c*2v- cos2xy, v = -ce
x

* yl- sin2xy. 40. 1) —5 (l+iv/3); 2) ie;

151
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3) ecosl (cos(sinl)+ isin(sinl)). 2)
2

1n.2-
3

7ri; 3) m; 4)i*]

5) 6) 7) (2*-ļW 44. 1) z2+(3-i)z+ i; 2)z} +2+ i;

3) 2iez +2; 4)
*
- -; 5) lnz; 6) z

2
+2z; 7) 2sinz-z. 45. (z) plaknes apgabalu iero-

bežo šādas līnijas: l)x=0, x 2+y2+x=o, x 2+y2-y=0, x 2+y2—0,5y=0; 2) x=Q,

x2+ y
2
-x =0, x2+y2+y =0, x2+y2 + 0,5y =0; 3) (x - 2)

2
+ (y-l) 2 =4,

(x-l)
2
+ (y-l)

2
=l, x2+(y+l)

2
=4, x 2+y

2
=l; 4)y+l =0, x2+(y+l,s)

2
=0,25,

(x+o,s)
2

+(y+l)
2
=0,5

2
, (x+0,25)

2
+(y+l)

2
=0,25

2
; s)x-l =0, (x+l,s)

2

+y
2
=0,25,

(x +l)
2
+(y - 0,5)

2
= 0,25, (x+ l)

2
+(y - 0,25)

2
-0,25 2; 6) (x - 1,5)

2
+y

2
=0,25,

(x-1,25)
2
+y

2
=0,25\ (x-l)

2
+(y+o,s)

2
=0,25, (x-l)

2
+(y+0,25)

2
=0,25

2; 7) hiperbo-
las x 2-y

2
=0,5C, un xy=o,2sC

2
; 8) riņķa līnijas r=o,sexpC, un stari <p =C 2.

46. 1) i?=oo; 2) |z| <—; 3) |z| <c; 4) \z+l \ <1; 5) l<|z| <5; 6) l<|z-2i| <2.

\/2
oo ~2n oo n„ —2n-l oo -^2n

47.1)1 <-!>-,, 2,1 (-1)-»-»; 3,Z
4„tl, K=2;

4) £ (-Dn(n+l)z», H-l. 48.1) £—t, |z|<2; 2) £ , |z+l|<3;
n-0 n-0 * n-0

d

00 Cz—i)" °° (ī— Vt 2k

3) ī
0n +1

-I*- i l<>/5. 49. 1) -X —Jr , I 2-31 <2;

2)3ln2+f (-l)-
l5nļZ^

1)n, |z-1|<1,6; 3) £ (-l)n+l
—

9
vS"

'

> |z-2|<2;

n-l
" B

n-l
Z

4) £ <2-»-1-3-"-1)(z+4)"> |z+4| <2. 50.1) ļ
Z

-y, o<\z\ < oo; 2) £
Z .",

n-0 n-0
n- n-0

co
z

n-3 co (2Z)2nl

o<|z|<oo; 3) £ (-Dn+l ■ o<|z|<oo; 4) £ (-D"
+1 - o<|z|<+co.

11 1 00 3"(z—-2") z "

"•".-l"Cl)-
2> 'z '> l; »Ž' »" '

.ti (2n+l>! „t
0

(2n+l)!

6)
n

Z
ļ

(-l)n+l
(2-l)n,o<|z-l| <l;7)

K

r

>
,o<\Z-i\ <2;

co i_;n
* (z-iV 2n

8) Z (z +01 |z+i| >0;9) Z (-1)"S^r"' I z-'I >°-

n-0 n-0 t^"/'

» (-1)" 1 «> (-1)" 1 1 00 (-1)"

o<|z-2i|<l; b) Z (1-2" -), |z|>2; 2) a) Z |z|<l;
n-l \2/ n=l

b) (z-l)-' +(z-l)-2; c)Ž"2 n. |z|>l; 3) a) f (-l) B+1 (n +2)zn, o<|z|<l;
n=l n--l

b) - f (2+D n; c) z (-i)"
+1

2-
2, I*l >v,4)a) - 1 1+ z

(2"t
3

1}
(z+w>

n= 1 n=2
y 2+l n=0 0



o<| z+ l I< 3; b) l +ļ ■ + £(-!)- 0< | z-2| <3.

54.1) Novēršams singulars punkts; 2) vienkāršs pols; 3) būtiski singulars punkts;

4)z,=o pols, k=A; z
2
=-l pols, fc—l; 5) pols, fc—l; 6)z,=2 vienkāršs pols, z

2
=l

divkāršs pols. 55. 1) z=o novēršams singulārs punkts; 2) z= -2 būtiski singulārs

punkts; 3)z=-/ būtiski singulārs punkts; 4) z„=/(2n+l)7t (n=o; ±1; ...) - poli,

56. 87t/. 57. -

U

n
+l-i. 58.--?. 59. ļ(e 2

-l)(1+0- 60.".
2 3 4 64

61. e(cosl+/sinl)-l. 62. -(l+ /shl). 63. -

4. 64./7tcosl. 85. .

27t 7tl .
,

3nyje .
66. Ī7tsh7t. 67. -

ch7ti. 69. -7ti. 70. I7t3. 71. -~ i. 72. -2nl.

1+3/ 1— 3/ ch3
73. Res /(- i) =-

jQ
- cos 1, Res /(/)=-—- cos 1, Res /(3)=

2Q .

74. Res/(-l)=
2

2

7, Res/(2)=-
27 . 75. Res/<0) Ļ Res/(3)= Ķ sin

2 Q.
76. Res/(0)=1. 77. Res/(1)=

3. 78.Ras/(0)-- —,Res/(2)- —. 79. Res/(2)=0.
2 64 64

80. Res/(-l)=-cosl. 81. 27tci. 82. -2ni. 83.7t/. 84. -/. 85.8^1- 2^/.
7t .

„„

sin 1+4cosl
„„

7t
2 .

86.3. 87. (3+ i). 88. 2tu. 89.0. 90. -7t
2

z. 91. —— m. 92. j.

5 J-Z 4

8 8 47t 7t stt
m

n n(a+2h)
93.

3
7t/. 94.-

3
7t/. ■i.-l 96.3. fj. 98.-. 99.^,^^.

100.
571. 101. \. 102. f

c
. 103. i. 104.

27C
. 105. J

3
7t.

12 16a3 16 715 3 54 2

107. i* . 108.

P
2 (PJ -D
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XXX NODAĻA

OPERATORU RĒĶINU ELEMENTI

30.1. §. PROBLĒMAS NOSTĀDNE

Vairākos augstākās matemātikas kursa jautājumos lieto jēdzienu «operators».

Piemēram, vairākargumentu funkcijas pilnā diferenciāļa operators, Hamiltona

operators «nabla» lauka teorijā,Laplasaoperators. Vispārīgā gadījumāar jēdzienu

«operators» saprot atbilstību starp divu kopu elementiem,ja katram vienas kopas

elementam atbilst tikai viens noteikts otras kopas elements (analogi definē arī viena

vai vairāku reālu argumentufunkciju, vektorfunkciju,kompleksā mainīgāfunkci-

ju, funkcionāli, transformācijuv. c. jēdzienus).
Šajā nodaļā aplūkosim matemātikas teorijas - operatoru rēķinu pamatjautā-

jumus.Operatoru rēķinupamatā ir metode,kurā funkcijas atvasināšanas operato-

ri
, ,

ru uzskata par algebrisku lielumu p, bet n-taskārtas atvasināšanas operatoru

dn

zr~„
_

Par pakāpi p". Tad izteiksmes, kas satur atvasinājumus, var aizstāt ar

dt

operatorap algebriskām izteiksmēm. Tas dod iespēju diferencilvienādojumusvai

diferenciālvienādojumusistēmas aizstāt aralgebriskiemvienādojumiemvai algeb-

risku vienādojumu sistēmām. Līdz ar to diferenciālvienādojumu(diferenciālvienā-

dojumu sistēmu) atrisināšana reducējas uz ievērojami vienkāršāku uzdevumu,

proti, uz algebriskuvienādojumu(algebrisku vienādojumusistēmu) atrisināšanu.

Tāpēc operatorurēķinus plaši izmanto dažādās inženierzinātņu nozarēs -
elektro-

tehnikā, radiotehnikā, siltumtehnikā, mehānikā, kā arī matemātiskajā fizikā un

speciālo funkciju teorijā.

Operatorurēķinupamatā ir Laplasa transformācijasjēdziens unar to saistīti

jautājumi,kurus aplūkosim nākamajos paragrāfos.

30.2. §. LAPLASA TRANSFORMĀCIJAS JĒDZIENS

ParLaplasa integrālisauc neīsto integrāli

j/(r)e ptdt, (1)

0

kur f(t) - funkcija, kas definēta intervālā [0; + co),

p - parametrs.

Operatoru rēķinu pirmsākumi meklējami G. Leibnica, D. Bernulli, L. Eilera,

O. Košī, Ž. Lagranža, S. Puasona, P. Laplasa darbos. Pirmais operatoru rēķinu mate-

mātiskais pamatojums,kurā izmantota Laplasa transformācija, dots 20. gs. sākumā angļu

matemātiķaT. Bromviča un amerikāņu inženiera D. Kārsona darbos. 20. gs. 50. gados

poļu matemātiķisI. Mikusinskis izstrādājamodernu operatoru rēķinu algebriskometodi.

Bez šajā nodaļāaplūkotās Laplasa transformācijas operatoru rēķinos izmanto arī citas

integrāltransformācijas (Kārsona-Laplasa,Furjē v. c. transformācijas).



155

Ja dota funkcija f(t) un neīstais integrālis (1) konverģē, tad, aprēķinot šo

integrāli, iegūst no parametrap atkarīgu funkciju F(p), t.i.,

F(p)= [/(<)« p'dt.

Tātad Laplasa integrālis ir funkcijas f{t) transformācija (pārveidojums), kuras

rezultātā iegūst funkciju F(p). Šo transformāciju apzīmē ar L{jj un sauc par

Laplasa transformāciju.

Tādējādi
L(/»»-><rt

jeb

L(f(t))= ļf(t)e *<dt. (2)

0

Funkciju f(t ) saucpar Laplasa transformācijas oriģinālu, bet funkciju

F(p) - par attēlu.

Jaoriģinālamf(t) atbilst attēls F(p), tad raksta

Atbilstību starp oriģināluun attēlu apzīmē ari ar citiem simboliem, piemēram,

/(*)*� F(p), /(<)«-» F(p).

Vispārīgāgadījumāoriģinālsf(t) varbūt reāla argumentat kompleksafunkcija

f(t)=u(t)+iv(t)

un parametrs p - komplekss skaitlis

p=s+ia.

Izmantojot Laplasa transformāciju dažādu fizikālu problēmu risināšanā,

pieņem,ka funkcijas/(O argumentstir laiks unšīfunkcija ir vienāda arnulli,ja t<0.

Piemēram,jaoriģināls ir kosinusa funkcija, tad raksta

ļcosr, ja
J w

[ 0, ja t<o.

(40. zīm.)

40. zīm.

Funkcijas/(f) Laplasatransformācija:

L(f(t))=F(p)"[f(t)e~'"dt /(0 - oriģināls, F(p) - attēls.

0

Transformācijas apzīmējums: f(t)- F(p).
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41. zīm.

Oriģināla funkcijas pieraksta dažkārt izmanto īpašu vienības funkciju, ko

defmēŠādi:

„ (1, ja OO

Ja «0.
(4)

Funkciju rj(t) saucpar Hevisaida funkciju (41. zīm.).

Vienības funkciju izmanto, uzdodot Laplasa transformācijas oriģināluf(t).

Piemēram, funkciju (3) var pierakstīt šādi:

f(t)=cost- r}(t).

Piemēri

fl, ja OO
1. Atrast attēlu Hevisaida funkcijai n{t)= <'

(0, ja t<o.

F(p)= \n(t)e"dt- \l c
ptdt=-

1
c (lim c *'-e°)=

J J P o P

O 0

---(0-1)=-, ja peR un p>o.
P P

legūto rezultātu pieraksta šādi:

1=
1

jeb L(l)= -.

P p

2. Atrast eksponentfunkcijas f(t)=c' attēlu.

Ja peR un p>l, tad

F(p) = je'e pt pt (p lv dt= --~je (p l>td(-0»-l)fl-

-0 0 0 0

~-
-L "

=_ J_flime (P-w_e
o\

=

p-1
o p-lV'--= /

=-~-flim -iihrt-l\= -—.
p-lV^e(p 1)! ) p-1 p-1

Tātad

Olivers Hevisaids (1850-1925) - angļuinženieris un fiziķis.



157

3. Atrast funkcijas f(t)=t (OO) attēlu.

Integrējot parciāli un izmantojot Lopitāla likumu, iegūstam

p f" u=t, du=dt, ļ
m

F(p)=\te ptdt= !
«_i te pt % c

p'dt=
J dv=e pt dt, v- —c" p 0 pj
o P J

0

=-

l
te"t

1

(limfe j"_o)-
*

(lime p'-e°)=
P 0 P 0 P t-.ro P

2 '

=-

1
lim 4 - (0-1)= - -

lim -1-
+ļ =o+ =\.

pt^^e"1
p

2V
p t-.-o pe

pt
p2

p
2

p
2

Tātad

i=^2
jeb Z»(0-i (P>o).

Ai x i • fcosf, ja OO
4. Atrast funkcijas f(t)=< attēlu.

[ 0, ja f<o

Vispirms, integrējotparciāli, atrodam integrāli

/. ru=cosf, du= -sintdt,'

1= [cost c ptdt= i

J dv=-e ptdt, v=- e
pt

P
J

ļ ļ
« ru=sinf, du=costdt,

= - - cost c
pt

- - \sint c
ptdt = 1

P P J dv=c
pldt, v=- - c

pt

p
J

= - oost-e~pt—| — sm.t c~pt+- [cost c
pt dt\.

P P\ P PJ /

Tātad

I=- coste pt+smte pt
- —-I,

P P2 P
1

no kurienes

-~
l+l=

-
- cos t■e p'+ \ sint c "',

P
1

P P
2

j.l±P =JL
Sinf.g -Pt_

1
Cost-e pl,

p
2 p

2
p

sinfe p'-pcost c~
pt

ī+pl "

Līdz ar to

„> v
f „, ,

sinf-e pi
-pcos* ep' » 1 .

F(p)= c
p( df= ——- ļ

c "'(smt-pcost) =

J I+P
o

I+P
0

0

1 p
=

z (lime- pt(sini-pcos t)-e° (sino-pcoso))= r,

1+P
2

t-xo I+P

jo bezgalīgi mazas funkcijas ept reizinājums ar ierobežotu funkciju sin t—pcos t

ir bezgalīgi maza funkcija, kad t-> 00.

Tātad

p P
cosf =

„ , jeb L(cos()= - (p>o).
1+p2 1+p

2
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5. Analogiatrod integrāli

| sinf c
ptdt=

-—=.

J 1+P2

o

Tātad

sinJN-
,

jeb L(sinO= — (p>o).
1+p2

1+p
2

30.3. §. LAPLASA TRANSFORMĀCIJAS

ATTĒLAEKSISTENCE

Laplasa transformācijas lietojumos svarīgs ir jautājums, vai dotai funkcijai

f{t) eksistē attēls F(p) šajā transformācijā, t. i., ar kādām parametrap vērtībām

konverģē neīstais integrālis

j/(r)e "'dt. (1)

0

(1. veida neīsto integrāļukonverģences jautājumus sk. IV d. 15.1. §.)
Pieņemsim,ka parametrs p ir reāls skaitlis, un aplūkosim šādu teorēmu.

Ja Laplasa integrālis (1) absolūti konverģē kādai parametra p vērtī-

bai pO,
tad tas konverģē visām parametra vērtībāmp>p0 .

Pierādījums

Pozitīvāmparametrap vērtībām eksponentfunkcija c
pt ir monotoni dilstoša,

tāpēc
1/(0e pt\ < e-*>'|, ja p>pQ.

Tā kā konverģē integrālis j*|/(0e Po'\ dt, tad pēc neīsto integrāļu salīdzi-

-0

nāšanas teorēmas konverģē arī integrālis

j\nt)e-"\dt (p>p0).

0

Savukārt, izmantojot teorēmu par neīsto integrāļu absolūto konverģenci,

iegūstam, ka konverģē integrālis (1). n

Attēla eksistences teorēma

Ja 1) oriģināls f(t) ir nepārtrauktafunkcija vai arītai ir galīgsskaits

tikai 1. veida pārtraukumapunktujebkurāgalīgāintervālā,

2) eksistē tādi reāli skaitļi M> 0 unp 0, ka

|/(0I <Mep«', (2)

tad eksistē attēls F(p) visiem p>p0,
t. i., konverģē Laplasa integrālis (1)

1 1.1 p
,

1

p p
2 1+p 2

1+p
2 p-1
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Pierādijums

Pierādīsim, ka integrālis (1) konverģē absolūti.

Patiešām, tā kā p>p0
, tad

pt\dt=^\f(t)\ c ptdt=M je (p "»)t dt=

0 0 0 0

=-

n

M

[c <*-'»»d(-(p-p
0
)0=-

M
=

P-Po J P~Po 0

0

= __^_(lime-0»-j..)/_gO)=_

M
(0-1)=

M .
P-P0 P-P0 P-P0

Tātad aplūkotais integrālis konverģē, jo zemintegrāļafunkcija ir pozitīva un

integrālis ir ierobežots noaugšas. Līdz ar to konverģē arī integrālis (1). □

Piezīme

Ja parametrs pir komplekss skaitlis p=s+cri, tad nosacījuma p>p0
vietā

aplūko nevienādību

s>s
0, t. i., Rep>Rep

0, kur p0=s0+ cr
o
i.

Šajā gadījumāattēla eksistences teorēmu formulē šādi (aplūkosim to bez pierā-

dījuma).

Ja oriģināls f(t) ir gabaliem nepārtraukta funkcija un eksistē tādi

reāli skaitli s
0

un M, ka visiem te[0; + oo) ir spēkānevienādība

|/(0| <Mes°\
tad

1) Laplasa integrālis

F(p)= ptdt

0

konverģē, jaRep=s>s
0,

2) F(p)->O, kad Rep->oo,

3) F(p) ir analītiska kompleksā mainīgā funkcija kompleksajā pusplaknē

Rep>s
0, un

F'(p)=-ļtf(t)e "dt.

0

Piezīmes

1. Tā kā attēls F(p) ir analītiska funkcija pusplaknē Rep>s
0
, tad visi šīs

funkcijassingulārie punkti atrodas vai nu kreisajā pusē notaisnes s=s
0, vai arī

uz šīs taisnes.

2. īpašība F(p)-»0, kad Rep->oo, ir attēla eksistences nepieciešams nosacī-

jums, bet nav pietiekams nosacījums. Piemēram, c p ->O, kad Rep-> 00, bet

nav tādas funkcijas, kuras attēls ir c p.

Operatoru rēķinu lietojumos ir jāaplūko arī Laplasa transformācijai ap-

griezts uzdevums: pēc dotā attēla F(p) jāatrodoriģināls f(t). Šīs darbības pamatā

iroriģinālaunitātes teorēma,kuru aplūkosim bez pierādījuma.
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«7a f(t) un cp(t) ir nepārtrauktas funkcijas, kuru Laplasa integrāļi
konverģēun

]m^.Ļm
1

0 0

tad

t. i., ja nepārtrauktu funkciju attēli ir vienādi, tad ir vienādi arīoriģināli.

Jafunkcijāmf(t) un cp (t) ir 1. veida pārtraukumapunkti un šo funkciju attēli

ir vienādi, tad pārtraukuma punktos oriģinālu f(t) un cp(t) vērtības var nebūt

vienādas.

30.4. §. LAPLASA TRANSFORMĀCIJASĪPAŠĪBAS

1. LINEARITĀTESĪPAŠĪBA

Ja f(t) =F(p), tad

Cf(t) =CF(p)

J6b
L(Cf(t)) =CL(f(t)),

t. i., ja oriģinālu reizina ar konstanti C, tad arī attēls jāreizina ar šo

konstanti.

Pierādījums
Šis apgalvojums izriet no integrāļaīpašības, jo

L{Cf(t))-\Cf{t)e pt pt dt=CL(f(t)). Q

0 0

Ja f(t) =F(p) un (p(t) =(b(p), tad

f(t)+(p<t) =F(p)+Q>(p)

JBb
L(f(t) + cp(t)) =L(f(t)) +L((p(t)),

t. i., ja oriģināls ir divu funkciju summa, tad attēls ir šo funkciju attēlu

summa.

Pierādījums
00 00

Lifit) +<P (l>) - cp (0) c pt dt= c "<+ cp (t) c
pt) dt=

0 0

- [/(*)« p pt dt=L(J(t))+L((p(t)). □

0 0

Secinājums

Ar jebkurāmkonstantēm C, un C 2ir spēkā vienādība

L (C, f(t)+ C
2 cp (r)) =C]L(f(0) +C

2L(cp (t))
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vai vispārīga gadījuma

L(C, /, (0+ C 2(0 +... + C„/„(0)=

-C, L (/, (r))+C2L(/2 (f)) +...+C
HL(fn (r)), (1)

t.i., Laplasa transformācijaipiemīt linearitātes īpašība.

Piemērs. Atrast funkcijas /(O=2sin£+3cosr-2i ,+l attēlu.

Izmantojot linearitātes īpašību un funkciju sin t, cost, t un vienības fun-

kcijas n{t) attēlus (sk. 30.2.§piemērus), iegūstam

L(2 sinr+3cosf-2r+l) =2L(sinf)+3L(cosr)-2L(0+L(l)=

=2 -—= +3 -2 \+ 1
=

1+p
2

1+p
2

p
2

p

2p
2+3p

3-2(l+p2)+p(l+p2 ) 4p
3
+p-2

p
2

(l+p
2

) ■
'"

p*+p2 '

2. LĪDZĪBAS ĪPAŠĪBA

Ja /(r)N-F(p), tad ar jebkurupozitīvu reālu skaitli X

t i., ja oriģināla argumentu reizina ar pozitīvu skaitli X, tad attēla argu-

ments un arīpats attēls jādala ar šo skaitli.

(Šo īpašību sauc par līdzības teorēmu.)

Pierādījums

"

Substitūcija ļ
r v dv c v dv

\f(Xt)e"dt= <-p dt=
x; .j^g-'i».

o ja r=o, tad u= 0 0

ja t-> 00, tad u-»oo
_

0

Piemēri

Izmantojot formulu (2) un funkciju cl,e
l, sin t, cos i* attēlus, atrast attēlus

funkcijām e
at, sintot, costot.

I. Tā kā

p-1

tad

** H
l-± L
'ap p-a

a

Linearitātes īpašība:

L(C,/,(0+ C2+C„/,(0)= CIL(/1(0)+C
2L(/2(f))+...+C„L(/„(0).
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Tātad

1
e°"= .

p-oc

2. Tā kā

1
sin* =

-,

1+p
2

tad

1 1 03

sinc/jf =
-r—-

=— -.

03

I
JP\1

<° +P

Tātad

sin(Dt* =
, ~

p
2
+w 2

3. Tā kā

p
cos t =

——r,
1+p

2

tad

P

1 « P
COS03t = =

. .
.

03 l+(p\2 03 +p

Tātad

p
COS 03t =. —5-

p
2
+co

2

3. ATTĒLAPĀRBĪDES ĪPAŠĪBA

Ja /(*) =F(p), fad

e
at

-f(t) =F(p-a), (3)

f. i., ja oriģinālu reizina ar eksponentfunkciju e
at

,

tad attēla arguments
jāsamazinapar lielumu oc.

(Šo īpašību sauc par attēla pārbīdes teorēmu.)

Pierādījums

L(eat f(t)) = ļeoctf(t)e p'dr= j/(r)e-(p a)t
dt=-F(p-x)

0 0

Analogi iegūst, ka

e xtf(t)= F(p+o). □

<° p
™,

1

smmtH —z
~

cosci>£N-r ;, e°"s=i
,

p
1

+ to
1 p' +ar p— ac
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Piemēri

1. Tā kā

tad

te" = —-—.
(p-«)

2

2. Tā kā

p
2
+(Jt)

2

tad

-i ■ <jj

e°" sin mt '= r.

(p-a)2
+co

2

3. Tā kā

p
COSCOt = -i :,

P
2
+(D

2

tad

, p—x
e

at
COS(Ot = ;

f
-

Tz ; .
(p-a)

2
+cu

2

4. ORIĢINĀLA PĀRBĪDES ĪPAŠĪBA

Ja f(t) =F(p), tad

f(t-t
0
) =c l°pF(p), (4)

t- i-, ja oriģināla argumentu samazina par lielumu t
o>o, tad attēls

jāreizinaar c

(Šo īpašību sauc par oriģināla pārbīdesjebnovēlojumateorēmu.)

Pierādījums
Tā kā negatīvām argumenta vērtībām oriģinālsf(t) ir vienāds ar nulli, t. i.,

f(t-t
o
) =0, ja t<t

0, tad funkcijaf(t-t
0
) jāaplūko intervālā [t

0; oo). Tāpēc Laplasa

transformācijas integrāli var pārveidot šādi:

f(t-t
o)=.ļf(t-to

)e "tft= j"o-e »'dt+ļf(t-t0)e ptdt--

-0 0 t
0

"

Substitūcija ļ oo

=

t-t
0=v, t=u+ t

O,
dt=dv

=

[
f{u)e p(M+t ")du=

ja t=t
0
, tad u= 0; J

0

ja i-» 00,
tad u->oo

=|c (» p/(u)c pudu=e '»p |/(u)e pu du=e '»pF(p). □

0 o

e"f(t)=.F(p-x)

1 w p—a

(p-a)2 (p~-a)2 W (p-a)2
+w

2
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Piezīme

Nosacījumam
f(t-t

o
)=0, ja t<t

0

unnovēlojumateorēmai ir noteikta fizikāla nozīme: ja tir laiks, tad process, kuru

apraksta funkcijaf(t—t
o

), sākas nevis laika momentā t=o, bet gan momentā £=f
O
,

t. i., process aizkavējas (novēlojas) par t
0

laika vienībām (42. zīm.). Šādā gadījumā
funkcijasf(t-t

0
) attēls Laplasa transformācijā jāreizina ar c

42. zīm.

Lai uzdotu oriģināla funkciju ar novelojumu,izmanto pārveidotu Hevisaida

vienības funkciju

f 1, ja t>t
n

43. zīm.

.
, ••

fsin (i-2), ja 02 , .-t

Piemēram, funkciju /(£)= s
n „

(44. zīm.) var pierakstīt
kā reizinājumu ' Ja l<

f(t)=sm(t-2)ti(t-2).

44. zīm.
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Piemēri

1. Tā kā

L(ri(t))=
1,

P

tad saskaņa ar formulu (4)

Hrļ(t-t 0
))=e

1
jeb rj(t-t 0) = c <°"

1.
P P

2. Tā kā

sin t =-j—,
p

2
+ l

tad

sm(t-2)t](t-2) =c-
2p

—z—.

p
2
+ l

3. Atrast attēlu impulsam,kuru nosaka funkcija

(0, ja t<2

f{t)=\l, ja 2<f<3 (45. zīm.).
(.0, ja 03

45. zīm.

Šaja gadījumaoriģināluf{t) var izteikt ka divu Hevisaida vienības funkciju
ar novēlojumustarpību:

f(t)=t]{t-2)-r}(t-S) (46. zīm.).

46. zīm.
Līdz ar to

i 1 c
2p

—c
3p

n(t-2)-rj(t-3) =c 2p

p

-e 3p
- = .

,

fl, ja t^tn

'
v 0/

ļo, ja t<t
0
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47. zīm.

4. Atrast attēlu funkcijai

,•0, ja ž<o

/(l)-«ļ- «, ja o<«t<4 (47. zīm.).

10, ja *>4

Oriģināluf(t)var izteikt kā funkcijas ~ treizinājumuar funkciju, kas vienāda

ar 1 intervālā [0; 4] un vienāda ar 0 ārpus šī intervāla. Šāda funkcija ir starpība

r,(t)-n(t-4).
Tātad

f(t)= \ tn(t)-
l

2
tn(t-ļ)=

g
tn(t)-

*
(*_4+4)fj(<-4)«

=

2
fņ(o- (f-4)lf(<-4)-2fj(<-4).

Tā kā

t=ļ2, (t-4)r,(t-4) = c Ļ, n(t-l) = c \

tad, izmantojotLaplasa transformācijas linearitātes īpašību, iegūstam

L(ļ tn (<-4)ņ(^4)-2»f«-r4)j-
-= L (trj(t))-

1

2
L((t-4)rl(t-l))-2L(r1(t-*))=

11 1
4„

1
„ „1 l-e 4p

-4pe
4p

2p2 2 p
2

p 2p2

5. Atrast attēlu impulsam, kuru nosaka ar funkciju

fO, ja t<o

f(t)=l sinf, ja o<r<7T (48. zīm.).

(0, ja t>n

48. zīm.
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Analogi kā iepriekšējā piemērā oriģinālu /(/) izsakām kā funkcijas sin i

reizinājumuar funkciju, kas vienāda ar 1 intervālā [0; 7t] un vienāda ar 0ārpus šī

intervāla. Šāda funkcijair
, „

r\(t)-n{t-n).

Tādējādi
/(O=(*1 (t) - n (t—n))sin t*=

t] (/) sin t—r\(t-7t) sin t.

Lai varētu izmantot oriģināla pārbīdes teorēmu, otrajā saskaitāmā sin/

pārveidojam šādi: .
„

sin/=sin(7t-/)=- sin (/-7t).

Tad iegūstam
f{t) =n(t)smt+r]{t-Ti) sin (/-7t)

un

1 1 1+c
np

tCAO)__ +,-»______

5. PERIODISKA ORIĢINĀLA ATTĒLS

Ja oriģināls ir periodiska funkcija ar periodu T, t i., visiem OO

f(t+T)=f(t), tad
T

F(p)=
ļ _

1

g
pT ļf(t)e "dt. (5)

0

Pierādījums

Pārveidojam Laplasa transformācijas integrāli divu integrājusummā:

co T oo

F(p)= |/(0c p'dt= j/(r)c ptdt+ j/(f)c "dt.

0 0 T

Aprēķinot otro integrāli, izdarām mainīgosubstitūciju:

rt=u+T, u=t-T, dt=du;~\ »

[f(t)e"dt= ja t=T, tad u=o,
=

f/(u+T)e P<-U+T) du=

J ja f-»oo, tad u->oo.
J

=|/(u)e pue
prdu=t?-pr |/(w)e "u du=c

prF(p).

0 o

Tātad t

F(p) = jf(t)e ptdt+e "TF(p),

nokurienes
T

F(p)-e pTF(p) = j/(/)e "dt,

0
T

F(p)(l-e pT)=j/(r)e p'cfc,

■ , o

T

F(p)= ĪZ^pf ļf(t)e>»dt.
0
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Piemērs. Atrast attēlu periodiskamimpulsam, kas ilustrēts 49. zīmējumā.

49. zīm.

Funkcijas f(t) periods T=2l un

fO, ja *<0

/(*)■
) a, ja

10, ja l<t<2l.

Tātad
T 21

F(p)=
ļZ

l
~

T ļf(t)e ptdt=

0 0
1 21

=_i_ f*aļ
fe ii-

=

«<*-«-*>
m

l-e 2P'\ p) y '
p(l-e-2pl) + c-"1)

ū
=

pĶ+e ZpTY

6. ATTĒLA ATVASINĀJUMA ĪPAŠĪBA

Ja f(t) =F(p), tad

-tf(t)=F'(p),

t i., oriģinālareizinājumamar -t attēls iratvasinājumsF'{p).

Pierādījums

Vispirms atzīmēsim, ka funkcija -t f(t) apmierina attēla eksistences

teorēmas nosacījumus (sk. 30.3.§), ja attēls eksistē funkcijaif(t). Var pierādīt ari,

ka, atvasinot Laplasa transformācijas integrāli pēc mainīgā lieluma p, atvasina

zemintegrāļa funkciju.

Tādējādi, ja

F(p) =
"c

dt,

0

Ja f(t+T)~f(t),
tad

r ■

:■>:■ 0
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tad
oo co co

F'(p) =|(/(0e p')pdf=|/(0(e poP
c?r= j/(f)(-0eptdt.

0 0 0

Tātad

F'(p)-J (-*■/»))«-*»* jeb -t-f(t) =F(p). □ (6)

o

Atvasinot atkārtoti, iegūstam

F"(p) = jV/(Oe p'<fr,

0

co

Fls>{p)-H-t?f{t))e "'dt,

0

0

Izmantojot formulu (6), pēc zināmiem funkciju attēliem var iegūt citu fun-

kciju attēlus.

Piemēri

1. Tā kā
j /1V 2

tad

2 2
-tt*B= - — jeb t2 =

-5.
P3 P

3

Analogiiegūstam, ka
2?- 3 , r* = ļ
P* P* P

5

un vispārīga gadījuma
71!

2Tāks
,1 C1V 1

tad

_/g< =

(P-1)
2

jeb

če'= —

(P-1)2'

F'(p)** -tf{t)
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7. ATTĒLA INTEGRĀĻA ĪPAŠĪBA

Aplūkosim (bez pierādījuma) šadu attēla F(p) integrālaīpašību.

Ja f(t) =F(p) unkonverģēintegrālis jV(p)d/, tad

»
p

ff =. (7)

P oo

t. i., oriģināla dalījumam ar t attēls ir integrālis \F(p)dp, ja vien šis

integrāliskonverģē. ļ
Piemērs

Tākā

1 Cl 00

sinr=—:— un —

r
- dp=arctgp =lim (arctgp)-arctgp=

p
2
+l JP

2+ 1 p ■»-«

-

2
-arctgp=arcctgp,

tad saskaņā ar formulu (7)

sin/

-y
=arcctgp.

8. ORIĢINĀLAATVASINĀJUMA ATTĒLS

Ja f(t) = F(p) un eksistēatvasinājums f'(t), tad

f(t) =pF(p)-f(0). (8)

Pierādījums

Integrējot parciāli atvasinājumamf'(t) atbilstošo Laplasa transformācijas

integrāli, iegūstam

L</'«))= [nt)e *>dt=\U =c P ' du=-Pe
Pt

<

=

J ldv=f'(t)dt, v=f(t)

0 co co

=c
pt

f(t) j-pf(t)e pt
dt-=hm(e

pl ptdt=

0 0

=lim(e
pt

f(t))-f(o)+pF(p).
<-00

Izmantojotattēla eksistences teorēmas nosacījumu-
nevienādību

<Me"°' (sk. 30.3. §),

atrodam

\e
pt

f(t)\ <Mc pt
ep"'=Me (p

V Ai
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Tā ka p-po
>o, tad

Mc '""-"-.0, ja r->oo.

Tātad arī

lime <"f(t)=o.
(-.00

Līdz ar to

L(f'(t))=o-f(o)+pF(p) jeb f'(t)=.pF(p)-f(0).

Ja /(0)=0, tad f'(t) =pF(p). □

Piezīme

Analogivar iegūt oriģināla 2. kārtas atvasinājumamf"{t) atbilstošo attēlu:

f"(t) =p (F(p)-/(O)) -/'(O) =P
1F(p)-pf(0) -/'(O).

Vispārīgi, ja oriģināls f(t) ir n reizes nepārtraukti diferencējama

funkcija, tad

f
(n)

(t)=PnF(p)-pn
VCOI-P"

2 /'(0)-...-/
<n l) (0). (9)

Ja /(O)=/' (0) =/"(0)= ... =/<
n l) (0)=0, tad

f
M

(t)=p"F(p). (10)

9. ORIĢINĀLA INTEGRĀĻA ATTĒLS

Ja f(t) = F(p), tad eksistē attēls arīfunkcijai f(t)dt un

0

[/(*)«#« Jf(p). (11)

0

Pierādījums '

Izmantosim bez pierādījumaapgalvojumu,ka funkcijai f{t)dt eksistē attēls,

t-i., „ ,

J
o

0 0 0

Integrējotparciāli, atrodam

t

t
du=f(t)dt

1= (((f(t)dt)e■"'dt= 0

{\ 1
dv-=e ptdt, v=- c

oo p

f'(t)df=pF(p)-f(0)

/<">«) NP
nF(p)-p"-'/(0)-p''-2/'(0)-

... -/
(n-»(0).

Ja

/(O)=/'(0)=/"(0) =...=/<"-'»(0) =0,

tad

f(n Ht)=P"F(p)
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=-

1
-

" \f(t)dt
*

+

1

\e "f(t)dt=
P J 0 PJ

0 0
( 0

--
i(lim c

" jf(t)dt-tf jf(t)dtj+*F(p).
0 0

Tā kā

lime "jf{t)dt=o
0

(sk. analogu pamatojumuiepriekšējā punktā) un

0

\f(t)dt-0,

0

tad
£

I=1f(p) jeb [f(t)dt=
l

F(p). □
P ) P

o

Piezīme

No formulām (8) un (11) izriet svarīgs secinājums, ko izmanto praktiskos
lietojumos: sarežģītām matemātiskām operācijām ar Laplasa transformācijas ori-

ģināluf(t) (atvasināšanai un integrēšanai)atbilst vienkāršas aritmētiskās darbības

ar attēlu F(p) (attiecīgi attēla reizināšana vai dalīšana ar lielumu p).

10. ORIĢINĀLAUN ATTĒLA ATVASINĀJUMS

PĒC PARAMETRA

Aplūkosim gadījumu,kad oriģināls ir funkcija, kas satur parametru x. Tad

arī attēls Laplasa transformācijāsatur šo parametru, t. i.,

o

Ja ir spēkā zināmi nosacījumi (kurus šeit neaplūkosim), no parametra atkarīgu

neīsto integrālivar atvasināt pēc parametra, izpildot zemintegrāļafunkcijas atva-

sināšanu aiz integrāļasimbola, t. i.,

Q/(r;x)e **Y- \(f(t; x))'
x
c "dt.

0 0

o
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Tad var pieradīt šadu Laplasa transformācijas īpašību:

ja f(t;x) =F{p;x),

df(t; x) . 5F(p; x)
ted

~T* ai" • (12)

tL, oriģinālaatvasinājumampēcparametra atbilst attēlaatvasinājumspēc

šīparametra.

Formulu (12) var izmantot, lai iegūtu citu funkciju attēlus pēc zināmiem

funkciju attēliem.

Piemēri

1. Šī paragrāfa 2. punktā ieguvām sakarību

0)

smcot =-=
ļ,

p
2
+ a>

2

kurā co var uzskatīt par parametru.
Atvasinot oriģinālu un attēlu pēc parametra co, saskaņā ar formulu (12)

iegūstam

no kurienes

. „ p
2+ co

2-2co 2

COSCOt(O)t) = ——z r-ļ—<° (p
2
+co

2 ) 2

jeb
p2

-co
2

tCOSCOt =
jr-ļ.

(p
2
+co

2
)

2

2. Tā kā

p
cos cot =

—. r,
p

2
+co

2

tad

no kurienes

-2pa>
— t smcot '=

7—5

(p
2
+co

2
)
2

jeb
2pco

tsmcot =. 7—l

(p
2
+ w 2)

2

3. Sakarībā

<>«' = —

p-a

parametrs ir a. Atvasinot pēc cc oriģinālu unattēlu, iegūstam

<«W 1
V.v a \p-aj«

te"■=

(p-a)
2
'
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Lietojot atkārtoti formulu (12), atrodam

' (p-a)3 (p-a) 3

Analogi

•(p-a)* (p-a)*'

Vispārīgā gadījumā

t"
e
"

■=

n
'

' (p-a)n+l'

11. ORIĢINĀLUKONVOLŪCIJAS ĪPAŠĪBA

Definīcija

Par divu nepārtrauktufunkciju f(t) un g{t) konvolūciju saucintegrāli
t

[f(x)g(t-x)dx.
o

Šis integrālis ir no t atkarīga funkcija, jo t ir augšējā integrācijas robeža un ir arī

parametrs zemintegrāļa izteiksmē.

Funkciju/(r) un g(t) konvolūciju apzīmē ar simbolu

f(t)*g(t).

Tātad

c

f(t)*g(t)=(f(x)g(t-x)dx. (13)

0

Funkciju konvolūcijai piemīt šādas īpašības(aplūkosim tās bez pierādījuma).

1. Komutatfvā īpašība

f(t)*g(t)=g(t)*f(t)

jeb

t t

j/(x)g(t- x)dx= jg(x) f(t-x)dx.

0 0

„
»,
. 2pa>

(p-a)"+1 (p2
+co

2 )2

p2
-co

2

t coscot = ---------- ■

(p2
+co

2 ) 2
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2. Asociatīva īpašība
(f(t)*g (*)) * h (r)=/(*) *(g(t)*h(t)).

3. Distributīvā īpašība

(/(*)+<? (0) *A«) =/(*) *h(t)+g(t)*h(t).

Piemēri

1. Atrast funkciju f(t)=c' un g(t)=t konvolūciju.
Saskaņā ar formulu (13) šo funkciju konvolūcija e'*t ir integrālis, kuru

atrodam, integrējotparciāli:
i t

f„. VJ
r«=r-x, d«=-<±t,~l

'
f

e'*f= e
x (r-x)t±c=

.
,

.

=-(t-x)ex
+ \ex dx=

J Ldu =e
x <ix, y= c o J

o
t

o

=0-et-t-e°+cxe
x

= -t+et-e°-et-t-l.

o

Pārliecināsimies, ka ari r*e'=c'-r-l.

Patiešām,

, f , , Yu-=x, du=dx,
,
V f,

,
,

/*e'= \xe l x dx=
,
,

v ,

=-xe
tx +\etxdx=

J ydv= c.1
x dx, v=—e.\ o J

• it ii 0

=-xc' x -c' x
= -te°+Oet-e°+et=et-t-l.

0 o

2. Atrast funkciju /(r) =sinf un g(t)= cos t konvolūciju.
t

f .
, s , r,

sin(a-/() +sin(a +/J
sini**cosr= sinxcos(r-x)dx= sinacos/?= — =

0
t

= (sin(x-t+x) +sm(x+t-x))dx=

ott
t t

=

*
cos(2x-0

o

+xsini! =

0 0

«=V-
2

CoB(2r-<)+
g cos(-r)+*sin<-0j»

1 1 1 1
=— cosr+ - cosr+ - £sinr= - īsini*.

Tātad
x

sinf*cosž= tsmt.

2

Funkciju/(0un g(t) konvolūcija: (

f(t)*g(t)=[f(,x)g(t-x)dx,

Convolutum (lat.) - saritināt, satīt, sapīt.
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Borela teorēma

Ja f(t) un g(t) irnepārtrauktasfunkcijas un f(t) =F(p),g(t)= G(p), tad

f(t)*g(t) =F(p)G(p)
jeb

t

ļf(x)g(t-x)dx =F(p)G(p),

0

t. i., divu oriģinālukonvolūcijas attēls ir šo oriģinālu attēlu reizinājums.

Pierādījums

Izmantosim bez pierādījuma īpašību, ka funkciju konvolūcijai f(t)*g(t)
eksistē attēls (Ja vien eksistē attēli funkcijāmf(t) un g(t)), t. i., konverģē integrālis

OO I 00 t

s

je
pt pt

dxjdt. (14)

00 0 0

Izteiksme (14) ir atkārtotais integrālis, kas sastādīts divu argumentu funkci-

jai f(x) g(t-x)e pt tOx plaknes apgabalā (D) (50. zīm.).

50. zīm.

Integrēšanas apgabals (D) ir pareizs apgabals kā Ox, tā arī Ot ass virzienā

(sk. jēdzienusV d. 20.3. §). Tāpēc, mainot integrēšanassecību atkārtotajā integrālī,

iegūstam

0 0 0 0

0 X 0 X

Fēlikss Borels (1871-1956) -
franču matemātiķis, veicis pētījumus dažādās matemāti-

kas nozarēs - rindu teorijā, analītisko funkciju teorijā, kopas mēra teorijā.Borēla vārdā

nosaukti vairāki matemātikas jēdzieni algebrā, skaitļu teorijā, funkcionālanalīzē, varbū-

tību teorijā, topoloģijā.

, jeb

ļf(x)g(t~x)dx -, F(p) G(p).

n
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Pārveidosim iekšējo integrāli ar mainīgo substitūciju:

» ru =t-x, t=u+x, dt=-du;-i »

\g{t-x)e ptdt= ja t=X, tad «=0; = \g(u)e p(-u+x) du=

{ Lja t->co, tad j/-»qo J

0

Tādejādi

co 00 oo oo

dx jg(/ -x) c dt= jf(x)dx («) epuepx dv=

0 X 0 0

= j/(x)e pidxj#(u)e pudu--F(p)-G(p)

0 0

Tātad

L(f(t)*g(t))-F(P)G(p)

jeb

f(t)*g(t)=.F(p)G(p). □

Piemēri

1. Tā kā

t*e'=e'-t-l un £= -\, c'=—,
P

2
P-1

tad

p
2

p-1 p(p-l)-2-

-2. Tā kā

1 .1 P
sinf*cosf= isini1 un sin£ =

-ļ
—. cos t= —f-—,

2 p
2 +l' p

2+l'

tad

1 p p
sini**cosi' =-

r
-— ——- =

, ~,

p
2
+ l p

2
+l (p2

+l)2

jeb

1 P . 2p
-tsmm^—fsmr^T-ļ——

2 (P
2
+D2(P

2
+1)

2

12. ATTĒLUREIZINĀJUMA ĪPAŠĪBA

1. Diamela formula nepārtrauktiemoriģināliem

Ja

1) oriģināli f(t) un g(t) ir nepārtrauktasfunkcijas,

2) f(t)HF(p), g(t)HG(p),
3) eksistē attēli atvasinājumiem f'(t) un g'(t),

tad
f

pF(p)-G(p)=f(0)g(t)+ jf'(x)g(t-x)dx
0
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vai

t

pF(p)G(p) =g(0)f(t)+ (16)

o

Formulas (15), (16) sauc par Diamela formulām.

Pierādījums

Pārveidosim reizinājumu pF(p) G(p) šādi:

pF(p) G(p)=(pF(p)-/(0)+/(0)) G(p) =(pF(p)-f(0)) G(p)+/(0) G(p). (17)

Saskaņā ar formulu (8) izteiksme pF(p)-f(0) ir oriģinālaatvasinājumaf'(t)

attēls, t. i.,

f(t)=.pF(p)-f(0).

Savukārt pēc Borela teorēmas attēlu reizinājums

(pF(p)-/(0))G(p)

ir oriģinālu konvolūcijas attēls.

Tātad

(pF(p)-f(0))G(p) =f'(t)*g(t)= ļf(x) g(t-x)dx.

0

Tā kā/(0) ir konstants reizinātājs, tad

/(0)G(p)=/(0)s(r).

Tādējādino vienādības (17) izriet

pF(p)G(p)=f'{t)*g(t)+/(0) g(t)

jeb

t

pF(p) G(p) =/(0) g(t)+ j/'(x)g(t-x)dx. □

0

Analogi pierāda arīotro Diamela formulu (16).

2. Diamela formula, jaoriģināls ir pārtraukta funkcija

Laplasa transformācijas lietojumos praksē ir iespējams, ka oriģināls, kas

apraksta kādu procesu, ir pārtraukta funkcija ar 1. veida pārtraukumiem.

Aplūkosim attēlam pF(p) G(p) atbilstošo oriģinālu gadījumā, kad oriģi-

nāls g(t) ir nepārtrauktafunkcija intervālā [0; oo), bet oriģinālamf{t) ir 1. veida

Žans Diamels (1797-1872) - franču matemātiķis, veicis pētījumus matemātiskajā

fizikā. i

pF(p)G(p)=f(o)g{t)+[f'(,x)g(t-x)dx

vai

pF(p) G(p) = g(0)f(t)+ ļg'(x)f(t-x)dx
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51. zīm.

pārtraukuma punkts r, (vai arī ši funkcija ir uzdota ar dažādam analītiskām

izteiksmēm) (51. zīm.).

r 0, ja r<o,

/(<)=</i(0. ja o<f«,,

l/jtt), ja *><~

Intervālā [0; r,] /j(r) un g(t) ir nepārtrauktas funkcijas; tāpēc saskaņā ar

formulu (15) šajā intervālā

t

pF(p)G(p) f/,<o) «?(*) +j/,'(x) g(t-x)dx.

0

Apzīmēsim reizinājumampF(p)- G(p) atbilstošo oriģināluar t. i.,

t

pF(p) G(p) g(t)+ 1//(x)g(t-x)dx=<pt(t). (18)

0

Savukārt funkcijas f2(t) un g(t) ir nepārtrauktas intervālā bet fun-

kciju f(t) šajā intervālā var izteikt, izmantojot Hevisaida vienības funkciju, šādi:

f(t)=/, it) (tļ(t)-tļ («-*,)) +/,(0ņ (*-<,).

Var pierādīt, ka intervālā (*,; oo) attēlam pF(p) G(p) atbilst oriģināls cp 2
(t),

ko aprēķina ar šādu izteiksmi:

£, t

MO=/i(O)tf(0+(/2 (19)

0 /,

Tādējādi

(-0, ja f<o,

pF{p) G(p)= \ <P,(O, jao<r«,, (sk. (18))

U
2 (r), ja t>f,. (sk. (19))

30.5. §. ORIĢINĀLA ATRAŠANA PĒC DOTĀ ATTĒLA

LietojotLaplasa transformāciju, ir jāatrodne tikai attēls pēc dotā oriģināla,
bet arī jāaplūko apgriezts uzdevums: pēc dotā attēla jāatrodšim attēlam atbilsto-

šais oriģināls. Vienkāršākajos gadījumos attēls ir daļveida racionāla funkcija,

kuru var sadalīt parciāldalu summā, un, izmantojot tabulas, katrai parciāldaļai



atrast atbilstošo oriģinālu (daļveida racionālas funkcijas sadalīšanu parcialdaju
summā sk. I d. 1.3.§ 4. p.).

3p-l
Piemērs. Atrast attēlam F(p)=^— atbilstošo oriģinālu.

ļr—sp+6
Sadalot funkcijuF(p) parciāldaļu summā, iegūstam

F(o)=
3P-1

-

3P-1 -Ai Al
yy'

p
2
-5p+6 (p-3)(p-2) p-3 p-2'

kur konstantes A,=BunA2=-5 aprēķina ar nenoteikto koeficientu metodi.

Tātad

3p-l 8 -5
(P;

p
2
-sp+6 p-3

+
p-2'

Tā kā e
at

=. — , tad
p-a

11
—-= e3t un —- =e2t.
p-3 p-2

Līdz ar to, izmantojotLaplasa transformācijas linearitātes īpašību, atrodam

JL
+

_zi!' =se3-5e 2t

p-3 p-2

jeb

-ļ^ 1

n

= 8e 3( -5e2.

p
2
-5p+6

Šajāpiemērāredzams, ka gadījumā,kad saucēja polinomamir reālas dažādas

saknes (p,=3, p2
=2), tad oriģināls ir eksponentfunkciju e

Pi '
un ePit lineāra

kombinācija.

Vispārīgā gadījumāoriģinālu atrod, izmantojot īpašas teorēmas, ko sauc

par izvērses teorēmām.

Pieņemsim,ka attēls F(p) ir īsta daļveidaracionāla funkcija

F(p)=%Pl =

b
° Py>P:l+

---
+ bm, kurm<, (1)

P(p) a
0p

n
+a,p

n 1+... +a
n

Pirmā izvērses teorēma

Ja polinomam P(p) ir tikai vienkāršas saknes pt (i=l, 2,
...

,n)

(jeb racionālai funkcijai
P] ir tikai 1. kārtas poli), tad attēlam F(p)

P(P)
atbilstošo oriģinālu atrodpēc formulas

F(p)=
QiPi)

ce
p.< (2)KP)

p(p) ■ hp'(Pi)
Pierādījums

Tā kā saucējapolinomamir vienkāršas saknes, tad racionālo funkciju(1) var

izteikt ar šādu parciāldaļu summu:

Q(p)
m

■ _A2
_ + +

A . A
n

. (3)
P(P) P-P, P-Pi P-Pi P-Pn it'iP-Pi

Lai aprēķinātu konstanti At, vienādības (3) labo un kreiso pusi reizina ar p-P

un pēc tam atrod robežu, kad p-*Pi-

(p-Pi)Q.(P) _A,(p-pd A-(p-Pi) A
n(p-p,)

=T7
—

— + + ...+/!(+...+ —

.
P(P) P-P: P-Pz P-Pn
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Atrodot robežu, kad p ->Pi, vienādības labajā pusē visi saskaitāmie ir vienādi ar

nulli, izņemotAt.

Tādējādi, izmantojotLopitāla likumu, atrodam At kā robežu

p(p) LoJ p-#(
p Cp)

Q(P)+(P-P,)Q'(P) Q(P>)
- iim

„, ,
=——-—-.

P'(P) P'(Pi)

levietojotšo At izteiksmi vienādībā (3), iegūstam

p(p) h p'ļpd p-Pi

Tā kā

:
= ep>'

P-Pi '

tad saskaņā ar Laplasa transformācijas linearitātes īpašību

w
p(p) •h p (Pi)

2p2
— 3p+l

Piemērs. Atrast attēlam F(p)= , „ , „

—
atbilstošo oriģinālu.

p
3 +2p2 -9p-18

Saucēja polinomu var sadalīt reizinātājos šādi:

p
3
+2p

2
-9p-18=p

2 (p+2)-9(p+2) =(p+2)(p2-9)=(p+2)(p-3)(p+3).

Tātad polinoma saknes ir

p, =-2, p2
=3, p3

=-3.

Tā kā

Q(p) =2p2-3p+l un P'(p)=(P
3
+2p

2-9p-18)'=3p
2
+4p-9,

tad

Q(-2)= 15, P'(-2)=-5, Q(3) =10, P'(3)=30, Q(-3)=28, P'(-3)==6.

Līdz ar to saskaņā ar formulu (2) atrodam

2p2-3p+l 15
2. 10 28 1

3
14

3,ī- =• — c~
2t

-\— e
3t
+ — c~

3t
=-3e 2+ e

3t
H— c .

p
3
+ 2p

2-9p-18 -5 30 6 3 3

Otrā izvērses teorēma

29. nodaļas 16.§, aplūkojot funkcijas rezidija jēdzienu, noskaidrojām, ka daļ-

e(z)
veida funkcijas /(z)=» rezidiju punkta z

0
var aprēķināt pēc formulas

\/i(z0 )/ A'(zo)

kur £(z
o
)*0, /z(z

o
) =0, /i'(z

o
t. i., z

0
ir funkcijas/(z) 1. kārtas pols jeb

funkcijas h(z) 1. kārtas nulle.

w
P(P)' &P'(Pi)
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Salīdzinot šo izteiksmi ar formulu (2), redzams, ka

un tātad
cm \

FM= -p>s H I Res (F(p;)<?"<')• (4)

Var pierādīt, ka ar formulu (4) var atrast attēlam F(p)= atbilstošo

P(P)

oriģinālu ari tada gadījuma, ja p* (i=l, 2, ... , n) ir polinomaP(p) vairākkārtīgas
saknes (jeb funkcijas F(p) vairākkārtīgi poli). Taču, izmantojot formulu (4),

jāievēro,ka funkcijasf(z) rezidiju m-tās kārtas polā z
0
aprēķinapēc formulas

(sk. 29.16. §).
Tātadrezidiju funkcijas F(p)ept

mr tās kārtas polāp; aprēķina šādi:

Res(F(pt)e".')= lim (F(p)e"(P-P1) m <). (5)
(mi — i): p-.pt ap •

No izteiksmēm (4)un (5)izriet secinājums,ko sauksim par otro izvērses teorēmu.

Ja p, ir attēla

KW
P(P)

rriļ-tāskārtaspols ii= 1, 2,... ,n), tad šim attēlam atbilstošo oriģināluatrod

pēc formulas

F(P> " ,| (m,-l)! Jsļ£. '■ <FM-'P-PJ-)- ■

5p2-4p+ 2
Piemērs. Atrast attēlam F(p)=—

;
—

atbilstošo oriģinālu.
p

3
+3p

2-4

Vispirms atrodam saucēja polinoma p
3
+3p

2-4 saknes, t. i., funkcijas F(p)

polus. Acīmredzami viena sakne ir p,=l. Dalot šo polinomu ar binomu p-1,

dalījumā iegūst p
2
+ 4p+4.

Tādējādi
p

3 +3p2-4=(p-l)(p2+4p+4)=(p-l)(p+2)2.

Tātad p, =l ir funkcijas F(p) 1. kārtas pols, bet p2=p3 =-2 ir 2. kārtas pols.
Atrodam funkcijas F(p)ept rezidijus šajos punktos.

Ja Pi=l un mi—l, tad saskaņā ar formulu (5)

Res(F(l)c
ll
)= jrĻg lim £

~=lim (^-4^2)0.-1)
(1-1)! p 3+ 3p2-4 (p-l)(p2+4p+4)

•i
5p

2
-4p+2 1

=lim —ļ
— e

pt
= e'.

p-i p
2 +4p+4 3

F(p)= ERes(F(p()e".')

jeb

/'•(P) HI .
1

lim F(p)e*(p-p,)-i
,f, (m,-l)! p~p, dp"1'-1

Pi - attēlaF(p) mr tās kārtas pols



183

Ja p2=p3 =-2 un nii=2, tad

Res(F(-2)e ><)=
*

lim e
*Y

_

P
3
+3p

2-4 >

-lim p;-^2)(p+2) 2

V= nm
/5p2

-4p+2 V
=

2\ (p-l)(p+2)2 > p-1 )p

= lim
AIOP-4)(P-D-(5p2

-4p+2)
e
„

+
5p

2

-4p+2 \

p- 2 \ (P-1)2
p-1 )

14
= c

2t-10te 2t.

Tā kā saskaņā ar formulu (4) attēlam F(p) atbilstošais oriģināls ir F(p)e
pt

rezidiju summa, tad

5p2-4p+2 1
,

14
„

p
3
+3p

2 -4 3 3

Piezīme

Ar izvērses teorēmu palīdzību oriģinālu var atrast arī tad, ja funkcijas

F(P) = tc/

P
x saucēja polinoma P(p) saknes ir kompleksi skaitļi. Šādā gadījumā

P(P)

iegūtajā oriģināla izteiksmē kompleksā mainīgā eksponentfunkciju pārveido, iz-

mantojotEilera formulu

cxe
x±yi =cxe

x (cos y± i sin v).

Piebildīsim tomēr, ka vairākkārtīgu sakņu gadījumā ir jāatrod augstāku kārtu

atvasinājumi funkciju reizinājumiemun jāaprēķina šo atvasinājumu robežas, un

tas parasti ir darbietilpīgs uzdevums.
o(n)

Dažkārt ir izdevīgāk sadalīt izteiksmi —- - parciāldaļu summā unatrast
P(P)

katrai parciāldaļai atbilstošo oriģinālu,izmantojot speciālas tabulas.

Aplūkosim šo jautājumusīkāk.

1. veida parciāldaļai atbilstošais oriģināls

Q(p)
-

A
Ja izteiksmes - sadalījums satur 1. veida parciāldaļu —, tad šai

P(P) P-Po

parciāldaļaiatbilst oriģināls Aep°', t. i.,

=Aep°'. (7)
P-Po

2. veida parciāldaļai atbilstošais oriģināls

Ja sadalījums satur 2. veida parciāldaļu -—kur keN,
P(P) (P-Po)*

Ai**"1

tad šai parciāldaļai atbilst oriģināls e
p°\ t. i.,

(p-p
0
V (A-1)!

6

• W

Šī formula izriet no 30.4.§ 10. p. iegūtās formulas

t
n
eat

=

n'
' (p-a)n+l'

ja a=p0
un n-=k—l.



3. veida parciāldaļai atbilstošais oriģināls

Pieņemsim, ka sadalījums satur 3. veida parciāldaļu
P(P)

Mp+N

p
2
+ap+ b'

a
2

a
2

kur D=
,-

-b<o jeb b-- >0.
4 4

Atdalot pilnokvadrātu, saucēja trinomu pārveidojamšādi:

a a
2

a
1 ( a\2 / a

2\

p 2+ap+b=p2+2-
2

-p+ ---
2J 4 J-

Savukārt skaitītāja binoms

f a a\ ( a\ ( Ma\
Mp+N=M\p+

2

--

2
)+N=M(p+

2
)+ (N-

2

- )•

Tātad

/ a\ /„ Ma\ ( a\
Ar

Ma
M[p+~ ) +\N---~) M\ p+ - ļ AT-

Mp+N \ 2) \ 2J_ \ 2) 2

Atrodam katram saskaitāmajam atbilstošo oriģinālu, izmantojot formulas, kas

izriet no attēla pārbīdes īpašības (sk. 30.4.§ 3. p.):

e
atsmcot = %

ļ, e
at

cos cot =-—

(p-oc)
2
+ co

2
(p-x)2

+co
2

a ļ a
2

Ja oc= —, co= b —-. tad
2 V 4

M(p+ C) -& r*
7 ,

V
.

' =Mc 2'cos /Z»-- f

un

Ar

Ma Ma
N——

N
—— i ļ

2 2 «, . / a*■

-, t r* , c 2 sm b- -t.

Tātad

Mp+N -%t (7 a.2

t
2 . /, a

2 .
r=Me 2

cos b-
—

-t+ , c 2sm /Z>- -•<. (9)
p

2
+ap+b V 4 /T^ī2 V 4

4. veida parciāldaļai atbilstošais oriģināls

Vispārīgā gadījumā4. neieto parciāldala ir izteiksme

Md+ N a
2

a
1

~

y -.l, kurZceiV un /J=-
r

-Z><o jeb 6-— >0.
(p2

+ap+Z>)* 4 4

184
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Aplūkosim atsevišķu gadījumu,kad k=2.

Pārveidojamizteiksmi analogikā iepriekš aplūkoto3. veida parciāldaļu:

*m( ū\ Ar
Ma

Mp+N
_

\ 2) 2

Izmantosim formulas

t p
- sinwi* =

2co (p
2
+a)

2

)
2

un

I,■ „
1

; (smcot-totcos cot)= —-. .
2co3 (p2

+co
2 ) 2

Saskaņā ar attēla pārbīdes teorēmu

teat . p-a
—— smcot = — -= ļ—

2co ((p-ct)2
+ to

2)2

un

c" 1
(sincot-cot cos tot) '=, —.

2to3 ((p-ct)2
+ CD

2 ) 2

I ū
1

a

Taka co= b— - un a=--, tad
V 4 2

Mp+N Mte~ 2
'

i a
2

. - r~= =—, sin b- - t+

(p
2
+ ap+b)

2 [ a
2 V 4

V*~S
/ Ma\ -Ji

ir- *)
2p—l

Piemērs. Atrast attēlam F(p)=
,

= atbilstošo oriģinālu.
P +P

Sadalām F(p) izteiksmi parciāldaļu summā:

2p-l 2p-l 2p-l _A B C Mp+N

p
5
+p

2 =p2
(p

3
+1) ~P2 (P+ 1)(p2-p+ī)

~

P P
2 P+l P

2
-P+ 1

Izmantojot nenoteikto koeficientu metodi (sk. I d. 1.3.§ 4. p.), atrodam

A-2, B=-l, C--1, M=-l, 2V-1.

Tātad

2p-l_2 1_ 1 -p+l

p
s
+p

2 ~p p
2

p+ l p
2-p+l'

Saskaņā ar formulām (7), (8) un (9) atrodam šo parciāldaļu oriģinālus:

2
-

2
+ 2e"-2,

p p-0

1 1 t 2 1

p
2

(p-0)
2 • (2-1)!
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1 1
(

p+l p-(-l) '
c
'

VM=-l, N=l, a=-l, b= l

It-"*-- N-
Ma

=

l "

_V 4 V 4 2 2 2.

! 73, 1 ļ . t
= -e'cos (+ , ezsin t.

2 73 2

Līdz ar to

2P-!
„ t

- ( 1 • 73
.

73 A
f , = 2-t-e '+c* —= sin t-cos

v

t).
P

s
+P

2

V73 2 2 )

30.6. §. LAPLASATRANSFORMĀCIJASLIETOJUMI

Kā norādīts iepriekš, arLaplasa transformācijaspalīdzībukomplicētas mate-

mātiskas operācijas (piemēram, atvasināšanu, integrēšanu),kas jāveic ar oriģinā-

liem, iespējamsreducēt uz vienkāršām algebriskām darbībām (atbilstoši - reizinā-

šanu, dalīšanu) ar šo oriģinālu attēliem. Tādējādi no vienādojumiem,kas satur

atvasinājumus un integrāļus, var pāriet uz algebriskiem vienādojumiem,kurus

atrisinot iegūst meklējamofunkciju attēlus. Pēc tam,izmantojotiepriekš aplūkotās

metodes, pēc šiem attēliem atrod tiem atbilstošos oriģinālus, kas ir meklējamās

funkcijas dotajos vienādojumos. Ar šādu metodi var atrisināt dažādus diferenciāl-

vienādojumusun to sistēmas, integrālvienādojumusv. c. uzdevumus.

Aplūkosim vienkāršākos gadījumus.

1. LINEĀRA HOMOGĒNA DIFERENCIĀLVIENĀDOJUMA

ATRISINĀŠANA

Atrisināsim lineāru 2. kārtas diferenciālvienādojumuar konstantiem koefi-

cientiem

v"+a,y'+a
2
y=o, (1)

ja doti sākuma nosacījumi

y(0)=y
o, y'(o)=y'o.

Pieņemsim, ka meklējamā funkcija y=y(t) ir oriģināls, kuram Laplasa

transformācijā atbilst attēls Y(p).
Saskaņā ar oriģinālaatvasinājumaīpašību,ja

y(t) = Y(p),

tad

y'(t)=.pY(p)-y{o),

v"(0=P2 Y(p)-py(0)-y'(0)

(sk. 30.4. § 8. p.)

jeb, ievērojot sākuma nosacījumus,

y=.Y

y'=.pY-y
0,

y" =p
2 Y-py0-y0.



levietojoty, y' unv" attēlus diferenciālvienādojuma(1), iegūstam algebrisku

vienādojumuattiecībā pret funkcijas y attēlu Vjeb operatoru vienādojumu

p
2
Y-py0-yo+al(p V-y0 ) +a

2 Y=o,

no kurienes

y=
v

op+a,yo +yv

p
2
+ a,p+a

2

Sadalot daļveidaracionālo funkciju (2) parciāldaļusummā vai arī izmantojot

rezidiju metodi, iegūstam attēlam V atbilstošo oriģinālu, t. i., diferenciālvienādo-

juma(1) partikulāroatrisinājumuy(t).

Piemērs. Atrast diferenciālvienādojuma

v"-6v'+ 13v=0

partikulāroatrisinājumu,ja v(0)=0 un v'(0)=l.

Tākā

y=.Y,

y'=pY-y(0)=-pY,

y" =p
1 Y-py (0)-v'(0) =p

2 Y- 1,

tad iegūstam vienādojumuattiecībā pret attēlu V:

p
2 y-i-6py+i3y=o,

no kurienes

Y=
*

p
2
-6p+l3

Attēls V ir 3. veida parciāldaļa, jo saucēja kvadrāttrinoma diskriminants

D= -4<o. Atdalot saucēja izteiksmē pilnokvadrātu, atrodam

Y=
\

.

1
=

1 .
p

2

-6p+l3 (p-3)2
+4 (p-3) 2+2

2

Izmantojam formulu

to

e
xtsin tot = -~

(p-a)2+w2
no kurienes

-,-
= e

a'smtot.

(p-ctr+to1
to

Tā kā attēla V izteiksmē oc= 3 un co=2, tad

Y= = =

1
e

3'sin2f.
(p-3)2+22 2

Tātad attēlam V atbilstošais oriģināls jeb diferenciālvienādojuma partikulārais

atrisinājumsir funkcija

y= g
3'sin2£.

2. LINEĀRA NEHOMOGĒNA DIFERENCIĀLVIENĀDOJUMA

ATRISINĀŠANA

Aplūkosim 2. kārtas diferenciālvienādojumuar konstantiem koeficientiem

y"+aly'+a
l
y=f(t) (3)

187
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un sakuma nosacījumiem

v(0)= v
o>

v'(0) =vo.

Pieņemsim, ka funkcijai f(t) eksistē attēls F(p), kas ir daļveida racionāla

funkcija, t. i.,
At) H F(p).

Tā kā

y=. V, y' =.pY-y
0

un v" =p
2
Y-pv0-Vu,

tad diferenciālvienādojumam(3) atbilst algebrisks vienādojums

p
2 Y-py

0
- v0+a, (p7-v 0) +a2 Y= F(p),

nokura izsakām

y=
F(p)+y

op+a 1yo+yj

p
2
+a,p+a2

Pēc tam nosakām attēlam V atbilstošo oriģinālu y analogikā iepriekš vai arī to

atrodam tabulā.

Piezīme

Ja jāatrisina augstākas kārtas diferenciālvienādojums,tad vispārīgā gadīju-
mā izmanto oriģinālan-tās kārtas atvasinājuma attēla formulu

yC>=p"Y-pn 2 v'(o)-...-v (n u(0) (5)

(sk. 30.4.§ 8. p.).

Piemērs. Atrast diferenciālvienādojuma

y"'-4 v" +4v'=c'

partikulāroatrisinājumu,ja

v(0)=0, V'(0)= 1, v"(0)=0.

Izmantosim formulu (5) un sākuma nosacījumus.

Ja

y= V

tad

v' =py-v(o)=py

y" =p
2 Y-pv(0)-v'(0)=p 2 Y-l,

y"' =p
3 y-p2

y(0)-py' (0)-y"(0)=p3 y-p.

Tā kā

p-1

tad iegūstam šādu operatoru vienādojumu:

piY-p-4(p
2

Y-l)+4pY=
1

p-1

jeb

(p3-4p
2
+4p) y= - +P-4,

p-1

no kurienes

(p-l)(p3
-4p

2
+4p)-

Sadalām attēla V izteiksmi parciāldaļusummā:

p3-sp+s A B C D

(p-D7p3
-4p

2
+ 4p)

~

(p-l)p(p-2)2
"

p

+

p-l
+

p-2
+

(p-2) 2'
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Aprēķinam konstantes A, B, C, D ar nenoteikto koeficientu metodi.

Tā kā

A(p-l)(p-2) I+Bp(p-2)2
+Cp(p-l)(p-2) +Dp(p-l)=p2

-sp+s

jeb

(A+B +C)p
3
+(~SA-AB-3C+D)p2+ (8A+4B+2C-D)p-4A=p2

-sp+s,

tad

{A+
B+ C =-0

-SA-48-3C+Z)= 1

8A+4B+2C-D=-5

-4A =5,
no kurienes

A--f, a-i, C=], d—l
4 4 2

Tātad

V-
P

2
~sp+s 5 1 1 111 1

"

(p-l)(p
T
-4p2+ 4p)~ 4p

+ +
~4'p-2

_

2 (p-2)2'
Parciāldalāmatbilst šādi oriģināli (sk. 1. tabulu):

=1, —,=e', —-«ir, -.—sn =;*e2 '.
p p-1 p-2 (P-2)2

Tātad saskaņā ar Laplasa transformācijas linearitātes īpašību attēlam V

atbilstošais oriģināls jeb dotā diferenciālvienādojumapartikulāraisatrisinājumsir

funkcija

y=-
4

+e< +

4
e"-

2
'e
"

3. DIAMELA FORMULAS LIETOJUMI,
ATRISINOT LINEĀRU NEHOMOGĒNU

DIFERENCIĀLVIENĀDOJUMU

Pieņemsim,ka lineāra nehomogēnadiferenciālvienādojuma

y"+a,y'+a2 y=f(t)
sakuma nosacījumi ir

v(0)=0 un y'(0)=0.

Tad no formulas (4) izriet, ka partikulārā atrisinājumay (t) attēls Y{p) ir funkcija

y_
Fjp)

p2+aļ p+a1
'

Izteiksim šo funkcijukā reizinājumu:

Y=p-F(p)--.
1

-- .
+ a,p+a2

)

Tā kā

m
l,
p

tad saskaņā ar formulu (4) reizinātājs

1

p{p2
+a,p+a2

)
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ir diferenciālvienādojuma

y"+aļy' +a
l y=l

y(0)=0, y'(0) =0

partikulārāatrisinājumay attēls Y(p).
Tādējādi

Y=pF(p)Y(p)

un attēlam V atbilstošo oriģinālu y var atrast, izmantojot Diamela formulas

(sk. 30.4.§ 12. p.), no kurām izriet, ka

Y=p F(p) Y(p) =/(0) y (t)+ y(t-x)dx

0

vai arī

£ £

Y=-p ■F(p) •V(p) =y (0)/(O +fy' (x) f(t-x)dx= f v' (x) f(t-x) dx.

Tātad, lai atrastu lineāra nehomogēnadiferenciālvienādojuma

y"+a
ļ
y'+a

2
y=f(t)

y(0) =0, y'(0)=0

partikulāroatrisinājumu,izmantojot Diamela formulu,rīkojaspēc šāda algoritma.

1. Uzraksta dotajamdiferenciālvienādojumamatbilstošo «vienības» diferenciālvie-

nādojumu

y"+ a,y'+a
2
y=l

ar sākuma nosacījumiem

y(0)=0, y'(0)=0.

2. Sastāda šim diferenciālvienādojumam atbilstošo operatoru vienādojumu

p
2
Y+a,pY+a2

Y= -,

p

no kura izsaka

y= \ .
p(p2

+a,p+a
2
)

3. Atrod attēlam V atbilstošo oriģināluv(0 un tā atvasinājumuy'(t).

4. Atrod dotā diferenciālvienādojumapartikulāro atrisinājumu, lietojotDiamela

formulu
t

(6)

0

Piemērs. Atrastdiferenciālvienādojuma

y"-sy'+6y=e
2',

y(0)=0, y'(0)=0

partikulāroatrisinājumu,lietojotDiamela formulu.

Dotajam diferenciālvienādojumamatbilst «vienības diferenciālvienādojums»

y"-sy'+ 6y =l

v(0)=0, y'(0)=0,
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kura operatoru vienādojumsir

p2 Y-spY+i6Y=
-,

P

no kurienes

y=
1 1 A B C

~p(p2
-sp+6)

"

p(p-2)(p-3) ~p
+

p~-2
+
p-3

Ar nenoteikto koeficientu metodi atrodam,ka

6 2 3

Tātad

,1111 11
Y= ■ ■ h

6 p 2 p-2 3 p-3

un

no kurienes

y'(t)=-e
2l
+e

st.

Tā kā dotā diferenciālvienādojuma labā puse f(t)=e
2 ', tad f{t-x)-=e

2U x)

un, izmantojot formulu (6), atrodam

i t

y(t) =

3x
-e

2x
)e2U x) dx= ļ(e2t+x

-e
2t
)dx=e 2t+x

-x-e
2t

=e
3t
-e

2'-te 2.

O 0

Tātad dotā diferenciālvienādojumapartikulāraisatrisinājums ir

y=e
3'—e 2t—te2t.

4. BORELA TEORĒMAS LIETOJUMI,
ATRISINOT LINEĀRU NEHOMOGĒNU

DIFERENCIĀLVIENĀDOJUMU

Atrisinot diferenciālvienādojumus,dažkārt ir izdevīgiizmantot Borela teorē-

mu - īpašību, ka divu attēlu reizinājumamatbilst šiem attēliem atbilstošo oriģinālu

konvolūcija (sk. 30.4.§ 11. p.).

Tā, piemēram, ja diferenciālvienādojuma

y"+ a]y' +a
2
y=f(t),

y(0)=0, v'(0)=0

partikulārāatrisinājumay(t) attēlu Y(p) sadala reizinātājos šādi:

+OļP+a- p'L + aļp+a ī

kur F(p) =.f(t), un reizinātājam

p +a,p+a2

ir atrasts oriģināls g(t), tad saskaņā ar Borela teorēmu attēlu reizinājumam

G(p)F(p) atbilst oriģinālu g(t) unf(t) konvolūcija:

t

G(p)F(p) = ļg(x)f(t-x)dx
0
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vai saskaņa ar konvolucijas komutativo īpašību

G(p)F(p) = ļf(x)g(t-x)dx.
o

Tātad diferenciālvienādojumapartikulāro atrisinājumuy(t) var atrast ar integrāli

y(t)= tf(x)g(t-x)dx

0

vai arī (7)
t

y(t)=^g(x)f(t-x)dx.
0

Piemērs. Atrast diferenciālvienādojuma

y"-y'=līe<
y(o)=o, v(o)=o

partikulāroatrisinājumu, izmantojotBorela teorēmu.

Ja y(t) = Y(p), tad y'(t)=pY(p) un y"(t) =p
2

Y(p), jo v(0)=0 un

y'(0)=0.

Tātad diferenciālvienādojumamatbilst operatoru vienādojums

p
2 Y-pY=F(p),

kur

No operatoru vienādojumaizsakām Ykā divu attēlu reizinājumu:

P -P

Sadalām parciāldaļu summā reizinātāju G (p)= —:
P -P

* \
1 1 A B

G{P) =

p2 -ī
=

pJp-l)
=

p
+
p-l-

Ar nenoteikto koeficientu metodi atrodam,ka

A=-l un B=l.

Tātad

P P-1

Attēlam G (p) atbilst oriģināls

g(t)=-l+e'.

Tākā

1 Īle*

f(t)= ~
tad /(r-x)= -—->-= -7 —-=—,■

1+c' I+e' *

,

c' e
x+e'

1+
X
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Savukārt
„ .

g(x)=-ex
-l.

Līdz ar to, izmantojot formulu (7), atrodam

/ t t t

0 000

0 0 0

t t

=cxe
x

-(e'+l)ln(e
x
+e') =e'-e0-(e'+l)(ļn(et

+e
t)-\n(e0

+ e'))--
-o o

=e'-l-(e(+l)(ln2e'-m(l+eO)=e'-l-(e'+l)(lJi2 +i-ln(l+eO)=

-e'-l-(e,+l)(<+lnī|?).
Tātad dotā diferenciālvienādojumapartikulāraisatrisinājums ir funkcija

y=e'-1- (e'+ l)(t+ ln j-^J.
Piezīme

Kā redzams, izmantojot Borela teorēmu, nav jāmeklē nehomogēnā diferen-

ciālvienādojumalabās puses - funkcijasf(t) attēls F(p). Tomērvairumā gadījumu

funkcijuf(t) un g(t) konvolūcijas, t. i., integrāļa (7) atrašana ir ļoti darbietilpīga.

5. DIFERENCIĀLVIENĀDOJUMU SISTĒMU ATRISINĀŠANA

Risinot iepriekš aplūkotos diferenciālvienādojumusarLaplasa transformāci-

jas palīdzību, šķiet, ka vienkāršāk atrisinājumusvar iegūt, izmantojot diferenciāl-

vienādojumu teorijā aplūkotās metodes (sk. IV d. XVII nod.). Tomēr operatoru

metodes priekšrocības redzamas, atrisinot diferenciālvienādojumusistēmas.

Aplūkosim lineāru nehomogēnudiferenciālvienādojumusistēmu arkonstan-

tiem koeficientiem (pieņemsim, ka sistēmā ir 2 vienādojumi un 2 nezināmas

funkcijas y=y(t) unz=z(t)). Šādas sistēmas normālforma ir

\z'+a-,y+a
22

z=f2(t),

v(0)=v
o, z(0)=zo.

IzpildotLaplasa transformāciju, izmantosim šādus apzīmējumus:

y(t)-.Y(p), z(t) =Z(p), f,(t) =F,(p\ f
2
(t) =F

2
(p).

Tad

y'(t)=.pY(p)-y(o)=pY(p)-yo

un

z'{t) =pZ(p)-z(,o)=pZ(p)-zo.

Diferenciālvienādojumusistēmai (8) atbilst šāda lineāru algebrisku vienādo-

jumusistēma attiecībā pret attēliem V un Z:

(pY-yQ
+a

u
Y+a

ļ2
Z=F1

\pZ-z
0
+a

2ļ
Y+a

22
Z=F

2
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jeb

Up+au
)Y+ n, 2

Z=Fl+vo

{, «j, Y+(p+a22 )Z=F2
+z

0.

Sistēmu (9) var atrisināt, izmantojot Krāmera formulas:

F,+y
0

a
l2

P+Ott F,+y0

y=

j^+^o__P+a22
z=

a-, F
2
+z

0

p+a,, a,2 ' P+an
a
i2

a
2l pa 22+a

22
a

2I Pa22+a
22

Ja F, un F
2

ir daļveida racionālas funkcijas, tad pēc Krāmera formulām

aprēķinātās attēlu Vun Z izteiksmes arī ir daļveida racionālas funkcijas, kurām,

izmantojot iepriekš aplūkotās metodes, atrod atbilstošos oriģinālus - diferenciāl-

vienādojumusistēmas (8) partikulārosatrisinājumus y(0 un z(t).

Analogirīkojas, ja diferenciālvienādojumusistēmā ir vairāk nekā divi vienā-

dojumiun nezināmās funkcijas.

Piemērs. Atrisināt diferenciālvienādojumusistēmu

(y'+2y-3z=l

ļz'+ y-2z=e
3',

ja
y(0)=0 un z(0)=0.

Ja y(t)= Y(p), tad y'(t) =pY(p)-y(0)=pY(p);

ja z(r) = Z(p), tad z'(t) =pZ(p)-z(0)=pZ(p);

1 . 1
3,
. 1

I=. > c = —-.
P P-3

Sastādām dotajai diferenciālvienādojumu sistēmai atbilstošo operatorualgebrisko
vienādojumusistēmu

(pY+2Y-3Z=-
1

f(p+2)y- 3Z=
1

\ '*

Atrisinot šo sistēmu ar Krāmera formulām, atrodam

1
-3

P

1 p-2 3

„
P-3

P
p

+
p-3

=

(p-2)(p-3)+3p
=

p+2 -3 (p+2)(p-2)+~3 p(p-3)(p2-l)

1 p-2
p2-2p+6

~p(p-l)(p+l)(p-3)'
1

p+2
P

,
1 P+2_l

_
p-3 p-3 p p

2
+ 2p-p+3

_

p
2
+p+3

p+2 -3
"

p2~-4+3
"

p(p-3)(p
2
-l)

"

p(p-l)(p+T)(p-3)'
1 p-2



Sadalām Vun Zizteiksmes parciāldaļu summa:

p
2
-2p+6 _A C _D_

=

p(p-l) (p+l)(p-3) ~p
+ +

p~+ī
+ "

= A-2, Z?--i C--|, D-| -

4 8 8

251 91 31.
~p~4 p-1 8 p+l 8 p-3'

p
2
+p+3 A B C D

~

p (p-1)(p+l)(p-3) ~p
+

p-1
+

p+l
+ "

= A-1, B=-
5

A
, C=-l, D-l =

4 8 8

15 1 3 1 5 1

~p~4 p-ī~B p+l
+

8 p-3'

Pēc iegūtajāmparciāldaļām atrodam attēliem Y\m Z atbilstošos oriģinālus-

diferenciālvienādojumusistēmas partikulāros atrisinājumus:

_

5
,

9 , 3 ~,
'

4 8 8

z=l -
c'-

3
c '+ e

3 '.
4 8 8

Kā redzams, Laplasa transformācijas lietojumupamatā ir divi uzdevumi:

1) jāatroddotajam oriģinālamf(t) attēls F(p),

2) jāatrod dotajam attēlamF(p) atbilstošais oriģinālsf(t).

Risinot šos pamatuzdevumus, izmanto Laplasa transformācijas galvenās

īpašības un speciālas tabulas, kurās norādīti biežāk lietoto oriģināluattēli vai arī

attēliem atbilstošie oriģināli (sk. 1. un 2. tabulu).

Šajā nodaļāaplūkoti tikai vienkāršākie operatorurēķinu lietojumi.Jāatzīmē,
ka operatoru metodi efektīvi izmanto, lai atrisinātu dažādus matemātiskajāfizikā

sastopamos parciālos diferenciālvienādojumus,integrālvienādojumus,kā arī to

lieto dažādās inženierzinātņunozarēs.



1.tabula

ATTĒLA ATRAŠANA PĒC ORIĢINĀLA

196

Nr. p. k. Oriģināls f(0 Attēls F(p)

1.
1

2.
1

P
2

3.

p-1

4.
11

p-aD—a

5. sin cot

p
2

+C0
2

6. COSOJt

p
2

+C0
2

7. te"'
1

(P-a)2

8. t
n e"

<P-*> n+l

ļ
2pco

(P- -<o
2

)
2

9. t sin cot

10. tcoscot
p

2
-co

2

(p
2
+ co

2
)
2

11. e°"sin cot
co

(P-£1>) 2
+Q)

2

e
3'cos cot

p-a

(p-a)2+co2

13. shcot=
2

co

p
2
-co

2

14.
e""+ e

""

ch cot=
2

P

p
2
-co

2

15. tshcot
2pw

(p
2
-or)

2

16. tchcot
p

2
+a>

2

(p
2

o>
2
)
2

17. e
aI sh coi

co

(p-a^-co2

18. e°"ch cot
p-g

(p-3£)2
-OJ

2

19. (1 + aOe°"
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2. tabula

LAPLASA TRANSFORMĀCIJAS ĪPAŠĪBAS UN FORMULAS

Nrp.kJ Nosaukums Analītiska izteiksme

i. ļDefuucija; apzīmējums F(p>*= \f(t)e-"dt;

0

/(') =F(p)

2. [Linearitāte

(-1 i-l

3. Līdzība

4. Attēla pārbīde

Oriģinālapārbīde

e"At)~F(p-a)

m-ta)He-
t
»F(p)

6. Periodiska oriģināla attēls

:5S f

o

Attēla atvasinājums F<">(p)=(-l)T/(0

8. Attēla integrālis F(p)dp-'
f

9. Oriģināla atvasinājums /(t) .: pF{p)- /(0)

f
w

(t) ■=p
nF(p)-pn-' m-p"-

2
/'(0)-■ ■ ■ -f-"®)

10. Oriģināla integrālis
X

p
F(p)

0

11. Atvasināšana pec parametra
3/(< ; x) dF(p; x)

12. Oriģinālu konvolūcija

o
(Borela teorēma)

13. Diamela formula pF(p)G(p)~AO)g(t)+jf'(x)g{t-x)dx
o

pF(p)G(p)~g(p)f(t)+jg'(x)At-x)dx

14. Pirmā izvērses teorēma

P(p) /tļP'CP,-)

p, - funkcijas F(p) 1. kārtas pols

15. Otra izvērses teorēma F(p)= -X

kur Res(F(p,)e"'')=

=
--i-~ lim (F(p)e"(p-Piri)
(m,—1)! p-P,dp

m

' 1

p, - funkcijasF(p) m
r

tāskārtas pols.



198

30.7 §. UZDEVUMI

1. LAPLASA TRANSFORMĀCIJA UN TĀS ĪPAŠĪBAS

1. Izmantojot Laplasa integrāli,atrast funkcijas attēlu.

1) c'; ļ
2) sht; 4) cosaitdt;

3) (t-l)2 e< l
;

J
0

5) t-sint.

2. Atrast funkcijas attēlu, izmantojot Laplasa transformācijas īpašības unpamat-
formulas.

1) sin 3 (i-2); 8) i
2 sin2*; 16) te 4 'sin2i;

9) te 2'sin3f; fl-e2(

2) sinrdf; e"_e/»_ 17>
te
i

J 10) - ; J

o to

3) !!zļ; v)
sin7f-sin3<, 18) e'cosOf-l)»/^-J);

4) e
3( sinsi; 12) 4sh3£-cos 22t:; (V-l-i

5) fsh3*; 2e '(1-cosO
19)

f-
-13) ; ;

6) sin3£cos2r; t 0

'
14) e

1 '^«-1)1,0-1);
1—cost t

V —

y at'< 15) te 3cos2r;

0

3. Atrast doto oriģināluattēlus.

2)

3)

5)

4)

6)
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7)
8)

4. Izmantojotpamatformulas, atrast dota attēla oriģinālu.

l)
p

2
+4p+5'

c" pe
2p

'

p2-2p+s+p2+ 9'

c " pe~
2p

5. Izmantojot attēlu reizināšanas teorēmu, atrast dotā attēla oriģinālu.

1)
P
Ī
(P-1);
p

2

l)

3)
*

'p(p2
+16) '

6. Atrast dotā attēla oriģinālu, izmantojot izvērses teorēmu vai racionālas daļas

sadalīšanu parciāldaļās.

i)
P+ 2

3)
1

(p+l)(p-2)(p2+4)' (p-l)3 (p2+ l)(p-2)'

P 4) - .
'

(p2+ l)(p2+2p+2)' (p+3)
3(p+l)

7. Pieņemot, ka g(t) = G(p), u(t) = U(p), un lietojot Diamela formulu, atrast

attēla p-G(p) U(p) oriģināluf(t). Konstruēt funkciju g(t), u(t) unf{t) grafikus.

r 0, r<o

1) g(t)=c ', u(r)=< 3-t2, o<t<l

[ It t>tļ

r 0, r<o

2) g(t)=-e 'sin*, n(f)= < 2*-l, o<t<l

[ 3, t>l;

( 0, t<o

3) g(t)=l+ c ', u(t)=lt2

+l, o<t<l

[ ļ t>\;

f 0, r<o

4) g(t)=te ', u(t)=l2(t-l), o<t<l

[ 3, t>i.
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2. OPERATORU RĒĶINU PIELIETOJUMI

8.-22. uzdevuma atrisināt Koši problēmu.

8. x"+ 2x'+x=sint, x(0)=0, x'(o)=-1.

9. x'"-2x"+x'=4, x(0) =l, x'(0)=2, x"(0)= -2.

10. x"+6x'+ 9x=9e3 ', x(0)=0, x'(0)=0.

11. x"+2x'+x=r
2
, x(0) =l, x'(0)=0.

12. x"' +2x"+sx'=-0, x(0)=-1, jc'(o)=2, x"(0) =0.

13. x"-x'=te', x(0)=x'(0)=0.

14. x"'+x'"=c', x(0)= -1, x'(0)=x"(0)=x"'(0)=0.

15. x"+x'=t2
+2t, x(0) =4, x'(o)= -2.

16. x"+9x'=cos£, x(0)=x'(0) =0.

17. x" +4x=2cosfcos3£, x(0)=x'(0)=0.

18. x"-x=f{t),
{ -_t

x(0)=*'(0)=0, /<o=ļ „'

19. x"+x=f(t),

x(0)=x'(0)=0.

20. x"+9x =/(*),

x(0) =0, x'(0)= l.

21. x"-2x' +x-=f(t),

x(0)=x'(0)=0.

22. x"+4x=f(t),

*(0)=1.*'(0)=2. /(o={se
V

o)j
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23.-27. uzdevuma atrast diferenciālvienādojuma partikulāro atrisinājuma

izmantojot attēlu reizināšanas teorēmu vai Diamela formulu.

23. x"-3x'+ 2x=-e2', x(0)=x'(0)=0.

24. x'+2x=sin3t; x(0)=0.

25. x"-2x'+x=cht, x(0)=x'(0)=0.

26. x"-x= x(0) =x'(0)=0.
1+c

27. x"+x=- , x(0)=x'(0)=0.
2+cosr

28.-37. uzdevumā atrisināt diferenciālvienādojumusistēmas.

28. \X'= - y

[y' =2x+2y, x(0)=y(0) =l.

(x'=-y-z X(0)--1

29. \y'=-x-z y(0)=o

[z'=--x-y z(0)=l

go
fx'-2x-4y=cos*

* ļy'+x+2y =sini, x(o)=y(0) =0.

\x'-x+y=-t1

31. I 2

[y' +4x+2y=4r+l, x(0)=y(0) =0.

32
fx -2y-x+l

" ļy'=3y-2x, x(0)=y(0)=l.

33
f4^'-x'+3y=sini

ļy'+;t'=cosf, x(0)= -1, y(0)=2.

34. \ x'^y~ x

\y'=-y+x+et, x(0)=y(0)=l.

(x'=2x-y +z

35. ly'=x+z
[z'=-3x+y-2z, x(0)=y(0) =l, z(0)=0.

36
\x

"

+y'=sht
~smt~t x(0) =0, x'(0)=2,

ļy"+x' = ch£-cosr, y(0)=l, y'(0)=0.

3?
U"+y'+y=-e'-t x(0) =l, x'(0)=2,

" ļx'-x+2y"-y =-c y(0)=y'(0)=0.
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19. 2sin2

2
-4sin2
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