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Priekšvārds

Kas šajā grāmatā atrodams.

Grāmatā ietverti svarīgākie vidusskolas matemātikas kursa jautājumi un aug-

stākās matemātikas materiāls, kas atbilst inženierzinātņu un dabaszinātņu

bakalaura studiju programmām. Aplūkotas jēdzienu definīcijas, interpretācijas,

formulas, kārtulas, metodes, algoritmi, tabulas v. c. jautājumi. Teorijas jautājumi

apskatīti bez pierādījumiem un izvedumiem, bet ar paskaidrojumiem un norā-

dījumiem.

Par skolas matemātikas kursa jautājumiem aplūkoti arī piemēri un uzdevumu

risināšanas paraugi. lerobežotā grāmatas apjoma dēļ šāds materiāls nav ietverts

augstākās matemātikas jautājumu apskatā.

Kam šī grāmata ieteicama.

Neviena rokasgrāmata nevar aizstāt mācību grāmatu. Arī šī grāmata lietojama

galvenokārt kā mācību palīglīdzeklis un informācijas avots īsu, bet izsmeļošu uz-

ziņu iegūšanai par daudziem matemātikas jautājumiem. Grāmatu var izmantot

• skolēni un studenti, gatavojoties eksāmeniem;

• skolotāji un skolēnu vecāki;

• matemātikas lietotāji (inženieri, praktiķi).

Materiāla sakārtojums un iedalījums.
Grāmatas saturs sadalīts nodaļās, paragrāfos un apakšpunktos. Liela materiāla

daļa sakārtota pārskatāmu tabulu veidā, kur norādīts attiecīgā jēdziena nosau-

kums, apzīmējumi, paskaidrojumi, ilustrācijas un piemēri.

Vidusskolas kursa materiāls aplūkots grāmatas pirmajās nodaļās, atsevišķos

gadījumos tas apvienots ar analogu augstākās matemātikas jautājumu apskatu.

Interesējošo jautājumu lasītājs atradīs, izmantojot grāmatas satura rādītāju un

jēdzienu alfabētisko rādītāju.

Gatavojot šo grāmatu, autori izmantoja skolas un augstskolas mācību grāma-

tas, mācīblīdzekļus, rokasgrāmatas v. c. agrāk izdotus materiālus.

Autori
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1. JĒDZIENS "KOPA" UN AR TO SAISTĪTIE JAUTĀJUMI

1.1. Kopas jēdziens. Darbības ar kopām

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi Ilustrācija, piemēri

Kopa Alfabēta lielie burti Plaknes apgabals, ko ierobežo

brīvi izraudzīta slēgta līnijaA, B, C, X, Y, R, ...

Kopa - nedefinēts matemā-

tikas pamatjēdziens (dažādu

objektu apvienojums, kuriem

piemīt kāda noteikta pazīme,

pēc kuras var noteikt, vai ob-

jekts pieder vai nepieder kopai).

Kopas elementi Alfabētamazie burti Plaknes apgabala punkti

a, 6, c, x, y, ...

Elements a pieder a e A Punkts atrodas plaknes

kopai A apgabalā

A

a

Elements b b & A jeb b e a Punkts neatrodas plaknes

nepieder kopai A apgabala

Galīga kopa Elementu skaitu var izteikt Alfabētaburtu kopa
ar noteiktu naturālu skaitli. Grāmatas lapu kopa

Bezgalīga kopa Elementu skaits ir lielāks Taisnes nogriežņa punktu kopa

nekā jebkurš naturāls skaitlis.

Tukša kopa 0

Kopa nav neviena elementa.

Vienādojumam x
2

+ 1 = 0

nav reālu sakņu, t. i., x e 0.

Vienādaskopas A = B

Sastāv no vieniem un tiem

pašiem elementiem.

Apakškopa A C B

Visi kopas A elementi pieder

ari kopai B.



1. JĒDZIENS "KOPA" UN AR TO SAISTĪTIE JAUTĀJUMI

Ikvivalentas A - B Eilera-Venna diagramma

opas Katram kopas A elementam

atbilst tikai viens kopas B
B

A

elements un katrs kopas B

elements atbilst tikai vienam

a
i

kopas A elementam. a>2

anumurējama Kopa ir ekvivalenta naturālo

skaitļu kopai Nopa

opas apjoms Kopīga īpašība, kas piemīt
visām savstarpēji ekviva-

Vienāds apjoms ir naturālo

skaitļu, veselo skaitļu,
racionālo skaitļu kopai;
šo kopu kardinālskaitli

apzīmē ar burtu

N
0
"alef". Lielāks apjoms

nekā N
0

ir kopai R, intervālam

lentam kopām.

Galīgas kopas apjoms ir tās

elementu skaits. Tukšas kopas

apjoms ir skaitlis 0.

Bezgalīgām kopām var būt

dažādi apjomi; mazākais no [0; 1] u. c. Šim kopām ir

kontinuuma apjoms K
x

tiem ir sanumurējamas kopas

apjoms. Kopas apjomu raksturo

tās kardinālskaitlis.

(lat. continuum - nepārtraukts).

Lopu C = A U B

pvienojums Kopa C sastāv no visiem tiem

elementiem, kuri pieder vismaz

vienai no kopām A vai B.

opu šķēlums C = A n B

Kopa C sastāv no visiem tiem

elementiem, kuri pieder

kopai A un kopai B.

opu starpība C = A \ B

Kopa C sastāv no visiem tiem

kopas A elementiem, kuri

nepieder kopai B.

iopu Dekarta

eizinājums

C = A x B

Kopas C elementi ir visi iespē-

jamie kopu A un B elementu

a un b sakārtoti pari (a; b).



1.2. Skaitļu kopas

1.2. Skaitļu kopas

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi Ilustrācija, piemēri

[aturalo skaitļu N = {1; 2; 3; n; ...}

opa

reselo skaitļu Z Z = {...; -3; -2; -1; 0; 1; 2; 3; ...}

opa Naturālie skaitļi, naturāliem

skaitļiem pretējie skaitļi, nulle.
N C Z

tacionalo skaitļu Q Q = -:

l n

m 6 Z, n Ē n|
opa

Kopas elementus var izteikt n ?6 0

m 3 -2
-: 1,8; 3,1515...ar attiecību —

n 4 1 1

(veselie skaitļi, parastie

daļskaitļi, galīgie decimāldaļ-

skaitļi, bezgalīgi periodiski

decimāldaļskaitļi).

Z c Q

racionālie skaitļi Bezgalīgi neperiodiski

decimāldaļskaitļi.

tt = 3,1415926...

e = 2,7182818...

V2 = 1,4142135...

Ig7 = 0,84509801...

Leālo skaitļu R

opa Racionālo skaitļu kopas
un iracionālo skaitļu kopas

apvienojums.

Komplekso

skaitļu kopa

C 3 + 2i

Kopa, kuras elementi ir

kompleksie skaitļi

4 - 5i

0 + 2i = 2z

z = a + bi, kur 2 + = 2

a e R, b e R, i = , R C C

f = -1.

Ja 6 = 0, tad

a + bi = a e R.



1.3. Ar reālo skaitļu kopu saistītie jēdzieni

1. JĒDZIENS "KOPA" UN AR TO SAISTĪTIE JAUTĀJUMI

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi, piemēri

Darbības reālo skaitļu

kopa

• Saskaitīšana a + b

• Atņemšana a - b = c, ja a = b + c

(saskaitīšanai apgrieztā darbība)

• Reizināšana a ■ b

• Dalīšana a : b — c jeb — = c, ja a = b ■ c {b * 0)
6

• Kāpināšana

(reizināšanai apgrieztā darbība)

a" = o • a • a •
...

• a (n reizinātāji, n e N)

• Saknes atrašana vjā = b
, ja b" = a (n G N)

a 0, ja n ir para skaitlis

Darbību pamatīpašības

(kāpināšanai apgrieztā darbība)

• Saskaitīšanas

komutativa īpašība a + b = b + a

• Saskaitīšanas

{a + b) + c = a + (b + c)asociatīva īpašība

• Reizināšanas

a ■ b = b ■ akomutativa īpašība

• Reizināšanas

asociatīvā īpašība (a ■ b) • c = a ■ (b ■ c)

• Distributīva īpašība a-(b Jrc) = a- b+ a- c

Nevienādības

• Stingra nevienādība a > b, ja a - b > 0 7 > 2; 0 > -3;

Skaitlis a lielāks nekā skaitlis b. -4 > - 10

• Stingra nevienādība a < b, ja a - b < 0 8 < 11; 0 < 2;

Skaitlis a mazāks neka skaitlis b. 6 < -5

• Nestingra nevienādība ja a - b 0

Skaitlis a lielāks vai vienāds ar skaitli b.

• Nestingra nevienādība a b, ja a - b < 0

Skaitlis a mazāks vai vienāds ar skaitli b.



1.3. Ar reālo skaitļu kopu saistītie jēdzieni

Nevienādību īpašības

• Simetrija Ja a > b, tad 6 < a 5 > 2 2 < 5

• Transitivitate Ja a 6 un b > c, 7>4; 4 > 1 7 > 1

tad a > c

• Vienāda veida Ja a 6 un c > d, tad 10 > 3
+

8 > 4nevienādību a + c > 6 + d

saskaitīšana 10 + 8 -3 + 4; 18 > 7

• Pretēja veida Ja a > 6 un c < c/, tad 12 > 8

nevienādību a - c > b - d 3 : 5

atņemšana 12-3 > 8 - 5; 9>3

• Skaitļa pieskaitīšana

(atņemšana)
nevienādībai

Ja a > b, 5>2=>5 + 3>2 + 3;

tad a ± c > b ± c 8 > 5

• Nevienādības Ja a > 6 un c > 0, tad 7 > 5; 2 > 0 =)>

reizināšana (dalīšana)
a 6

a ■ c > b ■ c,
— > — 7 • 2 > 5 • 2; 14 > 10

ar pozitīvu skaitli
c c

• Nevienādības Ja a 6 un c < 0, tad 12 > 9; -3 < 0

reizināšana (dalīšana)

ar negatīvu skaitli a 6
a • c < b ■ c, — < -

12 • (-3) < 9 • (-3);
-36 < -27

c c

• Nevienādību Ja a > b un c > d 8 > 5; 10 > 7 =>

reizināšana (o > 0, 6 > 0, c > 0, d > 0),
tad a ■ c > b ■ d

8 • 10 > 5 ■ 7; 80 > 35

• Apgriezto lielumu

nevienādība

Ja a > 6 un skaitļiem a, 6
1 1

5 > 2 - < -

5 2

1 1 1 1

• Nenegativu skaitļu

ir vienāda zīme, tad ~~ < 7
a 0

-2>-3^--<--

a + b ,
> 4

vidējās aritmētiskās un

vidējās ģeometriskās
vērtības nevienādība

2

(vienādība ir tikai tad, ja a = 6)

2

Ej + X
2
+ ...+

Xļ 'X2
-...-X

n

• Vidējas aritmētiskas

n

x
l
+x

2
+ ...

+ x
n 2 + 4 h1

+ 4
1 .

un vidējas kvadrātiskas

vērtības nevienādība
aļ + x\ +

...
+ x\

3 < a/ĪO
V n

(vienādībair tikai tad, ja

Xļ — x
2

—
...

= x
n
)



1. JĒDZIENS "KOPA" UN AR TO SAISTĪTIE JAUTĀJUMI

• Vidējas ģeo-
metriskās un

2 , 2 1 1 2

JEļ + X
2

+ ... + X
n

n/xr x
2
'...-x

n

<: M *

vidējas kvadrā-

tiskās vērtības

'

V n

nevienādība

+ a
2
b

2
+

...+ a
n

b
n
f < (a* + <flj+...+o;)"(6i>+^+-+65)

• Koši-

Buņakovska
nevienādība

Reālo skaitļu [a; b] - slēgts intervāls

intervāli a x b b x

(a; b) - vaļējs intervāls

a < x < b a b x

[a; b) - pusslēgts intervāls

a x < b a b x

(a; b] - pusslēgts intervāls

a < x b a b x

[a; +oc) - bezgalīgs intervāls

x a
X

(a; +00) - bezgalīgs intervāls

> a

(-00; b] - bezgalīgs intervāls

x b b x

(-00; 6) - bezgalīgs intervāls

x < b
6

(-00; +00) - bezgalīgs intervāls

x e k

Reālaskaitļa a, ja |3| = 3, f01 = 0,

' ū 1 = ' -a, ja a < 0 |r4j = -(-4) = 4
modulis

(absolūtā vērtība)

Moduļa īpašības
1

• |o| 0; |a| = (,-a|; \a\ ž a • ļ0 • 6| = |a| • |6ļ; |a"ļ = |a|"

• \a + b\ s$ lai + 161
n
\

a
\

.
- (6*0)

• | a - 6 ļ | a | - ļ b \ b \ b ļ

• [a, + a
2

+
...

+ aj |a
11 + ļa

2| + ... + ļaj

• |x| = a x = ±a

• \x\ a x e [-a; a]

• |x| < a rr e (-a; a)



Ar reālo skaitļu dalīšanas darbību saistītie jēdzieni

1.3. Ar reālo skaitļu kopu saistītie jēdzieni

• \x\ > a x G (-oo; -a) U (a; +oo)

• \x\ a x G (-oo; -a] U [a; +oo)

Reāla skaitļa
zīme (signum)
(no latīņu v.

1, ja x > 0

sgna? = 0, ja x = 0

— 1, ja x > 0

(apzīmē arī sign x )

signum - zīme)

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi Piemēri

a 2 7

Daļa
~

(6*0)
3 6

(divu skaitļu attiecība)

īsta daļa
a 3 4 1
~

, ja a < b (6*0)
5 7 2

Neīsta daļa
a 9 3 5
~

, ja a > b (6*0)
4' 2' 3

Daļas

pamatīpašības

a a • c

- = (6 * 0, c * 0)
6 b ■ c

3 3-2• Daļas

paplašināšana 5 5-2

• Daļas a a : c
- = (6 * 0, c * 0)
6 6 : c

20 20 : 5

saīsināšana 25 25 : 5

Zīmes maiņa
a — a a

-- = = 6*0

b b -b

4-4 4

9 9-9

Darbības

ar daļām

• Saskaitīšana, a c a • d ±b■ c

& 7
=

~d (^°- d* 0)atņemšana

a c a ± c

• Reizināšana
a c a ■ c

• Dalīšana
a c a ■ d

-■-
= —

(6*0, d*0,
6 a 6 • c

c 5* 0)



1. JĒDZIENS "KOPA" UN AR TO SAISTĪTIE JAUTĀJUMI

Proporcija
a c

—
—

— jeb a : b = c : d
b d

(6*0, d * 0)

Proporcijas

ārējie locekļi

(divu attiecību vienādība)

a; d

Proporcijas

iekšējie locekļi

6; c

Proporcijas

pamatīpašība

a • d — b • c 3 6
- = - 3-8 = 4-6

Ārējo locekļu reizinājums 4 8

ir vienāds ar iekšējo locekļu

reizinājumu.

Secinājumi

• Proporcijas locekļu
izteikšana

a c 6 • c a' d Ū' d '
°

6 d d c 6 a

• Proporcijas

pārveidojumi
a c a ±b c±d a±b c±d a+b c+d

b d b d a c a — b c — d

rocenti

iens procents 1 %

1 a

1 % no a ir a = 1 % no 34 = — • 34 =

100 100 100

procenti

Viens procents no skaitļa
a ir šī skaitļa viena simtā

=
=-

= 0,34
100

daļa.

p %

p % no a ir a =

100 100

amatsakarības

p procenti no skaitļa a ir ši

skaitļa p simtdaļas.

No —- ■ a — b iegūst:
100

100-6 b_
_

p 100-6

p a 100' a

Procentu rēķinu
pamatuzdevumi

• Procentu p% no a ir JL.
a =

°lJL
7 % no 200 =

aprēķināšana 100 100

7
= 200 = 14

100



Ar reālo skaitļu kāpināšanas un saknes atrašanas

darbību saistītie jēdzieni

1.3. Ar reālo skaitļu kopu saistītie jēdzieni

• Skaitļa a

aprēķināšana, ja doti

šī skaitļa p procenti

Ja p % no

6-100

a ir 6, tad Ja 15 % no a = 45, tad

45 ■ 100
a = a = — = 300

V 15

• Skaitļa b izteikšana
T

b
-

P
Ja

a

"

100 '
tad

30
n nr

75
nr

_= 0,75 = = 75 %
40 100kā skaitļa a

procentus
6
- = P% jeb 6 ir p % no a jeb 30 ir 75 % no 40
a

Promiles

Viena promile 1 %c

tOf
1 a

1 %o no a ir a =

1000 1000

p promiles

Vienapromile no skaitļa a ir ši skaitļa viena

tūkstošdaļa.

p %c

p promiles no skaitļa a ir šī skaitļa p tūkstošdaļas.

Piezīme.

Aprēķinus ar promilēm izpilda analogi

procentu rēķinu uzdevumiem.

Pakāpe ar naturālu

kāpinātāju

a"
— a • a • a • ... • a,

n e N (n reizinātāji)

2
:ļ

= 2 • 2 • 2 = 8

Kāpinātājs

Bāze

Sakne '-ļfā = 2, jo 2
:!

= 8

Hfā = b
, ja bn

= a, n 6 N, = -2. jo

Saknes radītājs

a 0, ja n - pāra skaitlis (-2)
5

= -32

n

Zemsaknes skaitlis

Aritmētiska sakne Saknes nenegatīvā V25 = 5

vērtība, ja a 0.
427 = 3

Ja a < 0, aritmētiska

sakne neeksistē.



1. JĒDZIENS "KOPA" UN AR TO SAISTĪTIE JAUTĀJUMI

Aritmētiskās saknes © yļāF = | a | Vā?"- 6x + 9 =

īpašības
(2) =

n-tfā^
a > 0, ra, n, k £ N

= V(x - 3)
2

=\x-3\

Līdzīgas saknes

7J |
— / m

(D = Va
T 725 = 7Š7

= 7Š

a > 0, fc- naturālo skaitļu
m un n kopīgs dalītājs.

7Š; -27Š; -7Š
2

Saknes, kurām ir vienādi

zemsaknes skaitļi un saknes

rādītāji, bet atšķirīgi racionāli

reizinātāji (koeficienti) pirms

Darbības ar saknēm

saknes simbola,

piemēram, bvjā, cVā (6, c £ Q)

5V7 + 3V7 = 877;• Saskaitīšana, ± c'-ifā = (b± c)n/ā

atņemšana Šis darbības izpilda tikai 972 - 472 = 572

ar līdzīgām saknēm

• Reizināšana rifā • 7fr~ = 7a ■ 6 7i -7Ī6 = 74-16 =

a > 0, 6^0 = 764 = 4

• Dalīšana
_

fā

74 V4

• Kāpināšana

a 0, 6 > 0

(Vā) m

= a^0 (72)" = = 78

• Saknes atrašana = n"jyā a 0 VTīŪ = 'Tīo

Kāpinātāja jēdziena

paplašinājums

• Kāpinātājs - nulle a° = 1, a * 0 3
11

= 1, 3,14" = 1

• Kāpinātājs - vesels

negatīvs skaitlis

1
a =

—

a
n

• Kāpinātājs -

pozitīvs daļskaitlis

n £ N, a * 0
lo-.-E'i-L

10" 100

m

o" = 7a'"

1

32 = 73;

a 0; ra, n £ N

2

= 7Š7
= 725



1.3. Ar reālo skaitļu kopu saistītie jēdzieni

Pakāpes īpašības © a
r • a" = a

J + >

(a > 0, b > 0,
9 -= «"

iGl. y e R)

(D ( a • 6) J" = a' • #

®
[bi ~v

Logaritms Skaitļa b logaritms ir

kāpinātājs, ar kuru kāpinot
bazi a iegūst skaitli b.

log,16 = 2. jo 4- = 16:

log.,0.25 = -2, jo

Decimāllogaritms

log
fl
6 (a > 0. a * 1)

Ja a
x
= b, tad x = log

((

6. 2~
2
=-= 0,25

Ja x = log
0

6, tad a' = b.
4

lg b

Skaitļa b logaritms, ja bāze

lglOOO = 3, jo

ir skaitlis 10.

10
:i

= 1000

Naturāllogaritms

(Ig6 = log 10
6)

acionalais skaitlis

ln b

Skaitļa b logaritms, ja bāze ir i

e = 2,71828... (ln& = log,. 6)

Logaritmu īpašības

• Skaitļa 1 logaritms log
a

l = 0, jo a° = 1 lgl = 0. jo 10" = 1

lnl = 0, jo e" = 1

• Bāzes logaritms log
a
a = 1, jo ax = a lg 10 = 1. jo 101 = 10

ln e — 1, jo e
1

= e

• Logaritmiskas a
loga b

= b ; log„ a
x

= x 10
1*5

= 3; e1"5
= 5

identitātes

• Reizinājuma logjbj • b
2
) = + log

a

6
2

(fc, > 0, 6
2 > 0)

logaritms

• Dalījuma logaritms
6

2

(&! > 0, 6
2

> 0)

• Pakāpes logaritms = c • log
a
6 (6> 0)

log
a

6 2"
= 2n • logJ6| (n ej)

• Saknes logaritms log
a

4b = - • log
Q

6

n

• Logaritma bāzes

maiņa

I

log
c
a

log,5 =
2

iog
3

2

log„6 = -!-; tafc =
M

log 6
a lge

log., 10 = —

lg2 LATVIJAS



2. ALGEBRISKAS IZTEIKSMES, VIENĀDOJUMI,

NEVIENĀDĪBAS

2.1. Racionālas algebriskas izteiksmes

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi Piemēri

Racionāla algebriska Skaitļi un ar burtiem 2a + 362
- x + 7;

izteiksme apzīmēti mainīgi lielumi, (ra - n)2
+ 3m - n;

kas savienoti ar matemā-

--xy + x
2

-y
i

\tisku darbību zīmēm, bet

nesatur mainīgo lielumu V

Veselaracionāla

saknes.
3x — ab — c

a + b

Racionāla algebriska izteiksme,
kurā ar mainīgajiem lielumiem

vai to izteiksmēm

a
2

+ b2
+ ab - 1;

algebriska izteiksme 3:r
2

y - 5rf/2 - x

Daļveida racionāla

netiek izpildīta dalīšana.

2x + 3y
algebriska izteiksme

Racionāla algebriska izteiksme,
kurā ar mainīgajiem lielumiem

vai to izteiksmēm xy-l

Daļveida racionālas

tiek izpildīta arī dalīšana.

Visu mainīgo lielumu vērtību
3x

2

-5x + 3

algebriskas
izteiksmes

kopa, ar kurām izteiksmes

saucēja vērtība nav

vienādaar nulli.

2x + 8

definīcijas apgabals 2x + 8 * 0, x * -4,

definīcijas apgabals:

x<E (-oo; -4) U (-4; +oo)

Monoms Algebriska izteiksme, kura

skaitļi, mainīgie lielumi un to

pakāpes ar naturālukāpinātāju

2ab; aJb2;

0,5xy\ 3xl

7x; y; 4;

savienoti tikai ar reizināšanas

zīmi; ari atsevišķi mainīgie
lielumi un skaitļi.

Polinoms Monomu algebriska summa 3mn + 2x
2

y - 5;

3o
2

- 2ab + b
2

Polinoms ar vienu

mainīgo lielumu

P
n
(x) = a

n
x

n

+ a
n _ ļ

x
n ' 1

+

+ a
n 2

x
n 2

+ ... + a
y
x + a

0

ax
2

+ bx + c

(kvadrattrinoms);

(No mainīgā lieluma pakāpēm ax + b

Polinomapakāpe

ar naturālu kāpinātāju (lineārs binoms)

sastādīts polinoms.)

n 2x
3

- 5x
2

+ 6x + 2

(3. pakāpes polinoms)



2.1. Racionālas algebriskas izteiksmes

Polinomakoeficienti 2; -5; 6; 2

Reducēts polinoms Polinoms, kura koeficients x- + 5a: + 6;

a;
3

- 4a:
2

+ 6a; - 5

Darbības ar

polinomiem

• Saskaitīšana P» ± QJx) = S
k
(x) (3a:2 -f 7x - 1) +

• Atņemšana Polinomu S
k (x) iegūst,

saskaitot (atņemot) polinomu

P
n{x) un Q

m
{x) koeficientus

pie vienādām x pakāpēm.

+ (a;3
- 2a;2

+ 4a; - 2) =

= r
3

+ a;
2

+ 11a; - 3

• Reizināšana

Reizinot polinomus, izmanto

(2a;3

+ 3a:2 - x + 4) x

x (x2
+ 6a:-2) =

distributīvo īpašību attiecība = (2a;3
+ 3a;2 -a;+4)a;2

+

+ (2a: 3
+ 3a;2 - a:+ 4)6a; +

+ (2a:3 + 3a;2 -a;+4)(-2) =

= 2x
5

+ 15a:
4

+ 13a:
3

-

pret summas reizināšanu ar

skaitli (monomu).

- 8a;
2

+ 26a: - 8

• Dalīšana (apgriezta
darbība reizināšanai)

QJ*) : P
n
(x) _6r!

+ a:
2
+ 7.r+6 |2a: 2-a:+3

6 a:
3
- 3a:2

+ 9a: 3a; + 2

jeb [m>n)

3a: + 2

4a:
2

- 2x + 6

4a:2 - 2x + 6

Qm
(x) : P„(x) = S

m _ n
(x),

0

ja
(2a;2 - x + 3) • (3a; + 2) =

= 6a;3
+ ar + 7a; + 6

ahšanas atlikums Polinoms R
k
{x), (k < n) _2x

A
+ Zx- 1

2a:
4
- 4a;

3

| x
2 -2x

2x- +4x+8
ja

QJtx)=P
n
W.S

m _n
{x) + RJLx)

4a;3
+ 3a;- 1

4a;3 - 8a;
2

P
n
(x)

"K
P

n
( x)

_8a;
2
+ 3a:- 1

8a;
2

- 16a;

19a:- 1

2x
x

+3x-l

x
2

-2x

1 Qr — 1

= 2a;
2

+ 4a: + 8 +
±2*1

x — 2x

olinoma P
n
(x) sakne Reāls vai komplekss skaitlis x

0,
P

2
{x) = x

2
- 5x + 6

ja x
l
= 2, x

2
— 3, jo

P
n
(x

0
) = 0 P

2
(2) = 0, P

2(3) = 0

Algebras Katram polinomam P
2
(x) = x

2
- 6a; + 13

pamatteorēma eksistē sakne Xļ = 3 + 2i, a;
2

= 3 - 2i

(reāla vai kompleksa).



2. ALGEBRISKAS IZTEIKSMES, VIENĀDOJUMI, NEVIENĀDĪBAS

Algebras pamat-

teoremas

n-tas pakāpes polinomam
P

n
{x) ir n saknes: P

3
(x) = x

3
- 4.x,

secinājums X
l1

X
21

X
n Xj = 0, x

2
= -2, a?

3
= 2

Bezū teorēma Ja, dalot polinomu P
n
{x)

ar binomu cc - x
0,

iegūst
atlikumu r, tad r = P

n
(x

0
).

P,(x) = .r
!

-3:r+6, x
tt
= 1

x
3

- 3x + 6 | x - 1

Bezu teorēmas

x
*

~ x
*

x
2

+ x 2

Skaitlis x
0
ir polinoma x2

- 3x + 6

secinājums P
n
{x) sakne tad un tikai

tad, ja šo polinomu var

izdalīt ar binomu x - x
0

x
2

- x

-2x + 6

-2x + 2

bez atlikuma. 4

Tātad r = 4 un arī

P,(l) = 4

Polinoma sadalījums P(cc) = a
n
(x- x

ļ
)(x~ x

2)...(x- x
n
) P

2 {x) = 2x
2

+ 7x - 4

lineāros reizinātājos
ax

2

+ bx + c = a(x- a?
1
)(a3- £

2
)

£, =
—, x

0 —
—4

2
x

2

+ px + 67 = (x - x
ļ
)(x - x

2
)

2a;2 + 7x - 4 =

= 2 f a; — — I(a;- + 4)
i 2)

Vjeta formulas Reducētam kvadrattrinomam P
2
(x) = x

2
- 5x + 6

P
2
{x) — x

2

+ px + q = 2, x
2

= 3

-5 = -(2 + 3)p = -{x
x

+ x
2
)

q = x
ļ

• x
2

6=2-3

Reducētam n-tās pakāpes
x

2
- 5x + 6 =polinomam

x
7' + a

v 1
x"

1
+ a

n 2
x

n 2 +
...

= (x- 2)(x + 3)

...
+ a

0

a
n j

— -(x
ļ

+ x
2

+
...

+ xj

a
n 2

= + x
l
x

3
+

...
+ x

1
x

n
+

I I I ■ • • I

+ + ... + x
n x

x
n

%
= (-l)"x1x2

x
3
...x

n

Hornera Metode polinoma

shēma P
n
(x) = a

n
x

11

+ a
n _ x

x
n~ x

+ a
n _ 2

»
n 2

+ ... + a
x
x + a

0

dalīšanai ar binomu x - x
0.

n-tās pakāpes polinoma P
n
(x) un binoma x - x

0
dalījums ir

n - 1 pakāpes polinoms

Q„ i(ar) = 6
7ļ 1

x" 1
+ b

n 2
x

n 2
+

...
+ \x + b

Q,

tātad

P(x) = (x - x
()
)Q

n v



2.1. Racionālas algebriskas izteiksmes

Hornera shēma Ja dalot iegūst atlikumu r, tad ir speķa vienādība

(turpinājums)

No šīs vienādības izriet rekurences formulas:

4, - tlf ū
n

K 2= X
0- K

1
+ a

n 1

6
n - 3

= X
0

• h
n - 2

+ Ū
n 2

6j = x
(ļ

■ b
2

+ a
2

b
0

= x, ■ b, + ax
r = x, ■ b

Q
+ a

0

Izmantojot šīs formulas, aprēķinus sakārto tabulā, kuras

pirmajā rindā raksta dalāmāpolinoma koeficientus

(ja kādas pakāpes polinomā nav, tad tās koeficients ir 0),

otrajā rindā - aprēķinu starprezultātus x
0- b

k, bet

trešajā rindā - meklējamos koeficientus un atlikumu r

(ja tāds eksistē), turklāt pēdējais skaitlis šajā rindā ir

dalījuma atlikums

r = P
n
(x

o
).

-
1

-
2

a
2

X
0 ■ b

n - 1
x

{)
■ b

n - 2 x, ■ b
2 x„ • &j x

(ļ
■ b

0

i
= a

„

b
n 2

= 6„
i 3 &j = r =

= a
B ļ + = a

n 2
+ = a

2
+ == a

x
+ = a

0
+

+ x
ti ■ K

- 1
+ X

<) ' . 2
+ 21, • 6.

2

Piemērs (x 4
+ 2x

3
- 4x + 6) : (x - 2)

a ļ 1 2 0 -4 6

+ + + +

2 • &. 2 8 L6 24

-
1

1 4 8 12 30

Q
3(x) = 1 • x

3

+ 4x
2

+ 8x + 12. r = 30.

Tātad x
4
+ 2x

3
- 4x + 6 = (x3

+ 4x
2

+ 8x + I2)(x - 2) + 30

jeb

30

(x4

+ 2x3
- 4x + 6) : (x - 2) = x

3

+ 4x
2

+ 8x + 12 +
x — 2



2.2. Saīsinātās reizināšanas formulas

2.3. Racionāli algebriski vienādojumi

2. ALGEBRISKAS IZTEIKSMES, VIENĀDOJUMI, NEVIENĀDĪBAS

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi Piemēri

Summas kvadrāts {a + b) 2
= a? + 2ab + b

2

(a + b + c) 2
= a

2

+ b 2
+ c

2
+ 2ab + 2ac + 2bc

Starpības kvadrāts (a - b) 2
= a

2 2ab + b2

Summas kubs [a + 6) 3
= a

3

+ 3a
2
6 + 3a6

2

+ 6
3

Starpības kubs (a - 6)3
= a

3
- 3a

2
fc + 3a6

2
- 6

3

Kvadrātu starpība a
2

- b 2
= (a- b){a + b)

Kubu starpība a
3

- b3
= (a - 6)(a 2

+ a& + o
2)

Kubu summa a
3
+ b 3

= (a + 6)(a 2
- ab + 6 2 )

Nutonabinoms (a + 6)71
= a" + C\a

l
b + C

2

n
a

n' 2
b

2
+

... (a + &)5 = a
5

+

+ C
m
a

n~mb m + +6"
+ Cr^a'

!
6

2

+

Binomialais

+ C
5

3aV + C
5

4a&4
+ 6

5

( nl rvi 5

c;; = = jeb cl=-- = 5

{ mj m\(n — m)\ 1

m
_

koeficients

C
m

=

n(n - l)(n - 2)(n - 3)...(n - m + 1)
= = ļQ

l-2-3-...-m
5

1-2

" { mj m!(n-m)!

, m
_

n(n - l)(n - 2)(n - 3)...(n - m + 1)

Paskala trijstūris ņj a? = = 10

0 1
d

1-2-3

1-2 -3-...-ra

binomialo 0 1

koeficientu

noteikšanai

1

2

1 1 1
C

4
=

5-4-3-2
=5

2 12 1 5
1-2-3-4

3 13 3 1

1 1

1 2 1

3 13 3 1

4

5

4 1 4 6 4 1. ,

A
. tt5 ,, 5 ,

5 1 5 10 10 5 1
(a+ 6) = a +

6 1 6 15 20 15 6 1 + 5a6+10a36- +

1

1 4 6 4 1

5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

+ 10a263 +5a64 +65

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi Piemēri

ienādiba Divas algebriskas izteiksmes, kas

savienotas ar vienādības zīmi.

3a + 46 = m ■ n

dentitate Vienādība, kas pareiza jebkurai (x + 3)
2

_

x
2

+ 6x + 9

x
2

-4
~

(x-2)(x+2)mainīgā lieluma vērtībai no

definīcijas apgabala.
x e R, x * 2, x * -2
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Vienādojums Vienādība, kas pareiza tikai ar

noteiktām mainīgā lieluma

(nezināmā) vērtībām.

x
2

—
5x - 6

xļ = 2, x
2

= 3

Vienādojuma Skaitlis, kuru ievietojot vienādojumā 2x- 6 = 0

sakne nezināmā lieluma vieta iegūst pareizu x = 3

skaitlisku vienādību.

Ekvivalenti Divi vienādojumi, kuriem ir vienas | x
2

+ 5 = 6ir

ienadojumi un tās pašas saknes (katra pirmā

vienādojuma sakne apmierina otro

vienādojumu, un katra otrā vienādojuma

ļ —
1 j —

un

\x 2
- 6x + 5 =0

Vienādojuma
kvivalenti

sakne apmierina pirmo vienādojumu). a\
= 1, x

2
= 5

>arveidojumi

Vienādojuma pārveidojumi, kuru rezulti

dotajam vienādojumam ekvivalentu vi<

• Vienādojuma abām pusēm pieskaita vi

skaitli vai algebrisku izteiksmi, kas n<

vienādojuma definīcijas apgabalu.
• Vienādojuma abas puses reizina vai da

un to pašu skaitli, kas nav nulle, vai i
izteiksmi, kuras vērtība nav nulle un

ita iegūst

snādojumu.
enu un to pašu
smaina

la ar vienu

arī ar algebrisku
kura nemaina

vienādojuma definīcijas apgabalu.

Vesels racionāls a
n

x" + a
n x

x"
1

+ a
u 2

x"
2

+ ... + a
x
x + a

()
= 0

n-tās pakāpes

algebrisks vienā-

dojums ar vienu

Pn(*) = 0

nezināmo

ax + b = 0, a * 0 3x + 12 = 0• Lineārs

vienādojums
sakne * = , =

-12=.-4

• Kvadrāt-

a 3

ax
2

+ bx + c = 0, a * 0 (*) 2x
2

+ 7x - 4 = 0

vienādojums

_-b± Vb2
- 4ac -7± V49 + 32

2a

Ja 6 = 2k )(pāra skaitlis), tad x =- =-4

2

—k i4k2
— ac

*1,2
(1

Kvadrātvienādojuma D = b2
- 4ac 2x2

+ 7x - 4 = 0

diskriminants Ja D > 0, vienādojumam (*) ir divas

dažādas reālas saknes.

£>= 72 -4 • 2 ■ (-4) =

= 81

Ja D = 0, vienādojumam (*) ir divas

vienādas reālas saknes.

Ja D < 0, vienādojumam (*) ir divas

kompleksi saistītas saknes.
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• Reducēts
x

2
+ px + q — 0, x

2
- 6x + 5 = 0

kvadrat-

vienadojums
saknes a;

1)2
= — ± —

cy x
12

= 3 ± V9-5

• Bikvadrāt-

Xj + x
2

= -p; x
x

• x
2

— q x, = 5, x
2

= 1

(Vjeta formulas)

ax
4

+ bx 2
+ c = 0, o 0 x

4
- 13x2

+ 36 = 0

vienadojums Substitūcija: £ = x
2, i2

= x
4

t = x
2

at
2

+ bt + c = 0 t
2

- 13i + 36 = 0

Saknes: t
v

t
2 ti = 9, t

2
= 4

i; = V9 = 3 ,

3-*3 V^Š"' "v/^ x2
= -V9 = -3 ,

x
s

= Vi = 2
,

x
4

= -Vi = -2

Dažu augstāku

pakāpju vienādoju-
mu atrisināšanas

metodes

© Sadalīšana P
n
(x) = 0 3x3

- 5x2
- 3x + 5 = 0

reizinātājos =*> P
n
(x) = P,(x) • P

fc
(x) = 0 =» (3x!

- 3x) - (5a? ~ 5) = 0

3x(x-; - 1) - 5(x2 1) = 0p.(a;) = o vai P ,(x) = 0

(X2 l)(3x 5) = 0

=> X
2
- 1 = 0 vai 3x -5 = 0

f - 1 = 0
,

x
2

= 1

Xļ = 1, x
2

= -1

5

P„(x) = 0, ja Xj ir sakne =>

P.}x) : (x- xj = P„ 1
(x),

P (x) = (x-x
1
) • P j(x) = 0

x -

Xj
= 0 vai P

n
j(x) = 0

3x - 5 = 0, 3x = 5 =ķ x, = -

© Vienādojuma x
4

- 2x
3

- 3x
2

+ 8x - 4 = 0

pakāpes paze-

mināšana,
viena sakne: x

{
= 2

x
4
- 2x3

- 3x2
+ 8x- 4 |x- 2

izmantojot
Bezu teorēmu, x

4
- 2x 3

x
3

- 3x + 2

ja ir zināma -3s
2

+ 8x-4

vienasakne
-3x2

+ 6x

_2x-4
2x-4

0

x
4
-2x

3
-3x

2

+ 8x-4 = 0 <=>

(x- 2)(x3
- 3x + 2) = 0

x- 2 = 0 vai x
3
-3x + 2 = 0

x
3

- 3x + 2 = 0 =>

x
3 -x-2x+2 = 0

x(x 2
- 1) - 2(x - 1) = 0

x(x- l)(x + 1) - 2(x- 1) = 0
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(x- l)(*(z + 1) - 2) = 0 =*

x - 1 = 0 vai x(x + 1) - 2 = 0

z - 1 = 0 x
2

= 1

x
2
+ x- 2 =0 x

:ļ
= -2, x

4
= 1

® Substitucijas Ja P„(i) = 0^P
m
(Q

fc(x)) = 0,

Dota vienādojuma saknes:

x
ļ
= 2, x

2
= 1, xs = -2, x

4
= 1

{X
2

+ 6x) 2

+ 8x
2

+ 48x- 9 = 0

metode tad substitucija: i = Q fc
(ic): {x2

+ 6x) 2

+ 8(x2

+ 6x) - 9 = 0

p
m
(*) = o =� L i

m
£ = X

2
+ 633

= č. (i = 1, 2, m), t
2 +.8f-;9 = 0, Č, = -9, tj = 1

un P
n
(x) = 0 saknes: + 6;E = _9 Xi = X2 = -3

x
2

+ 6x = 1 x:ļ
= -3 + VĪO,

= _3 - VĪO

Daļveida
racionāls

Racionāls vienādojums,
kas satur daļveida izteiksmes.

Izpildot ekvivalentus pārveido-

X~ r- 2x + 1 x +1
1 -i

— u

x-3 3-x
vienādojums

x
2

-2x +l-(x + l)-4(x-3)_
P (x)

jumus, iegūst: = 0 x-3

x
2

-7x + 12
n

—

x-3

Dažas atrisinā-

šanas metodes

© Pārveidošana m_ 0 \p'(x)=0

QJx) [<?,„(x)*o

X
1
-7x + 12

par veselu x-3

racionālu

[x
2

- 7x + 12 = 0

jx-3* 0

vienādojumu

x
2 -7x+ 12 =0 => x, = 4,

© Substitūcijas

x
2
= 3 (neatrodas vienādojuma

definīcijas apgabalā)

Atrisinājums: x = 4

Q„(x) Q(Ķ(x))

(x
2

+x-3)
2
+3x

2

A
_

n

metode *±
—

u

x • (x" + x — 3)x • (x
2

+ a: — 3)

tad substitucija
af + x — 3 3x

4 — o

x x
2

+ x — 3

x
2

+ x — 3 3x

Substitucija:
x + x

—-= i

tātad = 0 =>> t
v

č
2,*g

x

i+.2 = 4, £
2

-4£+ 3 = 0,
t

R
k (x) = tt (i = 1, 2, 3, 5),

tļ = 1, = 3

un

P
"

= 0 saknes: x
2

+ x - 3 /r
= 1 x

x
= v3,

X

T
(»)

T
(»)

r
(*) l2 = _73; =3 =>

X

=> x
3 =3, x

4
= -1
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2. ALGEBRISKAS IZTEIKSMES, VIENĀDOJUMI, NEVIENĀDĪBAS

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi Ilustrācija, piemēri

Algebriska Divas algebriskas izteiksmes, kas

savienotas ar nevienādības zīmi.

5x
2

+ 4a; < 5x - 2

nevienādība 2x + 6 1

3a; - 1 x + 2

Nevienādības Visas mainīga lieluma vērtības, 4a; + 7 > 2x 1

atrisinājumu kuras ievietojot nevienādība
Atrisinājumu kopa:

kopa iegūst pareizu skaitlisku

nevienādību.
x G (-4; +oo)

Ekvivalentas

nevienādības

Nevienādības, kuru atrisinājumu

kopas ir vienādas (sakrīt).

Nevienādības • Nevienādības abampusēm 3a; - 5 < 16

ekvivalenti pieskaita vienu un to pašu
skaitli vai algebrisku

(3x- 5) + 5 < 16 + 5

pārveidojumi 3a; < 21

izteiksmi, kas nemaina nevie-

nādībasdefinīcijas apgabalu.

3a; < 21 | : 3 x < 7• Nevienādībasabas puses

reizina vai dala ar vienu un

to pašu pozitīvu skaitli vai

algebrisku izteiksmi, kura
ļ±l>2 | ■ a;

2

+l>0
x

2
+1

nemainadefinīcijas apgabalu
un kuras vērtības ir pozitīvas
visā definīcijas apgabalā.

x + 3 > 2(a;
2

+ 1)

• Nevienādības abas puses reizina -2a; < 8 | : (-2) & x > -4

vai dalaar vienu un to pašu nega-
tīvu skaitli vai tadu algebrisku
izteiksmi, kura nemaina definīcijas

apgabalu un kuras vērtības ir ne-

gatīvas visā definīcijas apgabalā, un

mainanevienādības zīmi uz pretējo
(no < uz > vai no > uz <).

Vesela

racionāla

P
n
(x) > 0, P

n
(x) ž 0,

P
n
(x) < 0, P

n
(x) 0, kur

2a;
:!

- 7a;
2

- 2a; + 7 0

nevienādība
P

n
(x) =. a

n

x" + o„ ļX"
1
+

... + Oļi + Oņ

2a; + 6 > 0 <=> 2x > -6,Lineāra aa: + 6 > 0, ax + b 0,
nevienādība ax + 6 < 0, aa; + 6 0 x > -3, x G (-3; +oo)

Kvadrat- aa:
2

+ 6a; + c > 0, ar + 6a; + c < 0, x
2

- 6x + 5 0

nevienadiba aa;
2

+ 6a; + c 0, aa;
2

+ 6a; + c 0

Reizinot ar 1 un mainotnevienādī-

bas zīmi, katru kvadrātnevienādību

var pārveidot tā, lai a > 0.
X

x G (-oo; 1] U [5; +oo)
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Kvadrat- Atrisinājumu kopa atkarīga no

diskriminanta D = 6 2
- 4ac zīmes.

x
2

+ x - 12 < 0

nevienādiba x
l

—
- 4, x

2
= 3

(turpinājums) Atrisinājumu nosaka, izmantojot

kvadrāttrinoma ax
2

+ bx + c

grafika (parabolas y = ar + bx + c)

novietojumu attiecībā pret Ox asi.

'3

x e (-4; 3)

2x
2

- 10x + 15 > 0

D < 0

x G (-oo; +oo)

x
2

- 4x + 4 > 0

(i- 2) 2
> 0

2 Z

X G (-oo; 2) U (2; +oo)

Intervālu

metode

augstākas pakā-

pes nevienādību

Metodi izmanto, ja var atrast polinoma P
n{x) visas reālās

saknes un sadalīt polinomu reālos reizinātājos. Polinoma

sadalījums reālos reizinātājos satur tikai binomus x - a un

(vai) kvadrāttrinomus x
2

+ px + q ar negatīvu diskriminantu.

P
n

(x) > 0, 1. Atrod polinoma reālās saknes; tās sadala koordinātu taisni vairākos

intervālos.

P
n
{*) < 0» 2. Nosakot polinoma reizinātāju zīmeskatra intervālā, atrod visa

atrisināšanai

polinoma P
n
(x) zīmi attiecīgajā intervālā.

3. Nevienādībasatrisinājums ir visu to intervālu apvienojums, kuros

spēkā aplūkotā nevienādība.

Piemērs 2x" - 7x2
- 2x + 7 < 0

P
3
(x) = 2x> - 7x2

- 2x+ 7 = (2xA
- 2x) - (7x2

- 7) =

= 2x[x2
- 1) - 7(x

2
1) = (x

2
- l)(2x 7) = 2{x - l)(x + l)(x - 3,5)

Polinoma saknes

atzīmē uz koordinātu taisnes un

iegūst 4 intervālus: ļ + +
>

(-oo; -1], [-1; 1], [1; 3,5], [3,5; +oo)
~ 1-1 11 ~ 13,5 s

x £ (-oo; -1) => P
3(x)...[- • ] < 0

x G (-1; 1) => P
3
(x)...[- • + •-]> 0

x G (1; 3,5) => P
3
(x)...[+ • + ■-]< 0

x e (3,5; +oo) => P
3{x)...[+ • + •+]> 0

Nevienādības atrisinājums: (-oo; -1] U [1; 3,5]
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Daļveida
racionāla

nevienādība

-M^ 0

0,0*0 ĢmM Of>)

Atrisināšanas

metodes

© Nevienādību -M>o *
2
-5. + 6

<Q (i)
2x + 8sistēmu

metode

' "W?)>0 fr-5x + 6>0
a) 1 vai b) i

Q
\ J

ļO)>0 ļQ„,(x)<0
a)

ļ2j; + 8<0
a)

-iM > 0 <=> fz < 2 vai x > 3

|
< _4

*

aHn rwn
vaib)Ln

n

2:6 (~°°; " 4)

ļQm
(:r)>0 ļQ„((x)<0

fx 2
- 5x + 6 < 0

b) L
+ 8 >0

=*b)

[Pn
(x) > 0 [Pn

(a:)<0 |2<x<3
a) (<*.(*) < o

vaib) ļg„,(x)>o ļx>-4
*

P(s)
, \

0 <J=4> Nevienādības (1) atrisinājums:
m[X)

(-oo; -4) U (2; 3)
P

n
(x)>0 \P

n(x) < 0

a) vaib) ļa,(,)>o
Katras sistēmas atrisinājums ir abu

nevienādībuatrisinājumu kopu

šķēlums. Daļveida nevienādības

atrisinājums ir sistēmu atrisi-

nājumu kopu apvienojums.

© Intervālu

metode

1.Atrod polinomu P„(x) un Q
m

(x) reālas saknes, atzīme tas uz

koordinātu taisnes un sadala polinomus reizinātājos.

2. Nosaka polinomu reizinātāju zīmes katrā intervālā un atrod

—— zīmi attiecīgajā intervālā.

3. Nevienādības atrisinājums ir visu to intervālu apvienojums,
kuros spēkā aplūkotā nevienādība.

Piemērs x
'- 5a: + So (2)

2x + 8

x
2

- 5x + 6 = 0 ==> = 2, = 3

2x + 8 = 0 => x3
= -4

2x + 8 2(rr + 4)
2LzJ3 5

±_

2 3
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Piemērs

x e (-oo; -4) -M.. .[—1 < 0

QCr) t - J{turpinājums)

P(x) f ļ
„

xG [2; 3] =>^...f±—ļ<0

xe [3: +dc) l±li]>0
L

'

Q(x) 1 + ]
Nevienādības (2) atrisinājums: (-4; 2] U [3; +oo)

Vienādojumi Atrisinot parasti izmanto intervālu metodi un reālā skaitļa

moduļa definīciju.

Vienādojumu (nevienādību) pārveido par vairākām nevienādību

sistēmām, kuru izteiksmēs nav moduļa zīmes.

un nevienādības,
kas satur

moduļus
Atrisina pēc šada algoritma.
1. Atrod nezināmālieluma vērtības, ar kurām moduli saturošās

izteiksmes ir vienādas ar nulli.

2. Šos skaitļus atzīmē uz koordinātu taisnes, sadalot to vairākos

intervālos.

3. Katrā intervāla nosaka katras moduli saturošās izteiksmes

zīmi. Ja kādas izteiksmes vērtība ir nenegatīva, tad, atmetot

moduļa zīmi, pirms šīs izteiksmes nemaina zīmi; ja izteiksmes

vērtība ir negatīva, - mainazīmi.

4. Sastāda un atrisina sistēmas, kurās ietvertas attiecīgo
intervālu noteicošās nevienādības un no moduļa zīmes

atbrīvotais vienādojums (nevienādība).

5. Dotā vienādojuma (nevienādības) atrisinājums ir visu

sistēmu atrisinājumu kopu apvienojums.

1. piemērs \x- 1| + ja; + 2| - 2x = 1

x ~ 1 = 0 => x = 1

x+2 = x = -2

1 1 >■

-2 1 x

x G (-oo; -2)
x

x- 1 < 0 \x- 1| =V\x- 1)
x+2 < 0 % \x+2\ =-(x + 2)

\x<-2 ,

\x<-2
\-(x-l)-(x + 2)-2x = l

= _0;5

-0,5 g(-oo;-2)

x G [-2; 1)
x~ 1 < 0 =» \x - 1| =- (x- 1)

=>\x+2\ = x+2

-(x - 1)+ (x + 2) - 2x = 1 \ ' x = 1
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vienādojumi, nevienādības

2. ALGEBRISKAS IZTEIKSMES, VIENĀDOJUMI, NEVIENĀDĪBAS

1. p i e m e r s

{turpinājums)

x G [1; +oo)
x- 1 ž 0 \x- 1\ = x- 1

= x+ 2

[lsCx<+oo
a:-l+ x + 2-2a; = l 1 = 1

2. p i e m ē r s

Atbilde: z G [1; +oc)

|2x - 4| - x < 10 ,
2x-4 = 2

>■

x

1) x G (-oo; 2), 2x - 4 < 0 =» |2x - 4| = -(2i - 4)

fx<2 \x<2

ļ-(2x - 4) - x < 10 [x>-2

2) x e [2; +oo), 2x - 4 0 \2x - 4| = 2x - 4

[0 2 [x^2
(\2x-4-x < 10 lx < 14 L 7

Atbilde:

x G (-2; 2) U [2; 14) = (-2; 14)

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi Ilustrācija, piemēri

Iracionāla

algebriska
izteiksme

Algebriska izteiksme, kurā ar

mainīgajiem lielumiem un skait-

ļiem ir izpildītas šādas darbības:

Vx-2 + $[x + 4x
2

,

saskaitīšana, atņemšana, reizi-

nāšana, dalīšana, kāpināšana un

saknes atrašana (kāpināšana ar

daļveida kāpinātāju).

a + yfb x
2

y + Vx

Iracionālas algeb-

i

(5 + 2x)2

Visu mainīgā lieluma vērtību Vx^2+^/x~
riskas izteiksmes

definīcijas

apgabals

kopa, ar kurām para pakāpes
saknes zemsaknes izteiksme

x
2
- 5x + 6 '

fx^2

W
- 5x + 6 0 x * 2; x * 3

ir nenegatrva un daļas
saucējs nav vienāds ar nulli.

Definīcijas apgabals:

(2; 3) U (3; +oo)

Iracionāls Vienādojums, kura nezinā-

mais lieluma atrodas zem

Vx-9 = V5 - x - 2

vienādojums
saknes zīmes. <]ļ2x + G -2x = 0



2.5. Iracionālas algebriskas izteiksmes, vienādojumi, nevienādības

Iracionāla Kvadrātsaknes saturoša V2a; + 3 = x, x -1.5

vienādojuma iracionāla vienādojuma labās

unkreisās puses kāpināšana
kvadrātā. Atbrīvojoties no

kvadrātsaknēm, šāda pārveido-

juma rezultātā var iegūt racio-

(V^rTŠ)
2

=a;
2,neekvivalents

pārveidojums x
2

- 2x - 3 = 0

Xj
= 3 G [-1,5; +oo),

nālu vienādojumu, kura visas

saknes var nebūt dotā iracionālā

x2
= -1 G [-1,5, +oc)

Liekas saknes

Pārbaude:

vienādojuma atrisinājumi. 42 ■ 3 + 3 = 3: 3 = 3

Kāpināšanas rezultātā iegūtā
racionālā vienādojuma saknes,

kuras neapmierina iracionālo

V2-(-l) + 3 = -1. 1^-1

ar
2

= -1 - liekā sakne

vienādojumu. Atbilde: x = 3

racionāla 1.Atrod vienādojuma definīcijas V2cc + 4 + V7 - x = 3

vienādojuma
itrisināšanas

apgabalu.
2. Kāpinot pārveido par racionālu

vienādojumu.

2x + 4 & 0 [a; -2

netode

ja vienādojums
:atur tikai kvadrāt-

3. Atrisina racionālo vienādojumu.
4. Nosaka un atmet liekas sak-

* E [-2; 7]
aknes) nes (racionālā vienādojuma

(V2xTI)
2

= (3 - V7^)
2

saknes, kuras nepieder definīcijas

apgabalam vai neapmierina
iracionālo vienādojumu).

2x + 4 = 9 - 6V7-ie + 7 - X

ar-4 = -2V7 - x

(x - 4)
2

= (-2V7-a;)
2

x
2

- 4x- 12 = 0

i, = 6G [-2; 7]
x

2
= 2 G [-2; 7]

Pārbaude:

x
x
= 6

V2 • 6 + 4 + V7 - 6 = 3

4+1*3

ajj = 6 - liekā sakne

x2
= - 2

V2-(-2) + 4+V7-(-2) = 3

0 + 3 = 3

Atbilde: x = -2

Piezīme Vienādojumam

Jāievēro, ka iracionālā vienā-

dojumā kvadrātsaknes vērtības
V3x + 6 +2 = 0 jeb

ir nenegativas (saskaņā ar arit-

mētiskās saknes definīciju).

V3x + 6 = -2 nav atrisi-

nājuma, jo saskaņa ar arit-

mētiskās saknes definīciju

V3x + 6 0

Iracionāla Algebriska nevienādība, kurā V2x-3 < 2-x

algebriska nezināmais lielums atrodas
Vx 2

- 4 V4x-6nevienādība zem saknes zīmes.



2. ALGEBRISKAS IZTEIKSMES, VIENĀDOJUMI, NEVIENĀDĪBAS

Iracionālas

nevienā-

1. Nosaka definīcijas apgabalu,

ievērojot, ka pāra pakāpes saknes

zemsaknes izteiksme un aritmē-

[3a;-l 0

V3x-1 < 2 J ,
< 2

2

dības atri-

sināšanas tiskas saknes vērtība ir

metode nenegatīva.
2. Pārveido par racionālu nevie-

nādību, ievērojot īpašību:
ja 0 < A < B, tad A2

< B1.
3. Atrisina nevienādību sistēmu,

[3x - 1 0 * > TT

3a; - 1< 4 5
l a; < -

3

kurā ietverta iegūta racionālā

nevienādībaun definīcijas
Atbilde: atrisinājumu kopa -; -

.3 3y

apgabalu noteicošās

nevienādības.

4. Ja no nevienādības izriet, ka
V2x 2

+3 +1< 0 => y/2x 2

+ 3 < -1
pāra pakāpes sakne ir mazāka

par negatīvu skaitli, tad nevie-

nādībai nav atrisinājuma.
Nav atrisinājuma, jo + 3 > 0

5. Jano nevienādības izriet, ka

pāra pakāpes sakne ir lielāka

par negatīvu skaitli, tad

nevienādībair pareiza ar visām

nezināmāvērtībām no defi-

Vx 2
- 4x -3

Tā ka Va:2 -
4a; 0

,
tad nevienā-

dībair pareiza visām x vērtībām

no definīcijas apgabala, ko atrod,
nīcijas apgabala un atrisinājumu

kopa ir nevienādības definīcijas
atrisinot nevienādību :r

2 4a; 0.

apgabals.
Atbilde: atrisinājumu kopa

(-oo; 0] U [4; +oo)

6. Ja nevienādībāpāra pakāpes
sakne ir lielāka (mazāka) par

izteiksmi, kas satur nezināmo

lielumu, tad jāaplūko divi

gadījumi - kad šī izteiksme ir

pozitīva un kad - negatīva.
Nevienādības atrisinājumu kopa
ir abu gadījumu atrisinājumu

apvienojums.

Va3 + 3 > l+ x

Jāaplūko divi gadījumi.

1) Ja 1 + x < 0, tad nevienādība

ir pareiza visiem x no definīcijas

apgabala; tātad

fl + a;<0 \x<-l

\x + 3 0 ļa; -3

x e [-3; -1) WĒ^žmm^mi
2) Ja 1 + x 0, tad nevienādības

abas puses var kāpināt kvadrātā;

[1 + a; 0

tātad ■ (Va: + 3)' > (1 + x)
2

=>

x + 3^0

x>-l

- a;
2

+ a; - 2 < 0
,

a;
1

= -2; a;
2

= 1

z -3

Mmm/mm
-3 2- a; € [-1; 1)

Atbilde: atrisinājumu kopa

[-3; -1) U [-1; 1) = [-3; 1)



3. LINEĀRU VIENĀDOJUMU SISTĒMAS,

DETERMINANTI, MATRICAS

3.1. Lineāru vienādojumu sistēma

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi Piemēri

Lineāru \a
n

x
x
+ a

r2
x

2
+

...
+ a

hi
x

u

= 6, \x - 2y + z = -4

vienādojumu
a

2X
x

x
+ a.

n
x

2
+ ... + a

2n
x

n
—

b
2sistēma ■2x + 3y + 4z = 8

|4x + 5y - 2z = 4

a
mļ

x
x
+ a

w2
x

2
+ ...

+ a
iin

x
ri

= b
m

x
v

x
2,

x
n

- nezināmie

b
v

b
2

b - brīvie locekļi

./ x, u, z - nezināmie

a
t/

- koeficienti

(1 i < ra, 1 j n)

Nehomogēna
sistēma

Homogena
sistēma

Vismaz viens brīvais loceklis nav

nulle.

Visi brīvie locekļi vienādi ar nulli:

b. = 0 (1 i < ra)

x + 3y-z = 0

' 3x -

y + 2z = 0

Homogēnas sistēmas

triviālais
Atrisinājums x, = x, =

...

= a:
n

= 0

Atrisinājumu kopas pieraksts:

(0; 0; 0)atrisinājums

Saderīga sistēma

Nesaderīga sistēma

Sistēmai eksistē atrisinājums.

Sistēmai neeksistē atrisinājums.

ļx + 3y = 5Sistēmas Ja sistēmas kādam vienādojumam ( Vj)

pamatīpašība pieskaita citu šīs sistēmas vienādo-

jumu, kas reizināts ar jebkuru no

nulles atšķirīgu skaitli, tad iegūst

dotajai sistēmai ekvivalentu sistēmu.

|2:r -7y = -3

$ -2-Vļ+V
2

\x + 3y = 5

-131/ = -13

Atrisināšanas

metodes
\x + 3y = 5

ļ2x-77/ = -3

© Ievietošanas No kada sistēmas vienādojuma izsaka

metode vienu nezināmo lielumu un iegūto
izteiksmi ievieto pārējos vienā-

x= 5 - 3y
dojumos. Ja sistēmai ir vairāk nekā

divi vienādojumi, tadšo pārveido-

jumu atkārto, kamēr iegūst vienā-

dojumu ar vienu nezināmo.

2(5-3y)-7y = -3 =>

y=i

x = 5 - 3 • 1 = 2

Atbilde: (2: 1)



3. LINEĀRU VIENĀDOJUMU SISTĒMAS, DETERMINANTI, MATRICAS

© Gausa metode Izmantojot sistēmas pamatīpašību, \x + 3y —
5

(vienādojumu
saskaitīšanas

metode)

doto sistēmu pārveido par

"trijstūrveida" sistēmu, t. i.,

par tādu sistēmu, kuras pēdējā

vienādojumā ir tikai viens nezināmais,

priekšpēdējā vienādojumā - divi

nezināmie lielumi utt.

\2x - 7y = -3

\x + 3y —
5

ļ -13y = -13

\x + 3y = 5

Gausa metodi var izmantot ari tad,

£=5-3?/ = 5- 3 = 2

\x + 2y - z = 0

ja sistēmas vienādojumu skaits nav

\3x + y
- 13z = 0

vienāds ar nezināmo skaitu.

t - w
x + v

2

\x + 2y - z = 0

|-5y -102 = 0

\x + 2y — z
— 0

ļ y
- 2z = 0

Ja sistēmas vienādojumu skaits

ir vienāds ar nezināmo lielumu

y = 2z, x+ 2- 2z-z = 0

x = -3z

Apzīmē: z = C

Atbilde:

(-3(7; 2C- C), kur C G Z

(D Atrisināšana

ar Kramera

formulām skaitu, tadatrisinājumu var atrast,

izmantojot determinantus, pec

formulām x- = — (1 < i n), kur
D

© Atrisināšana,

D - sistēmas koeficientu determinants,
Dl - paligterminanti (sīkākus

paskaidrojumus sk. 37. lpp.).

Sistēmu uzraksta matricu reizinājumu
formā. Ja n = m un sistēmas deter-izmantojot

inverso matricu minants nav nulle, tad atrisinājumu
atrodkā sistēmas koeficientu inversas

matricas reizinājumu ar brīvo locekļu
matricu (sk. 42. lpp.).



3.2. Determinanti

3.2. Determinanti

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi Piemēri

2. kārtas

determinants

a
n

a
12

D =

a a
= a

"
a

22

~a
i2

a
2i

D =

3 -2

= 3-4-(-2)-5 = 22
5 4

3. kārtas a
il °12 fl

13
|l -2 Oļ

determinants
/) — ~~
D = 5 4 1 =

ļ°31 0
32

a
33 ļ 3 0 5

= a
ii

a
22

a
33

+ a
!2

a
23

a
31

+ fl
13
a

2i
a

32
"

= 1 • 4 • 5 + (-2) • 1• 3 + 5 • 0 ■ 0 -

a
i3

a
22

a
31

a
32
a

23
a

il
a

2i
a

i2
a

33
-64 • 3- 6 • 1 • 1 - 5 ■ (-2) ■ 5 =

= 64

Determinanta

īpašības

• Determinantavērtība nemainās,

ja maina vietām rindas ar

kolonnām (transponē).

14 3 12 7

2 5 6 = 4 5 0

7 0 2 3 6 2

• Determinantavērtība nemainās,
-3 3 1

10 2

R, +3-R,
4 6 3 1 2

ja kādas rindas (kolonnas) ele-

mentiem pieskaita citas rindas

(kolonnas) elementus, kas reizi-

nāti ar brīvi izraudzītu skaitli.

-3 + 3-1 3 + 3-0 1 + 3-2

1 0 2

4 6 3

• Apmainot vietām divas rindas

(kolonnas), mainās determinanta
3 4 1 3 4 1

2 5 0 = - 1 6 3

1 6 3 2 5 0

zīme, bet nemainās ta absolūta

vērtība.

• Ja visiem kādas rindas (kolon- 4 15 2 15

6 3 7 = 2- 3 3 7

8 0 1 4 0 1

nas) elementiem ir kopīgs

reizinātājs, tad to var iznest

pirms determinantazīmes.

• Ja kādas rindas (kolonnas) visi I3 2 X|
elementi ir nulles, tad determi-

0 0 0 =0
nants vienāds ar nulli.

5 4 7

• Ja divas rindas (kolonnas) ir |5 3 3]
vienādas, tad determinants

4 6 6 =0
vienāds ar nulli.

12 2

1
_

\_



3. LINEĀRU VIENĀDOJUMU SISTĒMAS, DETERMINANTI, MATRICAS

Determinanta • Ja kādas rindas (kolonnas) visi
2 5-1

6 15 -3=0

7 2 4

īpašības elementi ir proporcionāli citas

(turpinājums)
rindas (kolonnas) elementiem,

tad determinants vienāds

ar nulli.

• Ja kādas rindas (kolonnas) katrs
1 8 7

2 + 3 1 + 5 6 + 4 =

5 3 2

elements ir izteikts kā divu saskaitāmo

summa, tad determinants vienāds

ar divu determinantusummu.

Pirmajā determinantāattiecīgās rindas

(kolonnas) elementi ir pirmie saskai-

tāmie, bet otrajā determinantā- otrie

saskaitāmie. Pārējās abu determinantu

rindas (kolonnas) vienādas ar dotā

18 7 18 7

= 216 + 354

5 3 2 5 3 2determinanta rindām (kolonnām).

Determinanta

minors

M..

Determinants, ko iegūst, ja dotajā

3 2 ļl
4 5 6

-1 0 2

determinantasvītro i-to rindu un

j-to kolonnu.

3. kārtas determinantam
3 2

1 i 3, 1 Ci 3.

Elementa a
/y

A. = (-l)
i + jM..

lj
V /

Ij

/4
23

= (-1)2 + ;5M
23

= -M
23

adjunkts

(algebriskais
A

}1
= (-1)3 + 1 M

31
= M

31

papildinājums)

3. kārtas de-

terminanta

izvirzījums pēc

ž-tās rindas

D = a
n
A

ū
+ a

ū
A

i2
+ a

l3
A

i3

1 < i 3

0 3 1

4 5 2 =

1 5 2

elementiem
= 0 • A

u
+ 3 ■ A

n
+ 1 • A

13
=

3. kārtas de- D = + a
2j
A

2j
+ a

3j
A

Aj
= 3-(-l) 1 + 2

M
12

+

terminanta
i < f.< 3 + (-1)

1 + 3 M
13

=

izvirzījums pec

j-tās kolonnas 4 2 4 5

= " 3' 1 2
+

1 5
=elementiem

= -3 • 6 + 15 = -3

.
kārtas a

n
a

V2
a

vi
a
u

a
21

a
99

a
23

a
24

D =

a
41

a
42

a
43

a
44

13 0 1 51
eterminants

2 5 0 1
L> =

0 1 2 3
—3 • +

2 4 10

Var definēt: + 0 ■ + 1 • A
13

+ 5 • A
u

=

D = au
A

n + a
l2

A
v2

+ a
vi

A
n

+ a
u
A

u
= 3 • M

u
- 0 • M

12
+

+ 1 ■ M
vi

- 5 • M
u

=
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4. kārtas Var pierādīt, ka

= 3-

> 0 1 2 5 1

.23 + 013-

1 1 0 2 4 0

determinants D = a
iļ
A

a
+ a

n
A

i2
+ a

a
A

s
+ a

iA
A

i4

(turpinājums) 1 i 4

7J =
a,;/l i; + <v42i

+ a,,4
:ļ;

+ a
4j
A

4j

1 < j < 4

-5-

2 5 0

0 12 =

2 4 1
- 3. kārtas determinants

= 3• ;-22) + 4 - 5 • 6 =

= -92

n-tas kārtas

determinants

a
n

a
12 ...

a
ln

a
2l

a.
>2

... a
2

D =

a
nļ

a
ļ9 ...

a
nn

D = a
n
A

u
+ a

l2
A

ļ2
+ ... + a

ļn
A

ln ,

kur A
l3

= (-l)1+*Af
y

-(n - 1)-kārtas

(Analogi izvirza pēc jebkuras citas rinc

; determinants (1 j n)

ias vai kolonnas

elementiem.)

Lineāru vienā-

dojumu sistēmas

atrisināšana,

a
n

:c + a
uy + a

n
z =

- a
2ļ

x + a.
22y + a.,:ļ2

= 6.,

a
;ļl

x + a
:i2y + a

:ļ;ļ
2; = 6

;J

2x — y + 32 = —6

■3x + 4y + 2z = 7

x + 2y + z = 3izmantojot
determinantus

(Kramera

formulas) A A A
i

2-13

D= 3 4 2=7

1 2 1

a
n

a
12

a
13

&i a
i2

a
i:i

£) = a
21

a
22

a
2;ļ I}] = 6

2
a

22
a

2:ļ

a
3i

a
.!2

a
33 6

3
a

32
a

:ļ;ļ

-6 -1 3

D,= 7 4 2 =7

3 2 1

A =

a
n

b
x

a
13 a

n
a
r
, &j

£>
2

= a
21

&
2

a
>:i A = a

21
a

22

a
31

&
3

a
;ļ:ļ

a
3ļ

a
32

b.

A =

2-6 3

D
2
= 3 7 2 = 14

1 3 1

D
2

=

Analogi atrisina sistēmu, ja nezināmo

un vienādojumu skaits ir lielāks

2 -1 -6

D
:ļ

= 3 4 7 = -14

1 2 3neka 3.

7
i

14
9

z = - = 1, ?/ =
—

= 2,
7 7

7
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3. LINEĀRU VIENĀDOJUMU SISTĒMAS, DETERMINANTI, MATRICAS

Nosaukums Apzīmējumi, iaskaidrojumi Piemēri

Matrica '«ii «12 ■•• «1,7

A =

a
inļ

a
m2 ...

a
mn

A =

'2 3

5 8 6

' 1 4 6

3 2 1

Taisnstūrveida tabula, kurā skaitļi

(matricas elementi) sakārtoti m rindās

77 =

-1 0 3

un n kolonnas.
7 5 2

Apzīmē ar alfabēta lielajiem burtiem

A, B, C, X, Y.

a - matricas A elements, kas
v

_ _

atrodas i-a rinda un j-a kolonna

(1 < m, 1 < j < n).

C =

3 8

1 4

6 0

I 2

6

i 3
>

Kolonnas matrica Matrica sasta 'no vienas kolonnas:

«i7

«21
2

A= 5

3

Rindas matrica Matrica sastāv no vienas rindas:

(«11 «12 ••• fllJ B = (5 4 0 -2)

Kvadrātiska Rindu skaits vienāds ar
2 -1

A = 3 4

1 2

3

2

1

matrica kolonnu skaitu (m = n).

Kvadrātiskai

matricai A

atbilstošais

det A = D (sk. 3.2.)
2

det A = 3

1

-1

4

2

3

2 = 7

1determinants

Nulles matrica 0 0 0

0 0 0
0 =

3
det 0 = 0

0 0 0

Vienības matrica 1 0 0

0 1 0

E =
det E = 1

0 0 1



3.3. Matricas

Trijsturveida
matrica

'«ii

0

A =

0

«12

0

vai

a
n

0
...

(T

Oo, a.„ ...
0

A —

~

a
nl

a
u2

...
a

nn

det A = a
n

• a
v2

■ ... ■ d
m

Diagonālmatrica a
u

0

ii =

0

0

«22

0

oN

0

det A = a
n

• a
v2

■ ... • a
ni

Darbības ar

matricām

• Matricu

saskaitīšana

(atņemšana)

A ± B = C

Matricām A. B. C ir vienāds rindu

2

1

(i

S] [3
3+2

4 1
/ v

7| f5
6 = 3

Oj ļ7

12

9

4

skaits un vienāds kolonnu skaits.

Matricas C elementi ir matricu

A un B atbilstošo elementu

summa (starpība):

c — a + 6

(1 < i < m, l j 4 nj

īpašības.
A + B = B + 4,

(ii + a) + C = A + (5 + C7),
A + 0 = A

• Matricas A- A = B

reizināšana Matricas B elementi ir 3

2- 4

2

1

0

3

5 1 f6
1 = 8

4 ļ4

2

0

6

10

2

8

ar skaitli matricas A atbilstošo elementu

reizinājums ar skaitli A:

(1 i m, 1 j n)

īpašības.

1 ■ A = A

A
1
'(A

2
■ i4) = [\X2)A,

X(A + B) = \A + XB,

(Aj + A,)A = A,i4 + \A

• Matricu A - B = C

2 3

4 0

nf 3

;
7 4

V

0

4

2

2^

3 =

0

reizināšana Reizināšana ir definēta, ja matri-

cas A kolonnu skaits ir vienāds ar

matricas B rindu skaitu.

Matricas C rindu skaits ir vie-

nāds ar matricas A rindu skaitu,

betkolonnu skaits ir vienāds ar

'24

=

39

13 14

32 10 8
matricas B kolonnu skaitu.



3. LINEĀRU VIENĀDOJUMU SISTĒMAS, DETERMINANTI, MATRICAS

Matricu Matricas C elementus atrod pec Piemēram,
reizināšana formulas:

C
23

= + Ū
22

b
2S

+
[turpinājums) C

rj

= a
ū
b
lj

+ aiAj +
-

+ a
m

h
nd

+ a
23

&
33

=

īpašības.
= 4 • 0 + 0 ■ 4 +

A ■ E = E ■ A = A, +5-2 =10

A ■ O = O ■ A = O,

(A ■ B) ■ C = A ■ (B ■ C),

X(A ■ B) = (\A) ■ B = A ■ (XB),

(A + B) ■ C = A ■ C + B ■ C,

D-(A + B) = D- A + D- B

Piezīme. Vispārīga gadījumā
A ■ B B ■ A. Taču, ja
A • B = B • A, tadmatricas A un B

sauc par komutativām matricām.

Matricas

transponešana

Pārve

rind

Pārveidojums, kuru izpildot matricas

rindas aizvieto ar šīs matricas

koloikolonnām. Matricas A transponētās
matrmatricas apzīmējums: A T.

(a
n

a
u ...

a
ln

\

f5 7 3

2 1 4
A =

A ==

5 6 0

\a , a
, ...

a
I ml ml mnI

8 9

,

a
ll

a
2l ...

a
nū

G/-i
iļ ... n

aT =

a
lļ(

a
2)ļ

...

a
ļmļ

v /

A
T

=

A
T

5

= 7

3

2

1

4

5

6

0

1

8

9

īpašības.

(A,4) 7'= A^F,

(4 • B) T
= B

T ■ A
T

Simetriska Matrica, kura ir vienāda ar savu

matrica transponēto matricu.

A = AT
=> % = a,

Ortogonāla
matrica

Matrica, kuras reizinājums ar savu

transponēto matricu ir vienības matrica.

A • A T
= E

Singulara
matrica

Kvadrātiska matrica, kuras determinants

ir vienāds ar nulli:

det A —
0



3.3. Matricas

esingulara Kvadrātiska matrica, 1kuras eterminan

latrica nav vienāds ar nulli:

det A * 0

nversā Nesingularas matricas A inversa
1 2

71= 0 3

-1 0

oN

! 2 (1)

1 2

natrica matrica ir matrica A'1

,
kuras reizi-

nājums ar A ir vienības matrica:

A • A 1
= A l • A = E

īpašības.
(A l )' = A,

(A ■ B) 1 = B 1 • A 1.
det A = 2

det A~*
=

—!—
/4

n
= 6, A2—2,

det A Ai = -4, i22
= 2, 2:5

=-21

(Ai ... Anļ
4 = 4, 4

32
— 2, A

33
—

3

nversas

natricas

2

6-4

-2 2 -2 =

3-2 3

itrašana
_

1 A2 A2 ••• A2

det A '

[Ari An • • • Ain j

kur v4
/;

- elementa a
n

adjunkts

(sk. 36. lpp.).

3

= -1

1,5

; -2 2

- 1 -1 (2)

-1 1,5

Matricas A r = rang A jeb r(A)

Augstākā no nulles atšķirīgā
matricas A minora kārta

'4 2 cy
=

ļl 3 fAĶ^^rangs

Matricas

(sk. 36. lpp.).
0 -10 -20N

""135
v

3
- 5^

Pārveidojumi, kas nemaina

elementārie matricas rangu.

pārveidojumi • Matricas divu rindu (kolonnu)

mainīšana vietām.

• Matricas rindas (kolonnas) reizinā-

šana ar skaitli, kas nav vienāds

0 -10 -20N

~*

1 o o k~{-io)
1 }

K,: (-20)
ar nulli.

• Matricas rindas (kolonnas) reizinā-

šana ar skaitli, kas nav nulle, (0 1 1)
un pieskaitīšana citai rindai

(kolonnai).
ļl 0 0jK,-K2

fo i o)

10 0
v 7

jo 2. kārtas determinants -

0 1

minors



3. LINEĀRU VIENĀDOJUMU SISTĒMAS, DETERMINANTI, MATRICAS

Lineāru

vienādojumu
sistēmas

a
u

x
x
+ a

12
x

2
+

...
+ a

hi
x

n

= \

a
2l

x
x
+ a

22
x

2
+ ... + a

2li
x

v
= b

2

a
mlXļ + a

in.^x2
+ ... + a

wii
x

n
= b

m

x + 2y =1

3y + 2z = 0

-x +2z = l

pieraksts
matricu forma

A • X= B, 4

'a
n

a
ļ2 ...

a
ļn
"

a
2ļ

a
22 ...

a
2n

kur A =

a
ml

a
m2

... a
mn

i 2 oļ y [i'
0 3 2 • y = 0

-10 2 2 1

- sistēmas koeficientu matrica

It \

Tākā (sk. 41. lpp. (1) un (2))

x
2

X = - nezināmo lielumuX =

x
x

x
2

12o]1 [ 3 -2 2

0 3 2 =-ll-i

-10 2 1,5 -1 1,5x
matrica

(h \

x
n

Ķ
B =

- brīvo locekļu matrica

h

B =

x) (3 -2 21 [l
tad

y = -1 1 -1 • 0 =

z 1,5 -1 1,5 1

AX = B => X = A 1
• B 3-1 +(-2)-0 + 2-l

= —11 +10 -1-1 =

1,5-1-1-0 +1,5-1

Lineāru

vienādojumu
(m = n, det A * 0)

sistēmas

atrisināšana,

izmantojot
inverso matricu

Sistēmas Un a
n ••• <kn bi)

5

= -2

3
v /

paplašināta
matrica

a
21 a

22 ...

a
2n

b
2

A* =A* =

ūml a
m2 •••

a
mn

b
mj

x — 5, y = -2, z = 3

Kronekera-

Kapelli teorēma

Lineāru vienādojumu sistēma

ir saderīga (sk. 33. lpp.) tad

un tikai tad, ja sistēmas

matricas rangs ir vienāds

ar sistēmas paplašinātās
matricas rangu, t. i.,

rang A = rang A*.



4. ELEMENTĀRĀ ĢEOMETRIJA

4.1. Planimetrija

Saīsinājumi un apzīmējumi

trijstūris

AB nogrieznis
(A, B - galapunkti)

r. 1. riņķa līnija

S laukums

perimetrs

P pusperimetrs

apvilktās r. 1. rādiuss

r ievilktās r. 1. rādiuss

3,1415926...

< ABC,

< B

leņķis ar virsotni

punktā B

< (a. b) leņķis, kura malas

ir stari a un b

1
1° viens grāds ( —

no taisna leņķa)

i' viena minūte

1
17

=ē5 no 10 1° = 60'

l" viena sekunde

1
1' V = 60"

1 rad viens radians (centra leņķis, kas

balstās uz loku, kura garums ir

vienāds ar riņķa līnijas rādiusu)

1 rad = * 57°

fl80)°
x rad = x■

> 7T )

o
Ol

= ļ|5 rad(sakarība

starp leņķa

q° = a ■ rad
{ 180)

lielumu

grādos un

radianos)

Trijstūri (A)

Trijstūra divu malu summa ir lielāka neka

trešā mala:

a + & > c, 6+c>a, a+c>6

Trijstūra divu malu starpība ir mazāka

nekā trešā mala:

\a - b\ < c, \b - c\ < a, \a - c\ < b

A c B

P = a + b + c, p = i(a + b + c)
AB = c - pamats
h - augstums

2

S = 4p(p ~ a)(p — b){p — c) (Herona formula)



4. ELEMENTĀRA ĢEOMETRIJA

a + P + 7 = 180°; a, + + 7l = 360°

a
1
= /3 + 7; = a+ 7 ; 7 1

= a + /3

Sinusu teorēma:

Yi
c

\

sina sinp sin7
y

(i? - ap A apvilktās r. 1. rādiuss)

AZ4\ Kosinusu teorēma:

a
2

= b 2
+ c

2
- 2 6c cosa.

a, P, 7 - iekšējie leņķi
a

v
p

v
7

1

- ārējie leņķi

6 2
= a

2
+ c

2
- 2occos/3

c
2

= a
2

+ 62
- 2a6cos7

2S .
o

2S 2S
sma = ; sinp = ; sm-7 =

b•c a• c a-b

C

A mediānair taisnes nogrieznis, kas

savieno A virsotni ar pretējās malas

viduspunktu.

A medianas krustojas
vienā punktā - A masas centrā O.

Šajā punktā katra mediānasadalās

attiecībā 2 : 1 (skaitot no virsotnes):

OA : OD= OB : OE= OC: OF=2 : 1

Mediānas AD = m
a

garums:

m
a

= -J%b2
+ c

2

)-a
2

2

AD, BE, CF - mediānas

0 - mediānukrustpunkts

A viduslīnija ir taisnes nogrieznis,
kas savieno A divu malu viduspunktus,

ED - viduslīnija
turklāt ta ir

• paralēla pamatam: ED \ \AB,

• vienāda ar pamata pusi: ED
— .

A bisektrise ir taisne, kas sadala A

iekšējo leņķi uz pusēm.

A bisektrises krustojas vienā

punkta, kas atrodas vienāda

attālumā no A malām. Šis punkts ir

trijstūrī ievilktas r. 1. centrs.

j < a bisektrises garums:0]
/

/ = —-— Jbc((b + cf — a
2) =

c

. cos—
.

6 + c
V

/
; ;

b + c 2A c B

l
a

= AK
- leņķa a bisektrise

j -1 -

..mc

Ir speķa proporcija: — = - .
n b

Oļ - bisektrišu krustpunkts S
r = — <t=> b — p •r

m, n - nogriežņi, kuros malu a V

A B
r = (p- a)tg<- = (p- b)tg<— =

C
= {P~ c)tg<—

sadalabisektrise l
o

r - ievilktas r. 1. rādiuss



4.1. Planimetrija

. q A malas vidusperpendikuls ir taisne, kas per-

S pendikulāra A malai un iet caur tās viduspunktu.

, \ \
A malu vidusperpendikuli krustojas vienā

\ punktā, kas
v

atrodas vienādā attālumā no A

/
>/ \ !n n

virsotnēm. Šis punkts ir ap trijstūri

(
/Xr^^Ļ'~ %'~~

\ a I apvilktās r. 1. centrs.

, I \ I
„

a-b - c
_

a -b ■ c

a kL \
/

r= ~~z & s = ——

\ \ ' 4S AR

X

\ S B
R=

ū
=

b
= —

• ■ 2sin<4 2sin<5 2sin<C

K0
2

- malas .45 vidusperpen-
dikuls

i? - anvilktās r. 1. rādiuss

K0
2

- malas AB vidusperpen-
dikuls

0, - vidusperpendikulu

krustpunkts

C A augstums ir perpendikuls, kas novilkts no A

/K virsotnes pret pretējo malu vai tās pagarinājumu.

R - apvilktās r. 1. rādiuss

0, - vidusperpendikulu

krustpunkts

C

A/ \ | A augstumi krustojas viena punkta -

/ \ ļ ortocentrā.

nv6s

v
\.

Q Augstuma CK = h garums:

/ \ K = -JP(p-a)(p-b)(p-c)
/ h \\h

iļ ļ( Augstumu īpašība:K

K '• h
b : K = - : - : ~

h
c

— CK- augstums pret malu c

0, - augstumu krustpunkts _L . J_ . 1_
_

I
h

a' h
b' h

c
r

Trijstūra laukuma S aprēķināšana (atkarībā no dotiem lielumiem)

• Ja dota viena mala un pret šo malu novilktais augstums,

8 = -ch
—

-bh, = -ah
2 ' 2 ' 2

"

• Ja dotas divas malas un leņķis starp tām,

S = = -acsin/3 = -bcsinct

2 2 2

• Ja dotas trīs malas,

S
— sjp(p — a)(p — b)(p — c) (Herona formula)

• Ja dotas trīs malas un apvilktas r.l. rādiuss,

s =

abc

4R

• Ja dots pusperimetrs un ievilktas r. 1. rādiuss,

S = p • r
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aisnleņķa A 7 = 90°, a + 0 = 90°

P = a + 6 + c

Pitagora teorēma:

c
2

= a
2

+ b2

h2
= n ■ k; b

2
= k ■ c ; a

2
= n ■ c

W
/ /

/
/ s

/

Mediāna m = -

2

b
c 1

R = -

,
r = --(a+b-c)=p-c

2 2
V ;

a 7 = 90°, tad

a, b- katetes
£ = -a • b = -c • h

c - hipotenūza 2 2

h - augstums pret a = c sina- = c cos/3; a = b tga = 6 ctg/3
hipotenūzu

m - hipotenūzas mediāna

6 = csinfi = ccoso'; 6 = atg/3 = a ctgo

Ja riņķa līnijā ievelk taisnleņķa trijstūri,
tad tā hipotenūza sakrīt ar riņķa līnijas
diametru (hipotenūzas viduspunkts

y 3

ir riņķa līnijas centrs).

R O R

0 - ap taisnleņķa A apvilktas
r. 1. centrs

R - rādiuss

Vienādsānu A
a = b; P = 2a + c; a = p = 90° - -

2
C

Virsotnes leņķa 7 bisektrise /, pret pamatu c

novilktais augstums h un mediānam sakrīt:

l = h = m = Ja2
— —

V 4

//
<b = -c • n = -a sni7

2 2

IL O

a = b - sanu malas

c - pamats, h
- augstums



4.1. Planimetrija

Vienādmalu A P = 3a

<iA = <B = <C = 60°

C

Katras malas mediāna, pret šo malu

novilktais augstums un malas pretējā

leņķa bisektrise sakrīt.

A
30130°

i \
/ k \

A60°" 60°

m = h
—

/ = - aJŠ
2

Vienādmalu trijstūri ievilktās un ap to apvilktas
r. 1. centrs, masas centrs un ortocentrs sakrīt

(zīmējumā - punkts 0). Šis punkts sadala

mediānu(bisektrisi, augstumu) attiecībā 1 : 2,
skaitot no pamata malas.

A

AB = BC =

a

CA = a

B

R = a —. r = a—,
R = 2r = -h

3 6 3

S =
a'*

4

Trijstūru (daudzstūru)
līdzība

Trijstūrus sauc par līdzīgiem, ja to atbilstošie

leņķi ir vienādi un atbilstošās malas -

(Līdzību apzīmē ar simbolu —)
proporcionālas.

(Analogi definē vienādu malu skaita daudzstūru

līdzību.)C

A Divi A ir līdzīgi, ja

• viena A divi leņķi ir attiecīgi vienādi

ar otra A diviem leņķiem;
• viena A divas malas ir proporcionālas otra

A divām malām un leņķi, kas atrodas

starp šīm malām, ir vienādi;c B

A

• viena A trīs malas ir proporcionālas otra

A trim maļam.

KA
\
a

i

Jebkuru līdzīgu figūru laukumi S un S' attiecas

tāpat kā atbilstošo lineāro elementu (malu,
A, c

1 B, augstumu, diagonāļu, ...) kvadrāti:

aun a„ b un b
v ...

-

— =
?-

=

b
Ļ =

...

= k
2 jeb S=k

2S',
S' cļ bflīdzīgo figūru atbilstošie elementi

P. P' - līdzīgo figūru perimetri

kur k = - = - =
...

un P = kP'S. S' - līdzīgo figūru laukumi
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Četrstūri

Kvadrā AB = BC = CD = DA = a

<$A = <B = <C = <D = 90°

a

Diagonāles ir perpendikulāras un

krustpunktā dalās uz pusēm:

AC JL BD

fi
AO = OC = OB = OD

AC = BD = d = aV2

A a B
P = 4a; S = a = -d

2

2

AB, BC, CD, DA - malas

A C, BD - diagonāles

Taisnstūris AB = DC = a; AD = 5C = 6

45 || CD un || ZM

D a

<4 = <£ = <C = <£■ = 90°

Diagonāles ir vienādas un krustpunkta
dalās uz pusēm:

AC= BD= d = Va 2

+ b
2

d

a

AO=OC= DO = BO =

P = 2(a + 6); S = a - b

Rombs AB = BC = CD = DA = a

AB || CD, BC\\ DA

<DAB = <BCD, <ABC = <CDA

Diagonāles ir perpendikulāras un

krustpunktā dalās uz pusēm:
a h

AC ± BD; AO=OC; BO = OD

i dl + dl = 4a
2

A a B Romba diagonāles dala atbilstošos leņķus

AC = d
v

BD = d
2

- diagonāles
uz pusēm:

h - augstums <DAO = <OAB = <BCO = <OCD =

a

2

<ABO = <OBC = <CDO = <ODA =
&
2

d, — 2acos—; d, = 2asin—
1

2
2

2

Rombā var ievilkt riņķa līniju:

1
h

1 ■
r = -n = -asina

2 2

P = 4a

S = a • h
— a

1
sina = a

2

sin/3 = a\ • d
2



4.1. Planimetrija

Paralelograms AB || CD un AB = CD

D a

AD || BC un AD = BC

<DAB = <BCD, <ABC = <CDA

a + 0 = 180°

Diagonāles krustpunkta daļas uz pusēm:

h AO = OC; BO = OD

V

d
2

+ dļ = 2(a 2

+ b
2)

A a B
P = 2{a + 6)

AC — d
v

BD = d
2

- diagonāles
S = a • h = ab sina = d

x
d

2
s'm<(AOD)

h - augstums

Trapece AB || CD, AD Jļ- CB

D
EF || AB, EF || DC

C

rn — -(a + b)
rn

A a

h S — -ia + b) • h = m •h

2

EF - viduslīnija, t.i.,

AE = ED. BF = FC

h - augstums

AD = CB = c; AC= DBVienādsānu trapece

D .

<A = <5, <P = <C

AP = QB- EF = -(AP + DC) = A Q
2h

i

S = AQ < h = PB ■ h

S = (a. - c • cosa) • c sina =

= (b + c • cosa:) • c sina

Q
B

Izliekts četrstūris Jebkura izliekta četrstūri

a + /3 + 7+ <5 = 360°

D

Malas un diagonāles saista formula

c a
2

+ b
2

+ c
2

+ d
2

= d; + dļ + 4m
2

Laukums S = - d
x
d

2siny?
2

II!

A a B

AC
—

d
v

BD = d
2

- diagonāles
EF = m - nogrieznis, kas savieno

diagonāļu viduspunktus

<p - leņķis, ko veido diagonāles
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d Četrstūri, kura visas malas pieskaras riņķa

līnijai, sauc par riņķa līnijai apvilktu
četrstūri.

Četrstūrī var ievilkt riņķa līniju, ja
a

c
a + c = b + d

b

Riņķa līnijai apvilkts
četrstūris

(četrstūri ievilkta riņķa līnija)

Četrstūri, kura visas virsotnes atrodas uz

riņķa līnijas, sauc par riņķa līnijā ievilktu

četrstūri.d
.6

Ap četrstūri var apvilkt riņķa līniju, ja

a + 7 = /3 + (5 = 180°
a c

Ievilkta četrstūri

ac + bd — d
x
d

2

b

{p - a)(p - b){p - c)(p - d)i,

Riņķa līnijā ievilkts

četrstūris (četrstūrim

apvilkta riņķa līnija)

p = -{a + b + c + d)
2

Daudzstūris

(zīmējumā -

6-stūris)

n-stun: iekšējo leņķu summa ir 180°- (n 2)

/ \

/

arejo leņķu summa ir 360°

S aprēķina, sadalot daudzstūri trijstūros:

k

S = (zīmējumā k = 4)
i=l

Regulārs daudzstūris Regulāra n-stun:

(zīmējuma -

n vienādas malas; n vienādi iekšējie leņķi

6-sturis) 360°
_

360°
(fi = ; f3 =

n n

R

/
„_1O

ao_«_180°-(n-2)
Cl — iou — u —

n

Katra regulāra daudzstūri var ievilkt

un ap to var apvilkt riņķa līniju:
ievilktās un apvilktās r. 1. centri sakrīt.

r

Regulārs 4-sturis ir kvadrāts.

Regulāra 6-stūra mala a = R,



4.1. Planimetrija

Riņķa līnija, riņķis un to elementi

Apzīmējumi:
a - mala

7T

Regulāra n-stun mala a = 2ižsin— =

n

a - iekšējais leņķis
= 2rtg- = 24it 2

- r
2

= =

n 2 2
3 - ārējais leņķis

ip - centra leņķis
laukums S = -n • a • r = nr

2

tg— =

2 2R - apvilktas r. 1. rādiuss

r- ievilktās r. 1. rādiuss jeb 1
„2 •

1
2 ¥

= -nR • smu? = -na~ ctg—
2 4 2

apotēma

Riņķa līnija, nņ

riņķa sektors
ķīs, R. 1. pieskare un rādiuss, kas novilkts

pieskaršanās punktā, ir savstarpēji

perpendikulāri.

sekante Rādiuss, kas novilkts perpendikulāri hordai,
dala hordu uz pusēm.

r R. 1. garums C —
2iv r = n d

d

Rinka laukums S = nr
2

— -ir d
2

4O

sektors (tt = 3.1415926...)

\JļJ/ segments Riņķa līnijas loka leņķiskais mers ir šim

lokam atbilstošā centra leņķa lielums.
/

Riņķa līnija - punktu kopa plak-
nē, kuri atrodas vienādā dotā attā-

Loka leņķiska mēra vienība- viens grāds (1°)

1

lumā no dotapunkta O (r. 1. centra).
ir centra lenka lielums, kas atbilst —-

no rinka
360

r - rādiuss; d = 2r - diametrs līnijas.

Pieskare - taisne, kurai ar r. 1. Ja centraleņķis ir <p grādi, tad

ir tikai viens kopīgs punkts.
Tīrcp

s —Sekante - taisne, kas krusto r. 1.

Horda - taisnes nogrieznis, kas
180

savieno divus r. 1. punktus
(diametrs - horda, kas iet caur sekt

360
r. 1. centru).

Riņķis - plaknes daļa, ko

ierobežo riņķa līnija.

ip
- centra leņķis

S = -r smc£>
stgm

2 U80 j

s - r. 1. loks, ari loka garums
Ja centra leņķis ir ip radiani, tad

Riņķa segments
s = rip

\^sy/ 0 - r. 1. centrs

q
AB = s - r. 1. loks

AB = a - horda

O
S ' r 1

2

»
sekt

= = -r ipsekt

2

S
segm

= - a(r - hj) =
2

(cp - s'mip)

a —
2rsin—

2

h - segmenta
h = (h < r)

2 4
augstums



4. ELEMENTĀRA ĢEOMETRIJA

Riņķa gredzens Riņķa gredzena laukums

S = tt(R
2
- r

2

) =
2
- d

2

) = 2up5

Ja centra leņķis ir ip grādi, tad atbilstošā

gredzena sektora laukums

360 180

2R = D - ārējais diametrs

2r
—

d - iekšējais diametrs

6 = R r - gredzena platums

P — ~(R + r) - vidējais rādiuss

- centra leņķis

Ar riņķa līniju saistītie leņķi

B t
1 1 1

a = -<z> —
-ADC : 7 = tt ld

2 2 2

Visi ievilktie leņķi, kas balstās uz viena

un tā paša loka, ir vienādi.

Ievilktie leņķi, kas balstās uz vienas un tāsr

a pašas hordas vai nu ir vienādi, vai arī to

summa ir 180°.

Jebkurš ievilkts leņķis, kas balstās uz

D diametra, ir taisns.

a- horda

(3 = -BC
2

/ - pieskare

<p
- centraleņķis

0,7- ievilktie leņķi
B- leņķis starp hordu BC

un pieskari t

. u> a
, (fi

sm— = — a = 2rsm—
2 2r 2

rb = ķČB + ED)

Hordu īpašība:

AC • AD — AB • AE = r
2

~ k 2

Diametrs, kas novilkts perpendikulāri

hordai, sadala šo hordu un tās savilkto

loku uz pusēm.

EB. CD - hordas

A - hordu krustpunkts
AO = k

ip - leņķis starp hordam



4.1. Planimetrija

a = -{DF - EC)
2

B=
1

-(GF-GE)

9 = -{GDB - GCB)

Pieskaru īpašība:
AB =

Sekanšu īpašība:

AC ■ AD = AE AF = AG2
= AB2

AG, AB - pieskares
AF. AD- sekantes

q - leņķis starp sekantēm

3 - leņķis starp pieskari
un sekanti

9 - leņķis starp pieskarēm

Nogriežņa sadalīšana Zelta griezuma proporcija:

zelta griezumā AB : AE = AE : EB

C
AE = r(V5 -1)

i

2r

Vidējie lielumi Vidējais aritmētiskais:

EO =

2

/ // W Vidējais ģeometriskais:
- \

\

EC = 4āl)

EB = J(a+ b) • b ; EA = j(a+ b)-a

Q 4* 0 Vidējais harmoniskais:

2a • b
ED =

a + b
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4.2. Stereometrija

Biežāk lietotie saīsinājumi un apzīmējumi

Prizma

pamata laukums pilnas virsmas laukums V tilpums

sanu
sanu virsmas laukums H augstums

(zīmējumā - slīpa 5-sturu prizma) Prizma - daudzskaldnis, kura sanu skaldnes

Ei Dx

B C

ir paralelogrami, bet pamati - vienādi

daudzstūri, kas atrodas paralēlās plaknēs.

Slīpa prizma - prizma, kuras sānu šķautnes
nav perpendikulāras pamatiem (1. zīm.).

S
s,nu

=P- l,

kur P - pret sanu šķautni perpendikulāra

šķēluma (normalšķeluma) perimetrs,

l - sanu šķautnes garums.

— ' £
pam

+

V = S • H; V = F • /,
pam *

1. zīm.
kur F - pret sānu šķautni perpendikulārā

šķēluma laukums, H - prizmas augstums.

AA
X

= BB
X

= CC
X

=... Taisna prizma - prizma, kuras sanu šķautnes
ir perpendikulāras pamatiem.- sanu šķautnes

(AA
X

|| BB
X

|| CCX || ...) Taisnai prizmai:

ABB
X
A

V
BCC

X
BX...

P - pamata perimetrs
l = H

- sanu skaldnes
S

pam
-

F

ABCDE = A
X
B

X
C

X
D

X
- pamati

Regulāra prizma Regulāra prizma - taisna prizma, kuras

pamati ir regulāri daudzstūri.
(zīmējuma - regulāra trijstūra

prizma) Regulārai trijstūra prizmai (2. zīm.):

l=H

V =

4

Regulārai 4-stura prizmai:

a S
pam

= = 4ūH

2. zīm.
S
ma

= 2a{a+2H)

V= a
2
H



Paralēlskaldnis

4.2. Stereometrija

Regulārai 6-stura prizmai:

c

3a
2 V3

5
pilna

= 3a(aj3 + 2H)

2

i>, c.<a
Paralēlskaldnis - prizma, kuras pamati ir

A Ai \

i \
//

paralelogrami.
Visas četras diagonāles krustojas vienā punktā,
daloties taja uz pusēm.

// \ /

1

Slīpam paralēlskaldnim - visas skaldnes

ir paralelogrami (3. zīm.).

Taisnam paralēlskaldnim - visas sanu

,A \ / skaldnes ir taisnstūri (sanu šķautnes ir

perpendikulāras pamatiem).

-4
.. .

B
3. zīm.

AC
V

BD
V

CA
V

DBX - diagonāles

0 - diagonāļu krustpunkts,

simetrijas centrs

Taisnstūra Taisnstūra paralēlskaldnis - taisns paralēl-

paralēlskaldnis; kubs skaldnis, kura pamati ir taisnstūri (4. zīm.).

A a

Taisnstūra paralēlskaldnim:
visas četras diagonāles ir vienādas, un

/I 71 d2
= a

2

+ b2
+ c

2

C «Span, = ū ■ b ; 5
pil„a

= 2(tt0 + bc + Cū)

V= a- b ■ c

-yc Kubs - taisnstūra paralēlskaldnis, kura visas

dimensijas ir vienādas:b

A a BA B a = b = c

4. zīm.4. zīm.

Kubam: S
pam

= tr; d = aVŠ ; 6\
lna

= 6a
2

Sanu šķautnes
a a rr nr nn

Sanu šķautnes V= a
3

JAAX. i5B
x. UU

r
uux
- 1'

AA
V

BB
X
. CCX, DDX

- perpendikulāras pamatiem
d - diagonāle

a, b. c - taisnstūra paralēl-

skaldņa dimensijas
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Piramīda

(zīmējuma - Piramīda - daudzskaldnis, kura pamats ir

n-stūris, bet sānu skaldnes - trijstūri ar5-stūra piramīda)

K- virsotne kopīgu virsotni.

H- piramīdas /

augstums //
n-stūru piramīdai ir n skaldnes.

4
Piramīdas augstums - perpendikuls, kas

novilkts no virsotnes pret pamata plakni.

Q
—

O
_ļ_

C

pilna pam

~

sanu

R
V=

1
-S

pmi
-H

KA, KB, KC, ...

- sānu šķautnes
AKAB, AKBC, AKCD... -sānu

skaldnes; ABCDE- pamats

Regulāra piramīda Regulāra piramīda - piramīda, kuras pamats

ir regulārs n-stūris, sānu skaldnes - vienādi
(5. zīm. - regulāra 4-stūra

trijstūri, un augstums iet caur pamata centru.

piramīda; 6. zīm. - tetraedrs)
Regulāra piramīda visas sanu šķautnes ir

vienādas un visas sānu skaldnes ir vienādas.K

_

s
mu

_

1 + cosa

sānu
coso

'
?ilna

~

cosa ' pam
'

/

A
'i

\

h
kur a - divplakņu kakta leņķis pie regulārās

piramīdas pamata.

Regulārai trijstūra piramīdai:
C

S S, = S, =-(aV3+6^)
pam ' sanu pilna 4 '

a

A a b

5. zīm.

12

KA = KB = KC = KD
Tetraedram (regulārai trijstūra piramīdai,
kurā visas šķautnes ir vienādas):

AKAB = AKBC= AKCD= AKDA

ABCD- pamats (kvadrāts)

a - pamata mala
_ _

3a
2 VŠ

_

2 R
~

> '
D

pilna
— « VO

0 - pamata centrs

H- augstums
y =

oV2
h - apotēma (sanu skaldnes

augstums)

A

12

Regulārai 4-stura piramīdai:

S
pam

=a- S
s,nu

=2ah; S
pilna

= a(a + 2h)

/ ia\
a/ i \

/ \\

—
_

v

V = - a
2• H

3

a - šķautne /
/

A

x

\ a
Regulārai 6-stura piramīdai:

visas / as'

S
=^5; S -

= 3ah: 5, + 2h)
2 ' sanu yu,iv, piina 2

skaldnes- /\\
vienādmalu \\
rijstūri a

6. zīm. 2



Nošķelta piramīda

4.2. Stereometrija

zīmējumā - nošķelta
)-stūra piramīda)

z ii*\
/ ķ I n

Nošķelta piramīda - piramīdas daļa starp

piramīdas pamata plakni un pamatam

paralēlu šķēlējplakni.
Sānu skaldnes - trapeces.

v =
1
+s

2
+

yJĶTĶ)
i

i
i

kur 5, - apakšēja pamata laukums,

S
2

- augšējā pamata laukums.

H - nošķeltās

Pamati - regulāri n-sturi; sanu skaldnes -

piramīdas

augstums

Regulāra nošķelta
piramīda vienādas vienādsānutrapeces.

/ r 1 \

kur P] - apakšēja pamata perimetrs,
P

2
- augšējā pamata perimetrs

— + +

kur 5'j - apakšējā pamata laukums,

S
2

- augšēja pamata laukums.

/ k Regulārai nošķeltai trijstūra piramīdai:
s«i\

S
sanu =ļ|(«i +a

2
)'h

\/3 3

Oj - apakšējā pamata mala

a., - augšējā pamata mala
Jā

V = + aļ + Oj ■ a2Y H

H - augstums

h - apotema Regulārai nošķeltai 4-stura piramīdai:

(sanu skaldnes augstums) = + a
2
)-h

= af + 4 + 2(Q
1
+ °2) * k

V = -{a
2

+ a
2

+ 0] ■ a
2Y H

3

Regulārai nošķeltai 6-stura piramīdai:
= 3(a, + a

2
) ■ /i

3^3

V = —
(a2

+ a
2

+ a, • a
9) • //

12
Vl 2 1

" ;
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Ķīlis

Regulāri daudzskaldņi

Regulārs daudzskaldnis- daudzskaldnis, kura visas skaldnes ir regulāri
vienādi daudzstūri.

Ir iespējami pieci regulāru daudzskaldņu veidi; to nosaukumi un elementi noradīti

tabulā (a - šķautne).

Cilindriska virsma; taisns riņķa cilindrs

c Ķīlis - daudzskaldnis, kura pamats ir taisnstūris,

divas pretējās sānu skaldnes - vienādi vienādsānu

trijstūri un pārējās divas sānu skaldnes - vienād-

sānu trapeces ar kopīgu pamata malu.

V = -(2a + c)-b-H
6

a, b, c- šķautnes

H - augstums

Nosaukums Skaldņu Šķautņu
skaits

Virsotņu c

°pilna
skaits un veids skaits

Tetraedrs 4 trijstūri 6 4 1,7321a
2

0,1179a
3

Kubs 6 kvadrāti 12 8 6a
2

a
3

Oktaedrs 8 trijstūri 12 6 3,4641a 2 0,4714a3

Dodekaedrs 12 piecstūri 30 20 20,6457a
2

7,6631a
3

Ikosaedrs 20 trijstūri 30 12 8,6603a
2

2,1817a
3

Cilindriska virsma - virsma, ko izveido

taisne (veidotāja), pārvietojoties paralēli

pati sev gar kādu dotu līniju (vadītāju).
Cilindrs - ķermenis, ko ierobežo cilindriska

virsma un divas paralēlas plaknes.H /

S
-

= v • l
sanu l

V = S
nam

• H = F • l,
pam '

kur

A
/ - veidules garums,
F - veiduleiperpendikulāra šķērsgriezuma

AB- veidotāja (veidule) laukums,

L - vadītajā p - veiduleiperpendikulārā šķērsgriezuma
H- augstums perimetrs.



Koniska virsma; taisns riņķa konuss

4.2. Stereometrija

Taisns iņka ci in rs Taisns riņķa cilindrs - rotācijas ķermenis,
kas rodas, taisnstūrim rotējot ap vienu no tā

malām.

R

H
Piina

= 2S
pam

+ S
sknu

= 2nR(R + H)

V = nR2H

0 >

R - pamata riņķa rādiuss

H - augstums

Noš elts riņķa cilindrs Nošķelts riņķa cilindrs - riņķa cilindra daļa

starp pamatu un šķēlējplakni, kas nav para-

lēla pamatam.

n, 5
pilna

= nBķ +Ķ+R +
1
-fh f

2

Koniska virsma - virsma, ko izveido caur

kādu punktu novilkta taisne (veidotāja),

pārvietojoties gar dotu līniju (vadītāju).

Konuss - ķermenis, ko ierobežo koniska virsma

un pamats, kas atrodas plaknē.
H

l

V = -S
pam

• H

3
pam

L

KA
- veidotajā (veidule)

L - vadītajā
K - virsotne

H - augstums (perpendikuls, kas

novilkts no virsotnes pret

pamata plakni)



Lode un tās elementi

4. ELEMENTĀRA ĢEOMETRIJA

Taisns riņķ onuss Taisns riņķa konuss - rotācijas ķermenis,
kas rodas, taisnleņķa trijstūrim rotējot ap

kateti.

,/
Pamats - riņķis; augstums iet caur riņķa centru.

/ H s
sānu

= kRI = nRjR2

+ H
2

Spilna = *R(R + 0

o
V = -ttR

2 • H

R 3

R - pamata riņķa rādiuss

0 - pamata centrs

l - veidule

H
- augstums

Nošķelts riņķa konuss Nošķelts konuss - konusa daļa starp pamata

plakni un tai paralēlu šķelejplakni.

fi\
l I \

/ I \

/ I \

/ I \

/ = - rf + H
2

Sx = ttR.~ un S.
2

= Trr
2

- atbilstoši apakšējā un augšēja pamatu laukumi.

k S
Uaa

= irl{R + r)

o

— + + S
2

l

h V =
—(R

2

+r
2

+R.r)
3

R-r
R un r - pamatu riņķu rādiusi

l - nošķeltā konusa veidule

H- nošķeltā konusa augstums
H

k

- "pilnā" konusa augstums

Lode - rotācijas ķermenis, kas rodas,

pusriņķim rotējot ap diametru.

Sfēra - lodes virsma; tas laukums

S = 4ttB
2

= ird2

; S =
2

Lodes tilpums

3 6
'

6 V tt

0
- lodes centrs

fl =
ļĒ: R=

W

2 V 7T V47T

i? - lodes (sfēras) rādiuss

2R = d - diametrs



4.2. Stereometrija

es segments Lodes segments -lodes daļa, ko no lo

atšķeļ kāda plakne.

es

r
2

= H(2R - H)

Segmenta
• sfēriskās virsmas laukums

S
a

= 2ttRH = tt(H2

+ r
2 )

• pilnas virsmas laukums

S = ir{2RH + r
2) = iī(H2

+ 2r
2)

r - segmenta pamata rādiuss
• tilpums

H - segmenta augstums

R - lodes rādiuss
V = -ttH{H

2

+ 3r
2

) = -7iH
2

{3R - H)
6 3

Lodes sektors Lodes sektors -rotācijas ķermenis, kas

rodas, riņķa sektoram rotējot ap vienu no

šo sektoru ierobežojošiem rādiusiem.

Lodes sektors sastāv no lodes segmenta un

konusa; šiem ķermeņiem ir kopīgs pamats un

konusa virsotne atrodas lodes centrā.

ĪH
r = - H)

Lodes sektorami

i

i

• atbilstoša konusa sanu virsmas

laukums

2r
• pilnas virsmas laukums

• tilpums

V = -ttR
2
H

3

Lodes slānis Lodes slānis - lodes daļa, kas atrodas starp

divām paralēlām šķēlējplaknēm.

2t,
R

2

=r

2 +-Ļ(r2

-r
2

- H
2

)
2

I 2r X

Lodes slānim

• sfēriskas virsmas laukums

S
s{

= 2ttRH
» /
\ / • pilnas virsmas laukums
\ /

• tilpums

r - apakšēja pamata riņķa rādiuss

V = -ttH(H2
+3r

2

+ 3rf)
6

V wr, - augšējā pamata riņķa rādiuss

H - slāņa augstums

R - lodes rādiuss
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Tors Tors - rotācijas ķermenis, kas rodas, riņķim
rotējot ap asi, kura atrodas riņķa plaknē un

riņķi nekrusto.

Toram

v-
< \ i

/. • virsmas laukums

S = 4,7T2Rr

• tilpums
"7 i

i
r"

V = 2ir2Rr2

i

7 - rotējošā riņķa rādiuss

E - rotējošā riņķa centra attālums

līdz rotācijas asij

Muca Mucas tilpums V:

ii
• ja veidotāja ir riņķa līnijas loks, tad

V =
2

+ d
2

0.262H(2D
2

+ d
2

)

• ja veidotajā ir parabolas loks, tad

V = —WH(8D
2

+ Wd+ 3d
2

)^
60

J

i

1 « 0,05236 H(8D
2

+ 4Dd+ 3d
2

)

/veidotajā



5. ANALĪTISKĀ ĢEOMETRIJA

5.1. Vektori

Nosaukums Apzīmējumi, ilustrācija, paskaidrojumi

Vektors AB, a B

Vektors - orientēts taisnes nogrieznis, kuram noradīts

sākumpunkts un galapunkts (atbilstoši - 4 un B).

Vektoru nosaka

• garums,

• virziens.

Brīvs vektors Vektors, kuru var paralēli pārnest uz jebkuru vietu telpa.

Slīdošs vektors Vektors, kuru var pārvietot tikai pa taisni, uz kuras tas

atrodas.

Saistīts vektors Vektors, kuram ir noteikts pielikšanas punkts.

Vektora modulis Vektoramodulis ir vektora garums.

|AB |= AB, | a \= a

Nullvektors o ; | 5 | = 0

Vektors, kura sākumpunkts sakrīt ar galapunktu:

d = ĀA = BB =
...

Nullvektoram

• modulis ir skaitlis 0.

• virziens nav noteikts.

Kolineāri vektori

a ļļ 6, 6 ļļ a, c\\b, eļļa

Vektori, kas atrodas uz vienas taisnes vai uz paralēlam
taisnēm.

Pieraksta: d \ \ b ,

vai

• a tt b
,

ja vektori ir vienādi versti,

• a tt b
, ja vektori ir pretēji vērsti.

(Ja o un b nav kolineāri vektori, tad raksta a )ļ{ b .)
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iena i ve ori a = b
,

a

1) a tt b

(vektori ir kolineāri un vienādi vērsti)

2) | a| = | b |

(vektoru moduļi ir vienādi)

Pretēji vektori a un — a

jeb ĀB un BA

Pretējiem vektoriem

1) a U -a
ĀB = -BA

2)\a\ = \-a\

Komplanāri vektori Vektori, kas paralēli vienai un tai pašai plaknei vai

atrodas vienā plaknē.

Vektora a Vektors a
0

,
kura modulis ir 1 un virziens sakrīt

vienības vektors ar vektora a virzienu, t. i.,

a° vai e 1) \a°\ = l

2) a tt a

_o a
- i - i —o

a = -—; a = I a | • a

I2 |

Dekarta taisnleņķa
koordinātu sistēmas

Vektori i , j , k, kur
2

Ox, Oy, Oz asu orti
1) 1tt Ox

, 3 tt Oy,
k tt Oz

2)|*| = |3| = |jfe| = l

/r

3)<(z,j)-90°; <(j,fc) = 90°;

<(jfe, tļ = 90° >

o I y

Punkta M r = OM - vektors, kura sākumpunkts sakrīt ar koordinātu

radiusvektors sistēmas sākumpunktu O, bet galapunkts ir M(x; y; z)

Vektoru a + b = c

saskaitīšana
Ja a jļ( b

,
tad vektorus saskaita pec trijstūra likuma:

B



5.1. Vektori

vai pēc paralelograma yj

likuma:

v4

Ja o 11 6 un vektora a galapunkts sakrīt ar vektora b

sākumpunktu, tad a + b = c ir vektors, kas novilkts no

vektora a sākumpunkta uz vektora 6 galapunktu.

Vairāku vektoru
"*

saskaitīšanu veic pakāpeniski: \H
katru nākamo vektoru (sākot ar

— ji
V

otro) pievieno iepriekšējam /

vektoram, lai tā sākumpunkts /
—

sakrīt ar iepriekšējā vektora n.
a->

galapunktu. &i\

(sk. zīm. + + + āJ + āT = R

Vektoru atņemšana a — 6 = c
, ja Č + b = a

Ja vektoriem a un b ir kopīgs
_

sākumpunkts, tad a — b ir

vektors, kas novilkts no \ īļ^*\
vektora b galapunkta uz -b ) \a-b~*
vektora a sākumpunktu.

_ —-

Tā kā a - b = a + (-b), tad starpību a - b var atrast, pie

vektora a pieskaitot vektora b pretējo vektoru.

Vektora a A • a —
b ,

reizinājums ar

skaitli A
kur

1) b\\a (b kolinears ar a)

2) |6ļ = |A|-|a|

3) ja A > 0 : b TT a ( b un a virzieni sakrīt),

ja A < 0 : b ][a ( b virziens ir pretējs a virzienam)

Divu vektoru aļ | b tadun tikai tad, ja eksistē tāds skaitlis A, ka

kolinearitātes

a —
Xbnosacījums



5. ANALĪTISKA ģeometrija

Vektoru algebras • a + b = b + a (komutativais likums)

pamatlikumi
• a _ļ_ ļft _ļ_ = + bj + c (saskaitīšanas asociatīvais likums)

• a + o = a

• (Aj • A
2
)a = A, • (A_ • a) (reizināšanas asociatīvais likums)

• Aj a + A
2
a = (A_ + A

2
) a

• Aa + Xb = A(a + &) (distributīvais likums)

• 0 • a = o •0 = o

rektora a pr;a

rojekcija uz ass /
AB' = pr, a = \a \ -cos^

a
1

1

1

H
Projekcijas īpašības

• pr, (a + b) = pr, a + pr; b
A B'

• pr, (Aa) = Apr, a

/ektoru āļ, āļ,..., a
n

Vektors

ineara Aj Oj + A
2
a

2
+

...
+ A

n
a

n
,

kombinācija
kur A

15
A

2, X
n

- patvaļīgi reāli skaitļi.

rris nekomplanaru Ja - nekomplanāri vektori, tad jebkuru
/ektoru lineāra

vektoru a var izteikt vienā vienīgā veidā ar lineāru
kombinācija

kombināciju:

a = Aj 6ļ + A
2
6

2
+ A

3
6

3 ,

kur

1) 6
15

6
2, 63 - bāzes vektori

2) A
15

A
2, A

3
- vektora a koordinātas

3) \b
1, \b2 , A363 - vektora a komponentes

lektora koordi- Tā kā i, j, - nekomplanāri vektori,

īatas Dekarta
tad katru vektoru a var izteikt šādi:

aisnleņķu koor-

linātu sistēmā, a — a
x

i + a
y
j+ a

z
k,

.i., bāzē ļz, j, kj
kur C^^
• i, j, k - Dekarta bāzes

vektori (orti) /\

• a
x,

a
y,

a
z

- vektora a Dekarta
a/

koordinātas jeb projekcijas /

• a
x
i, a

y
j, a

z
k - vektora a A a

u ļ
komponentes Ūj ~ T*- i s'

Vektora a koordinātu /*

3/i
1

__

E/ i

-,7

pieraksts:

2 = (a
x
;a;a_). —, i, , ,

OA = a
x
i; OB = a

y
j; OC = a.k



5.1. Vektori

Darbības ar

vektoriem
Ja a = (a,; a

y; ā
z
)

,
6 = (6,.; 6.),

koordinātu tad

forma
2+ 6 = (a

a
+ b

x
; a

y
+ &

y
; a

z
+ K)

a-b = (a
x

- b
x

; a
y

- b
y

; a
z

- b
z
)

Vektoramodulis

Xa = (Xa
x

: \a
y

; \a
z

) (A G R)

a — ļ o ļ =

2

+ a
2

y
+ a

2

z

Ja ; - vektora sākumpunkts,

B(x
2
] y

2
; z

2
) - vektora galapunkts,

tad

Radiusvektors f

AB = (x
2

- x
ļ
; y

2

- y
x
\ z

%
—z

x
)

ļ
un

\ab\ = ļ{x2
-x

x f +(y
2
-y,f +(z

2
-z

l
f

Vektors OM
,
kura sākumpunkts sakrīt ar koordinātu

sistēmas sākumpunktu.
Ja M{x\ y; z), tad

f = OM — xi + yj + zk
,

t. i., r = (x: y\ z)

Rādiusvektora modulis

|f | = yjx
2

+ ?/
2

+ Z
2

Vektora virziena Ja r = (x; y\ z) un q, /?, 7
- leņķi, kurus veido

kosinusi vektors r ar Ox. 0y. Oz asīm, tad

L.
cosa = ,

jx2

+y
2

+ z
2

cos /3 = , t>
n

1
Vx

2

+ y
2

+ z
1

0}f5$ ļ 7
�

Z /_
COS7 =

/ 2 /
yjx

2

+y
2

+z
2 /

Ja e vienības vektors, t. i., | e ļ = 1, tad

e — (cosa; cos/3; C0S7)

Skalārais Vektoru a un b skalārais reizinājums ir skaitlis

reizinājums

a • b = | a | • ļ b ļ -cos<ļa, bj

Vektora a a
2

= a • a = \ āf =>• |aļ = Vā2

"

skalārais kvadrāts

Piemērs i • i = j ■ j —
k -k

—
1
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Skalāra
• a-b = b-a

reizinājuma
• a ■ b = 0, ja a = o vai 6 = 0 vai a _L bīpašības

Piemērs i-j = j- k = k- i = 0

. (Xd)-b = X(d-b) = d-(Xb)

Skalārais

• a ■(b + c) = a -b + a• c

Ja a = (a
r; a

(/; aJ, 6 = (&,.; 6
(/; b

z
), tad

reizinājums
« • = a

.

• K■.+ % ' K,+ a
z 'Kkoordinātu forma

Leņķis starp
vektoriem

/_ ?\ a-b
cos< a, o = — =

I | • |b |

a
x
b

x
+ a

y

b
y

+ a
z

b
z

Jal+al+al-Jbļ+bl+bl

ūxK + ū
y

b
y

+ a
z

b
z

Vektoriālais Vektoru a un b vektoriālais reizinājums ir vektors

reizinājums
c = a x b , kuram

• |Č| = |čžx6| = |a|'|6| -sin<(a, b)

• c _L a un ci_6 ļ c=ax&

• a, 6, c veido labo trijnieku

(t. i., skatoties no c galapunkta, /
īsākais pagrieziens no a uz b / ļ q*^" ~~

/a

tiek veikts pretēji pulksteņa

rādītāju kustības virzienam). |
-c=bx a

Piemērs ix j = k; jxk — i; kxi — j

Ja a un 6 nav kolineāri (a \\ bj ,
tad

aXb = S, kur S- laukums paralelogramam, kurš konstruēts

uz vektoriem a un b .

Vektoriāla • axb = —(b x a\

reizinājuma
• (Ao) x 6 = a x Xb = x(a x b)

• (a +Pjxc — axc + b xc
īpašības

• a x 6 = o , ja a — o vai b — 0 vai a\\b

Piemērs ļx 1 — ~j x j = k x k
— o

Vektoriāla Ja a = (a
r; a

y
:a

;
) un 6 = (b

x; 0,
y
; 6

z
), tad

reizinājuma
koordinātu forma ( a

y
a

z
a

x
a

z
a

x
a

y

UXb =

[by
b
z >-\bx

bj b
x

b
y

=

= - a
z

hy)i + {a
z

h
x

~ a
x

b zfj + (aA - a
y
bx)k

i j k

a x b
— a

x
a

y
a

z

K b
v

K



5.2. Koordinātu sistēmas plaknē un telpā

Punkta stāvokli plakne un telpa var noteikt, izmantojot dažādas koordinātu sistēmas.

Skaitļus, kuri nosakapunkta atrašanās vietu dotajākoordinātu sistēmā,

sauc par punkta koordinātāmšajā sistēmā.

Plaknē visbiežāk tiek izmantotaDekarta koordinātu sistēma un polārā koordinātu

sistēma, bet telpā - Dekarta koordinātu sistēma, cilindriskā koordinātu sistēma un

sfēriskā koordinātu sistēma.

5.2. Koordinātu sistēmas plakne un telpa

Vektorujauktais Triju vektoru a
,

b un c jauktais reizinājums ir skaitlis

reizinājums (aXb)-c

Jaukta reizinājuma • (a x b) ■ c = c ■ (a x 6)

īpašības (axb)-c = -(bxa)-c

• (a xb) ■ c = a■ (b x c) =4> apzīmē: (aXb) • c = abc

• abc = bca —
cab = —bac = —cba = —acb

• {Xd)bc = a(A6)c = a£(Ac) = A(a6c)

• a6c = 0 , ja a = o vai 6 = o

vai a, 6, c - komplanari /f

• Ja a, b, c nav komplanari, tad
/

! /

abc = ±V jeb V = \ abc \, f / / //

kur V- tilpums paralel- 7j7 11/

skaldnim, kurš konstruēts /h/' ļ /

uz vektoriem a. b un c .

a

abc = V
,

ja a, 6, c veido labo trijnieku;

abc = —V, ja a, 6, c veido kreiso trijnieku.

Jauktais Ja a — (a
v; a

(/
; a.), b = {b

r; b
y; 6.) un c = (c

x; c
y; c.), tad

reizinājums
aSc = (a

y
b

2
- a

z
b

y
)c

x
+ (a

2
6

x

- a
x
b

z
)c

y
+ (a

x
b

y

- a
y

b
x
)c

z
vaikoordinātuforma

ū
x

a
y

a
z

abc = b
x

b
y

b
z

c
*

c
y

c
*

Divkāršais ax(bxc) = b(ac) —c(ab)
vektoriālais

reizinājums
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Nosaukums Apzīmējumi, ilustrācija, paskaidrojumi

Dekarta Sistēmu veido koordinātu sākumpunkts O un divas

taisnleņķa
koordinātu

savstarpēji perpendikulāras taisnes - koordinātu asis,

uz kurām ir izraudzīts pozitīvais virziens un izvēlēta

garumavienība.sistēma plakne

M • 0 - koordinātu sākumpunkts
0x - abscisu ass

J"n 0y -ordinātu ass

o r m,
~*

h j (| * | = | J | = 1, 1 JL j) - bāzes vektori

x = OM
x
, y = OM

y

- punkta M koordinātas

x - abscisa, y- ordinata

M - punkta M projekcija uz 0x ass paralēli 0y asij,

M - punkta M projekcija uz 0y ass paralēli 0x asij.

Dekarta x
2/,

M / M(Xļ ;x2 ) 0- koordinātu sākumpunkts

/ /* 0xx, 0x
2

- koordinātu asis

e
2
/ / ē[, ēļ - bāzes vektori (ēļ* ēļ)

slīpleņķa (afina)

koordinātu

sistēma plaknē

O/ 7 M. %i

x
x
= OM

Xļ
,

x
2

= OM
Xļ

- punkta M koordinātas

M,. - punkta M projekcija uz 0x{ ass paralēli 0x.) asij,

M - punkta M projekcija uz 0x
2

ass paralēli 0xx asij.

Polārā M(r;q>)
koordinātu

sistēma r

y0\ o - pols
O

p
Op- polāra ass

r =| OM | - polārais rādiuss

<p
- polārais leņķis (leņķis, kuru veido rādiusvektors OM un

polārā ass Op); polārā leņķa pozitīvais atskaites virziens ir no

polārās ass pretēji pulksteņa rādītāju kustības virzienam.

Par punkta M polārajām koordinātām sauc ši punkta
rādiusvektora garumu r un polāro leņķi <p.

Polārā rādiusa r un polārā leņķa ip galvenās vērtības

vai — 7r < ip 7r



5.2. Koordinātu sistēmas plaknē un telpā

Sakarības starp

mnkta M

Ja polāra ass Op sakrīt

ar 0x asi, tad

y

)ekarta
X = r ■cosp

y = r •sinv? .i
M(r;(p)

aisnleņķa
koordinātām

1

i

i

i
i

V

in polārajam
koordinātām

r = yp +y
2, tgp =

x
o xx

x . y
cosp = , :, smip =

Jx
2

+y
% jx2

+y
2

)ekarta k z 0- koordinātu sākumpunkts
0x- abscisu ass

' ~>
7, 0y- ordinātu ass

r ■ i/ ■ z)
®z ~ aplikātu ass

ī.j.k - bāzes vektori

i X Jr
\ -L ķ, J -L k

aisnleņķa
koordinātu

istēma telpa

*x Oxy. Oxz. Oyz- koordinātu plaknes

x = OM
r

- punkta M abscisa

(M - punkta M projekcija uz 0x ass paralēli Oyz plaknei),

y = OM
y

- punkta Mordināta

(M - punkta M projekcija uz 0y ass paralēli Oxz plaknei),

z = OM - punkta M aplikata

(M. - punkta M projekcija uz Oz ass paralēli Oxy plaknei)

Dekarta shpleņķa
koordinātu

a;

3| M{x
ļ

-, x
2
\ x

3
)

sistēma telpa O- koordinātu sākumpunkts
Mx*K l x2^x3) 0x}. 0x

0,
0x- koordinātu asis

ļ | e
15

e
2 ,

e
3

- bāzes vektori

| * 1 (nekomplanāri)

1 Ox
x
x

2, Oxxxv
Ox

2
x

z

- koordinātu

' plaknes

M
xA

e
3

xs
= OM

r
(i = 1, 2, 3) - punkta M koordinātas

( M
Xj

- punkta M projekcija uz 0xx ass paralēli Ox
2
x

3
plaknei;

M
x

- punkta M projekcija uz 0x
2

ass paralēli Ox
ļ
x

3
plaknei;

M
x

- punkta M projekcija uz 0x., ass paralēli Ox
ļ
x

2
plaknei)
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Cilindriska

koordinātu

sistēma

M(r;<p;z)
T M(r; <p; z)

z ļ 0 - koordinātusākumpunkts

/

xiH
v

= pūļ
7
- (Mj - punkta Mprojekcija

*x M} 0xy plaknē)

ip
- leņķis starp Ox asi un vektoru OM

ļ

(pozitīvais atskaites virziens no 0x ass pretēji pulksteņa

radītāju kustības virzienam)

z - punkta Maplikata

Galvenās r, </?, z vērtības:

0 < r < oo, 0 <p < 2tt, -oo < z < +oo

Sakarības starp

punkta M

Dekarta koor-

x = rcoscp

y = rsun/?

dinātām x, y, z

un cilindris-
z — z

kajam koordi-

nātāmr, (p, z

r < oc, 0 < < 2tt, -oo < z < oo

Sfēriska M{P,<p,e)
7 kkoordinātu

p = ļOAfļ - punkta M attālumssistēma

M(p;q) ;8) ļīdz punktam Q

J/1 0- leņķis starp Oz asi un

Q% 1 „
vektoru OM

y
<p

- lenkis starp Ox asi un

vektoru OM

(M, - punkta M projekcija Oxy plakne; leņķa ip pozitīvais
atskaites virziens no 0x ass pretēji pulksteņa rādītāju kustības

virzienam).

Galvenās p, <p, 6 vērtības:

0 < p < oo, 0 p < 2tt, 0 s$ 0 < tt

Sakarības starp x = psmOcosip
punkta M

Dekarta \y — /9sin#sin(/?

koordinātam
z — pcosO

cc; y; z un

sfēriskajam
koordinātām

0 p < +oo, 0 < (fi < 27T, 0



Dekarta koordinātu sistēmas transformācijas plakne

5.3. Dažas aprēķinu formulas

(nogriežņi, trijstūri)

5.3. Dažas aprēķinu formulas (nogriežņi, trijstūri)

Paralēlā
v>

Ox\\0'x\ Oy\\0'y\ 0'(a:b)

pārnese

cr

a

M

x

Ja (x. y) - punkta Mkoordinātas

sistēmā Oxy,
bet (V, y') - M koordinātas

sistēmā 0'x'y', tad

x = x' + a x'
— x — a

y = y
!
+ b y' = y-b

0\~a\ M
r

x

Koordinātu

asu

pagrieziens

y\ J-c

\x
— x 'cosa — T/'sina

\\ļ = cc'sina: + y'cosa

i v i

\x'
— xcosa + ysina

\y' — —ccsina + t/cosa

\ >
x X

Koordinātu

sistēmas

paralēla pārnese 1x
= x' cos a — y' sin a + a

y = x! sin a + y' cos a + b

\x' = (x — a) cos a + (y — b) sina<

y' = —(x — a) sin a + (y — b) cos o

un pagrieziens

Nosaukums Apzīmējumi, ilustrācija, paskaidrojumi

Attālums d starp

diviem punktiem
M

x
un M,

M
x
un M

2

- taisnes nogriežņa galapunkti

• uz taisnes Ja Mx(x
x
) un M.

2
(x

2
), tad

• plakne Ja M,(xi; yx
) un M

2
(x

2
; y2

), tad

d = yl{x2
-x

x
f + (y2 -yx

f

• telpa Ja M
ļ
(x

ļ; yx
; zx) un M

2
(x

2
; y2

; z
2
), tad

(x
2
-x

x
f+(y

2 -y x
f +(z

2
-z

x
f
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Nogriežņa M
ļ
M

2

dalīšana dotajā

MM: MM„ = A M

M, = AMM2 )

attiecība A;

punkta M

koordinātas

(ja A < 0 (A * -1), tad M atrodas ārpus nogriežņa - uz ta

• uz taisnes

pagarinājuma)

x =
,

kur Mfa), M
2
(x

2
), M{x)

• plakne
x =

x
ļ
+Xx

2
=

ft+Ag,
kur M( ); M( y ); M{x. y)

1 + A 1+A

• telpa x, + Az, ?/, + \y
2

z, + Az,
a; = — -: y = — -: z = —- >

1 + A 1 + A 1 + A

kur M{{xx] y
ļ; z

x
), M

2
{x

2; y
2; zļ, M(x; y; z)

Nogriežņa

viduspunkta M

koordinātas

Ja M{M= MM„ tad

M
X

M: MM
2

= 1 (t. i., A = 1)

• uz taisnes
X = — -

• plakne

2

X ~

2 '
V ~

2

• telpā
v _

g
l

„ _
2/l +Ž/2.

, _

*1 +

2
' y_

2
'

Z "

2

Trijstūra
laukums S,

ja dotas virsotņu
koordinātas

M
2

x
x

y
l

i

S —
- x

2 y2
1

2

y%

• plakne

• telpa M
x

y
x; ķĻ M

2
{x

2; y
v

z
2
), M

5
(a;

:ļ; y3; z
3
)

1 \Vi V\ z
i

z
\

z
i

z
\

x
2

x
x

" x
2

x
x

S = - + +
2 \j 2/3

- Vi z
z~

z
x

z
3~

z
i

x
3
-x

x
x

s
- x

1

y2
- Vi

2

V3
- Vi

(Determinantuaprēķināšanu sk. 35. lpp.)

Trijstūra masas

centrs M
c
(x

c
; y

c
)

_

x
x
+ x

2 ±3l.
=

Vi + y2
+ y-i
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5.4. Taisne plakne

Nosaukums Apzīmējumi, ilustrācija, paskaidrojumi

Taisnes

vispārīgais

vienādojums

A C
Ax + By + C = 0 y = - — x - — y = kx + b

B B

n = {A;B) - vektors, kas

perpendikulārs taisnei

j
(taisnes normālvektors)

-V /n=(A.B)

1 *.Ax+By+C=*G

Speciālgadijumi:

• Ax + By —
0 - taisne, kas iet caur koordinātu sākumpunktu

• By + C = 0 - taisne paralēla 0x asij
• Ax + C = 0 - taisne paralēla 0?y asij
• Ax=0=» x=0 - Oy ass

• By = 0 => ?/ = 0 - Orr ass

Taisnes

vienādojums
*

+
2/

= 1

asu nogriežņos
a b

Taisne, kas krusto 0x asi

punktā (o; 0) un <3y asi

punktā (0: 6)

x
a

Taisnes
x • cosct + y • sina —

p = 0
normāl-

x • <

vienādojums a = <(?7; Oz) - leņķis starp normāli
y

Tn. un Orr ass pozitīvo virzienu

p - attālums nokoordinātu

Sakarība starp
taisnes vispārīgo

X, sākumpunkta līdz taisnei

0\ \ x

Vienādojumu normālformāiegūst, pareizinot vispārīgo taisnes

vienādojumu Ax + By + C = 0 ar normējošo reizinātāju
vienādojumu

±1
un normai-

vienādojumu Ja2

+ b
2

Reizinātāja zīme tiek ņemta pretēja C zīmei, t. i.,

A B -C
cos a = ; ; sin o = , ; p = ,

V^2

+ 5
2 V^ 2

+ b
2 Ja2

+ #
2
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Taisnes

kanoniskais
x-x

0
=

y-y0

l m
vienādojums

v = (/;ra) - taisnei paralēls vektors

(taisnes virziena vektors

M
0
(x

Q
; yQ

) - punkts, caur kuru iet taisne

x

Taisnes

parametriskie {x
= x

0
+ It

y = y
0
+mt

vienādojumi

M
Q
(x

0; y
Q
) - punkts, caur kuru iet taisne

v = (l;m) - taisnes virziena vektors

t- parametrs (-00 < t < +00)

Taisnes y- y
0

= k(x- x
0
)

vienādojums
ar virziena 2/f

yļ
Taisnes virziena

n, koeficients

y

koeficientu
Vi

y0

I

I

Taisnes atklātais

/ \ x
l
-x

0 t
/&i 1 1

yS~ 1 | 1
0 Xq X-y X

y = k X + 6
,

vienādojums kur k = tg a - taisnes virziena koeficients

6 - taisnes un Oy ass krustpunkta ordināta

Ja & = 0 y —
kx - taisne iet caur koordinātu

sākumpunktu.

Taisnes vienādo- x-x
1

_

y-y
x

jums caur diviem
x

2
-x

x y2

-

yx

punktiem

M
2
(x

2
; y

2
)

Attālums d no • Ja taisnes vienādojums
punkta M*(x*; y*)
līdz taisnei

Ax + By + 0=0, tad

_

| Ax* + By* + C|

• Ja taisnes vienādojums
x cos a + y sin a - p = 0, tad

d = | x*cosa + y*sina — p \



Divu taišņu savstarpējais novietojums

5.5. Otrās kārtas līnijas plaknē

5.5. Otrās kārtas līnijas plaknē

Taišņu

vienādojumi

A
ļX = 0

A
2
x + B

2
y + C

2

= 0

y -
kļX + b

x

y = k
2
x+ b

2

Taisnes

krustojas A, B,
K * K

Taišņu krustpunkta M
Q
(x

0
; y

Q
)

atrisinot vienādojumu sistēmu

i

koordinātas x
0, y

0
iegūst,

'Axx + Bxy + C
x
= 0

A,x + B,y + C, = 0

\y = kxx + b
x

ļ'y = k
2
x + b

2

Taisnes

krustojoties
veido leņķi p

44 + B
X
B

2

cosp = . —.

4aJ4~b!-JāIīb!
tgif=

Ķ Ķ

1 +

Taisnes ir

paralēlas A^^B^^C^
A

2 . B, C
2

K = K

Taisnes sakrīt A
x

B
x G\ k

x
= k

2, b
x
= b

2

A
2

B
2

C
2

Taisnes ir A
x ■ A

2
+ B

ļ ■ B
2

= 0 k
r

k
2
=A

perpendikulāras

Attālums d

starp divām

paralēlām
taisnēm

Uz vienas taisnes brīvi izrauga;
attālumu līdz otrai taisnei (sk.

J

s punktu N'Fķ {xķ: y*) un atrod tā

76. lpp.).

Nosaukums Apzīmējumi, ilustrācija, paskaidrojumi

Riņķa līnija (r. I.) Tadu plaknes punktu kopa, kuri atrodas vienādadotā

attālumā no dotašīs plaknes punkta - riņķa

Kanoniskais līnijas centra.

vienādojums r. 1. ar

x
2

+ y
2

= R
2, R- rādiusscentru punktā O(0; 0)

Parametriskie

vienādojumi r. 1. 1x
= Rcost f J<jMļ

V = Rsint [ 0\ pi
R

t

0 x

ar centrupunkta

O(0; 0) R - rādiuss; parametrs t - centra leņķis;
t galvenās vērtības: 0 t < 2tt
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Kanoniskais

vienādojums r. 1. ar

(x-xf+(y-yX = R2

R - rādiuss
y

centru punktā (x
0
; y

0
) t_

Parametriskie

vienādojumi r. 1. ar

x = x
0
+ Rcost

y = yQ
+Rsint

O

i

x
0

X

centru punktā (x
0
; y

0
)

R - rādiuss;

Polārie

parametrs t - centra leņķis;
0 < t < 2tt

• r = R

vienādojumi - ar centrupolā

(0 (p < 2tt)(R. - r. 1. rādiuss) <R V

• r — 2Rcosp

- ar centru uz polāras ass;

r. 1. iet caur polu

( TT 7T~
ip < —

(2 2)

R 2

• r = 2R sin(^

7T

0 ~~P

- ar centruuz stara p = —

;
2

r. 1. iet caur polu

(0 tp < tt)

Elipse Tadu plaknes punktu kopa, kuras jebkura punkta attā-

lumu summalīdz diviem dotiemšīs plaknes punktiem -

fokusiem ir konstanta.

r
x

+ r
2

= 2 a

V\ (a > c)

M(x;y) 0), F
2(c; 0) - fokusi

AA = 2a ~ lielā ass>

\FJ-c;0)O f/c-0) x
BA = - mazā ass

v O- elipses centrs

A
v

A
2
, B

v
B

,

- virsotnes

r = FXM un r, = F
0
M

a
2

- c
2

= b2
- fokālie rādiusi

Elipses x V
h — = 1

a b
kanoniskais

vienādojums
a - liela pusass

b - mazā pusass
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Ekscentricitate c Va 2
- 6

2

■„
e = - = < 1 yķ

a a
y

d

K
Fokalie rādiusi r

x
= a + ex, r

2
= a - ex M

Fokalais parametrs
4x

a fJa/i,4,1 5-x

Direktrises 0y asij paralēlas taisnes ~ iB^^^
a a ' 1

cc = un 33 = — 1 I

Pieskares

r

Direktrišu pamatīpašība: — = £
,

kur s - ekscentricitāte,

r- elipses punkta fokālais rādiuss,
d - attālums no punkta līdz tuvākajai direktrisei.

x-x
0 yy0

=

a
2

b
2

vienādojums
brīvi izraudzīta

Pieskares īpašība:

jebkuram elipses punktam M, kurā novilkta pieskare,

<F,ML = <LMK

elipses punktā (cc
0
; y

0
)

Normāles

vienādojums
o-

2

yn ,

b x
0

brīvi izraudzīta

elipses punkta (x
0
; j/

0
)

(Normāle - taisne, kas perpendikulāra pieskarei.)

Elipses lx = a cos t

ļy = b sin tparametriskie
vienādojumi

/-parametrs; 0 t < 2ir

Elipse ar centru

punktā (z
0; j/

0
)

unasīm, kas

• kanoniskais vienādojums:

{x-x
0
f (y-y

0
f

_

a bparalēlas koor-

dinātuasīm • parametriskie vienādojumi:

\x = x
Q

+ acost

[V
= Vo +bsint

0 t < 2tt

lipses garums s « 7r(l,5(a + 6) - Vā&); s«|(a+ 6 + V2(a
2

+ &''))

Elipses S = 7ra6

ierobežotais

laukums
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Hiper Taduplaknes punktu kopa, kuras jebkura punkta attā-

lumu starpības modulis līdz diviem dotiem šīs plaknes

punktiem - fokusiem ir konstants.

17*1 - r_| = 2a

\MA"y) x, (0 < a < c)

yfy
Fi(~c

'
°)' F °) - fokusi

B
2

X^p>HC^
t)

A
ļ

A
2

= 2a - reālāass
b

F,
/

F, x B
1

5
2

= 2b- imaginārā ass

\Bļ

~~ hiperbolas centrs6

Ax un A
2

- virsotnes

I r\ = F,M un

r, = F,M- fokalie rādiusi

c
2

- a
2

= b 2

Hiperbolas 2 2

- 1

a o
kanoniskais

vienādojums
a - reālāpusass

b - imaginārā pusass

Ja a = b, vienādsānu hiperbola:

Ekscentricitate

x
2

- y
2

= a
2

a v i i j

Fokalie rādiusi

7
2

Tļ = + a, r
2

= ex - a ]rj /(/'\
- labajam zaram

sX^^^^^Lj

B
2

r

r,
= -{ex + o), r

2
= -(ez- a) F, p

- kreisajam zaram

[
i i

6
2

Fokālais parametrs P = —

a

Direktrises Imaginārai asij paralēlas taisnes; to vienādojumi

a a

X —

5
X —

£ £

T

Direktrišu pamatīpašība: —
— e

,
kur

d

5 - ekscentricitāte,
r- hiperbolas punkta fokālais rādiuss,

d- attālums no hiperbolas punkta līdz tuvākai direktrisei.



5.5. Otras kārtas līnijas plakne

Pieskares
T. • T... ' ■ 11..

vienādojums brīvi

izraudzītā hiper-
bolas punktā (x

0
; y

0
)

a
2

b
2

Pieskares īpašība: jebkuram hiperbolas punktam M, kura

novilkta pieskare ML,

<F
ļ
ML= <F

2
ML

Normāles

vienādojums brīvi

izraudzītā hiper-
bolas punktā (£c

0
; y

0
)

a
2

yn . .

y-Vo =
--tt—{x -x

0 )
b x

Q

(Normale - taisne, kas perpendikulāra pieskarei.)

Hiperbolas asimp-
totuvienādojumi

b b
y = -x, y- x

a a

Hiperbolas

{x
= ±a cht

y =bsht
— -i

2 l2
a b

parametriskie Vienādsānuhiperbolai:
vienādojumi

x = ±achč

y = a sht

Savstarpēji
saistītas

x
2

y
2

,
x

2

y
2

— = 1 un — = — 1 jeb
a

2

b
2

a
2

b
2

2 2

.
S-_2L

= _

U2
„

2
b a

hiperbolas
Savstarpēji saistītām

hiperbolām ir

• kopīgas asimptotas ;
• kopīgas simetrijas asis

• kopīgs simetrijas centrs

b b
y=—āx s

2 2

2 2
1

-a

X

—

2 ?X

2 2 /

b' a /

Hiperbola ar centru Kanoniskais vienādojums

punktā {x
0
; y

0
) un

asīm, kas paralēlas
koordinātuasīm

{x-x
0
)

2

{y-y
0
f

_

„

2
u

2

a b

Saistītas hiperbolas kanoniskais vienādojums

{y-y
0
f (x-x

0
f

= t
b

1

a
1
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ara Taduplaknes punktu kopa, kuras jebkurš punkts
atrodas vienādāattālumāno dotā šīs plaknes punkta -

fokusa un dotas taisnes - direktrises.

K = P~ parabolas parametrs7
M

/T 5 ū) - fokuss
f

r

N C 0\ ™_£ m
~x taisne iTC-direktrise

\ 2 ' ' 0F- parabolas ass

p
\. y=2px 0 -virsotne

2 r = FM- fokālais rādiuss

Parabolas kano- y
2

— 2px
niskais vienādojums

Ekscentricitate

d

Fokālais rādiuss P
r = x + —

2

Direktrises P
x —

vienādojums 2

Pieskares vienā- y ■ y
Q

= v ■ {x + x
Q
)

dojums brīvi
Pieskares īpašība: jebkuram parabolas punktam M, kurā

izraudzīta para-
novilkta pieskare MN,

bolas punktā (a;
0
; y

0
) <FMN= <FNM

Normāles vienā-
y-y

0
= -—{x-x

{)
)

dojums brīvi v

izraudzīta para-

bolas punktā (x
0
; y

0
)

(Normale - taisne, kas perpendikulāra pieskarei.)

Parabolas

parametriskie
_

t
2

■
X

~2p

y = t
vienādojumi

Parabolas kanonis- [y-y
Q
y = 2p{x-x

0
) yl

i P 1
fokuss F x

0
+ —; y0

direktrise x = x
Q

— —

,

f^}
2 V.o t

X=Xf]
—

-y

kais vienādojums,

ja tas virsotne atro-

das punktā (x
0
; y

0
)

un simetrijas ass ir

paralēla Ox asij

X
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Parabolas

kanoniskā vienā-

• y- = -lpx

dojuma citi veidi fokuss Fļ-|;0
y=-2px

V
direktrise x = —

2
0

-I

• x
2

= 2py 1
fokuss

2

x=2py

direktrise y = —-jj F

• x
2

= 2py

fokuss F 0:~ —

1 2)

direktrise y = F\
. i

Elipses, V
r = -

,

1 — £ COS(fhiperbolas, M(r;q>)

parabolas s - ekscentricitate

polārais p - fokālais parametrs

vienādojums (caur fokusu perpendikulāri

polārai asij novilktas hordas

puse).

Polārās ass pols atrodas līnijas

fokusa, polāra ass vērsta uz

pretējo pusi no fokusam tuvākas

direktrises (virsotnes).

Vienādojums apraksta parabolu
vai elipses loku (II un III kvadrantā),

direktrise

vai hiperbolas zaru (I un IV kvadrantā).



5. ANALĪTISKA ģeometrija

5.6. Dažas citas svarīgākās līnijas plaknē

Nosaukums Vienādojums, ilustrācija, paskaidrojumi

Puskubiska y
2

— a
2
x

3, a > 0

parabola
(Neila

Parametriskie vienādojumi

x = t
2, y = at

3

parabola)

o\ x

Anjēzi līnija
a

n

y = —

r, a > o

a
2

+ x
2

yy>

Parametriskie vienādojumi
A

C

x = a tgt, y = a cos
2
t

i

īpašības o

Asimptota y = 0

Maksimums A(0; a)

Parliekuma punkti B -ļ: — un C -ļ=; —

Laukums starp līkni un Ox asi S = ira
2

Dekarta lapa x
3

+ y
3

= 3a xy, a > 0
V

Parametriskie vienādojumi

03at 3at
2

-0\ x

Asimptota x + y + a = 0

f 3 3 )
Virsotne A\-a\-a\

\2 2 J

3
Cilpas laukums S. = -a

2

2

3
Laukums starp līkni un asimptotu S.-, =

- a
2
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y
2

= -iLl, a > 0
Dioklēsa

cisoīda
a — x

Parametriskie vienādojumi

at
2

at
3

$ =
r, v =

r

t-B
2

1 + c
2

x

Asimptota :r = a

3
Laukums starp līkni un asimptotu S = — 7ra

2

Strofoida y2 = x2
a +

a >Q y

a — x

Parametriskie vienādojumi

t~ — 1 . t
2

- 1
x = a — . y — at —

t
2

+ 1 t
2

+ 1

īpašības A/^

Asimptota x = a
-

x

Virsotne A(-a; 0)

Cilpas laukums S
{

—
2a

2
— i7ra

2

Laukums starp līkni un asimptotu S_ = 2a
2

+ rra
2

Kardioīda (cc2
+ ?/

2)2 - 2acc(cc 2
+ y

2) = a
2

y
2} a > 0

Parametriskie vienādojumi
x— acost(l + cosč), ;yļ

y = asini (1 + cosč), 0 i < 2tt .

Polārais vienādojums f\ \

r = a(l + coscp) f \

īpašības O J2a x0 2a x

Virsotne A(2a; 0) V /
Laukums, kuru ierobežo kardioīda, \ļ /

S = - ira
2

2

Kardioidas līknes garums s = 8 a

Piezīme. Atkarība no kardioīdas novietojuma koordinātu

plaknē iespējami arī citi šīs līnijas vienādojumi, piemēram,

polārais vienādojums r — a(l + sin^),

parametriskie vienādojumi x = a(2cos£ - cos2č), y = a(2sinč - sin2č).
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Astroida
2 2 2

x
3
+ y

3
= a

3

,
a > 0

Vi

a

Parametriskie vienādojumi
£ = a cos:% y = asin

:i
t

/pasīkas
a x

Laukums, ko ierobežo astroida,

5 = -7TO
a

8 -a

Astroīdas līknes garums s = 6a

Bernulli (x2
+ ?/

2 ) 2
- 2a

2(x 2
- y

2) = 0, a > 0 y

lemniskata Polārais vienādojums \

\

\

\

\

\
r

2
== 2a2cos2</?

\

\

/

/

/

/

/pasīkas
-aV2

\aV2
x

Pieskares koordinātu sākumpunkta

y = ±x

Katras cilpas laukums S = a
2

/

/

/

/

\

\

\

\

Spirāle •Arhimeda

spirāle

•Hiperboliska

spirāle

• logaritmiska

spirāle

a

J I " V ļ

r = CLLp (a > 0) r
—

ū

(a> 0) r = (a> 0)
Polārais

vienādojums

Roze • Trislapu roze • Četrlapu roze • Četrlapu rozeuroze

\

\
\

r= asin3<£> r= r= acos2ip

Polārais Ja vienādojumā r = a sinkcp
vienādojums • k

—
2n + 1 (n G N) - rozei ir 2n + 1 lapas;

• k = 2n - rozei ir 4n lapas.
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oī Parametriskie vienādojumi yy

{
cc = a(t — sint)

,
a > 0

y
— a(l — cost)

2a2a

i

!

īpašības ~o iz a 2na X

Vienas arkas loka garums s = 8a

Laukums zem vienas arkas S = 37ra2

iiņķa
volvente

Parametriskie vienādojumi y

x = a(cos£ + t sint)

y = a(sini — teost)

\o >a

Ķēdes līnija
in traktrise

Ķēdes lmija TraktriseTraktrise

a

0\ ?

"t
a

x

/ X X\

X & ~ —

y = ach —
— — e" + e

"

a 2 \

x — aieost + lntg-

y — asin t

Piezīme. Traktrise - ķēdes līnijas evolvente.

Paskāla līkne (cc2

+ y
2

- ax) 2
= b 2(x2

+ y
2 ), a > 0, b > 0

Parametriskie vienādojumi

x = a cos
2

č + b cos i

y = acos i sin i + bsin i

Polārais vienādojums

a> b

r = a +6 /

(a - riņķa līnijas diametrs) l

īpašības Q x

Iespējamas dažādas sakarības (

starp a un b, piemēram, a
,

a < 6 < 2a. o > 6 (sk. zīm.).

Katrā gadījumā līknes forma ir

atšķirīga. Ja a = b - kardioīda.



5. ANALĪTISKA ģeometrija

5.7. Taisne telpā

Nosaukums Vienādojums, ilustrācija, paskaidrojumi

Taisnes vispārīgais

vienādojums

'A
x
x + B

x
y + C

x
z + D

x
= 0

A
2
x + B ,y + C

2
z + D

2
= 0

jeb taisne ka divu

plakņu šķēluma
līnija

Abas plaknes šķeļas (t.i., defmetaisni) tikai tad, ja to

normalvektori n
x

= (A
x;Bx;C

x
) un tl, = (A

2; B
0
;C

2
)

nav kolineāri, t. i., ja

A, B
x

C
x

■
— — —

A, B
2

C
2

Taisnes
\x = X

Q
+ It

parametriskie

vienādojumi y = Vo + mt

[z - z
0
+ nt

,

kur t- parametrs (-00 < t < +00)
M

0
(x

Q; y
0; z

Q
) - punkts uz taisnes q

v = (/; ra; n) - taisnes /

virziena vektors /

x

y

Taisnes x-x
0

_

y-y Q
_

z-z
{]

kanoniskais l m n

vienādojums kur M
Q
(x

Q] y
0; z

Q
) - punkts uz taisnes

v = (/; ra; n) - taisnes virzienavektors

Taisne caur diviem x-x
l

_

y-y
x

_

z-z
x

dotiempunktiem x
2
-x

x
y

2

-

yx
z

2

- z
x

taisnes virziena vektors

v = (x
2
-x

ļ; y2
- y1 ; z

2
- z

x )

Divu taišņu

savstarpējais

novietojums

• taisnes ir perpendikulāras, ja

v
x

_L v
2

jeb l
x

■ l
2
+ m

1
m

2
+ nļ ■ n, = 0

Dotas taisnes
• taisnes ir paralēlas, ja

x - x
i
=

y - Vi
=

z- z
x 11

u, ieb 7"
= =

/
2

m
2

n
2l

x
m

x
n

x

v[ = (lx;m.
x \nx

)
• taisnes veido leņķi p, ja

x - x
2
_

y
-

V2
=

z ~ z
2

l
2

m
2

n
2

l, ■ Ļ + m, •m
9

+ n, • n
0

cos yj = i
—

i2

+ ra
2

+ n
2

• yjl2
2

+ ml + n
2

v
2

= (/
2;m2

;n.,)



5.8. Plakne telpā

5.8. Plakne telpā

• attālums d starp divām paralēlam taisnēm (vx
\\v

2 )

'2/2 ~Vi

m,

*2
-

*1
2 z

2
z

x

+
n

1

+ f
2

li

y2 -Vi
2

ra,

2

+ ral + n
2

Nosaukums Vienādojums, ilustrācija, paskaidrojumi

Ax+ By + Cz + D = 0
'laknes

isparigais

ienādojums

M(x; y; z) - brīvi izraudzīts punkts plaknē

n = (A;B; C) - plaknes normalvektors

( n ir perpendikulārs plaknei) z A

Plaknes attālums d no

koordinātu sākumpunkta \y tI=(,4;£;C)

d=
\D\

=

\D\

\n\ 4A1

+ B
2

+ C'2

/O

M(x;y;z)

O y

4

vienādojums n

x

Speciālgadijumi -

plaknes nepilnie

plakne

Ax + By + Cz = 0 n = {A;B;C) cacaur punktu 0(0; 0; 0)
vienādojumi

By + Cz + D = 0 n = (0;5;C) ||n = (0;B;C) 11 Ox asij

Ax+ Cz+ D= 0 n = (A;0;C) ||n = (y4;0;C7) II Oy asij

Az + 5y + £> = 0 n = (A:£;0) ||n = (4;£;0) 11 Oz asij

C2+ J
D = 0 n = (0;0;C) ||n = (0;0;C) | Oxy plaknei

By+D = 0 n = (0;£;0) ||n = (0;5;0) || Oxz plaknei

= 0 n = (A;0;0) |ļn = (Aj0;0) ||Oyz plaknei

By + Cz= 0 n = (0;5;C) can = (6;£;C) caur Ox asi

Az + Cz = 0 n = (A;0;C) can = (A;0;C) caur Oy asi

Ax+5?/=0 ra.-=(A;£;0) can = (i;5;0) caur Oz asi

n = (A;0]0) y(n = (A;0;0) yOz plakne

= 0 n = (0;£;0) xCn = (0;£;0) xOz plakne

Cz=0 => 2=0 n = (0:0;C) x(n = (0;0;C) xOy plakne



5. ANALĪTISKĀ ĢEOMETRIJA

Plaknes

vienādojums
koordinātu asu

*

+
y

+
z
- = i

a b c

nogriežņos
- plakne iet caur punktiem

(a; 0; 0), (0; &; 0), (0; 0; c)
c

b

y
a

Plaknes

normālvienādojums

zcoso + y cosp + ZCOS7 - p — 0,

kur a, /3, 7 - plaknes normālvektora un koordinātu asu

veidotie leņķi

Sakarība starp

plaknes vispārīgo

p - attālums no koordinātu sākumpunkta līdz plaknei

Plaknes normālvienādojumu iegūst, reizinot plaknes

vispārīgo vienādojumu Ax + By + Cz + D = 0

ar normējošo reizinātājuvienādojumu un

normālvienādojumu
±1

11 = .

Va 2

+ + c
2

Reizinātāja /i zīme ir pretēja D zīmei.

Vienādojums

plaknei, kas iet

A(x-x
0
) + B(y y

Q
) + C(z - z

0
) = 0

caur punktu (x
Q
; y

0
; z

0
)

perpendikulāri
vektoram (A\ B; C)

Vienādojums
plaknei, kas iet

x-x
0 y-y 0

z-z
0

caur punktu (cc
0
; y

&
; z

Q
)

un ir paralēla diviem

nekolineāriem

l
x

m
x

n
x

= 0

l
2

m
2

n
2

Vi izraudzīts plaknes punkts.)
vektoriem

Punkts M(x; y\ z) - br:

Determinantu aprēķin
ihi mi5 ni) un ( Z

2
5 mj5 n

2
)

a, izvirzot pec pirmās rindas.

Vienādojums
plaknei, kas iet

caur trim punktiem

z - x
x y-yx z-z x

x
2
~x

x y2 -y1
z

2
- z

x
= 0

x
i

~ x
x y3

- yx
z

3
- z

x

(cc
2
; y

2
; z

2
),

Punkts M(x; y; z) - brīvi izraudzīts plaknes punkts.)
Determinantuaprēķina, izvirzot pēc pirmās rindas.

Attālums no punkta
_

\Ax
0
+ By

0
+ Cz, + D \

Vo'i lldz plaknei
Ax+ By+ Cz+ D = 0

A
2

+ £
2

+ C
2



5.9. Taisnes un plaknes savstarpējais stāvoklis telpā

5.9. Taisnes un plaknes savstarpējais stāvoklis telpa

Divu plakņu

savstarpējais

novietojums

• plaknes ir perpendikulāras, ja

A
l ■ A

2
+ B\ • B

2, + q • C
2
= 0 -L

Dotās plaknes

A c, a
• plaknes ir paralēlas, ja

— = — = —- —-

/i
9

£)
0

Oo Un
(ni

II ni)

A
ļ
x+B

ļ
y+ qz+/J

1
= 0

.plaknes ir sakutošas, Ja
A

= f = =

A
2

i?., 6
2

£/
2

(n, || n
2
)

(normālvektors

n
1
=(Al ',B1

;CA) • plaknes veido leņķi ip , ja

A
2

x+B
2
y+ C

2

z+D
2

= 0
A • A + R • B, + C, ■ <7

2
<-nc / o — i i i = i =

(normālvektors
2

+ Bļ + C
2 • y]jAļ + Bļ + C\

n
2
=(A,;B

2
-,C

2
)) • attālums d starp divām paralēlām plaknēm

Ax + By + Cz + Dx = 0 un Ax + By + Cz + D, = 0

/-/ — e ; 1

VA
2

+ B
2

+ C
2

Nosaukums Vienādojums, paskaidrojumi

Dota taisne • taisne un plakne krustojas, ja

x-x
0
=

y-y0
=

z-z
0 A ■ l + B • ra + C-n 0 (v/n)

l m n
• taisne atrodas plakne, ja

(caur punktu
A ■ l + B ■ m + C-n = 0 un Ax

Q
+ By

Q
+ Cz

Q
+ D = 0

M
()
{xf - y()] z

Q
) ar

(īlln un punkts M
Q

atrodas plaknē)
virziena vektoru

v = (/; ra; n))
• taisne ir paralēla plaknei, ja

A ■ l + B ■ m + C- rz = 0 un + 5% + Cz
Q

+ D* 0

un dotaplakne
( v ±n un punkts M

Q
nepieder plaknei)

Ax+ By+ Cz+ D = Q
• taisne un plakne ir perpendikulāras, ja

(normālvektors

n = {A-,B;C)) - = - = - Mv)
l m. n

• taisne un plakne veido leņķi ip, ja

\Al + Bm + Cn\
sin =

i o , =f—/ =

sjA' + B
2

+ C
2

'• vr + m" + n

Par leņķi starp taisni un plakni sauc leņķi, ko veido taisne

ar savu projekciju dotajā plaknē.

• taisnes un plaknes krustpunkta koordinātas ( x; y\ z )

aprēķina šādi:

1) atrod ,„ =

**«+Bv„ + Cza+ D

A-1 + B-m + C-n

2) atrod x = x
0

— lt
Q; y = yu

— rat
0 ; z = z

0

— nt
0



5.10. Otrās kārtas virsmas

5. ANALĪTISKĀ ĢEOMETRIJA

Vienādojums Šajā gadījumā taisnes virziena vektors v = n (A; B; C) ;

taisnei caur punktu
tātad

K; y
0

-, z
0
)

perpendikulāri

x-x
0 _y-y0

_

z- z
Q

~~ĀT~ b
~

c
Jeb

plaknei
Ax + By + Cz + D = 0

(n = (A]B;C)

x — x
(ļ
+ A •t

y = yQ
+B-t

z = z
0
+C-t

- plaknes
normalvektors)

(t - parametrs; -oo < t < oo)

Nosaukums Ilustrācija, vienādojums, apzīmējumi, paskaidrojumi

Elipsoīds un sfēra Zk

v y

z

J 3
_

X

L ,

T7

• kanoniskais

vienādojums

2 2 2

tC u z
h — H— = 1 a, b, c- pusasis

a
2

fr
2

c
2

• specialgadijumi • a 6 c - trīsasu elipsoīds
• a — b c - rotācijas elipsoīds ap Oz asi

• a = c v± 6 - rotācijas elipsoīds ap Oy asi

• b = c a - rotācijas elipsoīds ap Oz asi

• a=b=c=R- sfēra (lodes virsma)

Sfēras kanoniskais vienādojums

• šķēlumi ar

koordinātu

x
2

+ y
2

+ z
2

= #2

O(0; 0:0)- centrs; i? - sfēras rādiuss

• šķeļot elipsoīdu - elipses
• šķeļot sfēru - riņķa līnijas

plaknēm

• šķēlumi ar

plaknēm, kas

• šķeļot elipsoīdu - elipses
• šķeļot sfēru - riņķa līnijas

paralēlas koor-

dinātu plaknēm



5.10. Otras kārtas virsmas

• elipsoīda tilpums
4

V = — nabc

3

• lodes tilpums V = -7rR
3

3

Viendobuma

hiperboloids

• kanoniskais
2 2 2

x y z

h = 1
2 ' i 2 2

a b cvienādojums
i

I

a. b - reālās pusasis
c - imaginārā pusass

i

i

• speciālgadījums

¥1
i l

i ia = b - rotācijas viendobuma

• šķēlumi ar

hiperboloids ap Oz asi

Ak
• elipse, šķeļot ar plakni z = 0

• hiperbola, šķeļot ar plakni x —
0

• hiperbola, šķeļot ar plakni y — 0

b

4oP V
koordinātu

I \plaknēm

• šķēlumi ar

plaknēm, kas

paralēlas
koordinātu

• elipses,

ja šķēlējplaknes 11 xOy plaknei
• hiperbolas,

ja šķēlējplaknes [| y Oz plaknei
• hiperbolas,

ja šķēlējplaknes || zOx plaknei

r -

—i—i \
i ""^

i

i

plaknēm

Divdobumu

hiperboloīds

• kanoniskais

vienādojums

a. o - imaginaraspusasis hr-ī'^^l
c - reālapusass

x
x /

x

X

-b X
s

s

y
-c

I N

I

i
V

• speciālgadijums a = b- rotācijas divdobumuhiperboloids ap Oz asi

• šķēlumi ar koor-

dinātuplaknēm

• neeksistē šķēlums ar plakni z — 0

• hiperbola, šķeļot ar plakni x —
0

• hiperbola, šķeļot ar plakni y = 0

• šķēlumi ar

plaknēm, kas

• elipses, ja šķēlējplaknes ir z = /i, kur > c

paralēlas koor-

(punkti (0; 0: ±c), ja = c; šķēlumi neeksistē, ja < c)

• hiperbolas, ja šķēlējplaknes ļļ yOz plaknei
• hiperbolas, ja šķēlējplaknes |ļ zOx plakneidinātu plaknēm



5. ANALĪTISKĀ ĢEOMETRIJA

Konuss

1
• kanoniskais

vienādojums

• specialgadijums a = b - rotācijas konuss ap Oz asi \

• šķēlumi ar • punkts (0; 0; 0),

šķeļot ar plakni z = 0koordinātu

plaknēm . c

• taisnes z — ± - y ,

b

šķeļot ar plakni x = 0 /

//

y

• šķēlumi ar

plaknēm, kas

. — — T

I

(
šķeļot ar plakni y = 0

I

• elipses, ja šķēlējplaknes ļ | xOy plaknei
• hiperbolas, ja šķēlējplaknes || yOz plaknei
• hiperbolas, ja šķēlējplaknes 11 zOx plakneiparalēlas koor-

dinātuplaknēm

Hiperboliskais z

paraboloīds
(t. s. seglu virsma)

• kanoniskais

vienādojums
v q

p, q-parametri _jķ
p>0, q>0 l

i

y

• šķēlumi ar • taisnes y —

>

šķeļot ar plakni z = 0 rx

l

/{
i
i

koordinātu

plaknēm

• parabola, šķeļot ar plakni x =0

• parabola, šķeļot ar plakni y = 0

• šķēlumi ar

plaknēm, kas

• hiperbolas, ja šķēlējplaknes 11 xOy plaknei
• parabolas, ja šķēlējplaknes [ļ yOz plaknei
• parabolas, ja šķēlējplaknes 11 zOx plakneiparalēlas koor-

dinātuplaknēm

Eliptiskais
paraboloīds

• kanoniskais
2 2

x y
— + — = 2z

vienādojums p q

p, q
- parametri

--y-.

/
p > 0, q > 0

/O y

/

x



5.10. Otras kārtas virsmas

• specialgadījums p = q - rotācijas paraboloīds ap Oz asi

• šķēlumi ar • punkts (0: 0: 0), šķeļot ar plakni z = 0

• parabola, šķeļot ar plakni x = 0

• parabola, šķeļot ar plakni y = 0

koordinātu

plaknēm

• šķēlumi ar

plaknēm, kas

• elipses, ja šķēlējplaknes ir z — h, kur h > 0

(šķēlums neeksistē, ja h < 0)

• parabolas, ja šķēlējplaknes || yOz plaknei
• parabolas, ja šķēlējplaknes || zOx plaknei

paralēlas
koordinātu

plaknēm

Cilindriska virsma Virsma, kuru izveido Oz asij
• eliptisks cilindrs paralēla taisne - veidotajā,

pārvietojoties pa xOy plaknes

līniju - vadītāju: - F(x. y)

x
2

y :

a b

0 b y

Ja a = b = R ,

taisns riņķa cilindrs

x
2

+ y
2

= R 2

• hiperbolisks
cilindrs

2 2

?L_y_
= i

a
2

b
2

n2

/O x

/

• parabolisks x
2

— 2py
kZcilindrs

Piezīme. Analogi definē

cilindrisku virsmu, kuras

vadītāja atrodas yOz plaknē,

veidotāja paralēla Ox asij
(virsmas vienādojums O

nesaturmainīgo x) un y

cilindrisku virsmu, kuras

vadītāja atrodas zOx plaknē,

veidotāja paralēla Oy asij >4
(virsmas vienādojums
nesatur mainīgo y).



6. SFĒRISKĀS ĢEOMETRIJAS

UN SFĒRISKĀS TRIGONOMETRIJAS JĒDZIENI

Nosaukums Paskaidrojumi Ilustrācija

Sfēriskā Matemātikas nozare, kas pētī uz

lodes virsmas (sfēras) esošu

ģeometrijas objektu īpašības.
ģeometrija

Pamatelementi:

• sfēras Sfēras lielā riņķa līnija - sfēras

šķēlums ar plakni, kas iet caur centru

(analogs jēdzienam "taisne plaknē").
ģeodēziskā

līnija

• loks uz sfēras Lielās riņķa līnijas loks BC - visīsākā

līkne uz sfēras, kas savieno punktus
B un C (analogs jēdzienam plaknē
"taisnes nogrieznis").

• loka garums a Attālums uz sfēras starp

punktiem B un C (analogs

jēdzienam plaknē "taisnes

nogriežņa garums").

a —
R • cx,

kur

R - sfēras rādiuss,
a - lokam BC atbilstošā centra

leņķa lielums radianos.

Ja R = 1, tad a = a .

• leņķis uz

sfēras
Leņķis starp pieskarēm MA un NA,

kas novilktas divukrustisku lielo

riņķa līniju lokiem to krustpunktā A

(jeb - divplakņu kakta leņķis
starp plaknēm, kuru šķēlumi
ar sfēru ir attiecīgās lielās riņķa

līnijas).

• sfēriskais

divsturis

Sfēras daļa, ko ierobežo divas

krustiskas lielās riņķa līnijas
(piemēram, globusa virsmas

daļa starp diviem meridiāniem).

Sfēriskā divstūra laukums:

S = 2R
2

• A,

kur R
- sfēras rādiuss,

A - divstūra virsotnes leņķa
lielums radianos.



6. Sfēriskās ģeometrijas un sfēriskas trigonometrijas jēdzieni

• sfēriskais

trijstūris

Sfēras daļa ABC,
ko ierobežo trīs lielo riņķa līniju loki

un kuras visi loki un leņķi

Sfēriska trijstūra

ir mazāki neka tt.

īpašības:
• pamatīpašība Sfēriska trijstūra leņķu summa

ir lielāka nekā tt:

• sfēriska trijstūra

A + B + C > tt

Skaitlis e - {A + B + C) - tt

ekscess £

• sfēriskā trijstūra S — R 2
- e,

laukums kur R - sfēras rādiuss

Trigonometriskās C= 90°. c - leņķim C pretējā mala

(hipotenūza), a. b - leņķiem Aun B

pretējās malas (katetes).

sakarības

taisnleņķa

sfēriskajā trijstūrī
sina tgb

sm A = —

, cos A =

sinc tgc

smo tga

cosc = cos acos b = ctgA ctgB

Trigonometriskas A, B, C - sfēriskā trijstūra
sakarības

slīpleņķu
sfēriskajā trijstūrī:

• sinusu teorēma

virsotņu leņķi A

a, b, c - virsotnēm pretējo /

malu loku lielumi / /

sina
_

sin b
_

sin c / /c
sin ,4 sin B sinC /

coso = cosb cosc + sin b sinc cosA B• malu kosinusu

teorēma

• leņķu kosinusu

teorēma

cosA = -cos5cosC+ siriBsin (7 cos a

• sinusu-kosinusu sinvl cos5 = cos& sinc - sin6 cosc cos.4

teorēmas sinacos b = cos5sinC+ sinf? cosCcosa

• tangensu
teorēmas

a + b A-B a-b . A-B
tg cos tg sm

2
=

2 2
=

2

te
£ A + B

t
Ģ .A + B

L6
0

cos L 5
0

sm
2 2 2 2

A+B a-b A-B . a-b
tg cos tg sm

2
=

2_ 2 2_
(17 a + fr C .a + 6

ctg— cos ctg— sm

2 2
5

2 2



6. Sfēriskas ģeometrijas un sfēriskas trigonometrijas jēdzieni

• Dalambēra . a + b A-B . a-b . A-B
sm cos sm sm(Gausa)

vienādības
2

=

2 2____ 2_
■ c C ■ c

~~

C
sm- sin— sm- ms —

2 2 2 2

a+b A+B a-b . A+B
cos cos cos sm

2
=

2 2
_

2
c C c

~

C
cos

2
sin— cos- cos —

• pusleņķa
teorēma tg-= /8in(jP ~ 6); sin^~c )

t
kur

p
-

a + b + c

2 Y sin p• sin(p — a) 2

A
tS

2
=

• pusmalas
teorēma

a
=

/ cosP-cos(P-A) 4J-5-Ķ7
2 V cos(P-5)-cos(P-C)

'

2

cosP-cos(P-^)

• sfēriskā sin/i
a

= sinc sinP = sinfe sinC

trijstūra
augstums



7. ELEMENTĀRĀS FUNKCIJAS

7.1. Funkcijas jēdziens un ar to saistītie jautājumi

Nosaukums Apzīmējums, paskaidrojumi Ilustrācija, piemēri

Funkcija V = f(x)
Atbilstība starp divu kopu X un Y

elementiem, ja katram kopas X

X

f

Y

Vi
x

1
elementam x pēc noteikta likuma /
atbilst tikai viens kopas Y 2

elements y jeb

kopas X attēlojums kopā Y
a"

3
'

Arguments x

(neatkarīgais

mainīgais lielums)

Kopas X elements (x e X)

Funkcijas vērtība

(atkarīgais

mainīgais lielums)
Kopas Y elements y, kurš atbilst

kopas X elementam x

Funkcijas

definīcijas

apgabals

D(f)

Kopa X, kuras elementi ir funkcijas / 2:r - 6 0,

x 3 =>

£(/) = [3; +oo)
argumenta vērtības:

Funkcijas

D(f) = X

E(f) f(x) = V2T^6

vērtību apgabals Kopa, kuras elementi ir visas

funkcijas / vērtības f(x),
ja xe D(f):

E(f) = [0; 4-po)

Funkcijas

E(f) C Y

grafiks

G(f)
Visu to punktu kopa koordinātu

plaknē, kuru koordinātas ir (x: f(x)),
ja x € D(f)

M(x;f(x))

/(*)

V

V = f{x)

Funkcijas analītiskā izteiksme,

0\ x

y — x
2

- 5x + 6

x

Atklāta veida

dota funkcija
no kuras izteikts atkarīgais

Apslēptā veida

mainīgais lielums y

F{x-, y) = 0 2x + 5y - 4 = 0,

dota funkcija Funkcijas analītiska izteiksme

(vienādība), no kuras nav izteikts
sin(x + y) - 2y = 0

atkarīgais mainīgais lielums y



7. ELEMENTĀRĀS FUNKCIJAS

3arametriska

;eidā dota ix
= x(t)

y = y{t)

\x = 2cos£

\y =2sin£
iinkcija

Atbilstība starp kopu X un Y

elementiemizteikta ar divām

(0 t tt)

3
ara funkcija

vienādībām, izmantojot trešo

mainīgo lielumu (parametru) t

f(x) = 2 - x
2

X-x) = 2 ~(-x)
2

=

= 2-x2
= f(x)

Funkcija, kurai ar katru argumenta
vērtību x ir spēkā vienādība

f(~x) = f(x)

Grafiks simetrisks attiecībā

pret 0y asi

X

Funkcija, kurai ar katru argumentaepara funkcija f(x) = x
3

- 3x

vērtību x ir spēkā vienādība f(-x) = (-xf - 3(-x) =

f(-x) = -f(x) = -x
3

+ 3x =

Grafiks simetrisks attiecība pret = -{X3 3x) = -f(x)

koordinātusākumpunktu

X

Funkcija, kurai eksistē tāds skaitlis

T 0, ka ar katru argumenta

i ļ v

Periodiska sin(x + 2tt) = sina;

funkcija
vērtību x ir speķa vienādība

(T= 27T)
sk. 112. lpp.

f(x+ T) = f(x)

Pēc moduļa mazāko šādu skaitli

sauc par funkcijas periodu T

Augoša funkcija

intervālā [a; b]

Funkcija, kurai ir spēkā nevienādība

/(3i) < f(X2)

y

f(x
2
) -/

katram divām argumenta vērtībām

Xi < X2 no intervāla [o; b] f(xd

x
x x

2
X

Dilstoša funkcija Funkcija, kurai ir spēka nevienādība y

intervālā [a: b] f(xl ) > f{x2)

katrām divām argumenta vērtībām

Xi < X2 no intervāla [a: b]

X, x
2 x



7.1. Funkcijas jēdziens un ar to saistītie jautājumi

Monotona

funkcija
intervālā [a; b]

Funkcija, kas intervāla [a: b]
ir augoša vai dilstoša.

Neaugoša

funkcija
intervālā [a; b]

Funkcija, kurai ir spēkā nevienādība

f(x,) ž f(X2)
katram divām argumenta vērtībām

xx < X2 no intervāla [a; b]

y

Nedilstoša Funkcija, kurai ir spēkā nevienādība

x

V

funkcija
intervālā [o; b]

f(x1 ) š ffa)
katram divām argumenta vērtībām

xx < X2 no intervāla [a: b]

No augšas
ierobežota

Funkcija, kurai eksistē tads

x

skaitlis M, ka y

funkcija
intervālā [a; b]

f(x) < M M

visām x vērtībām no intervāla [a; b]

No apakšas
ierobežota

Funkcija, kurai eksistē tāds

a

* �

b x

skaitlis m, ka

funkcija f(x) rn

'I

I

I

Iintervālā [a: b] visam x vērtībām no intervāla [a; b]

Ierobežota

| a b X

Funkcija, kurai eksistē tadi skaitļi
m, un M, ka visām x vērtībāmfunkcija

intervālā [a; b] no intervāla [a; b]

m f(x) < M

Salikta funkcija y = <fū, u = 1 — x
2

y = f{g{x))

Funkcija y = f(u), kuras

arguments u ir kāda cita mainīgā
lieluma x funkcija u = g(x).

=> y = Vl —X
2

f- arēja funkcija,

g - iekšējā funkcija
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Inversā

funkcija

Ja y = f(x), tad šīs funkcijas inversā ļ
3

funkcija x = y>(ž/) ir atbilstība starp V=
2

X

kopām yun X, ja katram skaitlim

1
3

y —
— xy
2

y0
e E{f) C r atbilst tikai viens x = %ļ2y, y =

skaitlis Xo G X = D(f), kas ir

tieši tā x vērtība, ar kuru y0
= ffo).

x = tf2y, y = ļl2x

Inversās funkcijas x = cp(y) argumentu

parasti apzīmē ar x un funkcijas vērtību - 'J\ I V—t x\1
ar y ; iegūst y = ip(x). I /

Lieto arī apzīmējumu y = f 1(x) / /

Inversas

funkcijas

īpašības

• Ja y — f(x) ir monotonafunkcija Jr*~ "^_^ļ2x
kādā intervālā, tad tai eksistē (/y
inversā funkcija. //> x

• Divu savstarpēji inversu funkciju -77'
y = f(x) un 2/ = y>(a;) grafiki Z7

ir simetriski attiecībā pret /

X

taisni y = x

. Z?(y>) = £(/), = D(f)
• Ja y = /(z), kur x = ip(y), tad

2/ = /Ml/)) un a; = <p(f{x)).

Izpildot ar doto skaitli divas savstarpēji
inversas operācijas, iegūst pašu doto

!

= x

skaitli, ja vien tas pieder funkciju / un lglO' = x

(p definīcijas apgabaliem.

Elementāras © Pakāpes funkcijas y = x
a (o e R)

pamat- © Eksponentfunkcijas y = a
x (a > 0, a 1)

funkcijas ® Logaritmiskas funkcijas (eksponentfunkciju inversās funkcijas)

y = log a
£c (a > 0, a# 1)

© Trigonometriskās funkcijas

y — sinx, y = coscc, y = tgtc, y — ctgcc

© Ciklometriskas funkcijas (trigonometrisko funkciju
inversās funkcijas)

y = arcsinx-, y = arccoscc, y — arctgcc, y — arcctgtc

Elementāras

funkcijas

Funkcijas, kuras iegūst no elementārajām pamatfunkcijām
un konstantēm, ja ar tām izpilda galīgā skaitā aritmētiskās

darbības (saskaitīšanu, atņemšanu, reizināšanu, dalīšanu)

un saliktas funkcijas veidošanas operācijas.

Pi e m ē r i: y =

1
-

; y = 5x 2
+ 7x - 4; y = sin(2x - 5)

log
2
(x-2)

Neelementāras funkcijas piemērs:

[x] jeb y = E(x) (antje no x) - skaitļa x vesela daļa: lielākais

veselais skaitlis, kurš nepārsniedz x;

x — [x] — {x} - skaitļa x daļveida daļa.



7.2. Pakāpes funkcijas. Lineāra funkcija.
Kvadrātiska funkcija

Pakāpes funkcija y —
x

a

Kāpinātājs Apzīmējums, paskaidrojumi Ilustrācija, piemēri

*akāpes

kāpinātājs
y = x

2n
(n e N) y = 3

.2
5 y = x

4

īpašības
y

4

y-x
>ozitivs pāra

kaitlis
• D(f) = (-00; +oc)
• E(f) = [0: +00) I

• Para funkcija \ 1/
• Augoša intervāla (0; +00);

dilstoša intervālā (-00; 0)

2

y=x

\\
• No apakšas ierobežota funkcija

v--i-
• Neperiodiska funkcija i

i

y = x
2n 1

(n e N)

-1 .0 1 x

V =
3

5 y = x
r>Pakāpes

kāpinātājs
īpašībaspozitīvs nepāra

y-
skaitlis . D(f) = (-00; +00)

• E(f) = (-00; +oc)
• Nepāra funkcija

1

-1

1

I
• Augoša intervālā (-00; +00)
• Neperiodiska funkcija

I

l

O

-1

1 x

y = x
2n (n e N)Pakāpes

kāpinātājs īpašības

1

y = x
-

= —,

x'
negatīvs

• D{f) = (-00; 0) U (0; +00)
. E(f) = (0; +00)

para skaitlis
-i

1

y = x = —

x
• Para funkcija
• Augoša intervālā (-00; 0);

dilstoša intervālā (0; +00)
• No apakšas ierobežota funkcija
• Neperiodiska funkcija

—

-1 O
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'akāpes y = a;-(2»-'i) (n G N) -1
1

y = x =-,

x

-3
1

y = x = —

xāpinatajs
īpašības

egativs

epara skaitlis
. D(f) = (-00; 0) U (0; +00)

• E(f) = (-00; 0) U (0; +00)
• Nepāra funkcija

• Dilstoša abos definīcijas

-1

y

1
apgabala intervālos

• Neperiodiska funkcija
1

-1

*akapes 2n-l

y = x
2rn ( n> m G N)

1

y = x
2

= sfx ,
3

y — x1 = va:'!kāpinātājs

laļskaitlis, kura

ikaitītājs ir ne
īpašības

>ara skaitlis,

;aucejs - pāra

ikaitlis

. D(j) = [0; +00)

. E(f) = [0; +00)

• Augoša intervāla [0; +00)

• No apakšas ierobežota funkcija
• Neperiodiska funkcija

'akāpes

kāpinātājs

Laļskaitlis, kura

skaitītājs un

laucējs ir

271-1

y = X2rn-1
m £ J^)

īpašības

1

y = x
:i

= yfx ,

3

y = x
:>

=

īepara skaitļi

. Z?(/) = (-00; +co)

. E(f) = (-00; +00)
• Nepāra funkcija

-1

1

i

• Augoša intervālā (-00; +00)
• Neperiodiska funkcija 1

1

1

-1

Pakāpes 2n

y
-

x
2m-l ( n> 771 G N)kāpinātājs

daļskaitlis, kura

skaitītājs ir pāra

skaitlis, saucējs -

nepāra skaitlis

y =

4

y = x
r' = yfāš

īpašības
. = (-00; +00)
. E(f) = [0; +00)
• Para funkcija
• Augoša intervālā (0; +00);

dilstoša intervālā ( 00; 0)
• No apakšas ierobežota funkcija
• Neperiodiska funkcija -1 O



7.2. Pakāpes funkcijas. Lineāra funkcija. Kvadrātiska funkcija

Lineāra funkcija

Kvadrātiska funkcija

Lineāra y=ax+b (a, b € R) y = 2x + 3, y = 3x + 1

funkcija ļļr = 3x - 2, y = -x - 4

Lineāras

funkcijas

īpašības

. £>(/) = (-00; +00)
• £(/) = (-00; +oc), ja a * 0

• Augoša intervālā (-00; +00), ja a > 0;

dilstoša intervālā (-00; +00), ja a < 0;

konstanta funkcija y = 6, ja a = 0

• Neperiodiska funkcija

/ 0 x

• a — tga

q - leņķis, ko taisne y = ax + b veido
\J6

ar Ož ass pozitīvo virzienu

• Grafiks - taisne

1

6

a=0

Kvadrātiska y = ax
2

+ bx + c (a, 6, c G M; a * 0) y = 2x2
+ 3x + 1

funkcija
2

f & )
2

4ac — 6
2

y = ax +bx + c — ax-\ -\
i 2aj 4a

y = -0,5x
2

- 2x + 2,5

Kvadrātiskas . £>(/) = (-oo; +oc)
Ž/4

funkcijas f4ac — 6
2

• #(/ =
—: ; + oo

4a

( b )
• Augoša intervālā ——; + ;

( b )
dilstoša intervālā -oc;— —i

l 2a)

īpašības, ja
a > 0 a>()

2 a

i /

• No apakšas ierobežota funkcija
• Grafiks - parabola

V_ļV 4ac-b"

4 a

Kvadrātiskās

funkcijas

• D{f) = (-oo; +oo)

• E(f) = -oc;

{ 4a

a<0

/

1/4

4ac-//īpašības, ja
a < 0

[ b )
• Augoša intervālā °°; ~

;

[-—■4-
dilstoša intervāla 2a'

00
__b_

2a

• No augšas ierobežota funkcija
• Grafiks - parabola



7.3. Eksponentfunkcijas. Eksponentvienādojumi.

Eksponentnevienādības

Eksponentfunkcija

Eksponentvienādojumi

7. ELEMENTĀRĀS FUNKCIJAS

Nosaukums Apzīmējums, paskaidrojumi Ilustrācija, piemēri

Eksponent-

funkcija

y
— a

x (a > 0, a 1)

y =e
x (e = 2,71828...) y = 2 X, y= 3%

(l)
x

H2J
Funkcija, kuras arguments
ir kāpinātājs.

Funkcijas

Izšķir divus gadījumus:

1) a > 1, 2) 0 < a < 1 y=a

• 7J(/) = (-00; +00)

. E(f) = (0; +00)
• Augoša intervālā (-00; foc)
• Ierobežota no apakšas

a>l

y = a
x

īpašības, ja

a > 1

• Ja x —> -00, tad a
J

—» 0

Funkcijas

• Neperiodiska funkcija x

y = a
x

. D(f) = (-00; +00)

. E(f) = (0; +00)
• Dilstoša intervālā (-00; +00)
• Ierobežota no apakšas

V

y=aīpašības, ja

0 < a < 1
0<a<l

• Ja x —>• +00, tad a
x

—> 0

• Neperiodiska funkcija

1

x

Eksponent- Vienādojums, kura nezināmais 2r
- 32 = 0,

vienādojums lielums vai šo lielumu saturoša

izteiksme ir pakāpes kāpinātājs.
T - 2 X 1

= 3

Galvenās © Eksponentfunkcijas monotoni- 5' = 125

atrisināšanas tates izmantošana: ja ekspo- 5 J
= 5

3
=*> x = 3

metodes nentfunkcijas vērtības ir vienādas
2

6, =2
r r5

= + 5
un bāzes ir vienādas, tad ari

argumenta vērtības ir vienādas.
x

2
- 62; + 5 = 0

Xļ = 1, x2
= 5

a
x>

= a' 2
=> x

x
—x

2



7.3. Eksponentfunkcijas. Eksponentvienādojumi. Eksponentnevienadības

© Pārveidošanapar vienādojumu, 5* ■ 0, 2X 3
= 125 2

kura pakāpēm ir viena un ta Ķ* ■ (5 >)' :i
= (5

:i
)

pati bāze, izmantojot pakāpes 5* • 5
3
;
* = 5

:!r

īpašības un darbības ar pakāpēm. 5 r • 3 c 5 :! r
=>

3 = -3x, x = -1

® Vienādojuma kreisas un labās 2* + 1
= 3

2r

puses logaritmēšana. log2
2' + 1

= log,32r

a
f(x)

= hg(x) x + 1 = 2x ■ log2
3

2x • log2
3 - x = 1

a; (21og 2
3 - 1) = 1

f(x) ■ log„a = g(x) ■ logQ
&,

1 1

f(x) = g(x) • log
a
b

21og,3-l log,9-l

© Sadalīšanareizinātajos. 2 • 3 J + 1
- 6 • 3r 1

- 3' = 9

2 • 3r ■ 3 - 6 • 3' • 3 1
- 3' == 9

3 J 2 •3 - 6 •- - 1 = 9

l 3 J

© Eksponentvienādojuma pār-
veidošanapar kvadrātvienā-

dojumu attiecībā pret pakāpi kā

3 ' (6 - 2 - 1) = 9

p. 3 = 9, 3 ' = 3 => x =? 1

2 • 4' - 3 • 2' = 2

2 ■ (2
2 ) ''

- 3 ■ 2X -2 = 0

2(2') 2
- 3 ■ 2 X -2 = 0

nezināmo lielumu. y = 2*, 2y 2 3y 2 = 0

=2, %
=-i

2' = 2 => x = 1

© Pārveidošana par vienādo-

jumu, kurā pakāpēm ir viena

un tāpati bāze, dalot vienādo-

juma abas puses ar vienu no šī

2' = —- - nav atrisinā-
2

juma, jo 2 ' > 0

2- + 3'
2

3 2 + 1

2' + 3 J ■ 3 2
= 3' -2' • 2 | : 3' 0

2X 1 2 X

— + -
= 1-2- —

3
X

9 32

vienādojuma pakāpēm:
a) homogēni 1. pakāpes

vienādojumi (iegūst 1. pakā-

pes vienādojumu attiecībā pret
13J L 3 J 9

pakāpi ka nezināmo lielumu);
3

(2r 8 [2 V'"
=

_8_
'13J 9' [3] 27

- = - x = 3

l3j l3j
I



7. ELEMENTĀRĀS FUNKCIJAS

Eksponentnevienādības

b) homogeni 2. pakāpes

vienādojumi (iegūst kvadrāt-

5 • 4r
- 7 • 10' + 2 • 25 J

= 0

5 • {22f - 7 ■ (2 • 5)'' + 2 • (52}r
= 0

5 • 22x
- 7 • 2* • 52 + 2 • 5

2r
= 0vienadojumu attiecībā pret

pakāpi kā nezināmo lielumu). | : 5 2s 0

Vienādojuma vispārīgs veids:
5 .^_7 + 2 = 0

5
2x

5
2*

5
2xA ■ a

2x
+ B ■ a

x ■ ¥ + C ■ b2x
= 0

Dalot ar 62' 0, iegūst: (2fr 2V
5- -7- +2=0

UJ 15A-{-\ +B-[-} +C = 0

(b) (b)
r=H , 5y

2
- 7j/ + 2 = 0

i
2

i/i =i; ž/2
= -

5

(2Y
- = 1 =>. i. = 0

15

(2V 2

UJ 5

Iksponent-
evienādība

Nevienādība, kura nezināmais

lielums vai šo lielumu saturoša

41 * < (0,5)
3'c + 2

22(1-x) < 2 -(3 3:+2) _^

izteiksme ir pakāpes kāpinātājs. 2 - 2x < -3x - 2, x < -4

itrisināšanas © Eksponentnevienādības
x G (-oo; -4)

amatmetodes pārveidošana par algebrisku
nevienādībustarp

(0.2)
"'

> 1

kāpinātāju izteiksmēm,

izmantojot eksponentfunkcijas
monotonitātes īpašību:
• ja a > 1, tad

af(x) < ag(x) f( xj < g ( xj
• ja 0 < o < 1, tad

a
f(x) < a

g(x) > g ( x)

(0.2)'
:

(0,2)°

x
2

- 5x sc; 0, Xļ = 0; X2 = 5

x G [0; 5]

2 3:E
+ 2 3,: + 2

> 40

© Pārveidojumi, kādus izmanto,
risinot eksponentvienādojumus

2 3x(l + 2 2) > 40

2 3:!: ■ 5 > 40, 2 3:,:
> 8

2 3*
> 2 3 3x > 3

(sk. 106. lpp.) x >1, x G (1; +oo)

® Lietojot substituciju 9X
- 3r 6

y = a
x

, iegūto algebrisko nevie-

nādību atrisina attiecībāpret

3 2.r
„ 3 *

y= 3'

«t=-2; = 3

nezināmo lielumu y.
No atrastās y vērtību -2 3 V
nevienādības, piemēram,
a < y < P, iegūst eksponent-
nevienādību a < a

x
< P

,

2 vai y 3

3' < 2 (nav atrisinājuma,

kuru atrisina, ievērojot to,
ka visā reālo skaitļu kopā ax > 0

jo 3' > 0)
3' 3, 3' 3

1
=> x 1

x G [1; +oo)



7.4. Logaritmiskās funkcijas. Logaritmiskie vienādojumi.

Logaritmiskās nevienādības

Logaritmiskā funkcija

Logaritmiskie vienādojumi

Nosaukums Apzīmējums, paskaidrojumi Ilustrācija, piemēri

Logaritmiska y = loga
x (a > 0, a 1) y = log2x,

funkcija y = Ina; = log
e
x (e = 2,71828...) y = log0.5 x

2/ = Īga; = log 10a;

Atbilstība, pēc kuras katram pozitī-

vam skaitlim x ir piekārtots šī

skaitļa logaritms pie dotās bāzes a .

y

y = \oga
x - eksponentfunkcijas y = a'

inversā funkcija.
y=log

a
x

a>\
Izšķir divus gadījumus:
1) a > 1, 2) 0 < a < 1

x

Funkcijas

y = loga
x

• D(log) = £(eksp) = (0; +oc)
• E(\og) = D(eksp) = (-oo; +oo)
• Augoša intervālā (0: +oc)īpašības,

ja a > 1 • Ja x —> 0, tad log(,a: —> -oo y

• Neperiodiska funkcija
y=log

a
x

Funkcijas • D(log) = £(eksp) = (0: +dc)
• E{\og) = D(eksp) = (-oo; +oo)
• Dilstoša intervālā (0; +oc)

£ktt<l

y = log
a
a;

īpašības,

ja 0 < a < 1

x

• Ja x —>• 0, tad log,
r
x —> +oo

• Neperiodiska funkcija

Logaritmiskais Vienādojums, kura nezināmo log2a: = 5 <^>

vienādojums lielumu satur logaritmejama
izteiksme vai (un) logaritma

x = 2
r> = 32

Galvenās

bāze.

log:,(l - 2x) = -2 &© Logaritma definīcijas
atrisināšanas izmantošana. 1 - 2x = 3 2

metodes
• log

a
cc = b <=> x = a

b
9

8 4
2x =

—, x = —

9 9(a > 0, a 1)

• Iog
a/(a0 = b f(x) = a

b log,27 = 3 4=>

27 = x' \x *3/27 = 3

- x > 0 =4> a; > 0

X 5f 1

Atbilde: X = 3
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Galvenās

atrisinā-

šanas

b = (g(x)Y

. log
g[x)

b = c & g(x) > 0

g{x) * l

logx{3x - 2) = 2 <s>

3x-2>0 Ļ>
2

''> () 'L>0
metodes

(turpinājums)

\f(x) = (g(x))
c H 1 ļ^i

\f(x)>0 r
Xļ

= 2, x
2

= 1

2
\x> -

g(x) * 1
3

x > 0

[x 1 Atbilde: x = 2

© Logaritmiskās funkcijas log,(x2
- 3a;) = log2(2x - 4)

monotonitates izmantošana:
\x 2

— 3x = 2x — 4

log
a
/(x) = l0g

a
#(z) J x'2 — 3x > 0 =>

f{x) = g{x)

& f{x)>0

g{x)>o

[2x - 4 > 0

x
2

-5x + 4 = 0
_ ļ _ 4

X < 0 vai x > 3 => P
~

0
'

_

x > 2 l

Atbilde: x = 4

© Logaritmiskā vienādojuma

pārveidošana par kvadrāt-

vienādojumu (vai augstākas

pakāpes algebrisku vienādo-

jumu) attiecībā pret logarit-
mu kā nezināmo lielumu,

lg
2(10x) + lgx = 5

(lg(10a;)) 2

+ Īga; = 5

(lglO + Īga;)2
+ Īga; = 5

(1 + Īga;)2
+ Īga; = 5

1 + 21gx + lg2
a; + Īga; = 5

lg2
a; + 31gx -4 = 0; y — \gx

izmantojot logaritmu īpašības un

pamatsakarības (logaritmēšanas

likumus, bāzes maiņas formulu

f + 3y - 4 = 0

Va = -4, y, = 1

u.c. pārveidojumus). Īga: = -4, x = 10-
4

Īga; =1, a; = 10

© Vienādojuma kreisas un
a>*+1

=9x
2

labas puses logaritmēšana

(f(x)p«
x

= b log,(x"JS"+1 ) = log:ļ (9a;
2

)

(log3
x + 1)' log.i x = log.i9 + loS3^

log„(/(x)k,g"') = log„6

■/(4>o =»

x > 0

log
2

a; + log
:ļ

a; = 2 + 21og
:ļ

a;

log
2

a; — log
3
x — 2 = 0

ž/ = l0g;S^

log
a

x • log
n

f(x) = logf, b

- f(x) > 0

x > 0

v
-

y
- 2 = 0

1

log:ļa; = -1, x = 3 1 = -

log3x =2, x = 3 2
= 9



Logaritmiskās nevienādības

7.4. Logaritmiskās funkcijas. Logaritmiskie vienādojumi. Logaritmiskas nevienādības

Logaritmiska
nevienādība

Nevienādība, kurā nezināmo log2log2
(x + 1) < log2

(5 - x)

Atrisināšanas

lielumu satur logaritmejama
izteiksme vai (un) logaritma
baze.

x + 1 < 5 - x x < 2

■ x + 1 > 0 <č> x> -1

5 - x > 0 x < 5

pamatmetodes

© Logaritmiskās nevienā-

dības pārveidošana par

algebrisku nevienādību
Atbilde: x G (-1; 2)

starp logaritmejamam
izteiksmēm, izmantojot logļ (x

2
- 5x - 6) -3

logaritmiskās funkcijas
monotonitātes īpašību:
• ja o > 1, tad

fir3

log,(x
2

-

2 2
'

log
0
/(a;) > log

a# (33)

f(x) > g(x) > 0

'2 ,
_rir

3

x —5x — 6 -

• ja 0 < a < 1, tad ļx2
-5x -6 >0

logQ
/ (x) > log ag(x)

jx2
- 5x - 6 80 < f(x) < g(x)

ļx - 5x - 6 > 0

ļx
2

a;1=-2;x2
= 7

x
2

— 5x — 6>0 x
ļ
= —l;x.2 =6

© Logaritmiskās nevienādībaspār-
veidošanapar algebrisku nevie-

nādību attiecībā pret nezināmo

lielumu y, lietojot substitūciju

t>
Z/777///777.

_

0 Y/////////////Am
x

Atbilde:

x G [-2; -1) U (6; 7]

-21og
2

25
x < -1

log
n
,x log 05

x

log,,.,- X = =

log0,0,25 2

y = \og
a
x

k 2-log
2

,x ,
i
ļnJa, atrisinot algebrisko nevienā-

dību, iegūtais y vērtību intervāls

ir, piemēram, a < y < (3, tad no

nevienādības a < log„x < (3
atrod x vērtību kopu, ievērojot

2
lu

4
x u

ļx > 0

y = log
af)

x ; y
2

-

y
- 2 > 0

to, vai a > 1 vai 0 < a < 1 m = -1) 2/2 = 2

y < -1 vai j/ > 2

logorj
x < -1 =4> x > 2

log
05

x > 2 => 0 < x < 0,25

Atbilde:

x Ģ (-0; 0,25) U (2; + 00)



7. ELEMENTĀRAS FUNKCIJAS

7.5. Trigonometriskās funkcijas. Trigonometrijas formulas.

Trigonometriskie vienādojumi un nevienādības

Trigonometriskās funkcijas

Nosaukums Apzīmējums, paskaidrojumi Ilustrācija, piemēri

Trigonomet-
riskā rinka

līnija(TRL)

Riņķa līnija, kuras centrs atrodas

koordinātu sistēmas sākumpunktā
un rādiuss ir viena vienība (R = 1).
TRL vienādojums ir x

2
+ y

2
= 1

Sinuss Sinuss - taisnleņķa trijstūra šaurā

leņķa ot pretkatetes a attiecība

pret hipotenūzu c :

c

a

sin a = —

a

c

sin _a

Vispārīgā gadījumā reālā skaitļa a

sinuss - tāda TRL punkta M(x; y)
ordināta koordinātu plaknē, kas

iegūts, pagriežot abscisu ass punktu
A(l; 0) par a radiāniem ap koordinātu

sākumpunktu pretēji pulksteņa

rādītāju kustības virzienam, ja a > 0,
un pulksteņa rādītāju kustības

virzienā, ja a < 0 M{x-y)

Sinusa y = sina;

sma = ļj

(a>0)
funkcija - atbilstība, pēc kuras katram reālam

skaitlim x ir piekārtots šī skaitļa W(1;0)

Sinusa

sinuss.

funkcijas

• D(f) = (-oo; +oo)
• E(f) = [-1; 1]
• Nepāra funkcija: sin( a;) = - sina;

• Periodiska funkcija, periods T = 2-zr :

īpašības

sin(a; + 27vk) = sin x (k G Z)
• Augoša funkcija intervālos

sina=y

12 '2 J

\ (a<0)

dilstoša funkcija intervālos

[2 '2 J
/
M(x-y)

• Ierobežota funkcija visa definīcijas

apgabalā: -1 sina; 1

• Funkcijas maksimāla vērtība 1 ir

punktos x = + 2īīk
,

minimālā

vērtība -1 ir punktos % =

—j + 2irk



7.5. Trigonometriskas funkcijas. Trigonometrijas formulas.

Trigonometriskie vienādojumi un nevienādības

Sinusa

funkcijas
y

grafiks _7T

2
i

//=sin.r
37t

2

-2tt_ 3ņ -n

2

O K
2

7T 271

Kosinuss Kosinuss - taisnleņķa trijstūra
šaurā leņķa ol piekatetes b

attiecība pret hipotenūzu c :

b
a

cosa =
—

cosa —ķc

Vispārīgā gadījumā reālā skaitļa a

kosinuss - tādaTRL punkta M(x; y)
abscisa koordinātuplaknē, kas

iegūts, pagriežot abscisu ass

punktu A(l: 0) par a radiāniem ap

koordinātu sākumpunktu pretēji

pulksteņa rādītāju kustības virzie-

nam, ja a > 0, un pulksteņa radītajā
kustības virzienā, ja a < 0 M(x,y)

cosa=.r

y = COS33

(a>0)
Kosinusa

funkcija - atbilstība, pec kuras katram reālam

skaitlim x ir piekārtots šī skaitļa L4(l;0)

Kosinusa

kosinuss.

funkcijas

. D(f) = (-oo; +oo)

. E(f) = [-1; 1]
• Para funkcija: cos(-a;) = coscc

• Periodiska funkcija, periods T
—

2tt:

īpašības

cos(cc + 27īk) —

cosx, (k G Z)
• Augoša funkcija intervālos

(-7T + 2irk; 0 + 2nk)
dilstoša funkcija intervālos A(1;0)
(0 + 2irk ; tt + 2Tīk)

• Ierobežota funkcija visā definīcijas cosa=x

apgabalā: -1 cosx 1

• Funkcijas maksimālā vērtība 1 ir

(a<0)

punktos x = 0 + 2ixk, minimāla
M(ar,y)

vērtība -1 ir punktos x = n + 2irk

Kosinusa

funkcijas

grafiks y=cos:r

2

O TtV
--

2-- 2

27t 2?

-1
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Tangenss Tangenss - taisnleņķa trijstūra
šaurā leņķa a pretkatetes a

attiecība pret piekateti b :
a

a sina

tga = — =4> tga =

b cosa tga=|
Vispārīgā gadījumā reālā skaitļa a

tangenss - taišņu OM un x = 1

krustpunkta P(l; y) ordināta

koordinātu plaknē, kur 0 - koordinātu

sākumpunkts un punkts M iegūts,

pagriežot abscisu ass punktu .4(1; 0)

par a radiāniempretēji pulksteņa

rādītāju kustības virzienam, ja a > 0,

un pulksteņa rādītāju kustības

virzienā, ja a < 0

b

i4(l;0)

y = tgx

tga=y

(a>0)

Tangensa

funkcija - atbilstība, pēc kuras katram reālam

7T
skaitlim x — + irk (k G Z)

tga=y

Tangensa
funkcijas

ir piekārtots ši skaitļa tangenss.

. D(f) = (-- + 7rk; - +7rk\ (A;gZ)
v 2 2 j

(a<0)

īpašības
• E(f) = (-oo; +oo)
• Nepāra funkcija: tg(-cc) = - tgx
• Periodiska funkcija, periods T = ir:

tg(cc + Tīk) = tgx (k G Z)
• Augoša funkcija katrā definīcijas

M P(l;y)

apgabala intervālā

Tangensa

funkcijas

i i liļi7=tgx
grafiks

ļ=tg'X I
/I

-2tt _3tx

I
O ņ

2

li

—'
—*~

3ņ /'2n x

2 /

!(
Taisnes

71

x — —h TĪK - grafika simptotas
2



7.5. Trigonometriskas funkcijas. Trigonometrijas formulas.

Trigonometriskie vienādojumi un nevienādības

Kotangenss Kotangenss - taisnleņķa trijstūra
šaurā leņķa a piekatetes b

attiecība pret pretkateti a :

b cosa

ctgct —
— => ctga = _
a sina

(I

ctgot=l

Vispārīgā gadījumā reālā skaitļa a

kotangenss - taišņu OM un y = 1

krustpunkta N(x; 1) abscisa koor-

dinātu plaknē, kur 0 - koordinātu

b

:
sākumpunkts un punkts M iegūts,

pagriežot abscisu ass punktu ,4(1; 0)

par a radiāniem pretēji pulksteņa

rādītāju kustības virzienam, ja a > 0,

un pulksteņa rādītāju kustības

virzienā, ja a < 0

1/

M(i;0)

ctga=.r

y = ctga;
(a>0)

Kotangensa
?unkcija - atbilstība, pec kuras katram reālam

t

N(x-1)

skaitlim x irk (k G Z) ir

piekārtots šī skaitļa kotangenss.

iotangensa
?unkcijas

• D(f) = (0 + Tīk ; tt + nk) (k G Z)
• E(f) = (-oo; +oo)
• Nepāra funkcija: ctg(-x) = - ctgx
• Periodiska funkcija, periods T = ir :

pašības M(1;0)

ctg(x + Tīk) = ctgx (k G Z)
• Dilstoša funkcija katrā definīcijas

ctga=x

iotangensa
?

unkcijas

apgabala intervālā
(a<0)

Ž/=ctgaJjrafiks

I

i

-2ti 37f\-7t _7T\

ii1
-2n 3t?

I 2

O 71
2

71
l

I

!

2

271 X

I

I

Taisnes x = Tīk - grafika asimpt 4as



7. ELEMENTĀRAS FUNKCIJAS

Trigonometrisko funkciju vērtību zīmes

trigonometriskā riņķa kvadrantos

Trigonometrisko funkciju vērtību tabula

Funkcija
sin ss

I] Isina; cosa: tgx ctg:r

Kvadrants

I

iii iv

kosi uss

II < I
II

f 7T

x G —; 7r

12 i
III ivTTl

III

tangenss,
f 3tt)

x G 7r; —

{ 2 i
kotangenss

IV

f37r
n

)
x G —; 27r

2 i

m
iii iv

Funkcija £=30°

sin cos tg ctg
Arguments

0° (0) +00

30°
I V3 V3

V3 -=45° c=60°
2 2 3

45°
,4,

V2 V2
x x

2 2

60°
V3 1 V3

V3
2 2 3

3—90° c=180°

90° ±00
xx

180° (tt) -1

,t=270° z=360°

270°
'3tt]

2 j -1 ±00

360° (27T)



Redukcijas formulas

7.5. Trigonometriskas funkcijas. Trigonometrijas formulas.

Trigonometriskie vienādojumi un nevienādības

Eledukcijas formulas - formulas, pec kuram argumentu Piemēri

71" , A 37T
—± X, TT ± X, ± X, 2TT — X

2 2
sm x\ — cosa;,

12 '
;rigonometriskās funkcijas (reducējamās funkcijas)
)ārveido par argumenta x funkcijām (reducētajām

unkcijām).

tg(27r - x) = - tgx,

f37T )
cos h x = smx

12 J

Reducējama sin cos tg ctg

\ f-ja
sin!20° =

Arguments Reducēt funkcija

90° - x

(TT )
— x\
12 J

= sin(90° + 30°) =

cosa: sina; ctga: tga;

= cos30° = —

90° + x

TT
- + X

,2

- sina; -ctga: -tga;

2

cosa;

tg240° =180° - x (tt - x) sina; - cosx -tga; -ctga:

= tg(270° -30°) =

180° + x (tt + x) - sina: - cosa; tga; ctga;
= ctg30° = V3

270° - x

'3_7T
, 2

— x cos225° =
- cosx - sina: ctgx tga;

= cos(180° + 45°) =

270° + x

3tt
— + x

2
- COS2 sina; - ctgx - tga;

= -cos45°=

2

360° - x (2tt - x) - sinx cosx -tga; - ctgx

ctg315° =

Norādījumi
= ctg(270° + 45°) =

© Reducētās funkcijas zīmes noteikšana

Reducētajai funkcijai ir tāda pati zīme, kāda tā ir

reducējamai funkcijai attiecīgajā kvadrantā, pieņemot,

= - tg45° = -1

sin870° =

ka 0 < x < —

2

© Reducētas funkcijas nosaukuma noteikšana

= sin(720° + 150°) =

= sin(150° + 360°• 2) =

= sinl50° =

• Ja reducējamas funkcijas argumenta
izteiksme satur 180° vai 360° (tt vai 2tt)

= sin(180° - 30°) =

leņķi, tad reducētas funkcijas nosaukums

sakrīt ar reducējamās funkcijas nosaukumu. = sin30° = r
2

• Jareducējamas funkcijas argumenta izteiksme

(tt 3tt)
satur 90° vai 270° - vai — leņķi, tad

funkcijas nosaukums jāmaina uz "pretējo nosaukumu"

(sin —y cos, cos —> sin, tg —> ctg, ctg —> tg).
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Trigonometrijas formulas

Nosaukums Formulas, paskaidrojumi Piemēri

Trigonomet-

rijas pamat -

identitātes

sin a cos a

tga —
,

ctga =
, tga • ctga = 1

cos a sin a

sina

tga 1 + cosa

sin
2

a + cos
2

a = 1 cosa sina

2
1

2
1

1 + tg a =
,

1 + ctg a = -——

cos a sin a

sina 1 + cosa

cosa + cos
2

a + sin
2

a

1 1 sina(l + cosa)
seca = , coseca =

cosa sina cosa + 1 1

sina(l + cosa) sina

Trigono-
metriskās Funkcija

Funkcija izteikta ar:

funkcijas
izteikšana

sina cosa tga ctga

ar tā paša sina = ±Vl — cos
2

a

tga

±7l + tg
2
a ±Vl +ctg2

oargumenta
citu

trigono-
metrisko

±Vl — sin2
a

1

+ tg~a

ctga

cosa =

1 + ctg
2
a

funkciju

sina ±Vl — cos
2
a 1

tga =

'1 • 21 — sm
-

a
cosa ctga

±Vl — sin
2
a cosa 1

ctga -
tgasina ±\/l — cos

2
a

Norādījums
3

Ja tga =
—,

4Izmantojot šis formulas aprēķinos, pirms
kvadrātsaknes jāņem

"

+
"

vai "-" zīme 90° < a < 180°,

atkarība no tā, kura kvadrantā atrodas
tad

leņķis a un kada zīme šaja kvadranta ir

izsakāmajai funkcijai. 3

4_ 3
sina =

—,
= -

V 16

1 4
cosa =

—,
= —

V 16

1 4

ctga =

-3
= --

4



7.5. Trigonometriskas funkcijas. Trigonometrijas formulas.

Trigonometriskie vienādojumi un nevienādības

Argumentu sin(a + fi) = sina cos/3 + cosa sin/? sin25° cos5° +

summas, sin(a - p) = sina cos/? - cosa sin/3 + sin5° cos25° =

starpības
cos(a 4- P) — cosa cos/3 - sina sin/3

= sin(25° + 5°) =

trigono-
metriskās cos(a - 0) = cosa cos/3 + sina sin/3 = sin30° =

-

funkcijas 2

. , , m
tga+ tg/3

tg(a + P) = -—
—-

1 - tga•tgP tg75° - tg(45° + 30°) =

ctga • ctgP - 1

ctg(a + P)=
ctgp + ctga

tg45°+tg30°

1 - tg45°•tg30°

tga-tg/3
tg(a-/?) = —— —

1 + tga• tgp =

1 +
T

=

3 + V3
=

•VŠ 3-V3

3ctga • ctg/3 + 1

ctg(a -P) = ——

ctg/? - ctga

=

(3W3l
= 2 + V3

9-3

Funkciju

summas,

. .'•
a o

• a + P a ~fi
sina + smp = 2sm cos

1 + tga =

7T
starpības

.
a _

a+P . a-0
sina — smp = 2 cos — •sm

2 2

= tg- + tga =

4pārveido-

jumi

ā _
a + p a — 8

cosa + cosp = 2 cos — ■ cos

sm —f- a

U /
=

7T

cos— ■ cosa

a n
. a+P . a—3

cosa — cosp = —2sm smH
2 2

4

Sin(f + Q)
V2tga ± tgP =

* '-

cos a ■ cos p —cosa

2

n
, sin(a db P)

ctga ± ctg/3 = ± —

sina • sin P + aj
cosa

Funkciju

reizinājuma
sina • sin/3 = -(cos(a — p) - cos(a + P))

2

pārvei-

dojumi cosa ■ cos/3 = -(cos(a — P) + cos(a + /3))
2

sina• cos/3 = -(sin(a — p) + sin(a + /3))
2



Trigonometriskie vienādojumi

7. ELEMENTĀRĀS FUNKCIJAS

Divkārša sin2a = 2 sina•cosa (sina + cosa)
2

=

un trīskārša

cos2a = cos'a — sin
2

a
= sin

2

a + 2sina •cosa +
argumenta

funkciju

pārveido-

jumi

2tga
n

ctg"a -1

tg2a = ctg2a = —

1 - tg~a 2ctga

+cos
2
a = 1 + sin2a

cos1 a — sin4 a =

sin3a = 3sina — 4sin'
!
a = (cos

2

a + sin
2

a) x

cos 3a = 4cos'a — 3cosa
x(cos

2
a - sin

2

a) =

3tga - tg'a
0

ctg'5a - 3ctga
tg3a = — , ctg3a = ——

l-3tg"a 3ctg
2
a-l

= 1■cos2a = cos2a

sin!5° • cos!5° =

= - • 2 ■sml5 • coslo =

Argumenta . a . ļl — cosa a . ļl + cosa

sm— = ±J , cos— = ±.

2 V 2 2 V 2

2

puses

funkciju

pārveido-

jumi
a ļl — cosa 1 — cosa sina

tg— = ± = =

2 V 1 + c°sa sina 1 + cosa

= - sin (2 -15°) =

2
V 7

=
- sm 30 = = —

a 1 + cosa 1 + cosa sina

ctg— = ± = =

2 V 1 — cosa sina 1 — cosa

2 2 2 4

o
l-cos30°

tgl5 = • on°

=

sm30

i--

= —= 2 - Jā

Funkciju
. 2

1 — cos2a
2

1 + cos2a
sm"a = , cos" a =

2 2pakāpes
2

pazeminā-
šana . o 3sina — sin3a ■>

cos3a + 3cosa
sm' a = , cos' a —

4 4

-.
2sm —

1 — cosa 2

. , cos4a — 4cos2ci! + 3
sm a = 2sin2^

8 2

4
cos4a + 4cos2o! + 3

cos a =

o - « a
2sm— • cos—

2 2

. a

sin—
o a

= —i=

o

cos— z

2

Nosaukums Apzīmējums, paskaidrojumi Ilustrācija, piemēri

Skaitļa a
arcsina .1 tt .

arcsin- =
—, jo

2 6arksinuss
Intervāla — —; — lenkis, kura sinusa

[2 2\

funkcijas vērtība ir skaitlis a (ļ a | 1).
. 7T 1

TT [ 7T 7T

sm— =
- un — g —; —

6 2 6 l 2 2



7.5. Trigonometriskas funkcijas. Trigonometrijas formulas.

Trigonometriskie vienādojumi un nevienādības

Skaitļa a

arkkosinuss

arccosa

Intervāla [0; 77] leņķis, kura kosinusa

funkcijas vērtība ir skaitlis

a (| a | 1)

V2 TT .
arccos— =

—, io

2 4

TT S 7T , -,

cos— = — un —6 0; ir\
4 2 4 L J

Skaitļa a

arktangenss
arctg a arctgV3 =

—. jo
3

Intervāla ——; — lenkis, kura tan-

{ 2 2J
, 7T r- tt ( 7T W
tg-= V3

un - e ļ--;-|
gensa funkcijas vērtība ir skaitlis a

Skaitļa a

arkkotan-
arcctg a

■

arcctgl =
—, jo

genss
Intervāla (0; tt) leņķis, kura

kotangensa funkcijas vērtība ir

skaitlis a

7T TT
,~ v

ctg— = 1 un — 6 (0; 7t)
4 4

Trigono-
metriskais

Vienādojums, kura nezināmais

lielums ir trigonometrisko funkciju

sin
2

x — 2smx — 3 = 0.

cos2xcos3x = cos6x,
vienādo- arguments.

jums tga; + 3ctga; -4 = 0

Trigono-
metriskie

© sina; = a, a € [-1; 1]

pamatvie-

nādojumi

arcsin a + 27rn

jc=
.

-.J (n6Z)
77 — arcsin a + 27m a_

un to atri- x
x

sinājumi jeb
a; = arcsina + 7rfc, (/c 6 Z)

Ja -1 a < 0, tad izmanto īpašību

arcsin(-a) = - arcsina.

TT . 7T

(Jāievēro, ka arcsina — )
2 2 a?! = arcsina,

a32 = 7r-Xi=7r - arcsina

?/=sina; 1
smi = -

2

-71 x
2

71 x
- + 27TO

6

7r h 27m

6

-]

jeb

v 7
6



7. ELEMENTĀRAS FUNKCIJAS

Trigono-
metriskie

© cosa? = a, a G [-1; 1]

pamatvie-

nadojumi

arccos a+ 27rn

x —

—arccos a + 27rn

un to atri-

sinājumi

(turpinājums)

jeb -1
\ I

x = zbarccosa + 27rn (n G Z)

(Jāievēro, ka 0 arccosa 7r)

Xļ = arccosa

j"Jj/==COSJE
ajj = — Xļ = - arccosa

72
cosx = —

2
" 7t

! y%=-* Xl X i
2c = ±- + 27m, n G Z

4

CD tga? = a, a G (-00; +00)
a? = arctga + nn (n G Z)
Ja a < 0, tad izmanto īpašību

arctg(-a) = - arctga

/ T- • - 1
77

X

(Jāievēro, ka — < arctga < — )
2 2

I!
.

I!,«I!
I

I

i
I

I 71

12

a?i = arctga

I I

!| ! ļy=tgx \
i1 i1 i

X

x = arctgVŠ + irn =

7T
= —h īrn, n G Z

3

ctga? —

a, a G (-00; +00)
x — arcctga + nn (n G Z)

(Jāievēro, ka 0 < arctga < 7r)

t

I

I

I

ļ,
«J/=ctgx.. 1 a

11

I I
I

I I I

xx
= arcctga

iCļ-71 x
x

7i x,+n

l

I

1

x

l
1

ctga; = 1 =4>

2; = arcctgl + nn =

= — + 7rn, n G Z

4



7.5. Trigonometriskas funkcijas. Trigonometrijas formulas.

Trigonometriskie vienādojumi un nevienādības

Galvenie © Vienādojumi, kuru
sin2x• cosa: — -cosa: = 0

rigono-
netrisko

izteiksmes sadalot reizinā- 2

tajos iegūst trigonometriskos

pamatvienādojumus.
( 1)

cosa: sin2x =0
l 2)

denādoju-
nu veidi;

o atrisi-
TT

1) cosa; = 0 =4» x = ± + 27m

īāšanas
2

netodes
jeb

x = — + ttu (n £ Z)
2 .

2) sin2x - - = 0.

2

sin2x = - =» 2x = (-1)
a
- + ttA;,

2
v ;

6

12 2

Atbilde: x = — + 7m,
2

x = (-1) + |A: (ty G Z)

© Vienādojumi, kurus,

izmantojot substitūciju,

pārveido par kvadrāt-

cos
2
x - 3cosx +2 = 0

y = cosa:

r - 3y + 2 = 0 =>

vienādojumiem (vai citiem

algebriskiem vienādojumiem).
y, = l,y-2

= 2

1) cosa: = 1

x = 0 + 27m = 27rn

2) cosa: = 2 nav atrisin.

© Vienādojumi, kurus,

izmantojot redukcijas

Atbilde: x = 27m (n £ Z)

f37T )
n

( 7T )
ctg x +2tg\-+ x = 1

12 j 12 J
formulas, pārveido par

viena un tā paša argumenta

trigono metriskās funkcijas

tgx-2ctgx-l = 0 =>

7T

vienādojumiem.
x 7m, x —\- tīti

2

2

tga: 1 = 0 | • tga: 0

tga:

tg
2
x - tgx - 2 = 0

y = tgx

f -

y
- 2 = 0

1) tga; = -1

x = h 7rA:

4

2) tga; = 2

x = arctg 2 + 7rA;

Atbilde: x = —— + irk,
4

x = arctg2 + irk (k £ Z)



7. ELEMENTĀRAS FUNKCIJAS

Galvenie @ Homogeni trigonometriskie

vienādojumi:

sina; — VŠcosa; = 0 ļ : cosa;

trigono-
metrisko sina; Vācoša:

a0
sin n

a; + ax
sinn l

x • cosx +

vienādoju-
mu veidi;

+ a2
sinn 2

x • cos
2
x + ... +

— U

cosa; cosa;

—

to atrisi- + a
n _ļsina; • cos

n 1
x + a

n
cos

n
a; = 0 tga; - 73 = 0

nāšanas

Atrisināšanas metode

tga; = VŠ
metodes

(turpinā-
jums)

Vienādojuma abas puses dala x = —- +77n (n G Z)
3

ar cos"a; 0 (vai sin"a; 0),

jo nav tadu x vērtību, ar kuram 4sin2
a; - 3sina; • cosa; -

cosa; = 0 un ari sina: = 0. - cos
2

a; =0 | : cos
2

a;

Iegūst:
4sin

2

a; 3sinx • cosa;

a0tg"a; +
l
x + a2tg"'

- 2
x +

...
+ % = 0 cos

2
x cos

2
X

vai

a„ctg"a; + a
n xctg

n ~ 1
x +

...
+ + a 0

=0
= 0

COS X

Piemēram,
4tg

2
x - 3tgx -1 = 0

ja n = 1, iegūst trigonometrisko pamat-
V = tga;

4y
2

- 3y - 1 = 0

vienadojumu

Vi -X % = --tga; = a;

ja n = 2 - kvadrātvienādojumu attiecība

pret tga;:
77

1) tga; = 1 => x = |-7rn
4

a0tg
2
a; + a x tgx + a2

= 0

2) tga; = --4
4

1)
x = arctg — + tīti =

© Vienādojumi, kurus atrisina, izman-

= —arctg—+7rn (n G Z)
4

cos3a; + cos2a; + cosa; = 0

tojot trigonometrisku izteiksmju
identisko pārveidojumu formulas

(trigonometriskās pamatidentitātes,
argumentu saskaitīšanas formulas,
divkārša argumenta formulas, trigono-

(cos3a; + cosa;) + cos2x = 0

3a; + x 3x — x

2 2

+ cos2.r = (

metrisko funkciju reizinājuma pārvei- 2cos2a; • cosa; + cos2a; = 0

došanu summā u.c). cos2a;(2cosx + 1) = 0

1) cos2a; = 0

TT 77 77

2a; = —h 7m, x — 1 n

2 4 2

2) 2cosa; + 1= 0,

1
cosa; = —

2

277
x = ±— + 277n (n G Z)

3



7.5. Trigonometriskas funkcijas. Trigonometrijas formulas.

Trigonometriskie vienādojumi un nevienādības

Galvenie

trigono-
metrisko

Vienādojumi, kurus atrisina,

izmantojot palīgargumetu.
Šo vienādojumu vispārīgais veids:

s% Jo

vienādoju-
mu veidi;

a sina: + b cosa: = c

Atrisināšanas algoritms
to atrisi-

1. Atrod \/a~ + b
1

nāšanas

metodes

(turpinā-
jums)

2. Vienādojuma abas puses dala ar

Va2

+ b
2

* 0:

6

Va + b~

a . b c
a

, =SILLXi ■ :CUSX = . =r

ja2

+ 6
2

Va
2

+ b
2 2

+ b
2

cosip = .

Va2

+ 6
2

3. Izmantojot ģeometrisko ilustrāciju
3sina; + 4cosx = 2,5(sk. zīm.)

a b

. = = sm</?,

Va
2

+ o
2

va + o
2

a = 3; b = 4

#+ = 5

iegūst:
3sinx + 4cosa: =2.5 ļ : 5

c

cosc/? ■ smi + sirup ■ cosa: = .

Va
2

+ b
2

3.4 1
— sina; H—cosa: = —

5 5 2

jeb
3 4
-

=
-

= smip
5 5

sin(a; + u>) =
°

(*)
Va

2

+ b
2

1
cosii? • sm:r + smcp • cosa: = -

r r
2

4. Atrisina iegūto pamatvienādojumu (*)

5. No siny? (vai coscp) izteiksmes atrod
x

1

sm(a; + = - =>■

un ievieto pamatvienādojuma atrisinā-

juma izteiksmē.
a; + v? = (-l)"-+ 7rA;

6

a: = (-l)
A'-

+
6

4 . 4

simp = - => v? = arcsin—

r
5

Y
5

Atbilde:

. lU. 7T .4
,

a: = —
1 arcsm —(- tt/c

V '
6 5

(ib 6 Z)



7. ELEMENTĀRAS FUNKCIJAS

Trigonometriskās nevienādības

Nosaukums Apzīmējums, paskaidrojumi Ilustrācija, piemēri

Trigono-
metriskās

© sina? < a (I a\ 1) . &
S1M <

pamatne-
2/ 2

vienadibas y—sin.2:

IV /l ļ\ ,

1

2/

sinx < a =>» x G (x2 + 27rn; x\ + 27rn),
kur

Xi = arcsina

= -7r-x 1
= -7r - arcsina

x G (- 7T - arcsina + 27rn; arcsina + 2izri) { 5?r
o

x G r 27m: ■
l 4

- + 27m
4 J(n G Z)

(n G Z)

© sins; > a (| a ļ < 1)
1

sm.T > -

2

y=sino;

1
x

2
~ ~

/
a;, x, \ z

/

10 i

sina > a =>» x G (Zļ + 27rn; x2 + 27rn),
kur

\ /

Xļ = arcsina

f71
" 57T ļ

x G - + 27m; h2?m
16 6 J

x2
= 7r-x 1

= 7r - arcsina

x G (arcsina + 27rn; tt - arcsina + 27rn)

(n G Z) (n G Z)



7.5. Trigonometriskas funkcijas. Trigonometrijas formulas.

Trigonometriskie vienādojumi un nevienādības

Trigono-
metriskās

© cosa: < a (I «I < 1) Vš
cosir < —

1/

2

pamat-

y=a
nevie-

nādibas

(turpinā-
■r ■!—i / \ i

>

I

jums)

y—cos cc

cosa; < a => cc G (rr3 + 27m; x-2 + 27m),
kur

Xļ = arccosa

7T 117T
a; G —h 27m; h 27m

16 6 J
Xļ = 2tt - Xļ = 2tt - arccosa

x G (arccosa + 27m; 27T arccosa + 27rn)

(n G Z)
(n G Z)

© cosa; > a (| a \ < 1)
V2

cosx > —

2

y= a

-a
l

y=cosx

/

/
i

I

I

cosx > a => x G (x2 + 27rn; #i + 27rn),
n2/

kur

Xļ = arccosa

TT TT

a; G h 27rn; — + 2txīi

1 4 4 J

3ž2 = - = - arccosa

cc G (- arccosa + 27rn; arccosa + 2ixn)

(n G Z) (n G Z)



7. ELEMENTĀRĀS FUNKCIJAS

Trigono-
metriskās

© tga; < a tgx < V3

pamat-
y

nevie-

nadibas

i

y=tgx

y=a i

i

(turpinā- 1

jums)

ļ /~71 jL /° /n Itc x
4

!

2

( TT )
tgx < a => a; E h ttīi] x

x
+ 7rn ,

2 ,

7T 7T

x E h 7m; —h 7rn

12 3 J

kur
(n E Z)

X! = arctga

i 7T )
x G —

— + tīti-, arctga + ttīl\

(n E Z)

© tga; > a tgz 1

!! ļ! •'/ :- 1-u-,'ļ ļ

! -t/K/I -v I /

I

r/i I
/'I

—i i

71
7i n

I I I I

/
71

I

2

l

l

\
-71

_7Ī
2

\
V, 1 /

'TT TT

x E —h 7rn; —h 7rn

U 2 J

tgx > a => x E ļaļ + 7m;

7T

—h 7rn

2 J' (n E Z)

kur

Xļ = arctga

x E arctga + 7rn: — + 7rn

l 2 J

(n E Z)



7.5. Trigonometriskās funkcijas. Trigonometrijas formulas. I

Trigonometriskie vienādojumi un nevienādības I

Trigono-
metriskās

(Z) ctga: < a

ctga: < —

3
y

pamat-

y=ctgx
nevie-

nadibas

(turpinā-

3
jums) y=a

I l\ l\ I l\

\ 0 6 \ \ \
\ -7t \ O X

x
\ 7t x

\

\

\

\

\

ctga: < a x E (x\ + 7m; 7r + 7rn), (tt )
iG —h 7m; 7r + 7rn

U Jkur

X\ = arcctga

(n e Z)
x G (arcctga + 7rn; 7T + 7rn)

(n e Z)

(D ctga: > a ctgx > VŠ

\

\/

I
I \ J \ y=« I \

Vi n
i n

h a-

-71

I

X

/ /

\ /

( 7T ļ
x G 7m; —h 7rn

l 6 J

ctgx > a x e (0 + 7m; xx + 7rn),
(n € Z)

kur

Xļ = arcctga

x G (7rn; arcctga + nn)

(n e Z)



7.6. Ciklometriskas funkcijas (trigonometrisko funkciju

inversās funkcijas)

7. ELEMENTĀRAS FUNKCIJAS

Nosaukums Apzīmējums, paskaidrojumi Ilustrācija

Vrksinusa y —
arcsina:

'unkcija Atbilstība, pec kuras katram reālam

skaitlim x e [-1; 1] piekārto tadu

TT 7T ļ
intervāla —

—;
— leņķi y, kura

sinusa funkcijas vērtība ir x.

Funkcija y = arcsina; ir sinusa funkcijas
inversā funkcija.

\rksinusa
• D(arcsin) = £(sin) = [-1; 1]

?unkcijas
TT TT

• E(arcsin) = £>monot.(sin) = --; -pašības y

• Nepāra funkcija:

arcsin(-a:) = arcsina;

• Augoša funkcija visā definīcijas

apgabalā [-1; 1]

71
2

y—aics'mx

TT
• arcsin0 = 0, arcsin 1 = — .

2

-1

arcsin(-1) = ——

v 1
2

2
i

i

0 1 n

2

x

Funkcijas y = arcsina; grafiku iegūst,

attēlojot funkcijas y = sina: grafiku

-1

2

[ TT 71"]
. . , .

.
_, _

intervāla —; — simetriski attiecībā
l 2 2j

pret taisni y = x.

y = arccosa;

lusa Atbilstība, pec kuras katram reālam

■unkcija skaitlim x e [-1; 1] piekārto tādu

intervāla [0; tt] leņķi y, kura

kosinusa funkcijas vērtība ir x
.

y

Vrkkosi-

Funkcija y = arccosa: ir kosinusa

funkcijas inversā funkcija.

y= arccosa;

īusa

• L>(arccos) = £(cos) = [-1; 1]
• = Anonot. (cos) = [0; tt]
• Dilstoša funkcija visā definīcijas

apgabalā [-1; 1]

\

l

k2
unkcijas y—OOSX

pašības
7T

• arccos(-1) = tt, arccosO = — .
2 -1 O 1 H\

2 \.
TU

X

arccos1 = 0 I

-1

Funkcijas y = arccosa: grafiku iegūst,

attēlojot funkcijas y = cosa: grafiku
intervāla [0; tt] simetriski attiecībā

pret taisni y = x.



7.6. Ciklometriskas funkcijas (trigonometrisko funkciju inversas funkcijas)

Arktan- y — arctga:

Atbilstība, pēc kuras katram reālamgensa

funkcija skaitlim x e (-oc; +oo) piekārto

tadu intervāla — —; — lenki y,
{ 2 2J

kura tangensa funkcijas vērtība

ir x
. Funkcija y = arctga- ir tangensa

funkcijas inversā funkcija.

Arktan- • £>(arctg) = E(tg) = (-oo; +oc) y

gensa

Tt

2

y=tgx

funkcijas • E( arctg) = D(tg) = ~;
'-

īpašības
• Nepāra funkcija:

arctg(- x) —
- arctga;

• Augoša funkcija visa definīcijas ,
Ž/=arctgo;

apgabalā.

• Ja x —> +oo, tad arctg —> — ;
2

_7t
2

O K

2

n

2
i

x

,
TT

ja x —> -oc, tad arctg —> ——

i

_7t |
Funkcijas y = arctga; grafiku iegūst,

attēlojot funkcijas y = tgx grafiku

intervāla ——: — simetriski
{ 2 2)

attiecība pret taisni y = x. Taisnes

y = =
—~z

- grafika asimptotas.

Arkkotan-
y = arcctga:

gensa

funkcija

Atbilstība, pec kuras katram reālam

skaitlim x e (-oo; +oo) piekārto
tādu intervāla [0; tt] leņķi y, kura

kotangensa funkcijas vērtība ir x
.

Funkcija y = arcctga; ir kotangensa

funkcijas inversā funkcija.

Tt

y=ctgx I

Arkkotan-
2-

gensa

funkcijas

• D(arcctg) = E(ctg) = (-oo; +oc)
• = D(ctg) = (0; tt)
• Dilstoša funkcija visā definīcijas

1-
yp=arcctga;

īpašības apgabala.
• Ja x —> +oo, tad arcctga; —> 0;

0 n

2

TC
i

l

i

x

ja x —> - oo, tad arcctga; —> tt

Funkcijas y = arcctga; grafiku iegūst,

attēlojot funkcijas y = ctga; grafiku
intervālā (0: tt) simetriski attiecībā pret

taisni y = x. Taisne y = tt un Ox ass ir

grafika asimptotas.
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Ciklometriskās funkcijas izteikšana ar citam

ciklometriskām funkcijām

Salikta trigonometriska funkcija, kuras iekšēja funkcija

ir ciklometriskā funkcija

( piemēram, sin(arcsinx) = x, tg(arcctgx) = — )
x

Funkcija izteikta ar:

Funkcija
arcsin arccos arctg arcctg

7T X TT X

arcsina; = arccosa;

2
arctg =

VI-a;
2

arcctg—=
2 VTv

TT

arcsina;

TT X x

arccosa; =

2
arctg-p=

2 Vī^r7
arcctg—p

arctgx =

x

arcsin—7=

VI + x
2

TT

ar

x TT
— - arcctga;

2 'l + a;
2

7T . a:

arcsin —ļ=
2 VI + x

2

x TT

arcctga; = ar
— — arctga:

1 + a;
2

Iekšējā
arcsinx arccosa: arctgx arcctga:

Arēja f.

X 1

sin Vl~x2

Vl + x
2 V* + x

2

1 X

cos Vw y/l + X
2

X Vl - x
2

tg
x X

Vī^"? X 1

ctg
x



7.7. Hiperboliskās funkcijas

7.7. Hiperboliskas funkcijas

Nosaukums Apzīmējums, pas an rojumi us rācija

Siperbo-
iskais

e
x

—e~
x

shx = y

»inuss
2

y=shx

Eliperbo-
iskā

• D(sh) = (-oc; +oc)
• E(sh) = (-00; +00)
• Nepāra funkcija: sh(-cc) = shx

• Augoša funkcija visā definīcijas

sinusa
?unkcijas

ipašības apgabalā.
• Ja x —> +00, tad shx —> +00;

x

ja x —> -oc,
tad shx —> -oc

Hiperbo-
liskais

e
x

+ e
x

chx = y

kosinuss
2

y=chx

Hiperbo-
liskā

• D(ch) = (-oc; +00)
• E(ch) = [1; +00)
• Pāra funkcija: ch(- x) = cha:

• Dilstoša funkcija intervālā ( 00; 0);

augoša funkcija intervālā (0; +oc)

kosinusa

funkcijas

īpašības x

• Ja x —> ±00, tad cha: —> +00

Hiperbo-
liskais

e
x

— e
x shcc

thx =
— • tn.x =

e
x

+ e
x chx

x —x

e — e

tangenss
y

1

Hiperbo-
liskā

• D(th) = (-00; +00)
. E(th) = (-1; 1)
• Nepāra funkcija: th(- x) —

- thx

• Augoša funkcija visā definīcijas

y=thx

tangensa

funkcijas
O x

īpašības apgabalā.
• Ja x —> +00, tad thx —> 1;

-1

ja x —> -oc, tad thx —> -1

Taisnes y = 1, y = -1 - grafika

asimptotas.
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Hiperbolisko funkciju formulas

liiperbo-
iskais

X i „
— X

cthx =
x „—x

e — e

iotangenss

cihx =

Siperbo-
iskā

shcc

• D(cth) = (-00; 0) U (0; +00)
• £(cth) = (-00; -1) U (1; +00)
• Nepāra funkcija: cth(-a;) = - cthx

• Dilstoša funkcija abos definīcijas

0 x

totan-

*ensa
-1

?unkcijas apgabala intervālos.

• Ja x —> +00, tad cthrr —> 1;pašības

ja x —»- -00, tad ctha: —> -1;

ja x —> +0, tad cthx —> +00;

ja x —> - 0, tad cthx —» -00

Taisnes y = 1, y = -1 - grafika

asimptotas.

Pamat-

identitātes
thx = , cthx — ? thx • cthcc = 1,

cha? shcc

ch2
a; - sh2

x =1, 1 - th
2

z = —ļ— , cth
2
x — 1 =

—i—
ch x sh x

Hiperbo-
liskās

Funkcija izteikta ar:

Funkcija
funkcijas
izteikšana

sh:r thx cthx

ar citu

± Vcrrrc - 1
thx

hiperbo-
lisko

shx =

Vl - th
2

x
±Jcth 2

x - 1

funkciju
1 cths

chx =

Vl - th
2

x ±Vcth'2 a; - 1

shx yjchrx — 1 1
thrr =

Vsh2

x +1 chx cthrc

yļsh2

x +1 chx 1
Ct\iX =

thxsh:r iVclric -1

("+" zīme, ja x > 0;
CC 55

zīme, ja x < 0)



7.8. Hiperbolisko funkciju inversās funkcijas

7.8. Hiperbolisko funkciju inversas funkcijas

Argumentu sh(a; ± y) = sha; ■ c\iy ± cha: • shu

summas
ch(a: ± j/) = cha; • chy ± sha: • shy

(starpības)
un divkārša .

tha; ± thv
, ,
. 1 ± cthz ■ cthv

th(x ±y) = —, cth(i ± y) =

1 ± tha:• thy ctha: ± ctnjfargumenta

hiperbo-
liskās sh2x = 2shxchx, ch2a; = ch2

a: + sh2
a:

funkcijas
2tha:

. _

1 + cth2
z

th2a: = —. cth2a; =

1 + th
2

a: 2ctha:

Argumenta

puses

hiperbolisko

,
x /cha- - 1

.
x /cha: + 1 <"+" zIme> ja x > 0,

2

=

VT~ ' 2

=

V—2
—

zīme' Ja x < ū)

funkciju

pārveido-
jumi

,
x cha: — 1 sha: , x sha: cha: +1

th- = = . cth- = =

2 sha: cha: + 1 2 cha: -1 sha;

Hiperbo-
lisko

sha: ± shy = •
2 2

cha: - chy = • sh—%
y

2 2

funkciju
_,

x +y .
x —y

cha: + chy = 2ch ch
2 2

ths±thy =

cha; • c\\y
summas,

starpības

pārveido-
jumi

Nosaukums .pzīmējums, pas ai rojumi ustrācija

Lrea y = Arshcc

inuss Funkcija y = Arshx ir funkcijas

y = sha; inversā funkcija:

V

=>y = lnļa; +Vaf+ļj / y=shx

Arshcc = ln ļcc + v^2
+ 1 j I /

vy=Arsha'Area

sinusa

• D(Arsh) = Ē(sh) = (-00; +00)
• E(Arsh) = D(sh) = (-00; +00)

funkcijas • Nepāra funkcija: Arsh(-cc) = -Arshcc

īpašības • Augoša funkcija visa definīcijas x

apgabalā.
• Ja x —>• -ļ-oo, tad Arsha; —>• +00;

ja x —>• -00, tad Arsha: —>■ -oc

Funkcijas ?/ = Arsha: grafiku iegūst,

attēlojot funkcijas y = sha; grafiku
simetriski attiecībā pret taisni y = x.
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īrea y = Archa:

osinuss Funkcija y = Archa; ir funkcijas y = cha;

inversā funkcija:

y =

6

\
e

x = ln{y ± V?/
2 -l) =»

• ja x 0, tad

x = \n(y + yjy
2

-lj
y

?/ = Archa; = ln ļa: + Va; 2
— lļ

2/=cha:

(2->0)

• ja a 0, tad

x = lnļy - vV -1)
y=Avchx

y = Archa: —
— ln ļa; + Va;2

— 1 j
Area

kosinusa

• D(Arch) = £(ch) = [1; +oo)
• E(Arch) = Auouot.(ch) = [0; +co)
• Augoša funkcija visā definīcijas

0\
funkcijas

īpašības apgabalā.
• Ja x —> +oo, tad Archa; —>- +oo

(aplūkots gadījums, kad y 0).

Funkcijas ?/ = Archa; grafiku iegūst,

attēlojot funkcijas y = cha; grafiku

intervāla [0; +oo) simetriski attiecībā

pret taisni y = x
.

Area y = Artha:

tangenss Funkcija y = Artha; ir funkcijas y = tha:

inversā funkcija:

e
x

- e
''

1, 1 + y

y = x = -ln

e
x + e 1 2 1 y

y
?/=Artha;

1, l+ x

=>• u = -ln

2 1-a;

i

I

i-

Artha: = —ln
~*~ X

2 1-a:

Area • D(Arth) = E(th) = (-1; 1)
• £(Arth) = D(th) = (-oo; +oo)
• Nepāra funkcija: Arth( -x) —

-Artha:

• Augoša funkcija visā definīcijas

y=thx

tangensa

funkcijas
O 1

i

X-1
i

f
īpašības l

—rapgabala.
• Ja x —y 1 - 0, tad Artha; -> +oo;

ja a; —> -1 + 0, tad Artha; -> -oo

Funkcijas y = Artha; grafiku iegūst,

attēlojot funkcijas y = thx grafiku
simetriski attiecībā pret taisni y = x.

Taisnes x = -1, x = 1 - grafika

asimptotas.
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īrea y = Arctha:

otangenss Funkcija y = Arctha: ir funkcijas

y = cthx inversā funkcija:

e
x

+ e
x 1. y + 1

?/ = — => x = -ln-

e
x
-e

x 2 y
- 1

1, x + l

y = -ln

2 x-l
y=cthx \ II .* \ y=AvcŪix

Arctha: =
—

ln
X

2 a:-l

Area • L>( Arcth) = £(cth) =

kotangensa

funkcijas

= (-oo; -1) U (1; +oc)
• £(Arcth) = D(cth) =

= (-oo; 0) U (0; +oo)

ļ a:

L

-1

1/īpašības
--1

• Nepāra funkcija:

Arcth(-a:) = -Arctha;

• Dilstoša funkcija abos definīcijas

apgabala intervālos.

• Ja x —> ±oo, tad Arctha: —)• 0;

ja x —)• 1 + 0, tad Arcthx —> +oc;

ja x —»> -1 - 0, tad Arctha; —v -oo

Funkcijas y = Arctha; grafiku iegūst,

attēlojot funkcijas y = ctha; grafiku

simetriski attiecība pret taisni y = x
.

Taisnes x = 1, x = -1 un Oi ass ir

grafika asimptotas.

Inverso

hiperbolisko
Arsha: ± Arshy = +y

2 ± viī+^^j
funkciju

Archa: ± Archy = krcY\[x,y ± V(^
2

— l)(y
2
_ 1))summas

(starpības)

pārveido-

jumi
Artha; ± Arthy = Arth

X V

l±xy

. . . . . .

1 ± xy
Arctha; ± Arcthļ/ = Arcth

x±y
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Inversas hiperboliskas funkcijas izteikšana

ar citām Area funkcijām

Salikta hiperboliskā funkcija, kuras iekšējā funkcija
ir Area funkcija

1

( piemēram, sh(Arshx) = x, th(Arcthx) =
- )

Funkcija izteikta ar:

Funkcija
Arsh Arch Arth Arcth

iArchVZTĪ Arth . X

yjx
2

+ 1

Arcth^±±
Arsha: =

x

iArshvV -1
'

Va:
2

-1
Archa: =

x

Artha: = Arsh
X

=

ylx2
- 1

± Arch
/

_j-=
VI-a:

2

. ; i
Arcth-

x

Arctha: = Arsh , ' =

Va:
2

-1

± Arch ,—-=

Va:2 -1

A ,
1

Arth-
x

u |
n

zīme, ja x > 0, zīme, ja x < 0

Iekšēja f.

Arsha; Archa: Artha: Arctha:

Arēja f.

X 1

sh ± Vx2

-1 Vw ±Vx2
- 1

x

1 X

ch Vx2

+ 1 ±Vx2
- 1

X 1
th

Vr +1 x

cth
Va:2 +1 X 1

x ±Vx2
- 1 X

"+" zīme, ja x > 0; zīme, ja x < 0



8. SKAITĻU VIRKNES. SKAITĻU RINDAS

8.1. Skaitļu virknes

Nosaukums Apzīmējums, paskaidrojumi Piemēri

Skaitļu (x
n

) — (x
ļ,

CC
3

£C
n,

...) (1; 4; 9; ...: n
2; ...)

virkne ( an) = (a
V

ū
2i

fl
3'

fl
n' —) 1 2 3 n

,2' 3" 4n+ 1' '",x
n,

a
n

- virknes locekļi

Skaitļu virkne - funkcija, kuras

argumenta vērtības ir tikai

naturāli skaitļi.
1

2

114
3 4 5

Virknes Analītiska izteiksme, pec kuras katrai cc = n
2

vispārīgais argumenta vērtībai n G N atrod

atbilstošo virknes locekli.
n

loceklis a =

n + 1

Monotonas

virknes

Augošas, dilstošas, neaugošas,
nedilstošas virknes.

• Augoša
virkne

Virkne, kuras katrs loceklis

(sakot ar otro) ir lielāks neka

iepriekšējais loceklis:

(2; 4; 6; 2n; ...)

• Dilstoša Virkne, kuras katrs loceklis
2.

3. 4 n + 1. '
, " 2' 3"

""

ņ ''",virkne (sākot ar otro) ir mazāks neka

iepriekšējais loceklis:

• Neaugoša

sV+;i
VnGN

l 2 3 3 4 5 5 J

Virkne, kurai x„ > x„ , ,
V n G N

' n n + 1

virkne

• Nedilstoša Virkne, kurai x
n

cc
n + 2

V n, G N (2; 2; 4; 6; 6; 8; 10: 10; ...)
virkne

Konstanta

virkne

Virkne, kurai x
?ļ

= C

( C- konstants lielums)

V 77 G N (5; 5; 5; ...; 5; ...)

Oscilējoša Virkne, kurai x
n

< x
n+ v x

n+ļ
> x

n +2

V 3 5 2n-l J
virkne Vai X

n

>
+ V

X
n + 1

< X
n + 2

V 77- G N

No augšas

ierobežota

Virkne, kurai eksistē tāds skaitlis M, 1 2 3 77,

2' 3' 4''"' n + 1" "j '
ka x

n
< M V n G N

virkne

< 1 V n G N

n + 1
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No apakšas

ierobežota

Virkne, kurai eksistē tads skaitlis rn,

ka x
n

~ž m VnGN / 3' 5''"' 2n-l'""]'
virkne

>i VnGN
2n-l 2

Ierobežota No augšas un no apakšas ierobežota
_

_

f 1V'+1 •
b5

4'6'-
a J

2n"T
virkne virkne; virkne, kurai eksistē tads

pozitīvs skaitlis ļi, ka

\x
n
\ ļl V n 6 N

(-1)"
+1

—
<1 V n G N

2n

Virknes lim x
n

—
A

n—>oo lim— - = 1, jo
robeža

Skaitlis A, jakatram pozitīvam
skaitlim e var atrast tādu skaitli AT,

n
—--1 <e, ja
n + 1

ka visiem virknes locekļiem, kuru

kārtas numuri n > N, ir spēkā
nevienādība

n>i-l iV = i-l
\x

n

- A\ < £

Konverģen- Virkne, kurai eksistē galīga robeža.

ta virkne

Diverģenta Virkne, kurai neeksistē galīga robeža. (2; 4; 6; 2n; ...)

virkne lim2n
— oo

n—>oc

Konverģen-
ces nepie-

Ja virkne konverģē, tad tā ir ierobežota

virkne.

ciešamais

nosacījums

Konverģen-
ces pietie-

Veierštrāsa teorēma:

ja virkne ir monotonaun ierobežota,

tad tai eksistē galīga robeža.kamais

nosacījums

Konverģen-

ces nepie-

Bolcano-Košī teorēma:

virknei eksistē galīga robeža tad un

ciešamais tikai tad, ja katram pozitīvam

un pietieka-
mais nosa-

skaitlim e var atrast tadu skaitli N,

ka visiem virknes locekļiem x
n

cījums un x
m,

kuriem n > N un m > N,

ir spēkā nevienādība

\X
n

~ Xm\ < £



8.2. Aritmētiskā progresija

8.2. Aritmētiskā progresija

Nosaukums Apzīmējums, paskaidrojumi Piemēri

Aritmētiskā

progresija
Skaitļu virkne, kuras katru locekli

(sākot ar otro) iegūst, pieskaitot
iepriekšējam loceklim vienu un

to pašu skaitli d.

(3: 7; 11; 15; ...)

a
±

= 3; d = 4

a
2

= 3 + 4 = 7

a
n

= a
n _r

+ d (n 2, n £ N)
a

3
= 7 + 4= 11

Progresijas Skaitlis d
,
kuru pieskaitot progresijas

iepriekšējam loceklim iegūst nākamodiference

locekli.

Augoša Progresija, kura (2; 2.5; 3; 3,5; ...),

progresija a
n

< a
n + l

(n e N) d > 0 d = 0,5 > 0

Dilstoša Progresija, kura (10; 8; 6; 4; ...),
progresija a

n
> a

n + 1 (ne N) d < 0 (i = - 2 < 0

Progresijas

vispārīgā

a
n

= Oļ + (n - 1) • d a
n

= 3 + (n - 1)4

locekļa
formula

Aritmētiskās
_

a
n_!

+ a
n+1 (3; 5; 7; 9; ...)

progresijas 'n

2
_

3+7
_

5+9
5 = ; 7 = ;

2 2
pamat-

īpašība (n 2)

Aritmētiskās (aj + a
?ļ

) •n (2; 5; 8; 2 + (n - 1)3; ...)

progresijas u_
—

2
G

_2-2 + (10-l)-3
ļn_pirmo n

locekļu
jeb

_

2a
x
+ (n - 1) • d

2

summas
= 155

formula n



8. SKAITĻU VIRKNES. SKAITĻU RINDAS

8.3. Ģeometriskā progresija

Nosaukums Apzīmējums, paskaidrojumi Piemēri

Ģeometriska Skaitļu virkne, kuras katru locekli

(sākot ar otro) iegūst, reizinot

iepriekšējo locekli ar vienu un

progresija (3; 6; 12; 24; ...)

to pašu no nulles atšķirīgu
skaitli q.

h == 3; o=2

6
2
- 3 • 2 = 6

&
3
= 6 ■ 2 = 12

Progresijas
kvocients

Skaitlis q, ar kuru reizinot progresijas

iepriekšējo locekli iegūst nākamo locekli.

Augoša

progresija

Progresija, kurā

&n < K
+ 1

(n G N)

(2; 6; 18; ...), q= 3

9>1, ja b, > 0;
(-12; -6; -3; ...), q = \

0 < O < 1, ja b, < 0

Dilstoša Progresija, kurā
(20; 10; 5; ...),

1

progresija K > K
+ i (n E N) =>

0 < q < 1, ja 0l > 0; (-2; -6; -18; ...), 9=3

<7>1, ja Ķ < 0

Progresijas

vispārīgā
K = K • q

n ~ l K = 2-3" -1

locekļa
formula

Ģeometris-
kās progre-

K = h_r b
n+1

(2; 6; 18; 54; ...)

(n 2) 6 2
= 2-18; 182

= 6-54;
...

sijas pamat-

īpašība

Ģeometris-
kās progre-

s =

h-^K

9-1

(3; 6; 12; 3 • 2"
" f

; -)

sijas pirmo
2-1n locekļu jeb

summas

formula
_bl

.(g -l)

q-l
■, ja i* i

S
n

= b
x
- n, ja a = 1

Bezgalīgas
dilstošas ģeo-

S = limS^ M;i;i;4
{ 2 4 8 J

1

? =

2
n—>oo

metriskās

progresijas
locekļu

, = -4-,
1-0

I9 I <1

S .
_L-2

l-±
summa

2



8.4. Skaitļu rindas

8.4. Skaitļu rindas

Nosaukums Apzīmējums, paskaidrojumi Piemēri

Skaitļu Izteiksme, ko iegūst, bezgalīgas skaitļu
virknes locekļus savienojot ar saskai-rinda

tīšanas zīmi.

111 1
- + - + - + ...= V—

2 4 6 f^2n

a
x
+ a

2
+ a

3
+

...
+ a

n

+
...

— a
n

Rindas S1! = a
x

2 4

parcial-
$2 = ū

\
+ Q 2

summas

£>
3 =01 + a

3

S
u

= Oj + a
2

+ o
3

+
...

+ a
n

k =
i

+ i+... +
i

2 4 2n

Rindas Parcialsummu robeža, kad n —> oo :

summa 3C

lim S
n

= S => Yļ a
n

= 5
n—>oo (

Konverģenta Rinda, kuras parcialsummām eksistē Bezgalīgas dilstošas ģeo-

metriskās progresijasrinda galīga robeža.

rinda, piemēram,

-,
1 1 1

1 + - + - + . .. + — + ...

2 4 2

=4> lim6; = 2
•oc

(sk. 142. lpp.)

Diverģenta Rinda, kuras parcialsummam
neeksistē galīga robeža.

Harmoniska rinda:

rinda

2 3 n

limS1
,,

= oo

n—>oo

Rindas R
n

= a
n+l

+ ūn+2
+
-

atlikums Rinda, ko iegūst, ja dotajā rindā "svītro"

pirmos n locekļus.

Ja rinda konverģē un tās summa

H =l

ir S, tad

R
n

= s-s
n

Konver- Ja rinda konverģē, tad tas vispārīga

ģences locekļa robeža ir nulle, kad n oc:

nepiecieša-
mais nosa-

lim a
n

— 0
n—>oc

cījums



8. SKAITĻU VIRKNES. SKAITĻU RINDAS

Pozitīvu skaitļu rindu konverģences pietiekamie nosacījumi

(konverģences kritēriji)

osaukums Apzīmējums, paskaidrojumi Piemēri

Salīdzinā-

šanas

Ja rindām

xx (i), x>n
(2)

»=i «=i

Ē— (i), T- (2)v;' izir y 1

kritērijs Rinda (2) konverģē

(bezgalīgas dilstošas

ģeometriskās progresijas
tad

• rinda (1) konverģē, ja konverģē
rinda (2);

rinda, kurai 6. = -; g = -).
2 2

• rinda (2) diverģē, ja diverģē rinda (1);

• abas rindas konverģē vai diverģē, ja Tā kā < —, tad

n ■ 2" 2"

lim— 1 konverģē arī rinda (1).

>alambera

riterijs

oc

Ja skaitļu rindai XX" (a
n

> 0) eksistē

ra=]

Rinda konverģē, jo
n=l

robeža

= lim
("+ 1i)-

2 "

=lim
a
"+1

= p,

tad
n"°° a

n

• rinda konverģē, ja p < 1;
• rinda diverģē, ja p > 1;
• ar šo kritēriju nevar noteikt

konverģenci, ja p = 1

n+a i,; r 1)
= lim - -lim 1 + — =

,,- >oc 2n 2"^,c l ra>

= 1(1+ 0) = - < 1
2 2

lOŠI
OC

Ja skaitļu rindai XX» (a
n

> 0) eksistē

n=l

Rinda 5l —-—-

riterijs
robeža diverģē, jo

lim nļāT —

p >

n—>oc

tad

|(2n-lY'
,.

2n-l
lim» = lim =

n ) n->oc n

• rinda konverģē, ja p < 1;
• rinda diverģē, ja p > 1;
• ar šo kritēriju nevar noteikt

konverģenci, ja p = 1

= Iim|2 — —] = 2 0 = 2 >1

n-HX>\ n)

ntegralais
OC

Ja skaitļu rindai XX» *r sPēkā

3C "ļ
Rinda /

— konverģē,
tonver-

Jences
nevienādības a

n
a

n + j
> 0 VneN jo konverģē neīstais

criterijs

un a
n

— f(n), kur /(re) ir nepārtraukta
un neaugoša funkcija, tad rinda

konverģē (diverģē), ja konverģē

(diverģē) neīstais integrālis

integrālis f—rdx :
i x

f\dx = lim f\dx =

00 oc

J f(x)dx vai J f{x)dx (a > 0)
1 a

f 11 6 fl )
= lim — = —lim 1 =

= -(0-1) = 1



Maiņzimju rindas

8.4. Skaitļu rindas

Nosau :ums .pzimējums, pas ai rojumi iemēri

Maiņzimju
rinda

Rinda, kuras locekļi ir dažādu zīmju skaitļi.
tT(2n-l)!

Rindas

absolūtā
Maiņzimju rindu

Rinda SC"1)" —

un nosacītā

rr=l
konverģē absolūti,

konverģence
sauc par absolūti konverģentu rindu,

jo konverģē rinda

ja konverģē rinda E(-D"A =t\
n=l

U
n=\

n

Eki (2)

Rindu (1) sauc par

nosacīti konverģentu rindu,

ja šī rindakonverģē, bet diverģē rinda (2).

Alternējoša <h
- a

2
+ a

3
-

... + {-l) n + l
a

n
+ ... i

1 1 1
1--+ + ...+

rinda
Rinda, kuras locekļu zīme mainas

2 3 4

+(-ir-+...
no "+'" uz "-" un no "-" uz "+",

Leibnica

bet a
ti

> 0
n

Ja alternējošai rindai
Rinda fVl)"*1

-kritērijs

(alternējo-
1) lim a

n
= 0 ,

n—�oc

konverģē, jošas rindas 2) a
x

> a
2

> a
3

> ... > a
n

> a
n + x

>

konverģen-
ces pietieka-
mais nosa-

tad rindakonverģē; tās summa S ir

pozitīvs skaitlis, kas mazāks par

1) lim- = 0;
n^oon

cījums)
rindas pirmo locekli, t.i.,

0 < S < a
x

2) - > —— V n e N
n n + 1

Var pierādīt, ka

Alternējošas

£(-l)B+1
- = ln2

Ja alternējošas rindas summu 5" aizstāj ar

rindas

atlikuma

novērtējums

parciālsummu S
n,

tad kļūda irmazākapar

rindas nākamālocekļa a
n + x

moduli:

\R n\ = \S-S
n
\ < \a

n+l\

Aprēķinot ln2 ar

precizitāti, piemēram,
līdz 10 2, jānosaka

locekļu skaits n

parciālsummā S
n ,

t.i.,

jāatrisina nevienādība

kJ"= (-l)" <!0"
2

n+1

=*� n > 99•

Tātadparciālsummā S
n

jāņem 100 locekļi.



8. SKAITĻU VIRKNES. SKAITĻU RINDAS

Konverģentu rindu īpašības

Dažu konverģentu skaitļu rindu summas

= i-I +V i
;+- + (- 1)- +- =

i
n=o

n\ 1! 2! 3! n! c

£eir i =>i-M4 +~.+Mr?.± +...

n=i r* 2 3 4 n

v 1,
i i i i

Sr= I+
2 +?+?+- +

?
+ -= 2

n=a
2 2 2

2

2
3 v ;

2" 3

Ē(-ir+1

9

1 :- =
l-I +

i-1
+

...
+

*

»=i
2n-l 3 5 7 2n-l 4

EA = i +ļ +ļ +ļ+ ...
+
i

+
...

=

»=i » 2
2

3" 4
2

n
2

6

E(- -Ļ
= I_ļ+ļ_ļ + ...

+( _irl +...

=^
n 2

2

3
2

4"
V 1

n
2

12

1 i i i i

tfn(n +l)
+ + +- + +-- 1

y>
1 J_ 11 1 1

+l)~ V 3
+ +"' +

(2n - l)(2n +1)
+

2

V
1 1_ 1 _3

- l)(n +1) ; 1• 3 +2• 4 +3 • 5
+"' +

(n-l)(n +1)
+"' "

4

• Komutativa

īpašība

Ja skaitļu rinda konverģē absolūti, tad, mainot vietām šīs rindas

locekļus, iegūst rindu, kas arī konverģē absolūti, un tai ir tāda

pati summa kā dotajai rindai.

Jaskaitļu rinda konverģē nosacīti (neabsolūti), tad, mainot vietām

tās locekļus, var iegūt rindu, kas konverģē uz citu summu vai arī

• Asociatīva

diverģē.

īpašība

Ja rinda konverģē, tad rinda, ko iegūst, brīvi izraudzītā veidā

grupējot tās locekļus, bet nemainot locekļu kārtību, arī konverģē
un tai ir tāda pati summa kā dotajai rindai.

• Distributīvā

oc

Ja rinda XX» konverģē un tās summa ir S,

īpašība

tad konverģē arī rinda XX'a
»

un tās summa

n=l

00 3C

ir skaitlis kS, t.i., &XX = XX a
»

71=1 71=1



9. FUNKCIJAS ROBEŽA UN NEPĀRTRAUKTĪBA

9.1. Funkcijas robežas jēdziens

un ar to saistītie jautājumi

Nosaukums Apzīmējums, paskaidrojumi Ilustrācija, piemēri

Punkta x
0 Ķtoo)

s - apkārtne
- intervāls to x

o
+ £ )

o

•'ii £

Universāl- V (lasa "katram", "visiem") V x e R ir x
2

+ 1 >0

kvantors
Simbols norāda, ka visiem kopas
elementiempiemīt norādītā īpašība.

Eksistences

kvantors

3 (lasa "eksistē")

Simbols norada, ka kopā eksistē

3 x G Z
,
kuram cc

2
= 169

elements, kuram piemīt norādīta

īpašība.

3! cc e M
,
kuram (x - 2f = 03! (lasa "eksistē tikai viens")

Simbols norada, ka tikai vienam kopas
elementampiemīt norādītā īpašība.

Funkcijas lim/(cc) = A

robežas
y

y=./to.
definīcija

Skaitli A sauc par funkcijas /(cc)

robežu, kad cc —»• a, ja funkcija ir
A(pēc

Heines) definētakada punkta a apkārtne
un katrai argumentu vērtību

virknei

cc
2; cc

3; cc
n
; ...), /to)

kuras robeža ir skaitlis a,

atbilst funkcijas /(cc) vērtību

/to)virkne

(/to); /to); /to); •••; /to); •••)»

kuras robeža ir skaitlis A

(skaitlis a var piederēt pie
x

1
x

2
x

3 x

funkcijas definīcijas apgabala,
bet var arī nepiederēt

definīcijas apgabalam).



9. FUNKCIJAS ROBEŽA UN NEPĀRTRAUKTĪBA

Funkcijas
robežas

Skaitli A sauc par funkcijas f(x)

robežu, kad x —>• a, ja funkcija ir

definīcija definētakādā punkta a apkārtnē

(a var piederēt pie funkcijas

definīcijas apgabala, bet var arī

(pec Koši)

nepiederēt) un katram pozitīvam

! \rc.ljn)

iz
i a-i-b x

skaitlim e var atrast tadu

pozitīvu skaitli <5, ka visam x vēr- A-e

tībām, kuram

\x - a\ < 6, (x a),

ir spēkā nevienādība

\f(x) -A\<e

Definīcijas saīsināts pieraksts:

lim f(x) = A,
x—ya

ja
a-6

V e>0 3 <5 > 0, ka V x, kuriem

\x - a\ < S (x vt a) ir \f(x) - A\ < e

jeb, izmantojot apkārtnes jēdzienu,

V U
£
(A) 3 U

s
(a),ka

V x€U
s
(a), => f(x)eU

Ē
{A)

Kreisas lim/(cc) = A jeb lim f(x) = A
x—>b ' x—*b—0

2/4

puses
x<b

robeža

Funkcija ir definētaintervāla

(a; 6), a < 6 un V e > 0 3 6 > 0
,

r

5

i

i

i

ka V x < b
,

kuriem 6 cc < <5
,

ir

- Aj < E

..abas limf(x) —
A jeb lim f(x) = A

x —Mi ' x—>a+0

�uses

obeža
x>a

Funkcija ir definēta intervālā

(a; 6), a < b un V e > 0 3 <5 > 0
,

f(x) —

A-zi ļ !j
ka V x > a

,
kuriem cc - a < <5, ir

\f(x) ~A\<s
a a+8 b x

robežas

ksistences

3 lim f(x) = A
, ja

y=f(x)

Losacījums
tunktā x

0

lim f(x) = lim f(x) — A
A

x
0



9.1. Funkcijas robežas jēdziens un ar to saistītie jautājumi

Funkcijas lim /(cc) = A, lim /(cc) = A
x—>+oc x—oc

robeža, kad
Skaitli A sauc par funkcijas robežu,

kad cc —> +oc, ja funkcija ir defi-
A+z

x —> +oo

vai cc —> -oo
nēta kādā intervālā (a; +oo) un

katram pozitīvam skaitlim £ var

atrast tādu skaitli N, ka ar visām

cc vērtībām, kas lielākas nekā N,

f(x)eU
z
(A)

ir spēkā nevienādība

\f(x) ~A\<6

jeb / ! cr>iV

0/ N x
V U

£
{A) 3 iV, ka V s>iV

f(x) G U
e
(A)

Analogi definē lim f(x) = A .
x—»—oc

Bezgalīgi \imf(x) = +oc, lim/(cc) = —oc

iela y
k

'unkcija,
tad cc —»• a

Funkciju sauc par bezgalīgi lielu

funkciju, kad cc —� a (jeb - funk-

cijas robeža ir bezgalība), ja
katram pozitīvam skaitlim M var

\f(x)\>M I

ri
O /a-b

-M—

lļ

J
—i

!
c

1

eU
d(a)

atrast tadu pozitīvu skaitli 6, ka a+5/
ar visam cc vērtībām, kuram

ļcc - a\ < 6 (cc a),
ir spēkā nevienādība

> M

jeb

VM>0 3 1/5(0) ,
ka V x G U

§ {a) =>

|/(x)| >M

bezgalīgi Funkciju sauc par bezgalīgi mazu

funkciju, ja tās robeža ir 0, kad

cc —> a vai cc —> oc.

y

naza
ļima(cc)=0

unkcija,
x-~a

tad x —> a

?ai x —> oo

Bezgalīgi mazas funkcijas parasti

apzīmē ar a(cc), /3(cc), j(x).
a

lima(cc) = 0
x—>a

Sakarība

starp bez-
• Ja lima(cc) = 0, tad lim—-—

= oo

x->a x-*a a.(x)
galīgi mazu

funkciju un

bezgalīgi
• Ja lim f(x) = cc , tad lim

—i—
= 0

f(x )
ļima (cc)=0
X—hoo

lielu
(Šajās izteiksmes a vieta var but arī

funkciju
+oo vai -oo.)



9. FUNKCIJAS ROBEŽA UN NEPĀRTRAUKTĪBA

Bezgalīgi © Divu vai vairāku (galīga skaita) bezgalīgi mazu funkciju summa

ir bezgalīgi maza funkcija:nazu

'unkciju ja limo(.r) = 0 un \\mj3(x) = 0 , tad

pašības

lim(o(.x) ± 0(xj) = 0

© Bezgalīgi mazas funkcijas reizinājums ar ierobežotu funkciju
ir bezgalīgi maza funkcija:

ja \ima(x) = 0 un \f(x)\ < M VxGf/(a), tad

\im(a(x)-f{x))=0

© Bezgalīgi mazas funkcijas reizinājums ar konstantu lielumu

ir bezgalīgi maza funkcija:

ja limo(a;) = 0 un C- const, tad
x—>a

lim(C ■ a{x)) = 0

© Divu vai vairāku bezgalīgi mazu funkciju reizinājums ir bezgalīgi
maza funkcija:

ja lima(x) = 0 un lim/3(x) = 0
,

tad

lim(o:(rr) •(3{x)) = 0

© Bezgalīgi mazas funkcijas dalījums ar funkciju, kuras robeža

nav nulle, ir bezgalīgi maza funkcija:

ja limo(.T) = 0 un lim/(x) = A 0
,

tad

— f(x)

Piezīme. Šajās izteiksmes a vieta var but ari +oo vai oo

Sakarība Skaitlis A ir funkcijas f(x) robeža, kad x —>- a (vai x —> oo),

starp

funkcijas

tad un tad, ja

f(x) - A = ct{x),
robežu un kur a(x) - bezgalīgi maza funkcija, kad x —> a (vai x —>■ oo).
bezgalīgi
mazu \iuif(x) = A O f(x) = A + a(x)

x—>afunkciju

Bezgalīgi • Bezgalīgi mazas funkcijas a(x) un /3(x) sauc par vienādas kārtas

nazu
_

ot(x\
bezgalīgi mazam funkcijām, kad x —> a, ja lim—— = C jt 0 ;

(j(jA
lieto apzīmējumu:

'unkciju
jalīdzi-

īašana
a(x) = 0((3(x)), x a

• Bezgalīgi mazas funkcijas a(x) un (3(x) sauc par ekvivalentām

ol(x\
bezgalīgi mazām funkcijām, kad x —> a, ja lim = 1 ;

x^a p(x)
lieto apzīmējumu:

a(x) ~ B(x) ,
x —> a
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• Bezgalīgi mazu funkciju a(x) sauc par augstākas kārtas bezgalīgi

ol(x\
mazu funkciju nekā (3{x), kad x —>■ a, ja lim

= 0 ;
x-+a (3(x)

lieto apzīmējumu:

a.(x) — o (3{x)), x —> a

Funkciju Ja eksistē robežas lim/(x) un limo(rr), tad

robežu

īpašības © iim(/(x) ± g(x)) = limf(x) ± hmg(x)

© Iim(/(z) • g(x)) = lim/(x) • \img(x)

f(x)
lim/( x) / \

© hm = [\img(x)*0)
g(x) hmg(x) \«— '

© \im(C ■ f(x)) = C Aimfķ) (C - const)

© Ja f{x) < g(x) V x e U{a), tad lim/(rc) < limg(x)

©Ja f{x) g{x) h(x) VxeU{a) un lim/(x) = lunh(x) = Ā,

tad limo(rr) = A

Piezīme. Šajās izteiksmēs a vietā var būt arī +oc vai oo

Nenoteik-
f(x) 0

© Ja \imf(x) = \img(x) = 0 , tad lim sauc par nenoteiktību -

,

tības

kad x —> a

f(x) 00

© Ja lim/(rr) = l\mg(x) = oc , tad lim—— sauc par nenoteiktību —

,

kad x —>■ a

© Ja lim/(x) = 0 un limo(j;) = oo , tad lim(/(:r) • g(x)) sauc par

nenoteiktību 0 • oc,
kad x —» a

©Ja lim/(a;) = +oo un \img(x) =+oo
,

tad \im(f(x) - g(x)) sauc par

nenoteiktību oc -

oo, kad x —> a

©Ja lim/(a;) = l un limo(x) = oo, tad lim(/(a:)'' (0 ) sauc par

nenoteiktību 1°% kad x —>■ a

©Ja lim/(x) = 0 un limo(x) = 0, tad lim(/(x)'/(,) ) sauc par

nenoteiktību 0°, kad x —> a

(Šajās izteiksmes a vieta var but ari +oc vai -oo)
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9. FUNKCIJAS ROBEŽA UN NEPĀRTRAUKTĪBA

Pirmā

ievērojama

sin x
lim = 1
X-+Q x

..
tga; :

..
arcsina;

1 n
. arctga;

lim = 1, lim = 1, hm —
= \ =4>

robeža
ja x —>■ 0, tad x- ~ sin x ~ tg 33 ~ arcsin 33 ~ arctg 33

Otrā

ievērojama
lim 1 + -

—

e =4>

i

lim(l + 33) 3 = e
x—>0

(e = 2,71828...)

robeža;

skaitlis e

Dažu

funkciju

771

lim(l + kxy = e
km

no

/ i \mx

lim 1 + - =e
fcm

x—>ooļ x

robežas,

kuras iegūst
no otras

Um
Mi±^)

=1

33

lim
log

a(l + x)
=

J_
*-+ū cc ln a

ievērojamās
robežas

Hm = 1
x^0

lim = m a

x—>0 23

lim = a

33"
lim — = 0

x-++oo e
x

Nosaukums Apzīmējums, paskaidrojumi Ilustrācija, piemēri

Argumenta Ax

pieaugums Starpība starp divām argumenta
vērtībām x

ļ
un x

0:

Ax — x
x

— x
0

x
ļ
= x

0
+ Ax

f(x0+Ax)

/ ļ Ay=Af(x0)

Af(x
0
), Ay

x
0Funkcijas

pieaugums

punktā x
0

Starpība starp divām funkcijas
vērtībām f(x x ) un/(x0 ): X

0 x
ļ
=x

0
+Ax X

Af(x
0
) = f(Xl)-f(x0

) &

&f{x
0

) = f(x0
+Ax)-f(x

0
)

Funkcijas A/(x) = /(x + Ax)-/(x) f(x) = X
2

pieauguma
formula

jeb A/(x) = (x + Ai) 2
- X

2
=

Ay = y(x + Ax) - y(x) = x
2

+ 2x Ax + Ax
2

- x
2

=

== 2x Ax + Ax
2



9.2. Funkcijas nepārtrauktība

Nepār- Funkciju f(x) sauc par nepārtrauktu

punktā x
0, ja

• f(x) ir definētapunktā x
0

traukta

funkcija

punktā x0
un

• lim f{x) = f(x
0

)
X—>Xq

/(*o)

Ekvivalents apgalvojums: f(x) ir nepār-
traukta punktā x0, ja bezgalīgi mazam

i i

i Ax i
1" "i

x
0

X

argumenta pieaugumam Ax punktā x
0

atbilst bezgalīgi mazs funkcijas

pieaugums Af(xQ).

Tātad

limf(x) = f(x
0

) & lim Af(x
0

) = 0
x—>Xq Ax—>0

Nepār- Funkcija, kas ir nepārtraukta visos

intervāla punktos.

I

I I

traukta

funkcija
intervālā

(a; b)

b x

Pirmā

veida

Punkts xQ, ja vienpusējās robežas, kad

x —> x0
ir galīgas, bet V

pārtrau-
kuma

punkts
• punkta x

Q funkcija nav definēta

vai

x
0

X

I
• lim f(x) lim f(x)

I-H„-0 1—21,+0 /(*„)

vai

Ļ
x

0
x

y

x
0



9. FUNKCIJAS ROBEŽA UN NEPĀRTRAUKTĪBA

>tra veida

ārtrauku-

Punkts x
Q, ja vismaz viena no

vienpusējām robežām, kad x —> x
0

V

I

īa punkts nav galīga:

• lim f(x) = oc
un lim f(x) = A

x—>x,,+0 x ~>xv
0

vai

• lim f(x) = A un lim f(x) = oc

I—>3ņ+0 X—>X„—0

x
Q

X

vai y

\\
• lim f(x) — co un lim /(cc) = oo

x-*x„-o

Piezīme. Šaja definīcijā
simbola "oc" vietā var būt gan "+ oc",

gan
"- oc" fo

il

x

Nepār- © Ja/(.x) un h(x) ir nepārtrauktas

funkcijas punktā x
0,

tad šajā

punktā ir nepārtrauktas funkcijas

y = ax
2

- nepārtr. f.

trauktu
y = bx + c - nepartr. f.

funkciju

īpašības
f(x)±h(x)- f(x)-h(x); y = ax'2 + bx -H "c

- nepārtr. f.

© Ja y = f(x) ir nepārtraukta funkcija
j/ = e' - nepārtr. f.

punktā xQ un tai eksistē inversa

funkcija x— ip(y), tad inversā

funkcija ir nepārtraukta

=4>

z = lm/ - nepartr. f.

punktā yQ
= f(x0).

©Ja u = o(.r) ir nepārtraukta funk-
y = - nepārtr. f.

cija punktā xQ
un y = f( u) ir nepār-

traukta funkcija punktā u0
= g(x

0
),

tad saliktā funkcija y = f(g(x)) ir

u —
1 + cc

2
- nepartr. f.

nepārtraukta punkta x0. ž/ — Vl +
- nepārtr. f.

© Katra elementāra funkcija ir nepār-

traukta šis funkcijas definīcijas

apgabalā.

Veierštrāsa Ja funkcija y = f(x) ir nepārtraukta
slēgtā intervālā [a; b], tad tā ir

ierobežota funkcija šajā intervālā un

vismaz vienā intervāla punktā

y

teorēma
M

(par nepār-

trauktām

funkcijām) sasniedz savu minimālo vērtību ra,

un vismaz viena intervāla punkta
sasniedz savu maksimālo vērtību M.

///

a c b x

m = /(a), M=f(c)



9.2. Funkcijas nepārtrauktība

Košī

teorēmas

(par nepār-
trauktām

1. Ja funkcija ir nepārtraukta slēgtā
intervālā [a: b] un vienā no inter-

vāla galapunktiem funkcijas vērtība

ir pozitīva, bet otrā galapunktā -

negatīva, tad vismaz vienā intervāla

iekšējā punktā funkcijas vērtība ir

y

f(a) '//(•'•)

funkcijām)

nulle.

Piezīme. Šo teorēmu izmanto,

U <> c\]b x

f(b)\ *

tuvināti atrisinot vienādojumu

f(x) = 0, lai atdalītu ši vienādojuma
reālās saknes.

f(a) > 0, f(b) < 0, f[c) = 0

2. Ja funkcija ir nepārtraukta slēgtā
intervālā [a: b] un intervāla gala-
punktos funkcijas vērtības nav

f(b)

f(a)—f | ļ
i t

vienādas, tad šajā intervālā funkcija

pieņem jebkuru starpvertibu starp
vērtībām intervāla galos. /(«)

O a c ļ) x

/(«: < C< f(b), C=/(c)



10. FUNKCIJAS ATVASINĀJUMS, DIFERENCIĀLIS

UN TO LIETOJUMI

10.1. Atvasinājuma jēdziens un ar to saistītie jautājumi

Nosaukums Apzīmējums, paskaidrojumi Ilustrācija, piemēri

Atvasinā-

jums
m = *

2

Af(x) = (x + Aa:) 2
- x

2
=

= 2x • Ai + Aa:
2punkta x

0

f'(x
0
) = lim =

lim/fo+Aap-M)
_

2a:Ax + Aa:2
_

— mii —

- funkcijas pieauguma un argumenta

— mu —

A.,-o Aa:

pieauguma attiecības robežapunktā = lim (2a: + Az) = 2x
A;i:->0

x
0,

kad Acc —>■ 0

Funkcijas
atvasināša-

Atvasinājuma atrašana.

na jeb dife-

rencēšana

Atvasinā-

juma

• Ja x = x(t) ir materiālapunkta koordi-

nāta x atkarībā no laika taisnvirziena

Vienmērīgi paātrināta
kustībā noietais ceļš

fizikāla kustībā, tad šīs funkcijas atvasinājums
ir punkta momentānaisātrums

at
2

nozīme

(precīzāk - ātruma vektora projekcija uz

0x ass), t.i.,

2

Kustības momentānais

v = x'(t) jeb v = —

dt

ātrums

(Lieto arī apzīmējumu v = x(t) )

( ±2\l
at a

( ,2V ,
v —

— = -(r) = at

{ 2 j 2
V 1

• Ja v = v(t) ir taisnvirziena kustības

ātrums atkarībā no laika, tadšīs funkcijas

atvasinājums ir kustības paātrinā-

jums, t.i.,

dv

a = v'(t) jeb a —
—

dt

• Vispārīgā nozīmē: ja funkcija, kuras

arguments ir laiks, apraksta kādu

procesu, tad funkcijas atvasinājums
ir procesa norises ātrums.

Atvasinā- f'(X{) ) = k = tga> y

juma ģeo-
metriskā

Funkcijas atvasinājums punktā x
0

ir vienāds ar pieskares, kas novilkta

funkcijas grafikam punktā (x0; f[x0))nozīme

virzienakoeficientu.

U

X



10.1. Atvasinājuma jēdziens un ar to saistītie jautājumi

Grafika

pieskares

y = fM + f'{x
0
){x-x

0
)

y pieskare

vienādo-

jums

Grafika
y = f(x

0
)--^—r-(x-x

Q
)

/(*«,)

i \ normale
normāles

vienādo-

jums Līnijas normāle punktā M
0

ir taisne,

kas iet caur punktu M
0

un ir perpen-

dikulāra šai punktā novilktai līnijas x
0 x

pieskarei.

Atvasinā-

jumaeksis-

tence

Funkcijai eksistē galīgs

atvasinājums punktā x
Q,

ja

Fun

atvj

meijai neeksistē

.sinājums punktā x
0
:

(diferen- V

cēj amiba)

2) lim
A/to)_

lim
AQ5>)

jeb

f(x0 +0) = /
,

(a;0 -0) x
{) x

f(x
0

) = oc

Atvasinā-

juma eksis-

tences

Ja funkcijai punktā cc
0
eksistē

atvasinājums, tad funkcija šajā

punktā ir nepārtraukta.

nepiecieša-
mais nosa-

Nepārtrauktība ir atvasinājuma
eksistences nepieciešams nosacī-

jums, bet nav pietiekams nosacī-

jums, t.i., funkcijas pārtraukuma

punktā atvasinājums neeksistē, bet

nepārtrauktība kādā punktā negarantē

i

icījums

cc

f(a:
o
+0)^fK-0)

atvasinājuma eksistenci. f ļ
i

i

/ i
i

O

Xq ārtraukumapunkts

Augstāku
kārtu atva-

72

2. kārtas atvasinājums: f"(x) = (f'(x))' jeb y", y
{2
\ —f

dx

sinājumi
3. kārtas atvasinājums: f"'(x) = (/"(&))' jeb y"\ y

(:i
\

dar

77/

n-tās kārtas atvasinājums: /"'(a;) = if{"~1> (x))' jeb?/
1'0, —-



10.2. Diferencējamu funkciju atvasināšanas likumi

10. FUNKCIJAS ATVASINĀJUMS, DIFERENCIĀLIS UN TO LIETOJUMI

Nosaukums Apzīmējums, paskaidrojumi, kārtula

Funkcijas Ja f(x) = x, tad /'(*) = 1 jeb x' = l

argumenta

atvasinājums

Konstantas Ja f{x) = C (C- const), tad f'(x) = 0 jeb C' = 0

funkcijas

atvasinājums

Funkciju Ja eksistē atvasinājumi u'(x) un v'(x), tad ■

summas, (u(x) ± v(x))' = u'(x) ± v'(x) jeb (u ± v)' = u' ± v'
starpības

atvasinājums

Funkciju

reizinājuma

Ja eksistē atvasinājumi u'(x) un v'(x), tad

(u(x) ■ v(x))' = u'{x) ■ v(x) + u(x) ■ v'(x) jeb (uv)' —
u'v + uv'

atvasinājums
Secinājumi: (C • u)' = C • u'

(u ■ v ■ w)' = u'-v-w+u-v'-w+u-v-w'

Funkciju Ja eksistē atvasinājumi u'(x) un v'(x), tad

dalījuma
u(x) ļ

'

_

u'(x) ■ v(x) — u(x) ■ v'(x)

v(x)j v
2

(x)

(u)' u'v — uv'
jeb - = —

\v) V

(v(x) m 0)
atvasinājums

(l) f

_

vi

Secinājums: — —

t

\X) X

Saliktas Ja funkcijai u = g(x) eksistē atvasinājums u
x

'
= g'(x) un funkcijai

funkcijas

atvasinājums y = f(u) eksistē atvasinājums yj = f'(u), tad saliktas funkcijas

V = f{9( x)) atvasinājums:

Vj = (f(9(x))V = fM*)) •9j(x) jeb y x

'= yj •uj

Inversas Ja funkcijai y = f(x) eksistē inversā funkcija x — ip(y) un

punktā x eksistē atvasinājums y' = f'(x) 0, tad inversās

funkcijas atvasinājums

funkcijas

atvasinājums

Paramet-

(x
= x(t)

y
_ ,

riska veida

dotas

funkcijas
kur x = x(t) ir monotona funkcija un eksistē atvasinājumi

atvasinājums
x

t

'
= x'(t) 0, y

t

'
= y'(t), tad funkcijas y = f(x) atvasinājums



10.2. Diferencējamu funkciju atvasināšanas likumi

Apslēptā
veidā dotas

Ja ar vienādojumu F(x\ y) = 0 ir definēta nepārtraukta funkcija

y = f(x) un eksistē atvasinājumi F/(x: y). F
y
'(x; y) 0

,
tad

funkcijas
atvasinā-

funkcijas y = f{x) atvasinājums V
x ——777

jums

Funkcijas

(u(x)) v ( x)

Ja eksistē atvasinājumi u'(x) un v'(x), kur u(x) > 0, tad funkcijas

atvasinā- y = atvasinājums j/' = (u(x)Y
ix)

v'(x) • ln it(a:) + v(x) •

U

{ u\x)jums

Augstāku
kārtu

• (C = C • uW

• (u ± v)(n) = u
(n) ± v

{n)

atva-
• (u • v)in)

= u
(n)

• v +cy
n-%' + c>(n-v2) + c;y-

3v3)
+ ...+«•v

{n},sināšanas

kārtulas
kur C"' =

—^'"(n
—

711
(Leibnica formula)

1-2 ■ 3-...vm

\x = x(t)
• Ja funkcija y = f(x) ir uzdota parametriska veida \ ,

tad

// / / //
\y = y(t)

,// _

Vu ' x
t Vt ' x

tt

Grafiskā

atvasi-

nāšana

- metode atvasinājuma f'{x) grafika konstruēšanai pēc

funkcijas f(x) grafika.
Metodes pamatā ir atvasinājuma ģeometriskā interpretācija.

Konstrukcijas plāns
1. Uz funkcijas f[x) grafika G(f) atzīmē brīvi izraudzītus punktus

M
v

M.
2, M

3,
M

T1,
kuriem atbilst 0x ass punkti x

v

2. Uz 0x ass atzīmē punktu P(-l; 0).
3. Punktos M

1?
M

2, M
3, ....

M
n

novelk funkcijas grafikam pieskares.
4. Novelk taisnes nogriezni PA

2 paralēli punktā M
x vilktajai pieskarei.

5. No punkta paralēli Oz asij novelk taisnes nogriezi A
X
N

X.
Punkts N

x
pieder funkcijas atvasinājuma f'(x) grafikam G(f).

6. So konstrukciju atkārtojot ar pārējos funkcijas f(x) grafika

punktos M
2, M

3, M
tl

vilktajām pieskarēm, iegūst atvasinājuma

grafika punktus N
2:

N
3, N

n
.

G(fKj Piezīme.

2\l 1/ Lai konstruētu pieskari
/ funkcijas grafika punktā M

t ,

\ 1

y,
/\ šajā punktā vispirms novelk

! \M m ! grafika normāli. To iegūst

i T^^^-r"^5 ! 1 ar taisnstūrveida spogulīša

/ | \ ļ \~~/\N-t palīdzību, ko pieliek punktā

} ' zs*n i perpendikulāri zīmēju-

j. |-
4

| ma plaknei un pagriež tā,

_ļV\T f,
s 7, x

r>
x lai grafiks atspoguļotos bez

A
P/s

\4,
__

i /N 2
lauzuma; tad spogulis ir

/ vērsts pa grafika normāli

'K G(f')
punktā A/-. Pieskare šajā

\ \/ —punktā ir normālei

4i

A_ -ļ
N perpendikulāra taisne.
N

x



10.3. Atvasināšanas formulas

10. FUNKCIJAS ATVASINĀJUMS, DIFERENCIĀLIS UN TO LIETOJUMI

Nosaukums Vienkārša funkcija Salikta funkcija

ļ y = f(x), y' = f'(x) ] y
— f(u), kur u = u(a;)

v.'= /.'(«) •«.'(*)

Pakāpes

funkcijas
{xa Y = ctx

(X ~ 1 (u" )/ = au"
1

• uj

atvasinājums

Eksponent-

funkcijas

(ax)' — a
x lna (a")/ = a"Ina • uj

atvasinājums (ex)' = e
x

(e")/ = e"-uj

Logaritmiskas

funkcijas
(Ina;)' = - {inui = -- u;

x u

atvasinājums

(log
u

xY = -

1
-

xm a

(log. u)/ = —— • uj
urna

Trigonometrisko

funkciju

(sina;)' = cosa; (sinu)/ = cosm • uj

atvasinājumi (cosa;)' = - sina; (cosm)/ = —šinu■ uj

(tgx)' = -Ļ-
cos X

(tgu),' =

cos u

(ctgx)' =

sin x

(ctgu)/ =-—i- -w/
sm m

Ciklometrisko
(arcsina;) 7

= . *

4ī^
(arcsirm)/ = . • ujfunkciju

atvasinājumi

(arccos x)' — . (arccosu =
—. • u

(arctga;)' = ——

1 + x

(arctgu)/ = ——- ■ u
'

1 + u

(arcctga?)' = ļ—■
1 + 33

(arcctgw) '
= —- ■ u

'

1 + u"

Hiperbolisko
funkciju

(sha;)' = cha; (shu)./ = chu• uj

atvasinājumi (cha;)' = sha; (chu)/ = shw • w.'

(thaj)' = -Ļ-
ch'x

(thu)/ =

cn"w

sh x

(cthu)/ =--i--
Wi

sn «



10.4. Funkcijas diferenciālis

10.4. Funkcijas diferenciālis

Nosaukums Apzīmējums, pas rojumi lustrācija, piemēri

Funkcijas

y = f{x)
diferen-

dy — y' • dx = f'(x)dx

Ja funkcijai y = f(x) eksistē atvasi- Ja f(x) = x
2

,
tad

nājums f'(x
0
), tad funkcijas pieaugumu Af(x) = 2x ■ Ax + Aoč2

,

ciālis
A/fo) = /fo+Ax)-/fo)

var izteikt šadi:

kur Aa5
= o(2a: • Ax), kad

Ax -> 0, bet 2x = f(x)

Af{x
0 ) = f'(x0

)- Ax+a-Ax, Tātad df(x) = 2x ■ Ax

kur a - bezgalīgi mazs lielums, kad jeb 07(2;) = 2x ■ dx

Aa: 0.

Izteiksme f'{x
0
) ■ Ax ir funkcijas

pieauguma galvenā daļa, bet a ■ Ax ir

augstākas kārtas bezgalīgi mazs lielums

y = cosa: dy = d(cosx),

dy = (cosx)'dx =

= - sina; • dx

nekā galvenā daļa, kad Aa: —> 0 .
Par funkcijas diferenciāli sauc

funkcijas pieauguma galveno daļu,
kas ir lineāra attiecībā pret

argumenta pieaugumu Aa?;

y=2* =* dy= d{2%

dy = {2x)'dx =

= 2 X ■ ln2 ■ dx

apzīmē: df(x), dy

Tātad
y = Jl + x k>

df(x
0

) -f'{x0)Ax, dy= y'Ax

Diferenciāļa pieraksta Aa: vietā parasti
lieto apzīmējumu dx, ko sauc par

argumenta diferenciāli. Tātad

dy = (jl +~xj'dx =

dx

dfixo) = f'i xQ) dX dy = y'dx =>
2yJl + X

fM =m., y-=
dJ>

dx dx

Piezīme: Aa: = dx, bet Ay « dy

Diferen- Funkcijas diferenciālis df(x
Q
) ir

vienāds ar funkcijas grafikam

punktā M
0(x0; f{x0)) novilktās

pieskares punkta ordinātas

ciāļa ģeo-
metriskā

nozīme

pieaugumu, ja šī punkta abscisa x
0

ir izmainīta (palielināta vai samazināta)

par lielumu Ax.

Ieliektai funkcijai df(x
0
) < Af(x

Q
),

izliektai funkcijai df(x0 ) > Af(x0 )

M
0 df(xa

)

i

i

i

i

x
() x

Q+Ax x

Diferen-
• d(u +_ v) = du -\z dv c?(sina: + cosa:) =

ciāļa

īpašības • d(uv) = vdu + udv

= (sina: + cosx)'dx =

= (cosa: - sinx)dx =

Ju) v du — u dv
• d\- =

2

= cosa: dx - sina: dx
—

= d(sinx) + d(cosx)

• d( Cu) = C du ( C- const)



10. FUNKCIJAS ATVASINĀJUMS, DIFERENCIĀLIS UN TO LIETOJUMI

Diferen-

ciāļa

Diferenciāļa forma (izteiksme)

ir invarianta, t.i., nav atkarīga no tā,

y = sina;,

dy = (smx)'dx =

formas vai funkcijas arguments ir neatkarīgs

mainīgs lielums vai arī tas ir kāda cita

= cosx ■ dx

invariance

mainīga lieluma funkcija. Ja y = sinu, kur

Vienkāršai funkcijai y = f(x) diferenciāļa u = Jx ,
tad

izteiksme:
d?/ = (sinVāT)' • da: =

dy = f
x
{x)dx

Ari saliktai funkcijai y = f(u), kur u = u(x),
ir analoga diferenciāļa izteiksme:

= cosVx • (Vā7 )' •dx =

— cosm • du

dy = f
u
{u)du

Diferen- • Funkcijas pieauguma tuvināta Ja f(x) = Vā7

,

ciāļa aprēķināšana x
0

= 4. Ax = 0,2. tad

Af(x
{)) * df(x

u
) =lietojumi A/to) = f(x

Q
+ Aas) - f(xQ ) »

« 4fK) = /'to)Acc,
= f

f{x
i]
)-Ax = -

i
—-Ax =

ja Aa; modulis ir pietiekami mazs skaitlis.

= +=.0,2 = 0,05

• Funkcijas vērtības tuvināta VĪ7 « ?

aprēķināšana VĪ7 = V16 + 1, = Vā7

f(x
0
+ Ax) = f(x

0
) + Af(x0) »

x
()

= 16, Aa: = 1, /(a;
0

) = 4
« /(cc

0
) + d/(cc

0
) =

= /K) + /'(a^Aa, d/fo) = —L=.l = 0.125
"; 2VĪ6

ja Aa; modulis ir pietiekami mazs skaitlis.

VĪ7 + 0,125 = 4,125

lUgstāku
ārtu

Nosacījumi: y = f(x)
1) nav salikta funkcija,
2) eksistē atvasinājumi

/'(*), f(x), /(3)(4; fi»)(x)

iferenciāļi

y = sina;

2. kārtas diferenciālis: %j = cosa;, y" = - sina;,

d2

y = d(dy) = d(f(x)dx) = f'{x)dx* ==> d2
y = - sina; • da:

2

dx
ž/ = Ina;, y' = -

3. kārtas diferenciālis: a;

d*y= d(d 2 y) = d(f"(x)dx 2 ) =

a; a;
= => ./' ;S.ri

dar

n-tas kārtas diferenciālis: d
3

y = \dx3

x
dn

y = d(d n l

y) = d(f n l

\x)dx n l) ==

= fW(x)dx« => /('!, (a:) =
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10.5. Teorēmas par diferencējamam funkcijām

Nosaukums Apzīmējums, paskaidrojumi Ilustrācija, piemēri

Ferma Ja y

teorēma 1) punkts c ir intervāla [o; b]

iekšējais punkts,
2) funkcijai f(x) punktā c ir

!
vislielākā vērtība vai arī

vismazākā vērtība šajā intervālā,

3) eksistē atvasinājums f(c),
tad a c b x

f(c) = 0 f(c) = 0

Rolla Ja

teorēma 1) /(i) ir nepārtraukta funkcija
y

slēgta intervālā [a: b],

f(a)=f(b)2) eksistē atvasinājums f'(x) visos

intervāla (a; 6) punktos,

3)/(a) = /(&),
tad intervālā (a; b) eksistē vismaz viens

punkts c, kurā

0 a Cj c
2 ,6

f'(c) = 0 f(<h) = 0,/(c2) = 0

Lagranža Ja

1) /(ij ir nepārtraukta funkcija slēgtā
intervālā [a: b],

2) eksistē atvasinājums f'{x) visos

intervāla (a: 6) punktos,
tad intervālā (a: 6) eksistē vismaz viens

punkts c, kurā

V
teorēma

/(&)"

-f(a)

f'(c)-
m ~ f[a} a ° b

6-a 1 1, b-a J

Lagranža

galīgo

f(b) f[a) =f'(c){b- a)

Ja o, = i b = x + Ai,

pieaugumu
formula

tad b - a = Ax, f(b) - f(a) = f(x + Ax) - f(x) = Af(x) =>

A/(x) = f(c) • Aa;. kur c G (x; i + Ai)

Koši Ja

teorēma 1) f(x) un g(x) ir nepārtrauktas funkcijas slēgta intervāla [a; 6],
2) eksistē atvasinājumi/'(i) un o'(i) intervālā (o; 6),
3) visos intervāla punktos 0,

tad intervālā (a: 6) eksistē vismaz viens punkts c, kurā

f'(c)
_

f(b)-f(a)

g{b) - g{a)
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Lopitāla Ja

ļim
g -e~'

_
roļ

_™

ln(l + z)
~' oj ~teorēma

(kārtula)

1) funkcijām /(i) un eksistē

atvasinājums kādā punkta a apkārtnē

(izņemot varbūt pašu punktu a),

2) visos šīs apkārtnes punktos g\x) 0,

3) lim/(z) = 0, = 0
(ln(l + x))'

vai

1 1lim f(x) = oo, lim g(x) = oo
,

V+x

f'(x)
4) eksistē robeža lim—— ,

f-* g'(x)

tad

limM
= lim

/M

Teilora

formula

Ja funkcijai f(x) kādā punkta x
0

apkārtnē (ieskaitot pašu šo punktu)
eksistē atvasinājumi f'{x), f", fi")(x), tad visiem x no šīs apkārtnes

kur R
n
{x) -Teilora formulas atlikuma loceklis;

f[n+1] (c)

(n + 1)!

(atlikuma loceklis Lagranža forma);

R
n
(x) = o((x x

0
) n), kad x —> x

{)

(atlikuma loceklis Peano formā).

Teilora
Af(x

0
) = ±df{x

0 ) + +-Ļd-if(xu
) +... +-d"f(x

{l
) ++J—dn+1

/(c)
1! 2! 3! n! (n + 1)!

formulas

diferen-

ciāļu (c e (x
(); x

()
+ Ai))

forma

Funkcijas
PAx) = f(xA + + i^(x~x{y +...

f
in) M ii

Teilora

ra!
■ii

polinoms

Maklorena
/ļlWļ ,ļ+ffl I+ffl,,.,rt,H(ll

,

1! 2! ra!
formula

(Teilora

formula,
ja x

Q
= 0)

f{n+1) (r)

,A '
(n + 1)!

cG(0; x)



Dažu elementāro funkciju izvirzījumi

pēc Maklorena formulas

10.6. Atvasinājumu lietojumi funkcijas pētīšanā

10.6. Atvasinājumu lietojumi funkcijas pētīšana

OC OC OC OC
/ v

sinx = x- — + — -— +...+ (-1)"
XŽ"+l

+

3! 5! 7! (2n + l)!

cosx = 1- — + — - — + ... + (-1)" + iž
n
(z)

2! 4! 6! (2n)!

ln(l + x) =x -^+^_^+ ...+ (-ir^+JR
;(
(2:)

2 3 5 n

x
3

x
5

x
2"+1

arctga; = x -
— + —-...+ (-1)" + R (x)
3 5 2n + l

n!

Nosaukums Apzīmējums, paskaidrojumi Ilustrācija, piemēri

'unkcijas Ja funkcijai f(x) intervāla (a: b) eksistē
V

lonoto- atvasinājums un visos intervāla punktos
itates f (x) > 0, tad funkcija šaja intervālā ir

augoša, bet, ja f(x) < 0, tad - dilstoša.etīšana

Lai noteiktu funkcijas augšanas

intervālus, jāatrisina nevienādībaf (x) > 0.

a b x

Lai noteiktu funkcijas dilšanas intervālus,

jāatrisina nevienādībaf (x) < 0.

V

f(x) > 0

a b x

f(x) < 0
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Funkcijas
lokālā

Punkts cc
0,

ja šim punktam Uk

eksistē tāda apkārtne, ka

V

maksimuma visiem šīs apkārtnes / ' \ / 1 \

punkts; punktiem x cc
0

ir s s \ v
lokālais

maksimums

/(CC) < f{x
Q

) (/////]/////) -

0 a x
0 ļ, cc 0o

I

(/////;/////)—

o a?
6 &

—(/////;/////>—

a %q b xx

Funkcijas Punkts cc
0,

ja šim punktam
eksistē tādaapkārtne, ka

y
lokāla

minimuma

punkts;
lokālais

visiem šīs apkārtnes \ /

punktiem cc cc()
ir /

i

minimums

f(x) > /K) ļ
f . (ccn) "TT (///////////) »� -

o

Y
i

—(///////////>—

a x
Q b x

Ekstrēmu

J
.

Funkcijas lokālā maksimuma punkti un lokālā īinimuma

punkti punkti

Ekstrēma Ja cc
0
ir funkcijas /(cc) ekstrēma punkts, tad

eksistences
• f (x

0
) = 0 (cc0 - stacionārs punkts)

nepiecieša-
mie nosa-

vai

cījumi
• /'(cc

0
) neeksistē.

Kritiskie

punkti

Punkti, kuros atvasi-

nājums vienāds

ar nulli vai neeksistē.

f(x) = x
]

- 6CT
2

+ 9x

f(x)

f (x) =0 =» - 12i + 9 = 0,

cc
2

- 4cc + 3 = 0,Kritiskajā punktā funkcijai
ir iespējams ekstrēms. cCļ = 1, cc

2
= 3 - funkcijas kritiskie

(stacionārie) punkti

Ekstrēma

eksistences

pietiekamie

nosacījumi

Ja cc
0

ir funkcijas vienīgais kritiskais punkts kādā šī punkta apkārtnē
(intervālā (a; b)), kurā funkcijai eksistē atvasinājums, un

• f(x) > 0 intervālā (a; cc
0
), bet /'(cc) < 0 intervālā (cc

0; b),
tad cc

0
ir funkcijas lokālā maksimuma punkts;

• f'{x) < 0 intervālā (a; cc
0
), bet /'(cc) > 0 intervālā (cc

0; 6),
tad cc

0
ir funkcijas lokālā minimuma punkts.

Izliekta
Līnija, kas atrodas zem jebkuras
pieskares, kura novilkta šajā
intervālā.

līnija

(funkcijas

grafiks)
intervālā

y

Ja funkcijai f(x) intervālā

(a; b) eksistē 2. kārtas atvasinājums
un visos intervāla punktos
f"{x) < 0, tad funkcijas grafiks šajā
intervālā ir izliekts.

i i

(a; 6)

a b x
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Ieliekta Līnija, kas atrodas virs jebkuras

pieskares, kura novilkta šajā
intervālā.

~0 a~~ b x

līnija

(funkcijas

grafiks) Ja funkcijai j{x) intervālā (o; b) eksistē

intervāla 2. kārtas atvasinājums un visos intervāla

(a; b) punktos /"(cc) > 0, tad funkcijas

grafiks šajā intervāla ir ieliekts.

Grafika Punkts, kurš atdala līnijas izliekto

pārliekuma daļu no ieliektās daļas.
Pārliekuma punktā 2. kārtas atvasi-punkts

nājums ir vienāds ar nulli vai neeksistē,

un šaja punktā f"{x) maina zīmi no

"+" uz vai arī no
"-"

uz
u
+".

0\ x
u

X

f'M = o

Funkcijas Ja funkcijai eksistē nepārtraukts
ekstrēmu 2. kārtas atvasinājums kada punkta

noteikšana, xQ apkārtnē (ieskaitot pašu šo punktu),
turklāt f'{x

u
) = 0, tad

• cc
0

ir funkcijas maksimuma

izmantojot

2. kārtas

atvasinā- punkts, ja f"{x
0
) < 0,

0\ x
()

x

jumu • cc
0
ir funkcijas minimuma f(x

Q
) = o, r(*

0
) < o

punkts, ja f"{x0) > 0

X
0

X

/'(3b) = Ū, .

Augstāku
kārtu atva-

Ja f(x) = x*

f(x) = 4x\ f"(x) = I2x\

= 24x, p"\x) = 24,

f(0) = f"(0) =/(3) (0) = 0,

/W(0) = 24 > 0

Tā kā n = 4 ir pāra skaitlis,

f'M= f"(x
u
) = -

= f{
"-1}M= o,

sinājumu

lietojumi
un

ekstrēmu • n - nepāra skaitlis, tad x
0
ir

un pārlie- pārliekuma punkta abscisa;
kuma

• n - para skaitlis un f(u) {x
()
) < 0,

punktu tad Xq = 0 ir funkcijas
noteik-

tad x
0
ir maksimuma punkts;

f(x) = x*

minimuma punkts un
šanai • r? - para skaitlis un fi"){xi)

) > 0,

tad x
0
ir minimuma punkts.
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Funkcijas Ja funkcija ir nepārtraukta slēgtā
intervālā [a; b], tad vismaz vienā šī

intervāla punktā tā pieņem savu lielāko

(maksimālo) vērtību no šī intervāla

un vismaz vienā intervāla punktā

pieņem mazāko (minimālo) vērtību.

Maksimālā vērtība var būt kādā no

lielāka un

mazāka

vērtība

slēgta
intervālā

funkcijas lokāla maksimuma punktiem
vai arī kādā no slēgtā intervāla

i

i

galapunktiem.
Minimālāvērtība var būt kādā no

a 0\ x
9 b x

lokālā minimumapunktiem vai ari

kada no intervāla galapunktiem.
x € [o; b]

max/(.x) = /(a),

min/(cc) = %x
0)

Funkcijas
lielākā un

mazāka

vērtība

vaļēja
intervālā

Ja nepārtraukta funkcija ir definēta

(vai aplūkota) vaļējā intervālā (a; b),
tad ir iespējams, ka šajā intervālā

funkcijai neeksistē maksimālā vai

(un) minimālā vērtība.

f(x)=x-3x

x

Ja vaļējā intervālā funkcijai ir tikai

viens vienīgs ekstrēma punkts - lokālā

maksimuma punkts, tad šajā punktā

funkcijai ir maksimālā vērtība

x e (-oc; +oc)

max /(cc), min/(cc) -

neeksistē

aplūkotajā intervālā.

Ja vaļējā intervālā funkcijai ir tikai

viens vienīgs ekstrēma punkts - lokālā

minimumapunkts, tadšajā punktā
funkcijai ir minimālā vērtība

aplūkotajā intervālā.

* v '

smcc ļ

0\ ķ n x

2

cc G (0; tt)

min/(x) =/ļ|j =l,

max/(cc) - neeksistē



Funkcijas f(x) pētīšanas vispārīgā shēma

1. Atrod funkcijas definīcijas apgabalu D(f).
2. Noskaidro, vai f(x) ir pāra (nepāra) funkcija.
3. Noskaidro, vai f(x) ir periodiska funkcija; ja ir, - atrod tās periodu.
4. Atrod grafika krustpunktus ar Ox asi, atrisinot vienādojumu f(x) = 0, un nosaka,

kādos intervālos funkcija ir pozitīva un kādos - negatīva.

Atrod grafika krustpunktu ar Oy asi (0; /(0)).
5. Atrod f'(x).

Atrisinot nevienādības f'(x) > 0 un f'(x) < 0, nosaka funkcijas monotonitātes

intervālus.

Atrisinot vienādojumu f'(x) = 0 un nosakot D(f'), atrod kritiskos punktus un

aprēķina lokālo ekstrēmu koordinātas.

6. Atrod f"{x).
Atrisinot nevienādības f"{x) < 0 un f"(x) > 0, nosaka grafika izliekuma

(ieliekuma) intervālus un aprēķina grafika pārliekuma punktu koordinātas.

7. Atrod grafika asimptotu vienādojumus un konstruē asimptotas.
8. Izmantojot pētījuma rezultātus, konstruē funkcijas grafiku.

10.6. Atvasinājumu lietojumi funkcijas pētīšana

Funkcijas Ox asij paralēla taisne y = b, ja y

grafika lim /(cc) —
b

y=b

horizontāla

asimptota
Funkcijas grafikam var būt ne vairāk

kā divas horizontālas asimptotas

(kad cc —> +oc un kad x —> — 00 )
lim /(cc) = b

x->+oc

'unkcijas O?/ asij paralēla taisne cc = a, ja y

rafika
lim/(cc) = 00

ertikalā
y=/(*)

simptota

Funkcijas grafikam var but bezgalīgi
daudz vertikālās asimptotas

CC

(piemēram, funkcijām y = tgcc, y = ctgx)

lim f(x) = +00,
x—>a—0

lim f(x) — —oc

x->a+0

funkcijas Taisne ti

frafika y —
kx + b,

ilīpā
īsimptota

kur

f(x)
k - lim —-— un b = lim(f{x) — kx)

y=f(x)

Funkcijas grafikam var but ne vairāk ka x

divas slīpās asimptotas (kad x —> +00

un kad x —> —00 )



11. VIENA ARGUMENTA FUNKCIJU INTEGRĀLRĒĶINI

11.1. Nenoteiktais integrālis. Nenoteikta integrāļa

pamatīpašības

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi Piemēri

Funkcijas f(x) Ja f(x) = x
2, tad

primitīvā

funkcija

Intervālā (a; 6) diferencējama funkcija
ir funkcijas f(x) primitīvā funkcija,

ja visiem x G (a; 6)

F(x) = ±x\ jo

= /(*) l-xA f
= --3x2^x2

13 J 3Tātad

= f{x)dx
V x Ģ (—oo; +oo)

Primitīvas Ja funkcija f(x) ir nepārtraukta kādā

intervālā, tad šajā intervālā tai eksistē

primitīvā funkcija

funkcijas F(cc)
eksistence

Primitīvo Ja F(x) un G(x) ir funkcijas f(x) primitī-

vās funkcijas, tad tās atšķiras tikai par

konstantu saskaitāmo, t. i.,

Ja, piemēram,

funkciju
F(x) == — x

3
+ 7 unpamatīpašība

F{x) = G{x) + C

= + 2,

tad

F(rr) = <?'(*) = x
2

= f(x)

Šeit

Ķx) = G{x) + 5, t. i.,

_C= 5

Primitīvo

kur

F{x) + C,

C - patvaļīga konstante

A

+ C ir funkcijas
funkciju

kopa f(x) = x
2 primitīvo

funkciju kopa

Funkcijas f(x)
nenoteiktais

J f(x)dx = F(x) +C , jx
:i

dx = + C

integrālis
kur F'{x) = f(x)
Par funkcijas /(cc) nenoteikto

integrāli sauc šīs funkcijas

primitīvo funkciju kopu F(x) +

f(x) - zemintegrāļa funkcija
f{x)dx - zemintegrāļa izteiksme

C - integrācijas konstante

C

J sh\xdx = — cos x + C

J
X



Nenoteikta integrāļa galvenās īpašības

11.1. Nenoteiktais integrālis. Nenoteikta integrāļa pamatīpašības

Funkcijas

integrēšana

Primitīvo funkciju kopas atrašana,

izmantojot nenoteiktā integrāļa
f'Ķ= jo
J Vz

īpašības un integrēšanas formulas.

Integrēšana un atvasināšana ir divas

savstarpēji apgrieztas darbības, tāpēc

integrēšanas rezultāta pareizību var

(2Vī + C)' =

2 Vīpārbaudīt atvasinot.

Nenoteikta

(/ f(x)dx)'= f(x), (J = tgx
integrāļa

atvasinājums kur f(x) - zemintegrāļa funkcija

Nenoteikta
d ļJ f(x)dx ,

smxdx\ = sinxdx
integrāļa
diferenciālis kur f(x)dx - zemintegrāļa izteiksme

Atvasinājuma JF'{x)dx =F(x) + C J(sin x) 'dx = sin x + C

integrālis

Integrālis no JdF{x) = F(x) +C Jd{lnx) =lnx + C

funkcijas

diferenciāļa

Integrālis no

Af(x), kur JAf(x)dx = AJf(x)dx J10xdx 10Jxdx =

A - const

= 10- — + C = 5x'
2

+C
2

Funkciju f(f(x)±g(x))dx= J(2x + ±)dx =

summas,

starpības
= Jf{x)dx± Jg{x)dx = J2xdx + J Ux =

integrālis

= x
2

+ 4z + C

Linearitates f (Af(x)±Bg(x))dx =

īpašība

= AJf(x)dx ± BJg(x)dx ,
kur A. B

- const

Piezīme. īpašība spēkā jebkuram
galīgam saskaitāmo skaitam.
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11.2. Pamatintegrāļu tabula

Pakāpes funkcijas Eksponentfunkcijas

f x"dx = — 4- C,. (n -1) fe'dx= cxe
x

+ C
Jn+ 1 J

=-1+ 67 fadx = + C
J

x x
J Ina

+ C
J

X

Trigonometriskās funkcijas Hiperboliskās funkcijas

Jsin xdx = — cos x + C J shxdx = chx + C

J cos xdx = sin x + C J chxdx = shx + C

tgxdx = — ln | cosx | + C J ihxdx =lnchx' + C

Jctgxdx = ln | sin x ļ + C J cthxdx = ln ļ sh.x \ + C

C dx
_

P dx
, _

—
= tgi + C —- = thx + C

J cos x J ch'x

r dx , • rdx , •
—5—

= -ctgz + C —— = - cthx + C
J sin" a:

J sh. x

Daļveida racionālās funkcijas Iracionālās funkcijas

r dx 1 x X P dx . x, L,
ļ — = - arctg—h 6 I . = arcsm —h C
Jx'+ a~ a a

J yjal —x 2a

/dx I.a+ x >, r dx
. \ /—> 1 „

—

7
= —ln (-C I . =lnb+yV -f o + C

a- x- 2a a- x
J Jx2

+a 1 1

11.3. Integrēšanas pamatmetodes

Substitucijas
metode

(pāreja uz

jaunu mainīgo)

substitucija

© f f{g(x))-g'(x)dx =■■ t = g(x) = J f(t)dt = F(t) + C =

dt = g'(x)dx

= F(g(x)) + C

jeb J f{g{x))-g>{x)dx = J/( g(x)) d(g(x)) = F(g(x)) + C

(t. i., reizinātajā "panešana" aiz diferenciāļa zīmes)



11.3. Integrēšanas pamatmetodes

substitūcija

J f{x)dx = x = ip(t), kur p'(t) 0 =

dx == (p'(t)dt

= Jf(<p(t))<p'(t)dt = F(t)+ C,

kur F - funkcijas j{ip(t)) • y'(t) primitīvā funkcija, bet

t jāizsaka ar x no funkcijas x = (p(t) inversās

funkcijas.

Dažas biežāk Ja J f(x)dx = F(x) + C, tad

izmantojamas
sakarības

f f(ax+ b)dx = — F(ax + b) +C ,
J

a

a * 0

Jf(x).f'(x)dx = ±(f(x)f+C

+ C
J f(x)

flMdx=
_^

+c
J f(x) f(x)

f fļM-dx =2jf(x)+C

Parciālā Ju(x)-v'(x)dx = u(x)-v(x) — Jv(x)'u'(x)dx
integrēšana

jeb

J u(x)dv(x) = u(x) ■ v(x) — Jv(x)du(x)

(u(x), v(x) - diferencējamas funkcijas)

Parciālās Parciālas integrēšanas formulu

integrēšanas

lietojumi Ju ■ v'dx — u • v — Jv ■ u'dx jeb Judv = uv — Jv du

izmanto (vienu vai vairākas reizes), integrējot funkcijas,
kurās ietilpst logaritmi, inversās trigonometriskās, inversās

hiperboliskās, eksponentfunkcijas, trigonometriskās funkcijas
saistībā ar pakāpes funkcijām vai polinomiem P(x).
Būtiski svarīga ir pareizu reizinātāju u un dv izvēle;

integrālim Jvdu (jeb Jvu'dx) jābūt vienkāršākam nekā

dotajam integrālim; par ch; (jeb v'dx) izveļas to zemintegrāļa
izteiksmes daļu, no kuras ar integrēšanu var atrast funkciju v

.

(sk. 174. lpp.)
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Parciāli integrē, piemēram, šādas funkcijas.

Zemintegrāļa funkcija Apzīmējumi Piemēri

e
ax

x"\ x"'sin6x x
m

= u

x = u; du = dx

j xe
2x

dx =

9
i =

dv = e
2
'dx; w = e

1

2(a > 0, m > 0, rn G N)

u. tml.

a: 2.,
1 f 2, ,

= — e \ e dx =

2 2 J

= e
2,_ļ

e
2,

+c
2 4

P(x)eax

,
P(x) ■ sin6x P(x) = u /x

2
= u; du=2xdx

x
2

sin xdx —
=

dv = sinxdx\ v —
— cos x

(a > 0)

u. tml.
= —x

2
cos x + 2\° x• cos xdx =

u = x; dw == dx

dv — cos xdx; u = sinx

= —x
2 •cos x + 2 ļx• sin x — Jsin xdxj =

= —x
2

• cos x + 2(x sin x + cos x) + C

P(x) • Inai, P(x) • arctgx P(x)dx —
dv Jx

2
lnxdx =

u. tml.

u = ln x; du = —dx

x
~

, r ■> ./:
:!

x
2

dx = dv; v = i x
2
dx = —

3

= mi— / dx =

3 •> x 3

= — ■ ln x — — f x
2

dx =

3 3 J

= —-lnx- — + C
3 9

e axsm.bx, e"'cos6x Dažkārt, integrējot parciāli atkārtoti, iegūst vienādību,

kurā nezināmais lielums ir meklējamais integrālis.
Parciāli integrējot divas reizes, abas reizes

par u izvēlas viena un tā paša veida funkciju -

vai nu eksponentfunkciju, vai arī trigonometrisko

funkciju.



11.4. Dažas īpašas integrēšanas metodes

(atkarībā no zemintegrāļa funkcijas)

Racionālu funkciju integrēšana

Zemintegrāļa funkcija Integrēšanas metode

Vesela racionāla

funkcija (polinoms)
- integrē pa locekļiem, izmantojot formulu

r , x"
Tl

I ax"dx = a + C
J

n + 1

Daļveida racionāla

funkcija
(divu polinomu

dalījums)
Zemintegrāļa funkcija . . pirms integrēšanas jāpārveido

ii \
x )

atkarība no m un n vērtībām

(iespējami gadījumi m < n vai ra n).

kur
• m < n

Q
m
(x) ir m-tās,

P
n
(x) - n-tās pakāpes

Ja saucēja polinoma sadalījums reizinātajos ir

polinoms
P

n
(x) =(x-a

l
f{x-a

2
f...(x-a

r
f(x

2

+ Pl x + q
x
f...(x

2

+ px + q
s
)
l
>

(fcj + k
2

+... + k
r
+ 2Z, +

...
+ 2l

s

= n ; kvadrātiskajiem reizinata-

jiem reālu sakņu nav, t. i., -ļj- —

q
fl

<0, ļjl
= l,2,...,s), tad

R(x) sadala elementardaļas šādi:

(x) x — CĶj (rr — a,) (x — Oj) 1

1 5
2 h ,

x - a
2

(x — a
2
f {x-a

2
f

Mxx + iVj M.
2
x + N

2
M, x + N

h
...

+
I 2 1 / 2 \2 1 1 / 2 \L" •**•*

i +p
1
a; + 5

1
(i + Pļ x + gj +ftx

2

+ Pļ x + q
x

(x
2

+p1
x +q1 f

-i ! 3 i = = l j '. :
Ķx + R E

2
x + F

2

x
2

+ px + q
a

(x
2

+ p x + qa
f (x

2

+ px + q
a

)'■

kur A, B: M, N, E, F - nezināmas konstantes.

Vienādojot saucējus un izmantojot divu polinomu identitātes

nosacījumu (divi polinomi identiski sakrīt tad un tikai tad,

ja koeficienti pie vienādām x pakāpēm ir vienādi), iegūst tik

vienādojumu, cik koeficientu A. B, ...jānosaka
(nenoteikto koeficientu metode).
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Ja P
B

(ar) = (x- a
ļ
)(x- a

2
)...(x- a

n
),

t. i., visas saucēja saknes ir reālas un dažādas, tad

P
n
(x) x — ctx

x — a
n

kur A. x - a \)

Pēc konstanšu A. B, ... aprēķināšanas ir izteikts

ka summa, kuras saskaitāmie ir elementārdaļas (sk. tālāk -

elementārdaļu integrēšanu).

• m n

Izdalot Q
m

(x) ar P
n
(x), iegūst

R(x) = S(x) +V 7 V 7

P{x)
'

kur S(x), Q(x), P(x) - polinomi, bet Q(x) pakāpe ir zemāka

nekā P(x) pakāpe.

Tad

JR{x)dx = JS{x)dx + j ,

P(x)

kur JS(x)dx integrē pa locekļiem,

bet I —- dx - sk. iepriekšējo gadījumu (ra < n).
J P{x)

Elementārdaļas

1. veida:
A f Ada; . , _

= A ln |i - a ļ + C
J

x - ax — a

2. veida:

{x-af
=

rr + C
J {x-a)

k
(l-k){x -a)

k

~\
(k S N, k 5* 1)

Mx + N r Mx + N p
I — dx

- lietojot substituciiu x -\— = t,
J x

2

+px + q
J J

2
-J. v ciutt.

2
x +px + q

- g < 0 izsaka kā lineāru kombināciju no integrāļiem

J t + a 2
J + a" a a



Iracionālu funkciju integrēšana

(R - racionāla funkcija)

11.4. Dažas īpašas integrēšanas metodes (atkarība no zemintegrāļa funkcijas)

4. veida:
/ — dx - lietojot substituciju x H— = č,

J (i" + px + ģ) 2

Mx + N

Mcc +iV

{x
2

+px+ q)
n

izsaka ar integrāliem = + C

(n £ N; n * 1;

£-#<?)
un

C dt
_

t 2n—Srdt

i (t
2

+a
2

)
n

~2(n-l)a
2

{t
2

+a
2

)-
1
+

(2n-2)a
2 J (t

2

+a
2

)'
1" 1

(rekurences formula)

īsta racionāla daļa Ostrogradska metode

P(x)' J P(x) J P
2
{x)

kur

kur
Q(x) - m-tās,

P(x) - n-tās ir polinomu P(x) xmP'{x) lielākais kopīgais dalītājs,

pakāpes polinomi P(x)
P

2
(x) = ——; Q

x
{x), Q

2
{x) - polinomi ar nenoteiktiem

P
x
(x)

un m n - 1

koeficientiem, turklāt Q
x {x) pakāpe ir par vienu

zemāka nekā P
x
(x) pakāpe, bet Q

2
{x) pakāpe - par vienu

zemāka neka P
2
(x) pakāpe.

Atvasinot (*), iegūst vienādību polinomu Qx(x) un Q2
{x)

koeficientu noteikšanai:

Q{x){Q1{x)\ Q2(x)

P(x) P
2
(x)

Integrālis Substitucija vai metode

Jižļcc, x
"

,...,x
s dx

771 T

x— tk
,

kur A;-daļu —kopsaucējs;
77 S

iegūst integrāli no racionālas funkcijas

r { ļax + b)
I R X, m dx

,J { V cx +d J
ļax+ b

_ _ integrāli no racionālas funkcijas
\cx +d

777 G N, 777 > 1,
ad - bc 0
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ļa?, Voa?2

+6a?+c jda? • Eilera substitucija

Integrāli no racionālas

funkcijas iegūst ar

Eilera substitūciju vai

arī ar trigonometrisku
vai hiperbolisku

• ja a > 0

-Jax2

+bx +c = t±Vāa?

• ja c 0

Vaa?2

+ 6a?+ c = ra?± Vc

substitūciju. • ja 6
2

- 4ac > 0, aa?
2

+ 6a? + c = a(a? - a?j)(a? - a?
2
)

aa:
2

+ bx + c izsakot

%/aa?2
+6a?+ c = r (a? - a?J, kur z = 1 vai i = 2kā kvadrātu summu

vai starpību (t. i.,

atdalot pilno kvadrātu),

iegūst šāda veida

integrāļus:
• Trigonometriska vai hiperboliska substitucija

JPl{x,^x2

+a
2 ļda? x = a tg t vai x — a shč

J ižļa?, Va? 2
— a

2 jda? a? =

a
vai a? = a cht

cos t

JRļx, \ļa — a?
2 jda? a? = a sin č vai a? = acos č

Jx
m{a +bx

n )pdx,
Integrālis ar racionālam funkcijām izsakāms tikai trīs

gadījumos:

kur
• ja p g z

x
m{a + bxnY -

diferenciālais

x = tq

,
kur q - daļu ra un n kopsaucējs

• ja G Z

binoms; n

a, b GR; a + bxn
= £r, kur r - daļas p saucējs

m, n, p G Q
• ja h p G Z

aa?
1 n + 6 = V, kur r- daļas p saucējs

r Pņ{X)dX

J y/ax2

+bx + c '

P
n
(x)dx

/P„(x)dx n . , /—ī—:
,
f da?

1
/

=P
T1
_1

(a?)Vaa?2
+6a: + c+Aj

Vaa? +6a? + c Vaa? + bx + c

P
n
(x)dx

kur P
n
(x) - n-tās kur P

n l (x) - 72-1 pakāpes polinoms ar nenoteiktiem

pakāpes polinoms koeficientiem.

P
n x

(a:) koeficientus un A nosaka, atvasinot vienādības

abas puses, vienādojot saucējus un pielīdzinot koeficientus

pie vienādām x pakāpēm vienādojuma abās pusēs.

Atrastos koeficientus ievieto izteiksmē (*).

r dx

J i ., aprēķināšanu sk. iepriekš.
Vax + bx + c



11.4. Dažas īpašas integrēšanas metodes (atkarība no zemintegrāļa funkcijas)

jR[x, Jax3
+bx

2

+cx + d
]

jdx, jR{ x, ļax A
+bx

3

+cx
2

+ex+f )dcc
Eliptiskie integrāļi

Šos integrāļus parasti nav iespējams izteikt ar

elementārām funkcijām; katru šādu integrāli
var pārveidot par atbilstoši 1., 2. vai 3. veida

f *)
eliptisko integrāli t = sin p, 0 < <p < — :

f
dt

= f ; dip
(0 < k < 1) (1. veida)

J 2
),(l-rr

2
)

J
yjl-k

2

sm
2

<p

j dt = J yļl - k
2

sin
2

pdip (0 < k < 1) (2. veida)=

1-i
2

t.2

r dt
_

r dp
d

(l + h
2

t
2

)^(l-t2

)(l-k
2

t
2

)
d

(l + /isin
2 p)^l-k 2

sin
2

p

dt

(0<k < 1) (3. veida)

Atbilstošos noteiktos integrāļus

)

JVl - A:
2
sin

2
= f J

1

_

fc
"f rf< = %

o o

f- f»
2 a

nf/a-.,-;
J
0 (1 + /i sin

2

0) - fc sin
2 V

sauc par 1., 2. un 3. veida nepilniem eliptiskiem

integrāļiem.

Ja p = —

,
no 1. un 2. veida nepilniem eliptiskiem

integrāļiem iegūst pilnos eliptiskos integrāļus:

l 2 J J fc 2 sin 2 0
J

0 Vi-t
2 VI - i2

!
2

7T

E = = JVl-^2

sm
2 J# = jļ~f-dP

1. un 2. veida nepilno un pilno eliptisko integrāļu vērtības

dotas tabulās (grāmatas beigās).



Trigonometrisku izteiksmju integrēšana

(R - racionāla funkcija)

11. VIENA ARGUMENTA FUNKCIJU INTEGRĀLRĒĶINI

Integrālis Substitūcija vai metode

J iž(sin a?,cosa?)da?
Vienmērvar pārveidot par integrāli no racionālas

funkcijas ar universālo substitūciju

x

tg- = t

tad: sm a? = , cos x = , aa; = -

. l + t
2

l + t
2

l + t
2

,

Tomēr, lietojot šo substitūciju, bieži iegūst sarežģītu
zemintegrāļa funkciju. Tāpēc atkarībā no integrējamās
trigonometriskās izteiksmes der izraudzīties kādu citu

substitūciju (sk. tālāk ©-©).

Ja

R(-s'mx, -cosa?) =

= R(sinx, cosa?)

j f • 2
t
2

2
1

7
dt

tga? = t sm x =
-, cos" x = -,

da; =
T

l+ t
2

l+ t
2

l+ t
2

/

Ja

cosa? = t sina; = Vl — t
2, da? = ,iž(-sina?, cosa?) =

= iž(sina?, cosa?)

Ja
sina? = t cosa; = Vl - t

2

,
da; ■

1 Vi -12 J
-R(sina?, - cosa?) =

= -i?(sina?, cosa?)

Jsin
n

a?da?
;

• ja n = 2k + 1, cosa? = t

n G N • ja n = 2k, pakāpi n pakāpeniski pazemina,

izmantojot formulu

Jcos" a?da?,

sin
2

x = — (1 — cos 2a?)
2

V

• ja n = 2k + 1, sina? = t

n € N • ja n = 2k, pakāpi n pakāpeniski pazemina,
izmantojot formulu

cos
2
x = (1 + cos 2a?)

J cos ma?-cos nxdx Integrē, izmantojot trigonometrijas formulas:

Jsin raa?-sin nxdx
cos mx ■ cos nx —

i(cos(ra — n)a: + cos(ra + n)x)

Jsin ma?«cos nxdx

sin ma; •sin nx =
i (cos(m - n)x - cos(m + n)x)

(m, n e IR; m n)

sin ma: • cos na? = -(sin(m - n)x + sin(m + n)x)



Dažu citu transcendentu izteiksmju integrēšana

(R - racionāla funkcija)

11.4. Dažas īpašas integrēšanas metodes (atkarība no zemintegrāļa funkcijas)

© Jsin" x • cos
m xdx

f
• ja n vai ?72 ir nepāra skaitlis,

n, m G N
- integrē kā © vai © gadījuma

• ja 72 un 772 ir nepāra (vai pāra) skaitļi -

tga? = t (sk. © gadījumu)

vai arī -

gadījumā, ja n un ra ir pāra skaitļi, izmanto formulas

sin x •cos x = - sin 2x, sin
2

x =
— (1 — cos 2x)

,

2 2
V

cos
2

x = + cos 2i)

© tg"a?da? ,
72 G N tga?= rj da; = -; a: = arctgt

. 1 "I- £ ,

© ctg"a?da? ,
72 G N ctga? = t da; = - - -; x = arcctgt

Piezīme. Lielām n un ra vērtībām (4., 5., 6., 7., 8., 9.) lietderīgi izmantot

atbilstošas rekurences formulas (sk. nenoteikto integrāļu tabulu).

Integrālis Substitucija vai metode

JR{e
mx

;e
nx

;...;e
px )dx Ar substitūciju

m, n, p € Q
e

1
= t \dx = -dt

{ t )

iegūst

f R(tm

;t
n

;...;t
p)--dt,

J t

kuru savukārt ar substitūciju

č = z
r (r- daļu m, n, p - kopsaucējs)

pārveido par integrāli no racionālas funkcijas.

JR(shx; chx)dx Aprēķina, aizvietojot hiperboliskās funkcijas ar eksponent-

funkcijām, vai arī analogi kā atbilstošās trigonometriskās

funkcijas. Universālā substitūcija

th— = t shx = —'——ķ , chx = ļ + \
2 , dx =

7~J



11. VIENA ARGUMENTA FUNKCIJU INTEGRĀLRĒĶINI

Elementāri neintegrējamas funkcijas

Katrai nepārtrauktai funkcijai f(x) eksistē primitīva funkcija F(x), taču

ne vienmēr J f{x)dx ir izsakāms ar elementārām funkcijām.

Elementāri neintegrējamu funkciju piemēri (n G N):

__a x 2
cxe

x

, . .2 2
sina; cos x x x x 2 x 2

c , c , —, c -Ina;, sin2: ,
cosa; , ——, , , , . ,

x" x" x" s'mx cosx sina; cosx

x x tgx ctgx arcsinz arccosrr arctga; arcctga;
——-, —, z-tgz, z-ctgz, , , , , , —,
sin x cos' x x x x x x x

X XX
——, — , ln(sina:), ln(cosa:), ln(tgx), -—, ——,
1m x mx shx chx

1 x2 . — 1
, , VI - £;

2

sin
2

a;, = (visur 0 < k <

7(1 - x 2)(1 - k
2

x
2

) - x 2)(1 - k
2

x
2

) VI -k
2
sin

2

x

Šādas funkcijas integrē, izmantojot rindu palīdzību.

11.5. Nenoteikto integrāļu tabula

Norādījumi • Visiem integrāļiem jāpievieno integrācijas konstante C

• Integrāļos izmantotās konstantes a, &, ... 0

• Gadījumā, kad primitīvā funkcija dotapakāpju rindas veidā,
tā nav izsakāma ar elementārāmfunkcijām.

Racionālo funkciju integrāļi

I. f{ax+b)"dx = - (ax +6)"
+1, n* -1

J a(n + l)

n r
dx 1

.
.

.
.

z. | =—lnjax + o ļ
Jax + 6 a

r xdx x b
o. I = ln |ax+ b ļ

J
aa; + 6 a a

. f afo 1
.

x+ b
4. I = ln , a b

J(x+a)(x + 6) a— 6 x+ a

5
f

=
L_

J (ax +bf a(ax +b)

„
f xdx b 1

.

6. ļ -7 =—5 1—- m \ax + 0
J (az + &)~ a"(ax +6) a



11.5. Nenoteikto integrāļu tabula

r x"dx x" n r x"
1

,

7. / 7
= 1" - / dx

J (ax + b)~ a(ax +b) aJax + b

r xdx 1 ( b 1 ļ
8 =-r r

_

r (w 1; 2)
J (ax + 6)" a

2 [(n-l)(ax+&)n_l

(n - 2)(ax + 6)" -2 J

_ r x
2
dx x 2 bx b

2

.
,

,
,

9. / = - + —ln|ax +o|
Jax + 6 2a a a

p x
2

dx x 6
2

26
,
.

,

.
10 7

= —

; 7ln ax + 6
J (ax + 6)" a a (ax +b) a

r x
2
dx li 2b b

2

11 /
-r =—r

ln ļax+ 6 | H
7

J (ax +6) a ļ ax + b 2(ax + 6)";

r x
2
dx 1 f 1 2b b

2

J (ax + b)" a
3 { (n-3)(ax+&)"~

3
(n - 2){ax + b)"'

2

(nt- l)(ax+ 6)
n_l

J

(n 1,2,3)

J
(arr + 6)m _~(m- 1) a {ax + b)"

1' 1

a(m 1)
J

(ax+ ft)7""1
( ™ >

'

r dx 1, x

14. = - ln
J x(ax +b) b ax + b

r dx 1 1.1" x
15. | —

7
= h—ln

J x(ax + 6)" 6(ax +6) 6" ax + b

„„• f dx 1 a
i

ax + b
16. I — = h—ln

J
x (ax +6) 6x b~ x

r dx a 1 2a, ax + b

17. f"i 2
=

~~ī 7- + —ln
J x'{ax + b)~ b(ax +b) b~x b' x

18. f* = \ «(m + n-2) r rfx

J x"(ax + 6)'" (n-l)&x" _1 (ax+&)""1 6(n-l) J x"~\ax + 6)"'

r dx 1 x
19. |-ģ = - arctg —

J
x + a a a

r xdx L , , 9.
20. —

7
= -ln x2 +a

2

Jx2+ a
2

2

2
f dx x 2n -3 r rfx

J (x
2

+a
2)"

_

2(n-l)a
2

(x
2

+a
2

)""
1

2a
2(n-l)J (x

2

+a
2

(n >

r xdx 1 . .
22. /

2 2
= --——

r
™>i

J (x + a ) 2(n-l)(x +o")
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r dx 1
.

a+ x

23. / 2-
=

J a — x 2a a— x

r dx x 2n — 3 r dx
24' i (a

2

-x
2

Y
=

2(n-l)a\a
2

-x 2)'"'
+

2a
2(n -1) J (a 2

-X 2)"
(n > }

/redz
1

/ -.n

(737r
=

2(n-l)(«*
(n>l)

2
,ja 4ac — b =0

2ax + b

/dx
2 2ax + b

. , a . _

— =

farctg -======, ja 4ac -6" > 0

az +te + c V4oc-6
2

V4ac-6
2

1
.

2ax +6 - Vo 2
- 4ac

l 2,. ln =====
, ja 6 -4ac>o

V0
2

--4ac 2ax+ b + yjb
2

-4ac

r xdx 1
. . 2 , . 6 r

27. /—= =—ln I aar + 6rr + c | I
—

Jax+bx + c 2a 2a J az" + foc + c

f dx 2ax + 6
2g ļ 1 ļ_

J (ax
2

+6x+ c)" (n — l)(4ac — 6
2

)(ax
2

+ fcc +c)"_1

(2n-3)2a r dz
,

"

t2 n

+ -

5- ; r, re >1, 4ac -ž>2
0

(n-l)(4ac-6 2)J {ax
2

+bx +c)'"1

r xdx bx + 2c
29- J (aa;

2

+6x+ c)"
=_

(n-l)(4ac-6
2

)(ax
2

+te +C)-
1
~

6(2n-3) r dz
_ 2 n

— : 7-
I

; r, n> 1, 4ac —6"
(n-l)(4ac-6

2

) J {ax
2

+bx +C)-
1

on
r dx 1 (x + a)

2

1 2x - a
30. -= =—ln— -—— + —-=arctg —

J x +a 6a" \x —ax + a \ aV3 aV3

31 f x 2 r dx

J
(x

:i
+a

3

)
2 ~3aV +a

:!

) 3a
1" Jx3+ a

3

QO f 1 (2 + a)2
1 2x-a

32. I
— =——ln -— — H == arctg =-

J x' + a 6a | x" —ax+ a" | aV3 av3

33
f =1 ļn

x
"

J x(x
3

+ a
3

) 3a x3 +a
3

34 r rfx
=

1 1
j

x 3
J x(x* + a

3

)
2

3a
3

(x
3

+ a
3

) 3a
G *x3+ a

3



r dx 1 X'
1

+ aV2 x+ a
2

1 ax-j2
35' J^īaT

=

Ū2? x
2 -aj2x +a

2

"+"z^V^T^

/xdx 1 x 2——r
=

—7arctg —

x + o 2a o

/x
2

dx 1.x
2

+ axV2 +a
2

1 axV2

x4 +a
4

a x2 - +a
2

a a
2
-x 2

OD
r dx 1 x 1 x+ a

38. /— - = arctg -ln
J

x — a 2a a 4a x— a

/xdx
1.x2 + a

2

-i r
=

-ļ-T ī
x — a 4a x — a

C x
2
dx 1

.
x— a 1 x

40. ļ— 7
= —ln 1 arctg-

J
x — a 4a x+ a 2a a

Iracionālo funkciju integrāļi

1. fVa2 —x2dx = — Va 2

—x 2+ — arcsin —

2 2 a

2. J"xVa2
- x

2
<ix =— - yj(a2

— x 2)'!
3

3. fx2 Va 2
— x

2
dx

——
— J(a2

— x
2 Y + —

xVa
2 —x2+ a

2

arcsin —

J 4 8 l a)

C Va2

-x 2ri 7
.

a + Va2

-x 2
4. i ax = Va" -x"- am

J
x x

_

C Va2
-x 2 , Va2

-x 2. x
o. I dx = arcsm —

J x x a

C dx . x

6. I , r = arcsin —

7
{-T^t== = -4^x1

J
Va2

- x 2

/x
2
dx xrī 7 a

2

. x

, r = Va" — x H arcsm —

2 2 a

f dx 1, a+Va2 - x 2
9. /—, = m

J xVa
2

-x 2 a x

11.5. Nenoteikto integrāļu tabula
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10. f
,

dx
=

_^EZ
J x~4a -x 2a x

11. f4x^±~ā2dx = — yļx2

±a
2

± —lnx + Vx2

±a
2

J22 I I

12. fxVx2
±a

2
dx = ij(x2

±a
2

)
3

J 3

13. fx2 4~x^~ī~o 2
dx = ——

a X
4x2

±a
2

——ln |x + Vx2

±a
2

J8 8 I

...
r4xFTā2 rT~—ā a + Vā^Tā7

14. I ax = + a —aln
J

x x

Iļr
P Var -a

2

ri 7 a

15. / ax =vx — a — a arccos —

J
x x

C Vx2 īa2 Vx2
±a

2 | /2 , 2
16. I ax = hmx +Vx ±a

J
x x I

17. [, dX
-=ln x + Vx2

± a
2l

J Vx2 īa2 1

r xdx /—7——7
18. J T

_f
= Vx-±a-

vx~ ± a"

/x~
dx X ļ (1~ ļ 1,

"

= - Vx2

±a
2

=F —ln x + Vx
2

±a
2

VxT±^? 2 2 I

20. f =
_ļ

ln
a + V^TT^

xV£
2

+a
2

a x

C dx 1 a

21. / —/ = — arccos —

xVx
2

-a
2

a x

22. f ,__! =

ylx2
±a

2

J
x

2Vx2
±a

2
a

2

x

00 P / T
-

! ļ ,
2ax + b I—j1—j ; 4ac —b

2

r dx
23. ļ +bx +cdx = Vax" +bx+ c H /

J 4« 8a J Jūx
2
+te + c

24. fxVax 2

+te+c dx = — J(ax2

+ te; + c)
3

-

3a

6(2ax +6) r- 2— 6(4ac-6
2

) c dx
—7 Vaz +te + c : —- / =

8a 16a- Vaa; 2
+ķx + c



11.5. Nenoteikto integrāļu tabula

25. f x
2 Jax2

+bx +cdx = ——J(ax2
+te + c)

3

+ — fVāā? + te: + čar
J 24a

2 V
16a

2 •>

—ln ļ2 Ja{ax2
+bx+ c) + 2ax + bI, ja a> 0

Vā 1 1

1 2ax + 6
_

i
9

— Arsh . ja a> 0. 4ac -6" > 0

C dx Vā V4ac-6
2

26- J
/ ■ =

1
Vax"+te + c —ln|2ox + &ļ, ja a> 0, 4ac -62 = 0

Vā

1 . 2ax + 6 .
. n . ,2

/ n
arcsm —= ja a< 0, 4ac - b <0

V=ā V6
2

-4ac

r xar 1 /—7 ; 6 p dx
27. I , == - 4ax~ +bx + c =

J
Va^

2
+te + c a 2a J ,/az

2
+te + c

p x
2

ar 2ax -3b /—7 ; 3b
2
- 4ac r dx

28. I ,
0

—— +cH —

J +te + c 4a- 8a J Vax" +te + c

Trigonometrisko funkciju integrāļi

1. f sin ax dx =— — cos ax
J

a

2. f sin(ax +b)dx = — — cos(ax +b)
J

a

Jo
1 1

sin
2

ax dx =-x sin2ax

2 4a

. r.
„ ,

sin"
_l

a£ • cosaz n-1 f .
, , , , „s4. / sin axdx = - + ļsm ~axdx (n - vesels sk., n> 0)

J
na n

J

5. fx ■ sinax dx = sin ax —
— cos ax

J
a a

x
n

sinaxdx =——x" cosax +— ļ x"~
l

cosaxdx (n >0)
a a J

/sinax . (ax)
3

(ax)
5

(ax)
7

dx = ar-- + -——- + ...

x 3-3! 5-5! 7-7!

r sin ax
,

1 sinax ar cos ax
,
,

8. dx = - — + ļ—— dx (n*l)
J x n—l x" n— 1 J x

n

r dx 1
. ax

9. J- = -lntg—

J smax a 2



11. VIENA ARGUMENTA FUNKCIJU INTEGRĀLRĒĶINI

r dx l
10. —5

— = --ctgaz
J sin ax a

r dx 1 cos ax n— 2 r dx
, 1N

11- = TT •
„-i

+ 7 • n-2
(n >!)

J sin aa; a(n —1) sin aa; n—l J sm aa:

/dc
1 (ai tt"

-
— zp —

1 ± sin ax a [2 4>

f a;da: x (ax k)
~

2.. (aa; 7T)
ļ q =

— tg + — ln cos

- J1 + sinaa; a ( 2 4j a
2 l 2 4j

f xdx x (tī ax) ,2
,
. f7T axļ

14. / =
— ctg +—ln sm

J 1-sinaa; a U 2 J a
2 U 2 j

r sinax dx 1 [tt ai
1

15. = ±x + -tg-T—

J1± sin ax a 14 2 )

16. fcos ax dx
—

— sin ax

J
a

17. fcos(ax +6)dx =— sin(ax +b)
J

a

/]_
ļ

cos
2

aa: dx =-x -\ sin 2ax

2 4a

C n ,

cos"
_l

aa:• sinaa: n— lr
__9 ,

,
„ . , ,

19. I cos aa; dx = H I cos "azcte (n >0 - vesels sk.)
J

na n
J

/l x

x ■ cos axdx —
— cos aaH— sin aa:

a a

21. fz" cosaa: ar =— x" sinaa; —— fa;"
-1

sinaa: cfe (n >0)
Ja a J

p cosaa:
. .

. (aa;)2

(aa;)
4 (axf

22. or =ln \ax --—— + -—— - -— — + ...

J
x 2-2! 4-4! 6-6!

p cosaa;
,

cosaa; a p sinaa:
,

23- ——dx
=—, TTTrr- (n*l)

J a; (n —Ija; n— W a;

f (ii 1, (aa; , 7T)
24. = -ln tg h —

°
cosaa; a 12 4)

r dx i
25. I s

— = —tgaz
° cos" aa; a

r dx 1 sinaa: n—2 r dx
26- ļ —

n

— = 7-s
—

- — + 7 (n>l)
J cos ax a[n —1) cos ax n— 1 J cos aa;

/ar
1 aa;

= -tg —

1 + cos ax a 2
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f dx 1 ax

28. J =
— ctg —

° 1 — cos ax a 2

r xdx x ax 2 . ax

29. / =-tg h— ln cos —

J1+ cos ax a 2 a 2

/xdx
x ax 2.. ax

= - - ctg h — ln sm —

1 — cos ax a 2 a 2

/cos
axdx lax

= x--tg—
14- cos ax a 2

/cos
axdx 1

,
ax

= _x __ctg
1 — cos ax a 2

/sin(a
— b)x sm(a + b)x

~ ~
,

sin ax ■smbx dx = —— ( a \b \)
2{a-b) 2{a +b) ' ' '

C sin(a-b)x sin(a + 6)2; , . .

34. cos ax • cosbx dx
— a * 6

J 2{a-b) 2{a +b)
Vl

' 1
U

35. f sin ax • cos ax c?x = — sin
2

ax
J 2a

f .
. ,

cos(a + 6)x cos(a-b)x
n
, ,', n

36. sin ax • cos bx dx = — (a 6 )
J 2(a + 6) 2(a-6)

f. 2 2 .
z sin4ox

37. ļ sm"ai • cos axdx =

J 8 32a

/ļsin" ax ■ cos ax dx — sin"
+1

ax (n —1)
a(n+l)

39. f sinaz • cos" axdx = cos" Tl
ax (n —1)

J a(n+l)
v 7

f•
1, m 1

sin"
_l

ax- cos"'+l
ax n— 1 r .

„_2 „ ,

40. ļsmax • cos axax = H ļsm ax- cos axdx =

J a(n + m) n+ m
J

sin"
+l

ax • cos'"
_l

ax m— l r. _ „,_, . , „x

= H /smax • cos ax dx (n, m> 0)
a(n + m) n + m

J

r dx 1. v,
41. I = -ln|tgax|

sm ax • cos ax a

/dx
1 r dx

/ -,\
~

7— = 71 TiT— + ~

717— (« *1)
sinaa; • cos ax a(n — ljcos ax J sinaa;-cos ax

/dx 1 r dx >'
„*

—

=-7 . + (n *1)
sm ax • cos ax a[n —1) sm ax Jsm az • cos ax



r dx —1

44. —; —= —

~t ;~i
~ +

J sm ax ■ cos ax a{n —1) sm ax ■ cos ax

n +m —
2 p dx

.
.

+
,

—— — (m > 0, n > 1) =

n—l J sm "aa;-cos aa:

1 n + to —
2 p Gb 77:7;

Ji
= -

77—77 777— + : —7 777" (w>l, n>o)
a(m — l)sm az-cos ax m— 1 J sm ax -cos aa;

p sinaa: 1
, 1A

45. —-— dx=- 7—j— (n^l)
J cos ax a{n —1) cos ax

P sin
2

aa; dx 1 . , 1. (ir ax)
46. I = smax-\—mtg 1

J
cosaa; a a 14 2 J

p sin
2
aa;ob sin ax 1 r dx . .

...

47- J ;
=

7;—tīt—- 7J
cos ax a(n — 1)cos ax n—\° cos ax

p sin"ax
,

sin"
_l

az p sin"~
2
aa;Gfe

48. cfe = + (n 1)
J

cosaa; a(n -1) J
cosaa;

p sin"azdz sin"
+l

az n —to+2 p sin"aa;(ia;
49- J s =-7 7;

— — J 777— (m *1) =

17
cos aa; a(m —1) cos ax to — 1 cos

~

aa:

sin
n_l

ai; n— 1 p sin"
-2

ax dx .
,

=

-"7 v 777 + J 7 {m*n) =

a(n-m)cos aa: n-m J cos aa;

sin""
1

aa; n— 1 p sin""
1

ax dx
= / — (m 1)

a(m — l)cos
m

ax m—l J cos'" aa;

rcosaxdx 1
50- ļ —7;

—

=—; 77—77^
— ( nļZil)

J sm aa; a(n —1) sm ax

/cos
2

ax dx l{ ax\)
= - cos ax + ln tg—

sinaa; a{ 2 \)

co p cos
2

aa;da; 1 f cosaa; p da; 1 .
52- /—~ = - + /

—

—2
J sm ax n—l {a sm ax Jsm

~

aa; /

C cos"axdx p cos"
-1

aa: p cos"
~2

axdx
53. / = I h I (n 1)

J sinaa;
J a(n -1) J sinaa;

r cos" axdx cos"
+1

ax n-m+2 p cos" aa; dx
54- =~ —

: 7- ; (m 1 =

17
sm aa; a(m-l)sin aa; m—l J sin'" ax

cos"" 1
ax n— 1 p cos"

-2
axdx

=
— — h I m*n =

a(n —m)sin' ax n—m J sin'" aa;

cos""
1

aa; n— 1 p cos""
2

axdx
,

="
-7 : 77 / =5 (m 1)
a(m —ljsin aa; to—l J sin'" aa;

11. VIENA ARGUMENTA FUNKCIJU INTEGRĀLRĒĶINI



P dx 1 . f aa: .7Tļ
55. 1 = ±—=ln tg — ±-

J cos ax ± sin aa: av2 12 8j

56. I —=— tg aa: =f —

J (cosaa; ± sinaa;)" 2a l 4J

P cos axdx x.l, .
.
. .

57. I =—±—ln ļ sm aa; ± cos aa: |
J

cos ax ± sin aa: 2 2a

P sinaa:(ia: . a: 1, . .
58. I = ± ln Ism aa: ± cos ax \

J
cos ax ± sinaa: 2 2a

/cos
ax dx 1 1

,
ax

= ± — ln tg —

sin ax(l ± cos ax) 2a(l ± cos ax) 2a 2

r s\naxdx 1 1
,

(ax tt)
60. = — -±—lntg—+ -

J
cos aa;(l ± sin ax) 2a(l ± sin ax) 2a 12 4 J

61. f tgaxdx =——ln ļ cosaa: |
J

a

62. f tg"axdx = tg"
-l

ax —
f tg"~

2
axdx (n 1)

«J a(n — 1) «/

rtg"axdx 1
„+1

63. I -

2
—;

= tg ax (n 5t —.1)
J

cos" aa; a(n +1)

64. f ctgaa;(ia; =—ln ļ sinaa: ļ
J

a

65. f ctg"axdx = — ctg
re_l

aa; —
f ctg"~

2
axdx (n 5t 1)

J a(n— 1) J

C ctg"axdx 1
„+1

66. = - ctg"
+l

ax (nst-l)
J sinaa; a(n-ļ-l)

Eksponentfunkciju integrāļi

1. ļ a'dx = (o 1)
J Ina

2. f e'"<ix = — c"'r
J

a

3. I xc"'dx = —l)
J

a

4. f x"c" dx = — x"c"'
r

—
—

f ar
n
~1

e
oa:da;

Ja a J

11.5. Nenoteikto integrāļu tabula
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re"
.
. aa; (aa;)

2

(axf
5. I —da; =ln \x + + —-

i7 + —

Z
7 +-

Ja; 11
1-1! 2-2! 3-3!

—da; = ——— +a\——fdx (n 1)
a;" n-lļ i

J x"

7. f—^—
= --—lnla +01|(o * 0)

* ape + pc'
v

a a- a

/dx 1
. e

ax 1
/ _N

r
=

=■
ln 1 (a * 0)

(a + ļ3e
lLl )' a- a a + (3e"

x
a■ a(a + fte'

v

9. [
c
"'d

ū

X

(n
. + (3e"' \ (3*o)

J
a pe a• 3

10. f c""' •lnxdx = — e
ax

•lnļx\ —
f

- —dx
J a{ J

x

11. f e
ax ■ sin bx dx =—- (asin bx — b cos 6a;)

J
a

2

+b
2 V 7

re'v'
12. I c'" • cos bx dx = — (acos bx + b sin kc)

J
a

2
+b

2 X

-, o P«• » i
c
"''

' S111"'
1

X ( ■ \ i n(n _!) f <•> • »-2 j
13. |c •smxax =

- —(a sm x- ncos x) +—- 7/ c sm x dx
J

a + n a + n
J

1 A Par n i
c
'"' COS""

1

X , N
, 7l(n ~1)f

a , „_2 ,14. ļ c cos xdx = —(acos x+nsmx) + —

9
~\ c • cos a; dx

Hiperbolisko funkciju integrāļi

1. f shaxdx = —chax
J

a

2. f chaxdx = — shax
J

a

sh"aa;da; = —sh"
_l

aa; ■ chax —- ļ sh"~
2
axdx (n >0) =

= sh"
+l

aa;• chax ———
fsh"+2

aa:da; (n <o,n* — 1)
a(n+l) n+W

ch"axdx = — shax •ch"
_l

aa; + / ch"~
2

axdx (n >0) =

an n J

= - shaa; •ch"+1
aa; + / ch"

+2
aa;da; (n <0, —1)

o(n +1) n +1 J



r dx 1
. ,ax

5. ļ =—ln th—

J shax a 2

r
rdx 2

„
6. ļ = — arctge

J chaa; a

n
C dX 1

tL7. /
—5

— = cthaa;
J sh'ax a

c r dx i
,

8. / —-— = -thax
Jch ax a

C 11
9. Ix ■ shaxdx —— x •chax shax

J
a a

r 11
10. ļx ■ chaa: dx =-x ■ shax chaa:

J
a a

11. f thaxdx = —ln(chax)
J

a

12. f cthaxdx =—lnļ shax \
J

a

13. [ th
2
axdx =x—

ax

J
a

14. f ctlraa; dx —x —

c^nax

J
a

15. f th"axdx = — thn_l
aa; + f tti'~

2
axdx (n ?± 1)

J a(n— 1) J

16. f cth"axdx = — cth"
_l

ax + f cth"~
2

axdx (n
J a(n — 1) J

p ch"ax
,

1 n— 1 rch""
2

ax
,
. .

17. ļ dx = — + ļ dx (n*m) =

J sh"'ax a(n —m) sh'" ax n— m
J sh"'aa:

1 ch"
+l

ax n-m+2 p ch"ax , . 7
=

— H ļ ——dx (m# 1) =
a(m —1) sh"! aa: m—l J sh'" "ax

1 ch"_l
aa: n— 1 r ch

n~2

ax
, ,

k
= — H ļ —dx (m 5= 1)

a(m —1) sh'" ax m— 1 J sh'" aa;

/sh"'ax ,
1 sh"'

_l

aa; m— l rsh.'"'
2

ax ~ .=
- J — da: (m*.n) =

ch ax a(m —n) ch aa; m— n
J ch aa:

1 sh'"
+l

ax m — n+2 p sh'"aa;
,
.

= — — ļ —— dx (n 1) =

a(n —1) ch" aa; n—l J ch" "aa;

1 sh"'
_l

aa; m— l rsh"'~
2

ax
,
, <N

; 1 ļ 3^
— dx ( n 1)

a(n -1) ch" aa; n— 1 J ch" "aa;

11.5. Nenoteikto integrāļu tabula
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19. [shax • shbxdx =
——^—

7 (a shte • chaa; — 6 elite• shax) (a
2

5t /r)
J

a —b

20. fchaa; • chte dx
—

—-^
—- (a shax •chte — tehte• chaa;) (a

2
b

2

)
J

a —b

21. rehaa; • shbxdx =
—z

— • sha.x — tehte• chaa;) (a2^b 2

)
J

a —b~

22. f sh(ax +b) ■ sin(cx + d)dx = —r——- (a ch(ax +b) ■ sin(cx +d) —

« a + c

— csh(ax + b) ■ cos(cx + d))

23. fsh(ax +6) • cos(cx + d)dx =

2
-(a ch(ax +6) •cos(cx +d) +

J
a + c

+ csh(ax + b) ■ sin(cx + d))

24. f ch(ax +b) ■ cos(cx + d)dx = --- - -(a sh(ax +6) • cos(cx +d) +
J

a + c

+ c ch(ax + 6) • sin(cx + d))

Logaritmisko funkciju integrāļi

1. J\nxdx = x-\nx — x

2. J(\nx)ndx = x-(lnx)
n -nj(\nxf~

l

dx (n^-1)

Q
Cdx . . . (ln x)

2

(ln x)
3

3. =ln lnx + lnx + —+ - +
...J Ina; 2-2! 3-3!

4
P jjg

_.

g 1 r dx

J (Ina:)"
=

(n -1)(lna;)""
1 +n-1 J

(Ina:)?"
1

* j

5. fx" \nxdx = x"
+1 mx

_
i (n —iļ

J
+ 1 (n+l) 2 J

V ;

6. [x"'(\nx)"dx=
x

'"+

'(lnx )" __ZL_
( m,

J
m+ 1 m+l

J V ; v ;

-
r (Ina;)"

J
(lnx)"+1

8. f-jfe. =ln | lnx |-(n - l)lņ g+("~M!-<"~ SM
+

J
x Ina; 2-2! 3-3!



9. f—=
-

i (n^l)
J x-(lnx)" (n-l)(lnx)'"

1

/xsin(ln x) dx = —(sin(ln x) - cos(ln x))
2

11. f cos(mx)dx = — (sin(lnx) + cos(lnx))
d 2

r lf fe"
1 )

12. I ef
"

liixg?x =— c" lnx— / — dx
J a[ J

x

Inverso trigonometrisko un inverso hiperbolisko

funkciju integrāļi

1. farcsin—dx= x- arcsin —+4a2 — x 2
J

a a

o f • x 7 {x 2 a
2 \ .xx \—2 T

a. /x ■ arcsm —dx = arcsm —|—Va" -r
J

a { 2 4 J a 4

3. fx2 ■ arcsin —dx = — arcsin —H— (x
2

+ 2a
2 Wa2

—x 2
Ja3 a 9

4. f
arccos —dx= x- arccos — — Va2

—x 2
Ja ap

_p x
,

[x 2 a
2

) xx pi 7
5. I x-arccos —ax = arccos Va" —x"

J
a l 2 4 J a 4

a P 2
x

,

3

X X2 + 2a
2

pT 7
o. |x" • arccos —dx = — arccos Va" - i

J
a 3 a 9

7. farctg —dx = x arctg— — — ln(a
2

+ x 2)
Ja a 2

n p x
,

a
2

+x 2x ax
o. j x-arctg —ax = arctg
Ja2 a 2

3 2 3

9f* 2
OC

-

OC "JO Cl%
2\

| x" • arctg —dx =
— arctg 1 ln(a + x )

J
a 3 a 6 6

10. / z
n

arctg —dx =
— arctg—- —-— \ -dx (n * —1)

J
a n + 1 an+l^a"+x

11. farcctg —dx— x ■ arcctg —+ — ln(a
2

+ x 2)
Ja a 2

-. 0 p x
,

a
2

+x 2 x ax
12. x ■ arcctg —

dx = arcctg —|
Ja2 a 2

11.5. Nenoteikto integrāļu tabula
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r9x,xxax a
, 2 , 2\

13. / x arcctg -dx = —arcctg—I m(a +x )
J

a 3 a 6 6

f
„

x
,

x"
+1

x{ ar x
n+ldx

, *

14. /a: arcctg-da: = arcctg — H I —

r (n -lj
Jo n +1 an+lJ a'+x

/X
X I—o

~

Arsh —dx = x- Arsh Va:' + a

a a

16. fArch —dx= x- Arch —
- Va:2

-a
2

d
a a

17. fArth-da: =z • Arth- + -ln |a
2
- a;

2

ļ (| x\ <|a |)
J a o 2

18. f Arcth-dx— x • Arcth —+—ln I x2—a
2

I (I xI>I a I)
Ja a 2

11.6. Noteiktā integrāļa definīcija un pamatīpašības

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi

Funkcijas f(x)

integrālsumma

kur

• f(x) - intervālā [a, b] definēta un ierobežota funkcija

• intervāla [a, b] sadalījums:

a — x
0

< x
x

< x
2

<
...

< x
n _ j

< x
n

= b

• Ai, = x; - x
{ j

Funkcijas f(x)
noteiktais

6
n

I=J /(*)<fe=]jjn (*)

a
(n->oo)

1=1integrālis;
tā eksistence kur

• o - integrēšanas apakšēja robeža,

b - integrēšanas augšējā robeža

• f(x) - zemintegrāļa funkcija,

f(x) ■ dx- zemintegrāļa izteiksme

• A = max Ax

Skaitli / sauc par intervāla [a; 6] definētas un ierobežotas

funkcijas f(x) noteikto integrāli, ja robeža (*) eksistē

neatkarīgi no xi
un

l
izvelēs elementārdaļa \xi_ 1\ x

i
],

kur 1 < i ra.

Šādā gadījumā j\x) sauc par integrējamu funkciju
intervāla [a; 6].



Noteikta integrāļa īpašības

Pamatīpašības • J f{x)dx = 0

a

b a

• Jf{x)dx =-J f{x)dx

a b

• Jebkuriem trim skaitļiem a, 6, c

b c b

Jf(x)dx =Jf(x)dx + J f{x)dx

a a c

b b

• JAf(x)dx =Aj f(x)dx , A - const

a a

b b b

• J[Af(x)+ Bg{x))dx =Ajf{x)dx+ BJg(x)dx
,

A, B - const

a a a

11.6. Noteikta integrāļa definīcija un pamatīpašības

Noteiktā Ja 5 - līklīniju trapeces
/(*)

integrāļa ABCD laukums, tad

ģeometriska
nozīme

• f(x) ž 0

a x b

b

S = Jf(x)dx
27

i4

D

OD

A

o a b X

• f(x) š 0

a x b

b

S = -jf(x)dx 1
ba

B x

Par līklīniju trapeci sauc figūru,
kuru ierobežo f{x) grafiks, Ox ass

nogrieznis [a; b] un taisnes

x = a un x = b.

c

/
/(*)
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Nevienādības Ja intervāla [a; b] f(x) g(x), tad

integrēšana
b b

J f(x)dx Jg(x)dx

Vidējas vērtības

teorēmas

• Ja f(x) nepārtraukta funkcija intervālā [a; 6], tad eksistē

punkts £ e [a, 6], ka

b

J/(x)dx = /(0(b-a),

kur /(£) — ķi
- funkcijas /(ir) vidēja vērtība.

• Ja f(x), g(x) ir nepārtrauktas intervālā [a; 6] un o(i) saglabā

savu zīmi, tad eksistē vismaz viens tāds punkts £ e (a, &), ka

b 6

/ f(x)-g(x)dx = f(£)J g(x)dx

a a

Noteikta • Ja m s$ /(x) M, tad

integrāļa
novērtēšana

m(6-a)< Jf{x)dx^M(b-a)

• Ja /(cc) - monotonaun g(x) - integrējama intervālā [a; 6], tad

6 c 6

J* f{x)-g(x)dx = f{a)J g(x)dx+ f(b)J g(x)dx

a a c

b b

. Jf(x)dx J\f(x)\dx

Integrāļa
atvasināšana

• Ja/ ir intervāla [a; b] nepārtraukta funkcija, tad ari

pec mainīgas F(x) = Jf(t)dt
augšējas
robežas

a

ir nepārtraukta funkcija un

F'(x) = f(x)

• Ja / un (p ir intervālā [a; b] nepārtrauktas funkcijas, tad arī

<p(x)

F(x) = J f(t)dt

a

ir nepārtraukta funkcija un

F'(x)=f{<p(x)) • <p'(x)



11.7. Noteiktā integrāļa aprēķināšana

11.7. Noteikta integrāļa aprēķināšana

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi

Ņutona-
Leibnica

Ja intervālā [a: b] funkcijai f(x) eksistē primitīvā funkcija F(x),
t. i., F'(x) = f(x), tad

formula
b ļj

J f(x)dx =F(x)
a

=F(b)-F(a)

Substitucijas
metode

b 0

J f(x)dx =f f{<p(t))-<p'(t)dt,
a a

kur x = (p(t) - monotona, nepārtraukti diferencējama funkcija un

ip{a\ = a. ip(f3) = b

Parciālā

integrēšana

b b b b b

J f(x)dx =J u(x) • v'(x)dx = Ju-dv
—

— jv-du,

a a a a

kur u, v - nepārtraukti diferencējamas funkcijas.

Pāra vai nepāra
funkcijas

integrālis

pa simetrisku

intervālu [-a; a]

. Ja f(-x) = f(x) (para funkcija), tad

a a

J f{x)dx = 2Jf{x)dx

-a 0

• Ja f{-x) = -f{x) (nepāra funkcija), tad

a

J f(x)dx = 0

—a

Periodiskas Ja f(x + T) = f(x) (funkcijas f(x) periods ir T), tad

funkcijas
T x„+T

J f(x)dx= J f{x)dx

0 x0

(ar periodu T)

integrālis

{x
{)

- brīvi izraudzīts punkts uz Ox ass)

Jebkurā intervālā, kura garums ir T, funkcijas f(x) noteiktajam

integrālim ir viena un tā pati vērtība.

Tuvinātās

metodes

b b

Ja y = f(x), tad J ydx « I
n

jeb J ydx = I
n

+ R
n

(R
n

- kļūda),

kur ī
n

ir galīga summa, ko iegūst šadi:

1) [a, b] sadala n vienādās daļās

a =
Xq, Xļ, x

2,
x

n __ v
x

n
= 6; xt = a + ih, kur

h
—

- —— - dalījuma intervāla garums jeb solis (0 i n)
n

2) aprēķina yi
= f(x) (i = 0, 1, 2, n)

3) izmanto vienu no līklīniju trapeces laukuma tuvinātas

aprēķināšanas formulām ©, © vai © (sk. tālāk)



Norādījums. Ja nir viens un tas pats, tad trapeču formula ir precīzāka nekā

taisnstūru formula, bet Simpsona formula - precīzāka nekā trapeču formula.

Palielinot dalījuma punktu skaitu n, visas formulas kļūst precīzākas. Izmantojot
tuvinātās formulas, parasti aprēķina integrāļa aptuvenās vērtības ī

n
un I

2n

(dalījuma punktu skaitam n un 2n); salīdzinot tās, atstāj visus sakrītošos ciparus

11. VIENA ARGUMENTA FUNKCIJU INTEGRĀLRĒĶINI

© Taisnstūru

formula J ydx « I
n

= h{y
{)

+ y1
+

...
+ ž/„_J V-y=f(x)=/(*)

T-sr-i

ar kļūdu iž
n

vai /f

J ydx^I
n

=h(y
l +y2

+... + y
n
)

a I

x

\R \^
{b - ūf

-K, kur
1 " 1 2n

K = max I f(x) ļ

© Trapeču jfydx » /„ = n +yi + ya
+... + yn_1 ļ

formula

ar kļūdu R
n

1 " ' 12n
2

ž/=/(*)

/f
kur ff = max /"(s)

'

[«,61

x

© Parābolu jeb / yda: (j/
0
+4Vl + 2y

2
+ 4y

3
+... + 2?/

n_2
+ -y

n. 2
+4y

n_1
+y

n
)-2/n)

Simpsona a

formula

(n - pāra

skaitlis)

I/? l<^- a)
5

ir

y

l
180n

J y=«r

\
_

2

y—ax -\-bx+cC

ar kļūdu R
n

O X

Grafiskā Lai konstruētu dotās līknes y = f(x) integrāllīkni F(x),

integrēšana rīkojas šādi:

1) uz Ox negatīvās pusass izvēlas t. s. polu - punktu P(-p, 0)
2) nogriezni AB sadala 2n vienādās daļās -

zīmējumā a = x
Q, x

v x7, x
s

= b

3) uz f(x) grafika atliek abscisām xļ,
x3, ...

atbilstošās ordinātas

A
3,

tās pārnesot uz Oy asi (punkti B
x, B

3, ...)
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11.8. Noteiktā integrāļa lietojumi

Plaknes figūras laukums

4) caur yl novelk taisni paralēli PPļ līdz krustpunktam C\ ar

vertikāli x = x
2, caur Cj novelk taisni paralēli PP

:J
līdz

krustpunktam C
3

ar vertikāli x = x
4, ...

5) caur C,- novelk līniju F(ir) = J* f(x)dx
b

6) I = J f(x)dx skaitliski vienāds ar nogriežņu OP un BC
7

garumureizinājumu; ja p = 1, tad I
— BC

7

V

\ F=\f(x)dx

C
3

B
1

/

N3
/B, ! /V N !'

p^

i

i

Ii!_L

-p\
i i 8

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi Ilustrācija

Līklīniju trapeces
ABCD laukums

• DCvienādojums

b

S
— J f(x)dx

Dekarta

koordinātas:
a

y = K x)
(o < x b)

• DC paramet-
riskie

vienādojumi:

x = x(t)

y = y{t)

tļ

S = Jy(t)-x'{t)dt

b x

(*! t < fcj)



Plaknes līnijas loka garums
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Līklīniju trapeces

CEFD laukums

• EF vienādojums d

S = Jg{y)dyDekarta

koordinātas: c y

x = g(y) d

• EF parametriskie

vienādojumi: tt

S = Jx(t)-y'{t)dt\x = x(t)

[y = 0 X

Figūras laukums,
b

S = J\f(x)-h(x)\ dx

y
ko ierobežo līnijas

y = f{x), y = h(x),
a

x = a, x = b

b X

Līklīniju sektora

OAB laukums 3/
.

:

AB vienādojums
1 r

S = - r
2

{<p)d<p
2 J

apolārās koordinātas:

r = r(if)

Loka MN garums,

ja līnijas MN

vienādojums:
• Dekarta

b

Imn = Jjl + (f'(x))2
dx

y=f(%)
koordinātās M

y = Ax)

ļa x 6)

a

a b x



Rotācijas virsmas laukums

11.8. Noteikta integrāļa lietojumi

x = g(y)

(c < y < d)

d

W = J^+(9'(y)fdy

y

x=g(y)

X

• parametriskā
veida

x = x(t)

y = y(t)

lus = J j(At))
2

+(y'(t))
2

dt

y

M N

(A K t
2 )

• polārās
koordinātās

0

Imn = Jylr
2

(<p) +(r'(<P))
2

d<p

0\ X

N,

r —r((p)

r = r((p)

(b p p)
Ct

M

Līnija rotē

ap Ox asi

Līnijas MN

vienādojums:
• Dekarta

b

S
x
=2nJ f(x)yjl+ (ft(x))

2
dx

V

koordinātās

V = ļx)
{a f x b)

I \
i !
i i

• parametriskā
h

S
x

=2tv fy(t)^{x'(t)) 2

+(y'(t))
2

dt

1 b X

veida \

x — x(t)

y = y(f)

\



Ķermeņa tilpums
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Līnija rotē ap Oy asi

Līnijas EF vienādojums:
• Dekarta koordinātās

y

d

S
y
=27rfg(y)Jl+ (g>(y))2

dy
x = g{y)

(c^y^d)

• parametriskā veidā

S
y =2nj x(t)J(x>(t)Y+(y'(t))

2

dt
i. —

\x = x(t)

\y = y(t)

c

x

Tilpums, izmantojot

ķermeņa šķēluma
laukuma funkciju S(x)

S(x)

(šķēluma plakne

b

V = jS{x)dx

perpendikulāra Ozasij) a

0 a

x

x b x

Rotācijas ķermeņa
tilpums, ja līnija
rotē ap 0x asi

Līnijas MAvienādojums:
• Dekarta koordinātās

b

V
x =njf(x)dx

V

y = Ķx) (a < b)
a

\ i

M

• parametriskā veidā

\x
— x(t)

[y = y(t)
V

x =irjy2

(t)-x'{t)dt

a
1

b x

\

lotacijas ķermeņa
ilpums, ja līnija
'otē ap Oy asi

līnijas EF vienādojums:
Dekartakoordinātās

d

v
v

=7rf9
2

{y)dy
x = g(y)

d)

parametriskā veida

x = x(t)

y = y(t)

u

V
y =7rjx

2

(t)y'(t)dt

c-

0 X

t
2
)



20511.8. Noteikta integrāļa lietojumi

Lietojumi fizikā un mehānikā

Līnijas MN

vienādojums

V = M

(a Š x < b)

b

V
y

=2nJX 'f{x)dx
y

a

- rotācijas ķermeņa

tilpums, kas rodas līklīniju

trapecei MabN rotējot ap
s

0y asi.

T X

Ceļš, ko noiet materiāls

punkts (ķermenis)
taisnvirziena kustībā s = j\v(t)\dt

v = v(t)- kustības ātrums

t - laiks

[£
0; T] - laika intervāls

)arbs, ko veic spēks F,

lārvietojot materiālu

mnktu 0x ass inter-

b

A = J\F{x)\dx
I

I

Iālā [o; 6]
F(x) - spēka vektora F

projekcija uz 0x ass

"

b

*

0 (2

F(x)

Hidrostatiskā b

F =pgJx(f{x)-h(x))dxspiediena spēks uz

šķidrumā vertikāli y

iegremdētas

plāksnītes vienu pusi
plāksnīti ierobežo līnijas:

V = f(x), y = h(x),
x = a, x = b

p
- šķidruma blīvums

-/
y—h(x) —

g - brīvās krišanas -

paātrinājums -V
-

v -

Materiālas līnijas
b

m = J + {f'{x)fdx

I I

loka masa

y = f(x) - līnijas vienādojums

b)

p = p{x) -līnijas lineārais

blīvums
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Materiālas līnijas
loka statiskie

b

M
X =Jp(x)f(x)jl +(f'(x))2

dx

momenti attiecība

pret koordinātu
b

M
y
=Jp(x)-xjl+ (f(x))

2
dxasīm

y = /(z) - līnijas vienādojums (a x < b)

p = p(x) - līnijas lineārais blīvums

Materiālas līnijas
loka inerces

b

h=J +(f(x)fdx
momenti attiecība

pret koordinātu

asīm

b

I
y
=Jp(x).x

2

Jl +(f(x)Ydx

y = f(x) - līnijas vienādojums (a x b)

p
= p(x) - līnijas lineārais blīvums

Materiālas līnijas
X

c

= — M
y
, y

c

= — M
x

m rn
loka masas centra

koordinātas

Homogenai līnijai (p = const):

x
r

=- f + {f'{x))
2
dx

l J

y
c

=-

l
ff(x)ji + (f(x)ydx
a

y = f(x) - līnijas vienādojums (a O O)
l - loka garums

Homogenas plaknes b

m —pj f(x)dxfigūras (līklīniju

trapeces) masa a

V = f{x) - līnijas DC vienādojums
(a < x < b)

p = const - figūras blīvums

Homogenas plaknes !/=/(*)

figūras (līklīniju
trapeces) statiskie

M
x =±pff(x)dx

momentiattiecība

pret koordinātu

asīm

b

M
y =pJ x-f{x)dx

6 x
a

V — K x) ~ līnijas DC vienādojums

(a x b)

p = const - figūras blīvums



11.8. Noteiktā integrāļa lietojumi

Homogenas plaknes

figūras (līklīniju
i i r

x
c

=
— M

y
=- / x-f{x)dx

m S J

y-

trapeces) masas

centrakoordinātas

a

1 1 r

y
c
=-M

x

=— / f(x)dx
m 2S J

y = f(x) - līnijas DC y, --T

i

i

i

vienādojums

(a x < b)
o a

X x

S - līklīniju trapeces laukums

Homogenas plaknes 1
6 6

I*=-Pff ( x )dx ; I
y
=pj x

2

f(x)dxfigūras (līklīniju
trapeces) inerces a a

momenti attiecībā

y = f(x) - līnijas DC vienādojums (a < x b)pret koordinātu

asīm p = const - figūras blīvums

Homogenas plaknes

figūras, ko ierobežo

1 r
M

x =-pj(f(x)-h
2

(x))dx

līnijas a

y = fi x ), v = h{x), b

M
y =pJ x(f(x)-h(x))dxx = a. x = 6,

statiskie momenti

M
x,

M
y, 1 r

I
x =-PJ (f(x)-h

2 (x))(f(x) + h(x))dxinerces momenti I
x,

I

attiecība pret

koordinātu

asīm un masas centra

koordinātas x
c, y

c

b

IV=PJ X
2 (f(x)-h(x))dx X)

ir f V
x

c
=

77 / x(f{x)-h(x))dx y, r
S J i

a

1 r
Ky—h(x)/\

(J\ ū K bx
c b x

p = const - figūras blīvums

S - figūras laukums

Rotācijas virsmas S
x

= l ■ 2it- yc

aukuma izteiksme
Rotācijas virsmas laukums S, kuru izveido plaknes
īnijas loks, rotējot ap asi, kas atrodas vienā plaknē ar šo

īniju un to nekrusto, ir vienāds ar līnijas loka garuma /

m tādas riņķa līnijas garumareizinājumu, kuru rotējot

ipraksta loka masas centrs.

\r rotējošas līnijas
jarumu un tas

nasas centra

koordinātu

Guldeņa 1. teorēma)

Tā kā S, =27rff(x)jl + (f>( Xyfdx,

tad S, = l- 2tt ■ y Jf(x)Jl + (f'(x)f dx = l-2ix- yr

a _J



11.9. Neīstie integrāļi

Pirmā veida neīstie integrāļi

(integrāļi ar bezgalīgām integrēšanas robežām)

11. VIENA ARGUMENTA FUNKCIJU INTEGRĀLRĒĶINI

Rotācijas ķermeņa

tilpuma izteiksme

V = S • 2tt • yt

ar rotējošas
Rotācijas ķermeņa tilpums V, kuru izveido plaknes

igūra, rotējot ap asi, kas atrodas vienā plaknē ar šo figūru
m to nekrusto, ir vienāds ar figūras laukuma S un tādasfigūras laukumu

un tas masas

centra koordinātu
■iņķa līnijas garumareizinājumu, kuru rotējot apraksta

īgūras masas centrs.

(Guldeņa 2. teorēma)
i,

Tā kā V
x
=ir jf(x)dx,

1
b

tad V. = S -27T-— Jf{x)dx = S-2ir-y
r

a —1

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi Ilustrācija

1. veida neīstā

integrāļa
jēdziens

• x e [a; +00)

+oc N

f f(x)dx= lim f f(x)dx (1)
y=m

a N X

• x e (-00; 6]

b b

f f(x)dx= lim f f(x)dx (2)

J
-oc M

+00 c +00

J /(aj)tža;= J* /(a)da: + J* =

M \o b x

• x e (-oc; +00)

A

-00 —00 c

c

= lim / f(x)dx+ lim / f(x)dx
Af—>-oc jv_>+oc J

M c

N

(3)
M O

(c-jebkurš skaitlis; M < c < N)



11.9. Neīstie integrāļi

1. veida neīstā Ja eksistē galīgas robežas (1), (2), (3), tad attiecīgais
neīstais integrālis konverģē (eksistē) un, piemēram,integrāļa

konverģence
y

" N

I f(x)dx = lim ļ f(x)dx = lim F(x) =

a a

1. veida neīstā

= lim (F(N) - F(a)) = F(+oc) -F(a) ,

/V-»+oc

kur F(x) - funkcijas f(x) primitīva funkcija

Ja neeksistē galīgas robežas (1), (2), (3), tad attiecīgais

neīstais integrālis diverģē (neeksistē).integrāļa

diverģence

L. veida neīsta
+

f
N

r
(4)

v. p. / f(x)dx = lim I f(x)dx
ntegrāļa
galvenā vērtība

-oo -N

v. p.) Ir iespējams, ka neīstais

integrālis (3) diverģē, bet tā

galvenā vērtība (4) eksistē.

-N N X

Konverģences

pazīmes

» Absolūta

+ 3C

Neīstais integrālis J f(x)dx (1)
n

C\ ,1—1 f( AI

y

konverģence y=\f(x)\
konverģē, ja konverģē integrālis \ /~\

f|f(x) |dx . Šādā gadījumā V
y

i O a \ I X

neīsto integrāli (1) sauc par \ /
. .

absolūti konverģējošu, bet y—J\ x)

funkciju f(x) - par absolūti

integrējamu intervāla [a; +oo)

• Salīdzināšanas © Ja 0 f{x) g(x) intervālā [0; +oo) un

pazīmes + oc +oc

• J g(x)dx konverģē, tad arī J f(x)dx konverģē

O 1

+oo +00

• J f{x)dx diverģē, tad arī J g(x)dx diverģē.

a a



©Ja f(x) 0, g(x) 0 intervāla [a; +oo) un

lim =C
,

kur Cc (0; +co), tad
g(x)

J f(x)dx un Jg(x)dx konverģē vai diverģē.

a o

+oo +0O

(Ja C = 0 un J g(x)dx konverģē, tad arī J f(x)dx konverģē.)

Piezīme. Salīdzināšanai bieži izmanto integrāli:

+
f dv [konverģē, ja a> 1

/— - L . • ( a >°)
J

a

x diverģē, ja a^l

Otrā veida neīstie integrāļi

(intervālā [a; b] neierobežotu funkciju integrāļi)

11. VIENA ARGUMENTA FUNKCIJU INTEGRĀLRĒĶINI

2. veida neīstā y

integrāļa
jēdziens

• lim f(x) = oo

6 6-e

/ f(x)dx = lim / f(x)dx i(5)

a a

i

y=f(x) i

i

i

i

i

i

i i

6 6

J*f{x)dx = lim J* f{x)dx I(6)

0 a b-z b x

• lim f(x) = oo

a a+e

b

• lim/(x) = oc 6 c 6

J f{x)dx = Jf{x)dx + Jf(x)dx =

a a+e
x

y

(o < c < 6)
a a c i

c—e b

= lim / f(x)dx +lim I f(x)dx
£->0 J <5->0 J

(7)

t

I
i

i
c+8 6

a O C-8 C

!/
i

i

X

a c+5

i

i



11.9. Neīstie integrāļi

2. veida neīsta

integrāļa

konverģence

Ja eksistē galīgas robežas (5), (6), (7), tad attiecīgais
neīstais integrālis konverģē (eksistē) un, piemēram,

b b-e

J f(x)dx = limJ f(x)dx =

= limF{x) = lim(F(b -e)- F{a)) =

= limF(b-£)-F(a)

kur F(x) - funkcijas f(x) primitīva funkcija

2. veida neīstā

integrāļa

Ja neeksistē galīgas robežas

attiecīgais neīstais integrālis dh

(5), (6), (7), tad

erģe (neeksistē).

diverģence

2. veida neīsta

integrāļa
galvenā vērtība

(v. p.)

b

v. P- J f(x)dx =

y
»

i

i

i'c-e b

= lim \ f(x)dx+ \ f(x)dx
i a c+E

i

i c+s

(8)

Ir iespējams, ka neīstais

integrālis (7) diverģē, bet tā

galvenā vērtība (8) eksistē.

fc-ef i b

r
X

Konverģences 2. veida neīsto integrāļu konverģences pētīšanai
izmanto absolūtās konverģences jēdzienu unpazīmes
salīdzināšanas pazīmes, kas ir analogas 1. veida neīsto

integrāļu pazīmēm.

Piezīme. Lietojot salīdzināšanas pazīmes 2. veida neīstajam
integrālim, bieži izmanto šādu integrāli:

h

dx fkonverģē, ja a<l

J (6 — x)
a diverģē, ja a^l

vai

b

r dx fkonverģē, ja a < 1

*ļ (x — a)
a

diverģē, ja a^l



11. VIENA ARGUMENTA FUNKCIJU INTEGRĀLRĒĶINI

Bezgalīga intervālā neierobežotu funkciju integrāļi

Ja aplūkotajam integrālim integrācijas intervāls ir bezgalīgs un zemintegrāļa funkcija
ir neierobežota vairākos šī intervāla punktos, tad šādu neīsto integrāli definē, pēta tā

konverģenci un, ja iespējams, aprēķina skaitlisko vērtību, sadalot doto integrāli
vairāku integrāļu summā tā, lai katrs no tiem būtu tikai 1. veida vai 2. veida neīstais

integrālis.

11.10. Integrāļi, kas atkarīgi no parametra

pamatīpašības

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi

No parametra A b

I(X) = Jf(x, X)dx,atkarīgs

integrālis I(A)
kur funkcija f(x, X) integrējama pēc x un definēta

taisnstūrī D = {a x 6, c A < d}

Nepārtrauktība
n integrejamība

Ja /(cc, A) ir nepārtraukta funkcija taisnstūri D, tad

J(A) - nepārtraukta un integrējama intervālā [c, d] un

jI{\)d\ = JJf{x, X)dx d\ =JJf{x, X)dX dx

c c \ a ) a \ c

Diferencej amiba
df(x, X)

• Ja f(x, X) un ——-— ir nepārtrauktas funkcijas apga-
oX

bala D, tad J(A) - diferencējama intervālā [c, d] un

a

• Ja a = a(X) un b = b(X) ir nepārtrauktas un

diferencējamas funkcijas intervāla [c. d] un f(x, X),
dX

b(\)

nepārtrauktas apgabalā D, tad I(X) = J f(x,X)dx ir

a(\)

diferencējama intervālā [c, d) un

= / -^- + 6'(A)./(6(A),A)-a'(A)./(a(A),A)

a(A)



No parametra atkarīgi neīstie integrāļi

11.10. Integrāļi, kas atkarīgi no parametra

• Integrālis
ar bezgalīgām

integrēšanas
robežām

Ja f(x. A) ir definēta apgabala D
x

=

un katram A G [c, d] ir integrējama (kā neīstais integrālis)

pēc x intervālā [a; +00), tad I(A) = Jf(x,\)dx sauc par

• Integrālis no

neierobežotas

intervālā [c, d) konverģentu neīsto integrāli.

(Analoga definīcija apgabalā = {-00 < x < b, c A < d})

Ja f(x. A) ir definēta kopa {a x < b, c^A^djun

funkcijas

b

jebkuram X £ [c, d] integrālis J f(x,X)dx konverģē, tad

b

I(X) = J f(x, X)dx sauc par neīsto integrāli (no neiero-

Neīsto integrāļu
vienmērīgā

bežotas funkcijas, kad x — b).

(Analoga definīcija kopā {a < x b. c A d})

+00

Ja 7(A) = J f(x,X)dx konverģē visiem A G [c, d], tad to

konverģence
(Tā kā abiem neīsta-

jiem integrāļiem pie-
mīt analogas īpašības,
tad turpmāk aplū-

sauc par vienmērīgi konverģentu intervāla [c, d], ja
katram e > 0 eksistē tāds x(e), ka jebkuram A > x{e) un

visiem A G [c, d]

koti tikai viena veida
+3C

f(x,X)dx < £

.4

neīstie integrāļi -

pa apgabalu D
x

)

Vienmērīgas Ja eksistē tāda funkcija g{x), ka visiem x x
0

> a un

konverģences
visiem A G [c, d] \f(x, A)| g(x) un J g(x)dx konverģē,

a

pazīmes

tad J f(x.X)dx konverģē vienmērīgi intervālā [c, d].

© Ja f(x. A) 0 ir nepārtraukta apgabalā

= {a x < 00, c A d}, turklāt

+00

I{X) = J f(x,X)dx konverģē visiem A € [c, d] un ir

nepārtraukta funkcija, tad I(X) konverģē vienmērīgi.

© Ja f(x, X) ir ierobežota apgabalā un integrējama pec

+00

x G [a, R], tad no J \h(x)\dx konverģences izriet

+00

J f(x,X)h(x)dx vienmērīgā konverģence.

a



11. VIENA ARGUMENTA FUNKCIJU INTEGRĀLRĒĶINI

Eilera integrāļi

No parametra

atkarīga neīstā

integrāļa

nepārtrauktība
un integrējamība

Ja f(x. X) ir nepārtraukta apgabalā un I(X) konverģē

vienmērīgi intervālā [c, d], tad arī I(X) ir nepārtraukta
intervālā [c, d], t. i., jebkuram A

0
G [c, d]

+00 +00

"
a a

turklāt I(X) var integrēt:

No parametra

d d +00 d

JI(X)d\=fdxf f(x, X)dx = f dxf/(x,A)dA

c c a a c

(d vietā var būt jebkurš A G [c, d}).

atkarīga neīsta

integrāļa

Ja/(x, A) un ļr nepartrauktas apgabalā
uX

diferencējamība +

fdf(x,X)
I(X) konverģē intervālā [c, d], bet J ——— konverģē

vienmērīgi, tad J(A) ir diferencējama intervālā [c, d] un

I'(\)=f df{x
>
X)

dx

{ dXdX

Beta funkcija B(p, q)
jeb I veida Eilera

integrālis

1

B(P, 9 ) = Jx
p- l

(i- xy-1

dx, p>0, g > 0

g > 0

B funkcijas īpašības © B(p, g) = B(g, p)

© B(p,q)=
P 1

B(p-l,g), p>l,
P + Ģ-l

q > 0

B(p, g) =
9 1

- B(p, q
- 1), p > 0,

p + g-1
g>l

© B(p,n) = ,
p(p + l)(p + 2)...(p + n-l)

D/ , (m-l)!(n-l)!
B(m,n) = S m,nGN

(m + n — 1)!

© B(p,l-p)= , 0<p<l
sinp7r



11.10. Integrāļi, kas atkarīgi no parametra

Gamma T(x) (faktoriāla vispārinājumu) definē divējādi:T(x) (f;

funkcija T(x)

jeb II veida

Eilera integrālis f (Eilera integrālis; x>0)

T(x) = \ 0T(X) =

Tl! T\j
X

lim
— — (jebkuram x)
x(x+ l)(x +2)...(x +n — 1)

li
J O

T(x) vērtības atrodamas tabulā (sk. lpp.)
Dažas biežāk lietojamās vērtības:

T(n) = (n-1)!, n e N

r(i) = r(2) = i

-4-3 2-! 1 2 ,3 4 x

1 2n-l !!
_

.

r n + - =-
—Vtt ,

kur
2 r

(2n - 1)!! = 1 • 3 • 5
...

(2ņ - 3)(2n - 1)

r funkcijas īpašības © T{x) = (x- l)F(x - 1) (lieliem x)

r(«) = (ja X < 1 un x * 0, -1, -2, ...)

© r(x) •r(i - x) =

sin nx

© r(x)-r(-x) = ——

x ■ sin 7T2;

© r[±+x)-r[±-x\ =
-^-

\2 j \2 ) COS7T£

© Y{x)-v\x + =

(Ležandra formula)

Piezīme. x var būt arī komplekss lielums z.

Funkcijai T{z) ir pirmās kārtas poli, ja

z = n (n = 0, 1, 2, ...);

res r(-n) =

,
bet ir

n! i (Z)

analītiska.

Sakarība starp I veida

un II veida Eilera

integrāļiem



11. VIENA ARGUMENTA FUNKCIJU INTEGRĀLRĒĶINI

11.11. Biežāk lietojamie neīstie integrāļi, īpaša nosaukuma

integrāļi (1 .-6.) un integrāļi, kas reducējami uz I veida

vai II veida Eilera integrāļiem (26.-31.)

r sin aa:
,

7T

1. | dx —
— sgnaJ

x 2

+00

2 /e-V= —

+ 00

.
+

r a;• sin aa; tt _ja/3i
4. J —

r
dx = — sgna-e1 1

+00 +00 ļ

5. J smx
2

dx = Jcosx
ž
dx= I—

—00
-

00
-

+00

6. / dx = —-—, o<a < 1
J
0

I+a; sīnmr

+

r da: 1
7. —=7 TTlTīi a>l, a>o

a; (a-l)a

f-<fe a
1""

8. — = - , a<l, a>o

i* l-a

+00
,

9 =
5

io. 7-^=^
•{ l + a;

3 3V3

+00 ,

r dx tt

U' J =

2V2

12
' I7TT7-2

+00 .

f dx
_

7T

13- J
0

(a
2

+x
2

j(/?
2

+ a;
2

)
~

2a/3(a+/3)'

a>o, B>o

Dirihlē integrālis

Puasona integrālis

Laplasa integrāļi

Freneļa integrālis

Eilera integrālis

+00

ļ
14. fe~ax

dx
=—, a>o

0
"

+oo

15. Jx
n

e~
x
dx — n\, n = 0,1,2,...

o

x
2
e~

ax dx =
—7, a> 0
4a3

+oo

17. / e
_ai • cos /3a; dx = — , a> 0

"{ OL +P

+00
_

18. fe~"
J

-sinftrrfa; =

2 2
, a>o



19. f
c
-

njJ • cos px dx =- - exp , a> 0

2Va ļ 4a

20. fx■ c~
ax2 ■ sinRxdx = J-exp ,

a> 0

7T 7T

21. J*ln(sin x)dx — J\n(cosx)dx =—— ln2

0 o
2

1 i ja „ = = 1,2,..
t V (2k)\\ 2

J

22. / s'm"xdx = / cos" xdx = \
, ,

() 0 v '"

, ja n = 2fc +L/c = 0,1,2,...
(2fc + l)!!'

J

23. = = y~
= — , ab * 0

J
a sin" x+ 6" cos" a: 2|a& |

2

r dx 2ir
24. — =

, o^a<l

•J 1 + acosa; VI-O

r dx tt

25. /- -

2

—= , -, |a|<l
J

Q
1-a cos x 2VI-a

2

7T

26. Jsinp xcos''xdx = p >-1, g> -1

27. = l|, n>o, m>-l, p> -1

qn{ n )

28. =
I

B f=±ļ,p
-2i+ļ) o<=±l< P

(1 -f x y n { n n j n

+ 1), a>o, n> -1

29. f sVds =

a ,
J n!
" ' a > 0, n G N

30. f
I
-

c
-^

(ir =

o \n\ \
n ) n

31. ln- dx = r(p + l), p> -1

o
1

11.11. Biežāk lietojamie neīstie integrāļi, īpaša nosaukuma integrāļi (1.-6.) un

integrāļi, kas reducējami uz I veida vai II veida Eilera integrāļiem (26.-31.)



12. VAIRĀKARGUMENTU FUNKCIJAS

12.1. Pamatjautājumi

12.2. Robežas un nepārtrauktības jēdziens

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi, ilustrācija

Divu

argumentu

Atbilstība starp divu kopu elementiem, ja katram sakārtotam reālu

skaitļu pārim (x: y) G D pēc noteikta likuma / atbilst tikai viens

kopas E elements u.funkcija
u = f(x; y) - atklāta veida dota 2 argumentu funkcija;

F(x; y-, u) —
0 - apslēptā veidā dota 2 argumentu funkcija.

Trīs Atbilstība starp divu kopu elementiem, ja katram sakārtotam reālu

skaitļu trijniekam (x; y; z) G D pēc noteikta likuma / atbilst tikai

viens kopas E elements u.

argumentu

funkcija
u = f(x; y; z) - atklāta veida dota 3 argumentu funkcija;

F(x\ y; z; u) = 0 - apslēptā veidā dota 3 argumentu funkcija.

n argumentu

funkcija

Atbilstība starp divu kopu elementiem, ja katram sakārtotam

n reālu skaitļu kortežam (xļ; x
2; ...; x

n) G D pēc noteikta likuma/
atbilst tikai viens kopas E elements u.

u = /(x-ļ; x2; x
n
) - atklāta veida dota n argumentu funkcija.

Divu argu-

mentu

Funkcijas u = f(x\ y) definīcijas

apgabals D(f) ir apgabals
xOy koordinātuplaknē (vai arī

G(f)

funkcijas

definīcijas

apgabals

visa ši plakne.)

un grafiks
Funkcijas u = f(x; y) grafiks G(f)
ir visu to punktu kopa
koordinātu telpā, kuru koordinātas

ir (x; y- f{x; y)), ja (x ; y) G D(f)

i

i

i

i

I

I

i

i
y

X

x
DU)

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi, ilustrācija

Punkta U
r(M0 )

Riņķis, kura centrs ir punktā M
0

un

rādiuss ir r.

yMoK; y0 )
apkārtne
koordinātu

plaknē

O x



12.3. Parciālie atvasinājumi. Pilnais diferenciālis.

Teilora formula

12.3. Parciālie atvasinājumi. Pilnais diferenciālis. Teilora formula

Divu lim f{x;y) =A

y->y0

argumentu

funkcijas

robeža,

kad x —>• aļ,,

Skaitlis A, ja katram pozitīvam skaitlim e var atrast

tādu punkta M
0(x0; y0) apkārtni U

S(M0), ka visiem punktiem

M(x; y) M
0 no šīs apkārtnes

y) - A\ < e

jeb

Ve>0 36 >0, ka V'tov), kuriem 0 <
u
f + {y - yj

2

< 6

ir \f(x;y)-A\<£

Funkcijas A
x
u = f(x0

+ Ax; y0 ) - f(x0 -, y0) (parciālais pieaugums pec x)

u = f(x; y)

parciālie
A

y
u = f{x

0; y0
+ Ay) - f(x

0
; y0

) (parciālais pieaugums pēc y)

pieaugumi Au = f{x0 + Ax; y0 + Ay) -

y0) (pilnais pieaugums)

un pilnais

Analogi definē funkcijas u = f{i\\ x
2: x

n
) pieaugumus.pieaugums

Nepārtraukta

funkcija

Funkciju u = f(x: y) sauc par nepārtrauktu punktā M
{](xu

: y0
), ja

• u = y) ir definēta punktā M
0 un kādā šī punkta apkārtnē

punkta un

• funkcijas robeža, kad x —>■ iļ, un ■/_/ —> tj0
ir vienāda ar funkcijas

vērtību punktā M
0(x(): y0), t. i.,

lim f{x;y) = f{x
0
;y

0
)

x—>x0

y^y0

Ekvivalents apgalvojums: bezgalīgi maziem argumentu pieaugumiem
Ai un Ay atbilst bezgalīgi mazs funkcijas pilnais pieaugums:

lim Au — 0
Ai->0

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi

Funkcijas
Apzīmējumi: UĻ f

x
(x;y),

du

dx
'

df{x; y)

dx
u = f{x; y)

parciālais

atvasinājums
D e f i n i c i i a: u = lim

xU
x

A*-H) Axpēc x



12. VAIRĀ«ARGUMENTU FUNKCIJAS

Funkcijas

u = f{x-, y)

A .
• / ,// ,

du df{x-,y)
Apzīmējumi: u

, f
v
{x;y), —

,

—

dy dy

parciālais
,

A u

D e fi n i c i i a: u = lim ——

J y
Ay->0 Ay

atvasinājums

pēc y

Parciālā Atrodot funkcijas parciālo atvasinājumu pēc x, argumentu y

atvasināšana uzskata par konstantu lielumuun izmanto viena argumenta

funkcijas atvasināšanas kārtulas un formulas.

Atrodot parciālo atvasinājumu pec y, argumentu x uzskata

par konstantu lielumu un atvasina pēc viena argumenta funkcijas

Otras kārtas

atvasināšanas formulām un kārtulām.

Analogi rīkojas, atvasinot vairāku argumentu funkcijas.

© (u'x )'x - pirmās kārtas atvasinājumu u'
x

atvasina pēc argumenta x

parciālie
... ,„, ,

d
2

u d
2

f(x;y)
Apzīmējumi: u

xx,
f

xx
(x;y), —,

atvasinājumi

© (u
x
)'
y

~ pirmās kārtas atvasinājumu u
x

atvasina pēc argumenta y

. _.
. " o",

d
2

u d
2

f(x;y)
Apzīmējumi: u

xy
, f

xy
(a?,y), —,

® ( u'y )'., ~ pirmās kārtas atvasinājumu u
y

atvasina pēc argumenta x

i ...
»

,
d

2

u d
2

f(x;y)
Apzīmējumi: u

yx, f
yx

(x;y), _,

© (u )' - pirmās kārtas atvasinājumu u
y

atvasina pēc argumenta y

A
■ "

m" i \
u d

2

f(x',y)
Apzīmējumi: u

yy, f
yy

{x-,y), —,
———

Trešās © (u
xx

)'
x

- otrās kārtas atvasinājumu u'
xx

atvasina pec argumenta x

kārtas

parciālie »< *>» , ,
d

3

u d
3f(x;y)

Apzīmējumi: u
xxx ,

f
xxx

(x;y), —,

atvasinājumi

© (uxx
)'
y

- otrās kārtas atvasinājumu u
xx

atvasina pēc argumenta y

<» *>» ,
d

3

u d
3

f(x;y)
Apzīmējumi: u

Xīy
, f

xxy
(x;y), —

,
—

® (u
xy

)[ - otrās kārtas atvasinājumu u
xy

atvasina pēc argumenta x

- -■ ■ »*
, ,

d
3

u d
3

f(x;y)
APZlm6JUmI: f

*'
AX;V)>

ar»,,,.

© (u
x
'
y

)'
y

- otrās kārtas atvasinājumu u
xy

atvasina pēc argumenta y

Apzīmējumi: u
xyy, f

xyy
{x>,y), ——r, \ /

oxoy oxoy



12.3. Parciālie atvasinājumi. Pilnais diferenciālis. Teilora formula

© (u
yx

)'x - otras kārtas atvasinājumu u
yx

atvasina pēc argumenta x

'"
i \

d3

u d3

f(x;y)
Apzīmējumi: u

, f {x;y), , 2

apacc cfyaa:

©
- otrās kārtas atvasinājumu u'

y

'

x
atvasina pec argumenta y

<» *»> , .

d3

u d
3

f(x;y)
Apzīmējumi: u

yxy, f
y

(x:y).

© (u
yy

)'
x

- otrās kārtas atvasinājumu u
yy

atvasina pēc argumenta x

.
.

-
, v

d
3

u d
3

f{x;y)
Apzīmējumi: /„„>::„).

® - otrās kārtas atvasinājumu w
vv

atvasina pēc argumenta y

Apzīmējumi: u
yyy

, 3

Augstāku Ja funkcijai u = f(x; y) eksistē otrās kārtas parciālie atvasinājumi
kārtu jaukto

un jauktie atvasinājumi f
xy

(x;y), f
yx

{x\y) ir nepārtraukti punkta
parciālo
atvasinā- M(x; y), tad šajā punkta

jumu

£
y
{x:y) = f

yx
(x',y) jeb =

oxoy oyox

vienādība

Analogi arī trešās kārtas un augstāku kārtu jauktie parciālie

atvasinājumi ir vienādi, ja šie atvasinājumi ir nepārtraukti, t. i.,

d
3

u d
3

u d
3

u d
3

u d
3

u d
3

u

dx
2

dy dxdydx dydx
2 un

dxdy
2

dydxdy dy
2
dx

Tātad funkcijas augstākas kārtas jauktais parciālais

atvasinājums nav atkarīgs no atvasināšanas secības pec kāda

argumenta, bet gan tikai no tā, cik reizes atvasina pēc šī argumenta.

Saliktas Ja funkcijām z = f(u; v), u = g(x: y), v — h(x; y) eksistē

nepārtraukti parciālie atvasinājumi, tad saliktās funkcijas
z = f{g{x; y)\ h{x\ y)) parciālos atvasinājumus atrod pēc formulām

vairakar-

gumentu

funkcijas

parciālie
dz dz du dz dv dz dz du dz dv

dx du dx dv dx
'

dy du dy dv dy
atvasinājumi

Analogi, ja argumentu skaits ir lielāks nekā divi.

Funkcijas Ja funkcijām z = v), u = g(x), v = h(x) eksistē

nepārtraukti atvasinājumi, tad saliktās funkcijas z — f(g{x); h(x))

atvasinājumu atrod pēc formulas

pilnais

atvasinājums

dz dz du dz dv

dx du dx dv dx
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Apslēptas

vairākargu-

Ja funkciju u = f(x; y) definē ar vienādojumu P(a;; y\ u) = 0, kmr

F(ņ y\ u) un atvasinājumi F'
x
{x\y\u), F

y
(x\y\u), F

u
{x\y;u) 0

mentu

funkcijas

parciālie

ir nepārtrauktas funkcijas, tad

atvasinājumi
du

_

F
x
{x-,y-,u) du

_

F
y
(x;y;u)

dx F'
u
{x\y-,uy dy F'

u{x\yyu)

Analogi n argumentu apslēptai funkcijai F(xļ; x2; x
n

; u) —
0

Apslēptai viena argumenta funkcijai F(x; y) = 0

dx F
y
'(x;y)

*ilnais

liferen-

Funkcijas u = f(x; y) pilna pieauguma Au galvena daļa, kas

ir lineāri atkarīga no argumentu pieaugumiem Ax un Ay:
iālis

df(x; y) = f
x
[x\ y)-Ax +fļ{x; y)- Ay

jeb
du du

.

au — Ax H Ay
dx dy

Pilna diferenciāļa pieraksta izmanto apzīmējumus
Aa: = dx un Ay — dy

Tad

,
du

.
du

.

au = dx H dy
dx dy

Funkcijas u = j{xļ] x2\ x
n
) pilnais diferenciālis

du
—

dx
x
+ dx

2
+... +

U

dx
n

dx
x

dx
2

dx
n

Ja \Āxi\ = \dx\ mazi, tad du Au

Parciālie

diferenciāļi

du du du
— dXļ,

— dx
2,

— dx
n

ux
ļ

dx
2

ox
n

Pilnā
• Ja Aa; un Ay moduļi ir mazi, tad funkcijas pilnais pieaugums

diferenciāļa aptuveni ir vienāds ar pilno diferenciāli:

lietojumi
A/(x

0
; y

0
) « df(x

0
;y

Q
) =f'

x
(x

0; y 0
)Ax +f

y
(x

Q
;y 0)Ay

Izmanto kļūdu teorijā pec formulas u = f{x[ ) aprēķināta
lieluma u

0 kļūdas Au novērtēšanai, ja aprēķinos izmantoti

skaitļi x
i0,

kas ir noteikti ar kļūdu Ax
if

t. i., ja x
i
= x

i0
± Ax,,

( 1 i n), tad

du
A

du du
Am« Ax, H Ax

9
+...-\ -Ai,,

aXj ax
1

ox
n

• Ja Aa: un Ay moduļi ir mazi, tad funkcijas aptuvenu vērtību

f(xQ + Ax; y0 + Ay) var aprēķināt pēc formulas

f(x
0 +Ax;y0 f{x0;y{) ) +df(x

Q
;y

a
) =

= f(x
0', y0

)+ f
x {x0-, y0

)>Ax+ f
y
(x

0 ; y0
)-Ay



12.3. Parciālie atvasinājumi. Pilnais diferenciālis. Teilora formula

Augstāku Nosacījumi: u = f(x: y)

1) nav salikta funkcija,
2) eksistē nepārtraukti augstāku kārtu parciālie atvasinājumi.

kārtu pilnie

diferenciāļi

2. kārtas
l2 ,

. d'u
. 2 n

d'u
, ,

d2
u

. 2
d u = d(du) = —— dx + 2 da:d2/+ —— dy

ox oxoy oy
pilnais
diferen-

ciālis
Pieraksts ar 2. kārtas pilnā difrenciāļa operatoru:

d c)
d

2

u = ——dx +——dy •u

dx oy

3. kārtas
d

J

u = d(d"« =—-
ī

dx
i

+3—— da'dj/+ 3 —— dzdj/
2

+— d?/
3

aa: aa: #2/ dxoy~ oy
pilnais
diferenciālis

Pieraksts ar 3. kārtas pilnā diferenciāļa operatoru:

n-tās kārtas

d
3

u— —dx + ——dy •it

aa: oy

dn

u
= d{dn l

u)
pilnais
diferenciālis

Pieraksts ar n-tās kārtas pilnā diferenciāļa operatoru:

d u= —aa:H a;y • it

aa: dy

Teilora Ja funkcijai u = f(x: y) kādā punkta M
0(x0; y0) apkārtnē eksistē

nepārtraukti augstāku kārtu parciālie atvasinājumi, tadformula

divu

f(x\ y) = f(x
(); yQ ) + — d/(x

()
d2

/(s0; y0
) + ...+argumentu

funkcijai

+
-i-

d"f(x0
; y0) + P„ (ar; j/) (Teilora formula)

n!

kur atlikuma loceklis

Ķ,{x;y) = . 1
n+1

f(x
n
+ + M; 0< 0, < 1

(n + 1)!

Tā kā /(z; u) -/(x(); y0 ) = A(x0; y0)\ tad

A/(a;
0; y0

)= TT 2/ 0
) +777

rf 2/0 ) + •■•+ — d
n

f(x
0; y0

) + R
n
{x;y)

1! 2! n !

Tātad funkcijas pilno pieaugumu punkta M
0
(x

0
;y

0
) var izteikt,

izmantojot augstāku kārtu pilnos diferenciāļus.
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12.4. Vairākargumentu funkciju ekstrēmi

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi, ilustrācija

Funkcijas

i = f{x\ y)

Punkts M
0(x0; y0

), ja šim punktam

eksistē tāda apkārtne, ka visiem

apkārtnes punktiem M(x; y)

(izņemot punktu M
0
(x0: y {))) Cl-A

i

okalā

naksimuma

mnkts; ir spēkā nevienādība

okalais f{x;y)<f(x
0
;y

0
)

naksimums
/max(M0 )

i

i

G3
y

Funkcijas Punkts M
0(a;0; y0 ), ja šim punktam

eksistē tāda apkārtne, ka visiemu = f(x-, y)
lokālā

minimuma

apkārtnes punktiem M(x; y)

(izņemot punktu M
0(x0

; y0
)) ir

spēkā nevienādība ypunkts

lokālais f{x;y)>f{x
0;y0

)
/

minimums
/mill(M0 ) l

Ekstrēmu

i

Funkcijas lokālā maksimuma /0
s~~r-M

punkti un lokālā minimuma /

punkti. x

y

punkti

Ekstrēmi

i

Funkcijas vērtības lokālo ekstrēmu

punktos.

Ekstrēma Ja M
0
(cc

0; y0
) ir funkcijas u — f(x; y) ekstrēma punkts, tad

eksistences
f

x
{x

0; yQ
) = 0 un f

y
(x

0
;y

0
) =0 vai ari šaja punkta parciālie

nepiecieša-
mais nosa- atvasinājumi neeksistē.

cījums (Analogi nosacījumi n argumentu funkcijai.)

Stacionārie Punkti, kuros 1. kārtas parciālie atvasinājumi ir vienādi

ar nulli. Stacionāros punktus atrod, atrisinot vienādojumu sistēmupunkti

»;ž/) = o

f
y
(x',y) =o

Funkcijas \m
o(xq', y 0) - stacionārais punkts

u = f(x; y)
Apzīmējumi: a

n
= f

xx
(x

0
; y

0
), a

12
= f

xy
(x

0; y0
), a

22
= f

yy
{x0; y0

)
ekstrēmu

eksistences

D==
a

l2
a

22
n

a
22
-a

12
pietiekamie

nosacījumi
J
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Ja M
0(x0; y0 ) ir funkcijas u = f(x\ y) stacionārais punkts, kura

apkārtnē eksistē nepārtraukti 2. kārtas parciālie atvasinājumi un

• D > 0, au < 0, tad M
0
(x0; y0) ir lokālā maksimuma punkts;

• D > 0, a
u > 0, tad M

()
(x0; i/0) ir lokāla minimuma punkts;

• D < 0, tad M0(aņ; ?/0) nav ekstrēma punkts;

• D = 0, tad ar šo metodi nevar noteikt ekstrēmu

(izmanto augstāku kārtu parciālos atvasinājumus).

Nosacītais Funkcijas u = f(x; y) ekstrēms, ja argumenti x un y

apmierina vienādojumu <p{x; y) = 0 (saites vienādojumu).

(n argumentu funkcijas u = f[xx; x2; x
n) nosacītā ekstrēma

uzdevumā doti m < n saites vienādojumi.)

ekstrēms

Lagranža 1. Izmantojot funkciju u = f(x; y) un saites vienādojuma izteiksmi

(f(x; y), sastāda Lagranža funkcijukoeficientu

metode F{x-, y; X) = f{x; y) + X • p(x; y),

nosacītā kur A - Lagranža koeficients.

ekstrēma 2. Funkciju F(x: y; A) parciāli atvasina pēc x, y, X un atvasinājumus

pielīdzina nullei.

3. Atrisinot iegūto vienādojumu sistēmu

uzdevumu

risināšanai

\f',{x\y) + X-ip'
r
{x;y) = 0

fļ{x-,y) + X>(p'
y
(x',y) = Q

¥>{x',y) = 0

atrod punktus, kuros funkcijai u = /(.?•; y) ir iespējams
nosacītais ekstrēms.

4. Lai noteiktu, kāds ekstrēms ir iegūtajā stacionārajā

punktā Mq(xq\ yQ ), izmanto Lagranža funkcijas 2. kārtas pilno
diferenciāli šajā punktā un saites vienādojuma izteiksmes ip{x\ y)
1. kārtas diferenciāli. Iespējami 3 gadījumi.
• Ja d

2F(x
0; yQ

) < 0 un dip{x
0 -, y0

) = 0, tad M
0(x0

; y0
) ir

nosacīta maksimumapunkts.
• Ja d2 F{x

0; y0
) > 0 un dtp{x0; y0 ) = 0, tad M

0
(x

0
; y0

) ir

nosacīta minimumapunkts.
• Ja d

2 F(x0; y0) = 0, tad ar 2. kārtas pilno diferenciāli nevar

noteikt ekstrēmu un jālieto augstāku kārtu diferenciāļi.

Analogi šo metodi izmanto n argumentu funkcijai u = f{xl, x2)
x

n)

ar m < n saites vienādojumiem

<Pi(xi, *2, x
n
) = 0, ņ2(xx, a2, x

n
) == 0, mjzļ, %, x

n
) = 0.

Tad Lagranža funkcija ir šāda:

F(x1,
x

n
; A

1?
A

2,
A

m
) — j\xļ,

x
n) + X

ļ (p1
(x

ļ,
x

n
) +

Xli —j xn) + + \i (/3m('t
li '"i

Xn)



13. VAIRĀKARGUMENTU FUNKCIJU INTEGRĀLRĒĶINI

13.1. Divkāršais integrālis

Definīcija un ar to saistītie jautājumi

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi, ilustrācija

Funkcijas jeb yt
(D)

z = f(x; y)

integral-

summa

apgabalā D

Integrālsummas sastādīšanas plāns J
1. Apgabalu (D) sadala n daļās ar brīvi

izraudzītām līnijām;

i-tās daļas laukums &S
l

(1 i n) ! -

2. Katrā apgabala daļā brīvi izraugās

punktu -qt
) G (£>/) *ļ

3. Atrod funkcijas vērtības 77J

4. Funkcijas vērtību /(£,; 77/) reizina ar

apgabala daļas (£>,) laukumu aS,-;
L~ "l \

reizinājums/(£;; ir vienāds t ~^~A

ar tāda cilindra tilpumu, kura pamats ļ
ir apgabala daļa [D { ) un augstums -

Mv %) yd ~y

5. Atrod visu reizinājumu summu L^^TN

y

Divkārša

(D)
i=1integrāļa

definīcija
Divkāršais integrālis ir funkcijas f(x; y) integrālsummas

robeža, kad lielākais no visu apgabala daļu diametriem d

tiecas uz nulli, t. i.,

d
— max d

i
—> 0,

kur dt - i-tās daļas diametrs (lielākais attālums starp apgabala

daļas {Di ) robežlīnijas punktiem); dS - bezgalīgi mazs laukuma

elements apgabalā (D) ("laukuma diferenciālis").

Divkārša

integrāļa

Ja funkcija f{x\ y) apgabalā (D) ir nepārtraukta vai arī

gabaliem nepārtraukta, tad šajā apgabalā tai eksistē

divkāršais integrālis.eksistence

Divkārša Analogas vienaargumenta funkcijas noteikta integrāļa

integrāļa

īpašības

6

Jf(x)dx īpašībām. Pārveidojot attiecīgās izteiksmes, intervāla [a: b]
a

garuma b a vieta jāraksta apgabala (D) mers - ši apgabala

laukums S.



Divkāršā integrāļa aprēķināšana

13.1. Divkāršais integrālis

Ģeometriska
V = JJ f(x>,y)dS

(D)

z
,

—

interpre-

tācija
Ja f(x; y) 0 apgabalā (D), tad

šīs funkcijas divkāršais integrālis
vienāds ar ķermeņa tilpumu, ko

ierobežo funkcijas f(x; y) grafiks,

xy plakne un Oz asij paralēla
cilindriska virsma, kas iet caur

apgabala D robežu (kontūru).

Ja apgabalā (D) f(x;y) = 1, tad X

y

JJdS = S,

(D)

kur S ir apgabala (D) laukums.

Aprēķināšana Sastādot integralsummu, apgabalu (D) sadala daļas ar taisnēm, kas

Dekarta paralēlas koordinātu asīm; tad laukuma elements dS = dxdy

koordinātas un integrāli pieraksta šādi:

ff f(x;y)dx dy

(D)

Aplūko divus gadījumus. yk y=g2(x)
© Apgabals (D) ir pareizs Oy ass —-—

virzienā (tā kontūru veido (
taisnes x = a, x = b un / m(D)
nepārtrauktu funkciju J

V = 9i(x), y = <72(z) grafiki, K*. i

ļ \y=9i(x) !
kur 0l(a:) g2{x) ViG[ū;6]). — + rļ~ +—£

Divkāršo integrāli aprēķina

ar atkārtoto integrāli:

b 9ī(x) b (g2 {x)

JJf{x;y)dxdy = J dx J f(x;y)dy = J J f{x;y)dy dx =

(D) a 9l(x) a [ gi(x)

= J Ffav)
yssg{s) dx=J (F{x;g2

{x)) - F(x;9l (x)))dx =

b b

= J u{x)dx = U(x)
a

= U{b) - U(a),

kur F'
x
{x\y) = f(x;y), U'

r
(x) = u{x)
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© Apgabals (D) ir pareizs Ox ass
y,i

x=h
/ n

virzienā (tā kontūru veido
. \

— , , >

taisnes j/ = c, y = d un

nepārtrauktu funkciju ( ļ

x=h
x
{y)

x=h
2(y)

x=h
l(y), x=h

2{y) grafiki, \ (D) \

kur h
x{y) Vy€[c;d]).

C
____X /

Divkāršo integrāli aprēķina
ar atkārtoto integrāli: — *■

rf Mi/) d (fh(y)

JJ f{x;y)dxdy = Jdy J f{x;y)dx = J J f{x;y)dx dy =

(D) c My) c U(w)

d C x = h (y)) d

= JļF(x;y) x =

dt/ =J(F(^(2/);y)-F(/il(y);ž,))dž/ =

kur F
y
'(x;y) - /(x;y), K'(w) =

iemēr s

Apgabala (D) kontūru veidolīnijas
/ / xydxdy = =

ļu = x
2

,y = a; + 2,2;e[-l;2]

r T r( i . y = x + 2}
= l dx f xydy= I x--y

2

dx=

j
2

~ ļ V 2 ' y — x' y

= (x-(x + 2f~x-(xj)dx= {D)
2

y=x

= J(x
a
+ 4x

2
+4x- x* )dx = /

1 f 1
3 2

1 A 2 45 I \
2 U 3 6 J-l 8 -1 <-1 2 .r



13.1. Divkāršais integrālis

Aprēķinā-
šana

polārajās
koordi-

Sastādot integrālsummu, apgabalu (D) sadalaar taisnes stariem, kas

novilkti no pola, un koncentriskām riņķa līnijām ar centru polā; tad

laukuma elements dS = r dr d<p

Aplūko gadījumu, kad apgabala I r=92v?)

nātās kontūru veido taisnes polārajā / /\

koordinātu sistēma p = ot, p = (3 / (D) / \

un nepārtrauktu funkciju / /
r—9\{ty)\

r = gAp), r= g2{<p) grafiki, /
' \

kur gx
{p) < g2((p). I / \ \

Aprēķinot divkāršo integrāli, izmanto
/

M )
sakarības starp punkta Dekarta ļ /p \

„

J^"^

koordinātām un polārajām l/^^ct\\1/
cc

kooordinātām: *

x — rcosp, y — .

Pēc tam sastāda atkārtoto integrāli

V

pēc mainīgajiem lielumiem ip un r :

JJf(x;y)dS = JJ/(rcos </?;rsin p)rdrdp —

(D) (D)

fi ff2 (v) 0 (9t(v)

= Jdp J f(rcosp;r sinp)rdr—J J f(r cosp>; r sinp )rdr dip =

= I F{r-M
_ ,

dr= f {F{g2(p);<p) - F(g
l
{p)\p))dp =

a \ Ja

r
0

= J h(p)dp = H(p)
q

= H(P) - H(a),

kur F (r: p) = f(r cosp\rs'mp) ■ r, H'lip) = hķ)

Aprēķinā- Apgabalu (D) sadala daļās ar koordinātu līnijām
šana vispā- u = const un v = const

rināta Tadlaukuma elements dS — \J\ du dv,

līklīniju kur | J| - deformācijas koeficients, pārejot no apgabala (D)
koordinātu

xy plaknē uz apgabalu (Dr) uv plaknē;

ļ Jļ atrod, aprēķinot Jakobi determinantujeb jakobiānisistēma

x = x(u; v)

y = y(u;v)

& x ®x Piemēram,

j_
du dv ja x = rcosp, y = rsintp
dy dy tad

du dv
x
'

r
= Cos(^,

Tad x, = —rsin<£>,

JJ f(x;y)dS = JJ f(x(u;vy, y(u;v)) -\J\dudv i = siny>,

(D> <B'i
y. = rcosp un

cos ip —r sin<p
J= . =r

sm p r cosp
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osau :ums pre ināšanas ormu as, pas ai rojumi

Apgabala (D)
laukums

S = ffdS
(D)

Ķermeņa

tilpums
V = JJ f(x;y)dS

(D)

/(*;</)>0 \/(x:y)e(D)

(sk. zīm. 227. lpp.)

Virsmas

\oxj
+ — dxdy

Pv.

a - virsmas z = f(x: y)

laukums, kur

(x; y) € (D)

laukums

(D)

Plaknes

figūras
m = JJp(x;y)dxdy

(D)

p(x; y) - blīvuma sadalījuma

funkcija plaknes figūrā

(apgabalā (D))masa

Plaknes

figūras

M
x
= JJyp{x;y)dxdy

(D)

- statiskais moments

attiecībā pret Ox asi

statiskie

momenti M
y
= JJx- p{x; y)dxdy

- statiskais moments

attiecībā pret Oy asi

M
o
= JJP( x'iy)'^x +y

2

dxdy

(D)

- statiskais moments

attiecībā pret

koordinātu

sākumpunktu

Plaknes
I

x

= JJV • P(x', y)dxdy

(D)

inerces moments attiecība

pret Ox asi
figūras
inerces

momenti
I

y

= JJx
2

- p(x; y)dxdy

(D)

inerces moments

attiecībā pret Oy asi

I
0
= JJ{x2

+y
2

)- p(x-, y)dxdy

(D)

I* = I* + Iy

inerces moments

attiecībā pret koordinātu

sākumpunktu

3laknes
_MJL

.x
c

~ 5 yc
= —iguras

nasas centra
m rn

toordinatas



13.2. Trīskāršais integrālis

Definīcija un ar to saistītie jautājumi

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi, ilus rācija

Funkcijas
£/(MjAV; jeb za

(V)-u = /(cc; ?/; z)

integral-
(V)

summa

apgabala (V)
Integrālsummas sastādīšanas plāns I ~Īl)\
1. Apgabalu ( V) sadala n daļās ar brīvi / TZ- 4- j- ~\

J\
izraudzītām virsmām; [7 / /

/ / j
z'-tas daļas tilpums LV

i
(1 i n)

r~ ~t>^l

2. Katrā apgabala daļā brīvi izraugās / ~ļZ-~¥

punktu M, 77-; e (VJ
3. Atrod funkcijas vērtības Q) Jq *

4. Funkcijas vērtību /(£,; 77,; £J reizina /

ar apgabala daļas ( V, ) tilpumu A Vi
/ ry\

5. Atrod visu reizinājumu summu <^~"

y

/

-s

Trīskāršā

integrāļa

definīcija

JJJ /(a5; yrz)dV
r

= I3m^/(6;t7i ;Ci
)AV;

(v)
~*

1=1

Trīskāršais integrālis ir funkcijas /(x; j/; z) integrālsummas

robeža, kad lielākais no visu apgabala daļu diametriem d

tiecas uz nulli, t. i.,

d = max d.
L

—> 0.

kur <i, - z-tās daļas diametrs (lielākais attālums starp apgabala daļas

( VJ robežvirsmas punktiem); dV- bezgalīgi mazs tilpuma
elements apgabalā (V) ("tilpuma diferenciālis").

Trīskāršā Ja funkcija f(x; y\ z) ir nepārtraukta apgabala ( V), tad šaja

apgabalā tai eksistē trīskāršais integrālis.integrāļa
eksistence

Ģeometriska

interpretā-

Ja f(x; y;z) = l apgabalā ( V), tad

cija JJJdV= v
>

(V)

kur V ir apgabala ( V) tilpums.

Trīskāršā Analogas viena argumenta funkcijas noteikta integrāļa

integrāļa
6

J f{x)dxīpašības

a

īpašībām. Pārveidojot attiecīgās izteiksmes, intervāla [a: b] garuma

b-a vietā jāraksta apgabala ( V) mērs -
šī apgabala tilpums V.



Trīskāršā integrāļa aprēķināšana
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Aprēķi-
nāšana

Sastādot integralsummu, apgabalu ( V) sadala daļās ar koordinātu

Dekarta

virsmām x = const, y = const, z = const, t. i., ar plaknēm, kas

paralēlas koordinātu plaknēm; tad tilpuma elements dV = dxdydz

koordinātās un integrāli pieraksta šadi:

JJJ f(x;y;z)dxdy dz

(V)

Aprēķinot ar atkārtoto integrāli, z—ty.2(x\y)

integrēšanas secība ir atkarīga /

no tā, kura koordinātu plakne Sļ

projicē integrēšanas apgabalu ( V). f 1 \

Saka, ka apgabals ir pareizs
Oz ass virzienā, ja to J_

"

ierobežo šādas virsmas: t_j

i >
"T

funkciju z = cp~(x>, y) un z = <p2
{x; y) i

i

i 2=q>ifei)
grafiki (ipfav) p2

(x;y) V (x;y) e (D)) J j
un Oz asij paralēla a/_ 1 1 V/ i

r--

I

I

Icilindriska virsma, kas /
', ryT^\ 1

iet caur apgabala (D) xy_ / | \ i \

kontūru, turklāt K<- W-/ \

(D)

(D) ir pareizs apgabals x / y—gļ (x)\ y=92\x)\

xy plaknē.
Tad trīskāršo integrāli aprēķina

y=9-2(x)

ar šadu atkārtoto integrāli:
6 g2 (x) <p2 (x;y)

JJJf{x;y;z)dxdydz = J dx J dy J f(x;y;z)dz =

(V) a 9l(x)

= JdxJ Ffrviz) dy =

a 5l (x) V ' )

b ftļ(a:)

= Jdx J (F(x;y;(p2 (x;y)-F(x;y;ip ļ (x;y))dy =

a S,(x)

= / dx \ h(x; y)dy = / H(x: y) dx =

a o

b

= J(H(x;g2
(x)) - H{x\g

l
(x)))dx =

"r \b

= / u(x)dx = U(x)\ = U{b) - U(a)

kur F-(x;y;z) = f{x;y;z), Hļfajft = h(x;y), U'
r
{x) = u(x)

Analogi aprēķina trīskāršo integrāli, ja integrēšanas apgabals ir pareizs

0y vai 0x ass virzienā.



13.2. Trīskāršais integrālis

Aprēķi-
nāšana

vispārinātā

līklīniju
koordinātu

Pieņem, ka funkcijas x — x(u; v; w), y = y(u; v; w), z = z(u; v; w)

xyz telpas apgabalu ( V) savstarpēji viennozīmīgi attēlo par telpas uvw

apgabalu (V). Ja apgabalu (V) sadala daļās ar koordinātu

virsmām u = const, v = const, w = const, tad apgabala ( V) tilpuma
elements ir

sistēmā dV= | J | dudvdw >

x = x(u;v;w)

■ y = y(u;v;w)

z = z(u;v;w)

kur apgabala tilpuma elementa deformācijas koeficientu \J\ atrod,

aprēķinot Jakobideterminantu (jakobiani)

I dx dx dx ļ

du dv dw

j_
dy dy dy

du dv dw

dz dz dz

I du dv dw |
Tad

JJJ f{x;y;z)dV = JJJ f{x(u\v\w)-,y(u\v',w)\z{u\v\w))-\J\dudvdw

(V) (V)

Aprēķinot trīskāršo integrāli līklīniju koordinātas, bieži izmanto

cilindriskās un sfēriskās koordinātas.

Cilindrisko

koordinātu

Telpas punktu M var noteikt ne tikai

ar Dekarta koordinātām (x\ y; z),
bet arī ar šī punkta cilindriskajām

Zn

istēma

koordinātam (r; z), kur

r ir rādiusvektora modulis, kas
21

novilkts no koordinātu sākumpunkta

uz punkta M projekciju xy plaknē;

cp
- leņķis, ko šis rādiusvektors

veido ar Ox asi;

oL
cp r ~y

z - punkta M aplikata Dekarta sistēmā.

Ar cilindriskajām koordinātāmvar

noteikt katru punktu telpā, ja pieņem, ka

r 0, 0 (p < 27T, -oo < z < +00

Sakarības starp punkta Dekarta koordi-

nātām un cilindriskajām koordinātām:

M{x; y\ z)

M(r; p; z)

M
x
(r- p- 0)

ļa: = r cos ip

\ y ~r sin p

\pz — z

Jakobians cilindrisko koordinātu sistēmā:

x
,-

x
z cosp —rsin ip 0

J = yr y _ y_ = sinp r cos (p 0 = :

i i i 0 0 1

r
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Trīskārša

integrāļa

aprēķināšana
cilindris-

Sastādot integralsummu, apgabalu zj
sadala daļās ar koordinātu virsmām:

dV

r —
const (riņķa cilindriskas virsmas,

kuru simetrijas ass ir Oz ass);

p = const(pusplaknes, kas vilktaskajās dz
koordinātas no Oz ass);

z
— const (Ozasij perpendikulāras plaknes).

Tā kā cilindrisko koordinātu sistēmā

jakobiāns J = r, tad tilpuma
elementu dV var izteikt šādi:

dV = r dr dp dz /

i

dr i

y

Līdz ar to

JJJ f{x'i V'i z)dV = JJJ f{r cos <£>;rsin <p; z)rdrdpdz

(V) (V)

Sfērisko

koordinātu

Telpas punktu M var noteikt ne tikai

ar Dekarta koordinātām x ; y\ ž, bet 1
sistēma arī ar šī punkta sfēriskajām koordi-

nātām (p- 6), kur

M
p ir rādiusvektora OM modulis,

0 - leņķis, ko vektors OM veido ar Oz asi,

p
- leņķis starp Ox asi un

vektoru 0MX ,
kur M

y
ir punkta M y

projekcija xy plakne.
2

1

Sfēriskās koordinātas viennozīmīgi
nosaka punktu telpā, ja pieņem, ka

0 0 < tt

M{x] y; z)

M{p- p- 9)

Sakarības starp punkta Dekarta koor-

dinātām un sfēriskajām koordinātām:

x — p cos (/? • sin 6

y = psin (p - sin 0

z = pcosd

Jakobiāns sfērisko koordinātu sistēma:

x
p

X
y

xe cos i/?sin # —psmpsinO

J — V,, y<p y» = sintpsintf p cos p sin 9

z'
p

z z'
0

cos9 0

p cos p cos 9

p sin <p cos 9 = p
2 sin#

—p sin 0
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13.2. Trīskāršais integrālis

Trīskārša Sastādot integrālsummu,
7

a dV

apgabalu sadalaar koordinātu /Y\ /

virsmām: / ļ X

dV
z

integrāļa

aprēķināšana

sfēriskajās p = const (sfēras ar centru koordinātu / ļ \

koordinātas sākumpunkta), p = const (pusplaknes, \ X. \

kas vilktas no Oz ass), ]/ \ / \

6 = const (konusa virsmas, / \ \ / \
kuru virsotne atrodas koordinātu "^^n/

7

\
/ \ y

' \

\

\

\

\

\

\

i

sākumpunktā un simetrijas ass ļ ® <rN. \ 1e a
ir O2 ass). Tā ka sfērisko oJ^ž— 1 '
koordinātu sistēmā jakobiāns 1

~

J = -p
2

sin# un | Jļ —

p
2

sin#, *» ~~
-
-
i 1

tad tilpuma elementu dV var ,
£

/ j
izteikt šādi: A

y

dV = p
2 sin# • d/9 dip dG

Līdz ar to

/// f(x;y;z)dV =

(V)

= /(p cos y sin #:psin</>sin 0; p cos 9) •p
1

sin OdpdpdO

(V)

Apgabala ( V)

tilpums
v =IIIdV

(V)

Ķermeņa
m = JJJp(x; y; z)dxdydz

(V)

p(x; y\ z) - blīvuma sadalījuma

funkcija apgabalā ( V)masa

Ķermeņa

masas centra
x

c
=— fffxp(x;y;z)dxdydz; yc

= — fff yp{x\y\z)dxdydz\
m

JJJ
rn

JJJ

koordinātas

z
c

=— fffzp(x;y;z)dxdydz
777, JJJ

Ķermeņa
inerces

I
xy

= JJJ z
2

-p(x;y;z)dxdydz; I
yz

= JJJ x
2

•p(x;y;z)dxdydz

(V) (V)

momenti
I

zx

= JJJV ■p(x',y;z)dxdydz

(V)

attiecība

pret koor-

dinātu
I, = JJJ(y

2

+z
2

)-p{x;y;z)dxdydz; I
y

= JJJ(x
2

+z
2

) - p{x;y; z)dxdydz

(V) (V)
plaknēm,
koordinātu

asīm un
I

z
= JJJ{x

2

+y
2

) •p(x; y;z)dxdydz

(V)koordinātu

sākum- I
0
= JJJ(x

2

+y
2

+z
2

)-p{x; y;z)dxdydz

(V)punktu
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Definīcija un ar to saistītie jautājumi
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Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi, ilustrācija

Funkcijas £/(M,)A St jeb £/(£;r,
t
)As,;

z = f{x\ y)

integral-

summa pec

loka garuma

pa xy

plaknes

līniju (L)

Integrālsummas yk / r\

sastādīšanas plāns /

1. Līniju (L) sadala n daļās ar —

punktiem A
Ļ, A2, A

n _ x\ A *N
z-tā loka (A

{ _ x
A

t
) garums 'ļ

1 "_1
B

As, (1 < i < n) / 2

2. Katrā līnijas daļā (lokā) rA
ļ

brīvi izraugās punktu /

3. Atrod funkcijas vērtības
q

1

4. Funkcijas vērtību /(£,; 77J
reizina ar loka (A

t _ {
A.t) garumu As,

5. Atrod visu reizinājumu summu

2=1

Līnij-

integrāļa
definīcija

J/(jc;y)ds=\im^2f{i!',r] i
)As

i

Pirmā veida līnijintegrālis ir funkcijas f(x; y) integrālsummas

pēc loka garumarobeža, kad lielākais loka garums dotajā

līnijas sadalījumā tiecas uz nulli, t. i.,

d
— maxASj —>■ 0;

ds - loka diferenciālis (bezgalīgi mazs loka garumaelements).

Līnij-

integrāļa
eksistence

Līnijintegrālis eksistē (integrālsummai eksistē galīga robeža),

ja funkcija f(x; y) ir nepārtraukta un līnija (L) ir gluda, t. i.,

visos līnijas punktos eksistē pieskare.

īpašības

b

Analogas noteiktā integrāļa J f(x)dx īpašībām.
a

Jāievēro, ka pirmā veida līnijintegrāļa vērtība nav atkarīga

no līnijas {AB) orientācijas, t. i.,

J f{x;y)ds= J f{x;y)ds

(AB) (BA)



Pirmā veida hnijintegrāļa aprēķināšana

13.3. Pirmā veida līnijintegrālis (līnijintegrālis pec loka garuma)

Funkcijas

Jf(x; y;z)ds =ļim^/(^;77i;C)Asj

(i)

"*
1=1

z

u = f{x; y\ z)

pirmā veida

līnij-
ay^

(L)

4-i

integrālis

pa telpas

līniju (L)
O

y

/

x B

Līnija (L) Aprēķina, pārejot uz noteikto integrāli.

ir dota para- © (L) ir xy plaknes līnija
metriska

(x
= x(t)

y_yfj.y
t e [a; p], loka diferenciālis ds = yļ(x't f+ {y'

t
f dt

veida

(3

Jf(x;y)ds = Jf(x(ty,y(t))j(x
t
f + (y

t
fdt

(L) a(

© (L) ir telpas līnija© (

x — x(t)

■ y - y(t) , t G [q: p), loka diferenciālis ds = j{xt
)
2

+ {y
t

)
2

+(z'
t
)
2
dt

z = z{t)

jf(x; mz)ds = jf(x(t); y(t)ļ z(t)ļj(x'J + (y't f + (z't fdt

(L) a

Plaknes © (L) ir funkcijas y = g(x) grafiks, x e [a; b],

līnija (L) ir
loka diferenciālis ds — jl+(g'(x))

2
dx

nepārtraukti

diferencēja-

mas funkci- J f(x; y)ds = jf(x; g(x))jl+ (g'(x))
2
dx

(L) ajas grafiks

© (L) ir funkcijas x = h(y) grafiks, y G [c; d],

loka diferenciālis ds = +(h'(y)) 2

dy

d

/ f(x;y)ds = ff(h(yy,y)Jl+(h>(y)fdy
(L)



Daži pirmā veida hnijintegraļa lietojumi

13.4. Otrā veida līnijintegrālis (līnijintegrālis pēc koordinātām)

Definīcija un ar to saistītie jautājumi

13. VAIRĀKARGUMENTU FUNKCIJU INTEGRĀLRĒĶINI

Plaknes Līnijas (L) vienādojums: r = r((p), <p G [a; 0\,
līnija {L)
ir dota loka diferenciālis ds

— r
2

(p)+ (r'(p)f dp

polārajās
koordinātās r cos p; r sin p)^r

2

(p) + (r'{(p))
2

dp

(L) «

Līnijas (L)
s = Jds

(L)

loka garums

Līnijas (L)
ra = Jp(x; y;z)ds

(L)

p(x; y; z) - līnijas (L) blīvuma

sadalījuma funkcijaloka masa

Līnijas (L)
loka masas

x
c

=— • f xp(x\y;z)ds\
m i

yc
= —- fyp{x;y;z)ds

m i)
centrakoor-

dinātas z
c

= — f zp(x-,y;z)ds
m i)

osau ums .pzimējumi, paskai ro i, ilustrācija

Funkcijas
z = f(x; y)

integrāl-

y

Integrālsummu sastādīšanas

aI ļ j B

I

summas pec plāns
1. Dota līnijas orientācija - no

punkta A uz B. Sadala līniju n

daļās ar punktiem A
ļ:

A
2, A

n L

2. Katrā līnijas daļā brīvi izraugās

koordinātam

pa xy

plaknes

līniju {AB)

punktu

Mi{i,;r1i )e{A
i _l

;A,i) (1 <C * < n)

3. Atrod funkcijas vērtības /(£•;
4. Funkcijas vērtību /(£,; 77J reizina

ar loka {Ai XA{) projekciju uz 0x

ass Aa;,- (vai ar šī loka projekciju

proj0x(^!

fi-i x,

i4) =f 3
-

i
= Aaļ

uz 0y ass A y), kur
proj0(/(A -

iA) = :</, -

i
= ĶVi

Aa;. = Xi
- x

t _ļ
un Ay. = y. - y._

ļ

5. Atrod reizinājumu summas

i=l i=l



13.4. Otra veida līnijintegrālis (līnijintegrālis pec koordinātam)

Līnij-

integrāļa

pēc koor-

J f(x',y)dx =UmJ2f(ii ;'ni
)Ax

i, J f(x;y)dy =lim^/(g. ;r)AAyt
(AB)

i=l
(AB)

i=1

dinātām

definīcija

Otrā veida līnijintegrālis ir funkcijas f(x; y) integrālsummas

pēc koordinātām robeža, kad līnijas sadalījumā lielākā loka

projekcija uz Ox ass (Oy ass) tiecas uz nulli, t. i.,

Līnij-

d
—

msixAx
l

—> 0 (d = maxAyi —>■ 0)

integrāļa

Līnijintegrālis eksistē (integrālsummai eksistē galīga robeža),

ja f(xi y) ir nepārtraukta funkcija un līnija (AB) ir gluda, t. i.,

visos līnijas punktos eksistē pieskare.eksistence

īpašības Pamatīpašības analogas viena argumenta funkcijas f(x)
b

noteiktā integrāļa J f(x)dx īpašībām.

Jāievēro:

• ja maina līnijas orientāciju, tad jāmaina zīme integrāļa priekšā, t. i.,

J f(x;y)dx = — J f(x; y)dx
, analogi j f(x;y)dy = - J f(x;y)dy

(AB) (BA) (AB) (BA)

• ja līnija (AB) ir Ox asij perpendikulārs taisnes nogrieznis, tad

J f(x;y)dx=0. Analogi J f{x:y)dy =0, ja (AB) ir Oy asij

{AB) (AB)

perpendikulārs taisnes nogrieznis.

ntegrāļa

Ja plaknes līnijas (AB) punktos definētas funkcijas P(x; y) un Q(x; y)

un aplūko integrāļus
jilna

Ji= J P(x;y)dx, I
2
= J Q(x;y)dy ,

(AB) (AB)

?

orma

tad summa I = I
x

+ 7> ir līnijintegrāļa pilna forma, ko pieraksta šādi:

1= J P(x;y)dx + Q(x;y)dy

(AB)

Līnij- Ja telpas līnijas (AB) punktos definētas funkcijas

P(x; y: z), Q(x; y> z), R(x; f, z)

un definē integrāļus

integraļi

pa telpas

lmiju
/,= f P(x;y;z)dx= lim V P(C :?7,:C)

J maxAir»0 4—'

(AB)
•=*

/
2
=

f Q(x]y 1z)dy= lim
n
£Q(6;iL;C}A0«

J max A)/(—>() z—'

(AB) '=1

/,= J i?(x; W;2)rf2=Jim^^i?(e;r/,;C)A2) ,

tad summa 7=71 + 72 + 7
3

ir līnijintegrāļa pilnā forma, ko pieraksta šādi:

I= J P(x; y;z)dx + Q(x\ y; z)dy + R(x; y\ z)dz

(AB)



13. VAIRĀKARGUMENTU FUNKCIJU INTEGRĀLRĒĶINI

Kontur-

integralis
(j! P(x;y)dx +Q(x\y)dy ,™

(K) Vh i
(K)

- integrālis pa slēgtu līniju

(kontūru) (K);
D
f

to iegūst šādi: /

• uz kontūra brīvi izraugās sākum- / /

punktu A un noteiktu orientāciju /

(piemēram, \.

virzienu pretēji pulksteņa rādītāju A

kustības virzienam; to pieņem par

pozitīvu orientāciju);
®

• brīvi izraugās uz kontūra citu

X

punktu B.

Tad

<f>Pdx+ Qdy= J Pdx +Qdy+ J* Pdx+ Qdy

(K) (ACB) (BDA)

Mainot kontūra orientāciju, jāmaina zīme integrāļa priekšā:

<j>Pdx + Qdy = —J Pdx +Qdy

(K) (K)

Analogi definē kontūrintegrali pa telpas kontūru:

<f> P(x; y;z) dx + Q(x; y\ z) dy +R(x; y\ z) dx

(K)

Sakarība J Pdx + Qdy +Rdz =

(AB)
starp 1. un

2. veida Ā,
M >

B

līnijinte-

grāļiem
= J (P • cos a+ Q • cos 3 +R- cos 7)ds ,

(AB)

kur (cosa; cos/?; C0S7) ir līnijas (AB).

punktā M(x; y; z) novilktās pieskares
i*

virziena vienības vektora s koordinātas. 0

A V

A



Otra veida līnijintegraļu aprēķināšana

13.4. Otra veida līnijintegrālis (līnijintegrālis pec koordinātam)

Līnija (AB) Aprēķina, pārejot uz noteikto integrāli.
ir dota © (AB) ir xy plaknes līnija
parametriska
veida

)x
— x(t)

(i

f P(x;y)dx=JP(x(t)',y(t))-x'(t)dt
(AB) a

r %
J Q(x;y)dy =ļ Q(x(t);y(t))-y'(t)dt

(AB) a

© (AB) ir telpas līnija© Ļ

x= x(i)

y = y(t), te [a, 0\ un A(x(a); y(a); z(a)), B(x(a); y((3)] z((5))

z = z(t)

J P(x;y;z)dx = J P(x(t); y(t); z(t))-x\t)dt
(AB) a

(i

J Q(x;y;z)dy = JQ(x(ty,y(t);z{t))>y'(t)dt
(AB) a

J R(x; y;z)dz = JR(x(t): y(t);z(t))' z (t)dt

(AB)

Plaknes © (AB) ir funkcijas y = g(x) grafiks, x G [a; b] un

līnija (AB)
ir nepār-
traukti

A(a; 9(0)}, 5(6; g(b)):

diferencēja-

b b

J P(x;y)dx = JP(x;g(x))dx\ J Q(x;y)dy=J Q(x;g(x))-g'(x)dx
(AB) a (AB) a

mas funkci-

jas grafiks
© (AB) ir funkcijas x — h(y) grafiks, y G [c;' d] un

A(h(c); c), 5(/i(d); d),

d d

j P(x;y)dx = jp(h(y);y)-h,

(y)dy; j Q(x;y)dy =fQ(h(y);y)dy

(AB) c (AB) c



13.5. Līnijintegrāļa neatkarība no integrēšanas līnijas
formas un šai īpašībai ekvivalentās īpašības

13. VAIRĀKARGUMENTU FUNKCIJU INTEGRĀLRĒĶINI

Kontūr-

integraļa
aprēķinā-

Ļ P(x;y)dx + Q{x',y)dy= ff dxdy ,

J J J ox oy
(K) (D)

V » )

y

K

šana ar

divkāršo

integrāli
(Grīna

formula)

kur P(x\ y) un Q(x; y) ir nepārtraukti

diferencējamas funkcijas apgabalā (D);
kontūrs (K) ir šī apgabala robežlīnija;
virziens pa kontūru - pozitīvs (pretējs

pulksteņa rādītāju kustības virzienam).

x

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi, ilustrācija

Līnij-

integrāļa
neatkarība

j Pdx+ Qdy= J Pdx+ Qdy j> Pdx + Qdy = 0

(ACB) (ADB) (K)

no (sk. zīm. 240. lpp.)

integrēšanas

līnijas
Līnijintegrālis nav atkarīgs no integrēšanas līnijas formas,

kas savieno punktus A un B, tad un tikai tad, ja
kontūrintegrālis ir vienāds ar nulli pa katru kontūru, kasformas

iet caur šiem punktiem un atrodas apgabala, kura eksistē

Kontur-

aplūkotie integrāļi.

integraļa
vienādība

<j> Pdx +Qdy =0

(K)

ar nulli tad un tikai tad, ja

dQ dP

dx
~

dy
'

kur (K) ir brīvi izraudzīts kontūrs apgabalā, kura P(x; y) un Q(x\ y)
ir nepārtraukti diferencējamas funkcijas.

[zteiksme Eksistē funkcija u = u(x\ y), kuras pilnais diferenciālis

Pdx + Q dy
du = Pdx + Qdy

sa funkcijas
■i{x; y)
3ilnais

tad un tikai tad, ja

iiferen-
dQ dP

dx
~

8y 'iialis

kur P(x\ y) un Q(x\ y) ir nepārtraukti diferencējamas
funkcijas.



13.5. Linijintegrāļa neatkarība no integrēšanas līnijas formas

un šai īpašībai ekvivalentās īpašības

Funkcijas

u = u(x; y)

Ja P(x-, y)dx + Q(x\ y)dy ir funkcijas yk

u(x; y) pilnais diferenciālis, tad

funkciju u atrod ar līnijintegrāli

B

atrašana pec

tas pilna
u(x;y)= J P(x',y)dx +Q(x;y)dy , £

(AB) Vo T
I

A
\

diferenciāļa
«
T

>

kur ļ i
I

I

I

I

• A(rr0; y0) ir brīvi izraudzīts punkts apga- 0\ x
{)

balā, kurā P un Q ir nepārtraukti

X X

diferencējamas funkcijas;
yk

• B(x: y) - šī apgabala punkts ar mainīgām

koordinātām; y t——

• (AB) - brīvi izraudzīta līnija apgabalā. ļ

N B

Aprēķinot integrāli, ir izdevīgi punktus A

un B savienot ar lauztu līniju, kuras ŽAiT iA—u
I

nogriežņi ir paralēli koordinātu asīm,

t. i., novilkt līniju (AMB) vai (ANB), kur ~|~
AM || Ox, MB \\ Oy, AN\\ Oy, NB \\ Ox

x X

Tad saskaņa ar lmijintegrāļu īpašībām

J Qdy = 0. J Pdx = 0. J Pdx = 0. J Qdy = 0

(AM) (MB) (AN) (NB)

Līdz ar to

x y

u(x;y)= J Pdx+ j Q dy = JP(x;yAdx + JQ(x;y)dy +C

(AM) (MB) x„ y„

vai
y x

u(x:y)= J Qdy+ J Pdx = J'Q(x
0
;y)dy + JP(x;y)dx +C

(AN) (NB) y„ xt]

Savstarpēji
ekvivalentās

Ja P(x: y: z). Q(x: y: z), R(x; y\ z) ir nepārtraukti diferencējamas

funkcijas kādā telpas apgabalā, kurā atrodas integrēšanas līnijas,
tad savstarpēji ekvivalentas ir šādas īpašības.īpašības, kas

saistītas ar

© Integrālis J Pdx + Qdy +Rdz nav atkarīgs no integrēšanas

(AB)

3 argumentu

funkciju

līnij- līnijas (AB) formas.

integrāļiem
© Kontūrintegralis (j) P dx+ Q dy + Rdz = 0

,
kur (K) ir brīvi

(K)

izraudzīts kontūrs, kas novilkts caur punktiem A un B.

© Visos apgabala punktos ir spēkā vienādības

dR_dQ_ dP__dR dQ dP

dy dz
'

dz dx
'

dx dy

©Eksistē funkcija u = u(x; y; z), kuras pilnais diferenciālis ir

du — P dx + Q dy + R dz



13.6. Pirmā veida virsmas integrālis

(integrālis pēc virsmas laukuma)

Definīcija un ar to saistītie jautājumi

13. VAIRĀKARGUMENTU FUNKCIJU INTEGRĀLRĒĶINI

Funkcijas
u = u(x; y; z)

Ja P(x; y; z)dx + Q(x; y; z)dy + R(x\ y; z)dz ir

funkcijas u = u(x; y\ z) pilnais diferenciālis,
tad funkciju u atrod ar līnijintegrāliatrašana pēc

tās pilna
u(x;y;z) = J P(x\y\ z)dx+ Q(x\y\ z)dy +R(x;y\ z)dz

,

(AB)

diferenciāļa

kur A(x0; y {); z{)) ir brīvi izraudzīts punkts apgabalā, kurā P\ Q; R ir

nepārtraukti diferencējamas funkcijas, B(x; y; z) - šī apgabala punkts
ar mainīgām koordinātām un (AB) - brīvi izraudzīta līnija apgabalā.

Par integrēšanas līniju (AB) var izraudzīties lauztu līniju, kuras

nogriežņi ir paralēli koordinātu asīm Ox. Oy, Oz. Tad

u= / Pdx + Qdy +Rdz= *4
B( z

(AB) -

= J Pdx + J Qdy + JRdz= *

A(x,vil:zA
-' i V"l'()>.v()'~(i/

x y m

= fP(x;y
0
;z

0
)dx+ fQ(x;y;z

0
)dy + q\ /

7\jy y

+J R(x;y;z)dz + C K M
*

N

y

«0

osau ums pzimejumi, paskai rojumi, i ustrācija

Funkcijas

u = /(z; y; z)

pirmā veida

Ž/(C:r/,:C)Arr,
i =l

virsmas
Integrālsummas sastādīšanas plāns
1. Virsmas apgabalu (a) sadala n daļās

ar brīvi izraudzītām līnijām;

2

M,M

1»
(?)

integral-

summa
z-tās daļas (a,) laukums Aa,

virsmas
(1 i < n)

2. Katrā apgabala daļā brīvi izraugās

punktu 77,; Ci) € {a
t
)

3. Atrod funkcijas vērtības

4. Funkcijas vērtību /(£,: r/,; £J reizina

ar apgabala daļas (crj laukumu Aa,

5. Atrod visu reizinājumu summu

*

C

O

r

I

*
/\

apgabala (cr)

y

i=J



Pirmā veida virsmas integrāļa aprēķināšana

13.6. Pirmā veida virsmas integrālis (integrālis pec virsmas laukuma)

Pirmā veida

Jf f(x; y: z) der= ļim /(£; 77.; £ )Acr,
virsmas

integrāļa

definīcija
Pirmā veida virsmas integrālis ir funkcijas f(x\ y; z) pirmā
veida integrālsummas virsmas apgabalā (cr) robeža, kad

lielākais no visu apgabala daļu diametriem d tiecas uz nulli, t. i.,

d = max d
l

0. dt - i-tās daļas diametrs (virsmas loks, kas savieno

divus vistālākos (cr,) robežlīnijas punktus); der - bezgalīgi mazs

virsmas (cr) laukuma elements ("virsmas diferenciālis").

Eksistence Funkcijai u = f(x\ y\ z) eksistē 1. veida virsmas integrālis
virsmas apgabalā (cr) (integrālsummai eksistē galīga robeža), ja
šī funkcija ir nepārtraukta un virsma (cr) ir gluda, t. i., katrā

pašības

virsmas punkta eksistē pieskarplakne.

Pamatīpašības analogas viena argumenta funkcijas
noteiktā integrāļa īpašībām.

Jāievēro, ka pirmā veida virsmas integrāļa vērtība nav

atkarīga no virsmas puses izvēles, uz kuras ir sastādīta

integrālsumma.

Virsmas Aprēķina, pārejot uz
Zn , .

divkāršo integrāli. ' a

j

z

apgabals (cr)
(<*)

ir nepār-

traukti dife-
(cr): z = h(x:y). (x:y)e(D) 7\

rencējamas
(apgabals (D) - /_ \
virsmas apgabala (cr)

funkcijas 1

1

1z = h(x-, y)

grafiks

projekcija xt/ plaknē) i i

i i

i i

/o ' ! y

X

JJf{x; y;z)da = JJ f(x;y; h(x\y))•ļl+ (hx
(x; y ))" +(h

y
(x;y )fdxdy

(ff) (£>)

Ja virsmas apgabals (cr) ir funkcijas y = #(2; x) vai x = p(y; z) grafiks,
tad virsmas integrāli aprēķina analogi

(apgabals (D) ir virsmas apgabala (cr) projekcija zx vai yz plaknē).



Virsma dota , >,

x = x(u;v)
paramet-
riskā veidā (a) :y = y(u;v)
ar vienādo-

jumiem [* = 2(u;v), (w;i;).e(Z))

a; = x(u; v),

?/= w), ff f(X:y;z)da =JJ f(x(u; v); y(u; v); v)) • - F
2

du dv
,

2 = z(.u; v) {a) {D)

kur

2

+fe)
2

+K)
2

G=K)
2

+(y;)
2

+K)
2

F = xv-xv
A-y

v -yv
+z

v
-z

v

vai arī

JJ f(x;y;z)do- =JJ v); v)) •V^2
+#

2
+C

2
dndf;,

(<r) (D)

kur

2/1 *v *C X
v

X
v

2/1
v4= , ,

,
JB= , ,

,
C = ,

2/, z
v

x
v

x
v y

v

Daži pirmā veida virsmas integrāļa lietojumi

13. VAIRĀKARGUMENTU FUNKCIJU INTEGRĀLRĒĶINI

Virsmas
<T = ffd*

(cr)

apgabala (cr)
laukums

Virsmas
p(x; y; z) - virsmas blīvuma

sadalījuma funkcija
apgabala (cr) m = JJp(x; y\z)d(T

(cr)masa

Virsmas
x

c
= —' ff x-p{x;y;z)da, y

c

= — ff y •p{x; y; z)da
m JJ m JJ

(cr) {*)

apgabala (cr)
masas centra

koordinātas

z
c

= — - ff z-p(x;y\z)da
m JJ

(<*)



13.7. Otrā veida virsmas integrālis (integrālis pēc virsmas

projekcijas koordinātu plaknē)

Definīcija un ar to saistītie jautājumi

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi, ilustrācija

)rienteta Virsmas pusi (orientāciju) nosaka virsmas

irsma normāles vektora vērsums un pozitīvais i n

pārvietošanās virziens pa kontūru, kas T^v.

atrodas uz virsmas un ietver šī vektora / /
sākumpunktu. Ja, skatoties uz virsmu / C') /
no vektora galapunkta, pārvietošanās / /

virziens pa kontūru ir pretējs /

pulksteņa rādītāju kustības virzienam, Ny
tad virsmas pusei ir pozitīva orientācija.

Funkcijas
u = f(x\ y: z)
otraveida

(1)
Z

\

fn x
(aj (<*)

(2)
virsmas

integrāl-

summas

virsmas

apgabala (cr) (3) /^^^^slV^y
1 A'^y^

I

I

I

I
I

. 2£

/o i i i T y

Integralsummu —

'

a <o
sastādīšanas plāns —

'

1. Dota noteikta virsmas apgabala (cr) orientācija. Ar brīvi izraudzītām

līnijām apgabalu (cr) sadala n daļās.

2. Katrā apgabala daļa (cr,) brīvi izraugās punktu Q

(1 i'< nj
3. Atrod funkcijas vērtības

77-;

4. Funkcijas vērtību 77,; Q reizina ar tās virsmas daļas (cr,),
kurā atrodas punkts M,, projekciju xy plaknē a

ixy
(vai ar projekciju

yz plaknē a
iyz,

vai ar projekciju zx plaknē a
rJ.

r 1

Orientētas virsmas apgabala daļas (cr,) projekciju xy plaknē
definē šādi. Ortogonāli projicējot xy plaknē apgabala daļu (cr,),

iegūst figūru, kuras laukums ir AS
r

Par a
ixy

sauc skaitli ASt,
kas ņemts ar "+" zīmi, ja virsmas punktā M, vilktais normāles

vektors ar Oz asi veido šauru leņķi, bet ar
"-" zīmi, ja šis

vektors ar Oz asi veido platu leņķi. Analogi definē (cr,) projekciju

yyz un zx plakne.

5.5. Atrod reizinājumu summu (1) vai (2), vai (3).
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Otrā veida
n

J£ f(x; y\z)dxdy = lim /(£; 77,;& )cr
ixy

(a)
i =1

virsmas

integrāļa

definīcija

JI* f(x; y; z)dydz =
lim /(£.; 77,;£ )<ri3/2

J/(z; ?/; z)dzda: = ļimE/(& 5 5 C )^

(<t) 1=1

Otrā veidavirsmas integrālis ir funkcijas f(x\ y; z) otrā veida

integrālsummas virsmas apgabalā (<r) robeža, kad lielākais no

visu apgabala daļu diametriem d tiecas uz nulli, t. i.,
d = maxGČ

i
—y 0; - i-tās daļas diametrs (virsmas loks, kas savieno

divus vistālākos (cr,) robežlīnijas punktus); dx dy - bezgalīgi mazs

laukumaelements xy plaknē (analogi - dy dz un dz dx).

Eksistence Funkcijai u = f(x; y; z) eksistē 2. veida virsmas integrāļi virsmas

apgabalā (cr) (integrālsummām eksistē galīga robeža), ja šī funkcija
ir nepārtraukta un virsma (cr) ir gluda, t. i., katrā virsmas punktā
eksistē pieskarplakne.

Ī[pašības Pamatīpašības analogas viena argumenta funkcijas noteikta

integrāļa īpašībām.
Jāievēro:

• ja maina integrēšanas virsmas pusi (orientāciju), tad

jāmaina zīme integrāļa priekšā;
• ja (cr) ir cilindriska virsma, kuras veidule perpendikulāra xy plaknei,

tad

JJ f(x; y; z)dxdy = 0

(C)

• ja (cr) ir cilindriska virsma, kuras veiduleperpendikulāra yx plaknei,
tad

JJ f(x;y;z)dydz =0

(cr)

• ja (cr) ir cilindriska virsma, kuras veiduleperpendikulāra zx plaknei,
tad

JJ f(x; y;z)dzdx =0

(cr)

Virsmas Ja virsmas apgabala (cr) punktos definētas funkcijas

P(x; y\ z), Q(x; y; z), R(x; y\ z) un aplūko integrāļusintegrāļa
pilnā forma

I
x
= JJP(x;y;z)dydz, I

2
= JJ'Q(x;y;z)dzdx, I

3
= JJR(x;y\z)dxdy ,

tad

(?) (?) ļa)

summa / = Ļ + I
2

+ J
3

ir virsmas integrāļa pilnā forma, ko pieraksta
šādi:

I = JJP(x; y\ z)dydz +Q(x; y\ z)dzdx + R(x; y; z)dxdy
(«)



Otra veida virsmas integrāļu aprēķināšana

13.7. Otra veida virsmas integrālis (integrālis pec virsmas projekcijas koordinātu plakne)

Integrālis

pa slēgtu

Funkcijas u = /(.r; y\ z) integrālsummu
var sastādīt arī gadījumā, kad (cr) ir slēgta
virsma un ir norādīta šīs virsmas pusevirsmu

(arējā vai iekšējā puse). Tadvirsmas

integrāļa pierakstā parasti lieto simbolu

Ja slēgto virsmu (cr) sadala divas daļas (a/)
un (cr /7) ar brīvi izraudzītu līniju, tad

§-n-n
(cr) (<r'j (cr")

Šī summa nav atkarīga no ta, kadā veida

sadala virsmu (cr).

Sakarība

starp pirmā
un otrā veida

JJPdydz + Qdzdx + Rdxdy —

[trj

y

virsmas

integrāļiem
— JJ(Pcos \+Q cos +R cos v)dcr ,

kur cosA, cos/i,, cosv ir virsmas

apgabala (cr) punkta M(x; y\ z)
novilktā normāles vienības

vektora n koordinātas.

0

V

Virsmas Aprēķina, pārejot uz divkāršo integrāli.
• Ja (cr): z= h(x: y), kur (x; y) G (D), tadapgabals (cr)

ir nepār-
traukti dife- JJR(x; y;z)dxdy = JJR(x; y;h{x; y))dxdy

(cr) (D)rencējamas
divu

• Ja (cr): y = g(z\ x), kur (z; x) G (D). tad
argumentu

funkcijas JJQ{x\ y,z)dxdy = JJQ(x; g(z; x); z)dzdx

(cr) (D)
grafiks
(aplūkota
virsmas • Ja (cr): x— tp(y; z), kur (y: z) G (D), tad

pozitīva
JJP(x; y;z)dydz = JJP(p(y; z);y; z)dydz
(cr) (D)

puse)

Vispārīgā gadījumā apgabalu (a) sadala tādās daļās, kuras var

aplūkot kā iepriekš apskatīto funkciju grafikus, un integrāli izsaka

kā vairāku integrāļu summu pa atsevišķajām apgabala daļām.
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Virsma (cr)
x = x(u;v)

dota para-
metriskā Ja (cr) : \

y = y(u;v), kur («; v) € (D),
veida

z = z(u;v)

tad JJPdydz + Qdzdx + Rdxdy =±JJ(P A+ Q B+ R- C)dudv ,

kur "+" vai "-" zīmi nosaka atkarība no izraudzītas virsmas

puses un

y'„ z'„ z'u K x'„ y'„
A=

,
B=

,,
C= ,

Ostro- Sakarība starp virsmas integrāli pa slēgtas z h

virsmas (cr) ārējo pusi un trīskāršo (cr)gradska-
Gausa

formula
integrāli pa telpas apgabalu ( V), ko

robežo virsma (cr): , Vy\

JJP(x; y; z)dydz + Q(x\ y;z)dzdx + R(x; y\ z)dxdy =

CCcidP dQ dR)
J

, J

y

:r

Stoksa

formula

Sakarība starp virsmas integrāli pa virsmas apgabala (cr)

pozitīvo pusi un kontūrintegrāli pa kontūru (K) pozitīvā
virzienā, kas robežo apgabalu (cr):

J P{x; y; z)dx+ Q(x\ y; z)dy + R(x; y; z)dz =

(K)

rridR ag], J
rap &r). (oq dP),

J
— \ I dydz+ \ azaz + dxdy

JJ)\dy dz) [dz dx) \dx dy)

Piezīme zl

Ja (cr) ir xy plaknes (z = 0) apgabals > —

(D), tad no Stoksa formulas iegūst /
Grīna formulu (sk. 242. lpp.). \T~"

(rj)



14. LAUKA TEORIJAS ELEMENTI

14.1. Skalārs lauks

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi, ilustrācija

Skalārs

lauks

Telpas vai plaknes apgabals, kura katram punktam M katra

laika momentā t ir piekārtota noteikta skalāra lieluma u

vērtība

u = u{M; t).

Ja apgabalu aplūko Dekarta koordinātu telpā, tad skalāru lauku

definē ar funkciju u = u(x; y\ z: t); Dekarta koordinātu plaknē -

ar funkciju u — u(x; y\ t) vai ar funkciju u = u(r; t) ,

kur r =OM - punkta Mradiusvektors.

Stacionārs Skalārs lauks, kura punktos skalārā lieluma u vērtības laikā

skalārs nemainās;

telpā uzdod ar funkciju u = u(x\ y: z),

plaknē - ar funkciju u = u(x: y).

lauks

Plaknes Visu to punktu kopa plakne, kuros funkcijai u = u(x\ y) ir konstanta

vērtība Cskalārā

lauka Limeņhnijas vienādojums

hmeņlīnija u(x\ y) = C

Telpas
skalārā

Visu to punktu kopa telpā, kuros funkcijai u = u(x; y; z) ir konstanta

vērtība C

lauka Limeņvirsmas vienādojums

līmeņvirsma u(x; y; z) = C

Atvasi-
du{M^

= ļim
Au(M

0
)
= ļļm

u(M)-u(M
0
)

nājums
dotā

virziena Fizikālā nozīme: skalāra

M
0

lieluma u izmaiņas ātrums

apgabala punktā M
0

ass l

virzienā. Aprēķina pēc formulas

du du du
_

du
= cos q H cosp H cos 7 ,

dl dx dy dz

i

kur coso. cos/?, coso
- ass / virziena 3

y

vienības vektora 1° koordinātas. *x

Skalāra Vektors, kura koordinātas ir funkcijas u — u(x\ y\ z) parciālie

atvasinājumi punktā M
0
(x

0; y0; z0
), t. i.,lauka

gradients
(sk. arī ,„._.,

du{M
Q
)~ du{M

0
du(M

0
) 7

gradu(M
0
)=

K °>i+ K y °'k
ox oy oz257. lpp.)

jeb
[du du du

grad u — ; ;

dx dy dz
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Gradienta

fizikāla

Apgabala punkta M
0 piekārtotais gradients norada virzienu, kāda

skalārais lielums u palielinās visātrāk.

nozīme
Gradientamodulis

,
. i(du)2

(du)
2

(du)
2

|gradu| = + +

y( ox) { oy) \oz)

punktā M
0

ir ātrums, ar kadu palielinās skalārais lielums šaja

punkta gradienta virzienā.

Gradienta

ģeometris-

• Plaknes apgabala skalāra lauka gradients katrā apgabala punktā
M

0 (%; y0 ) ir perpendikulārs līmeņlīnijas pieskarei, kas

novilkta caur šo punktu.kas īpašības

• Telpas apgabala skalāra lauka gradients katrā apgabala punktā
M

0(x0] y
0; Zq) ir perpendikulārs līmeņvirsmas pieskarplaknei,

kas iet caur šo punktu.

• grad u(M
0
) ir vērsts pa līmeņvirsmas (līmeņlīnijas) normāli

punktā M
Q un norādavirzienu, kādā skalārais lielums palielinās

visātrāk.

Tādejādi

_ , grad u

n =±l j i '

ļgrad u|

kur n - normāles vienības vektors.

Gradienta • gradC = 0 (C - const)

malītiskas
• grad(u ± v) = grad u ± grad v

pašības
• grad(u • v) = v ■ grādu + u • gradv =>- grad(C • u) = C • grādu

Ju) grādu — u -gradv
• grad — = -

\v) v

• grad/(u) = /
u
(u)-grādu

_
v

_ _
_

• grad \r\=— kur f = xi + yj + zk

I r I

Gradients du
_
, 1 du

_

du
_

gradu = —-er + - •—e,,+ —- e2 ,

ar r acp oz
cilindriskās

koordinātas

(r; ip; z) kur e,■; e
: - cilindrisko koordinātu sistēmas vienības vektori.

Gradients du
_

1
_

1 9m.
grādu = eP + . • + • ee

,

ap p'sm 0 0(p p o 6
sfēriskas

koordinātas

(p; <p; 0)
kur e p; ee - sfērisko koordinātu sistēmas vienības vektori.



14.2. Vektoru lauks

osau ums pzīmējumi, pas rojumi, i ustrācija

Vektoru

lauks

Telpas vai plaknes apgabals, kura katram punktam M katra

laika momentā t ir piekārtots noteikts vektoriāla lieluma

vektors a
— a(M; t)

Dekarta koordinātu sistēma vektoru lauku uzdod ar vektorfunkciju

a(x; y;z;t) = {a
x
(x;y;z;t); a

y
{x;y; z;t); a

z
(x;y;z;t))

,

kur a
r
. a , a

z

- punktam M(x: y: z) laika momentāt piekārtotā vektor

koordinātas (projekcijas uz koordinātu asīm).

Stacionārs Vektoru lauks, kura visiem punktiem piekārtotie vektori a

nemainās laikā; definē ar vektorfunkcijuvektoru

lauks

a(x; y,z)= (a
x
(x;y;z); a

y
(x;y;z); a

z
(x-,y;z))

Homogens Vektoru lauks, kura visiem punktiem piekārtoti vienādi vektori.

vektoru Homogēna lauka vektora a projekcijas uz koordinātu asīm a
x, a

,
a.

lauks ir konstanti lielumi.

Plaknes Vektoru lauks, kura visiem punktiem piekārtotie vektori ir paralēli
vektoru kādai plaknei.
lauks

ektorhnija Lmija, kuras katra punktā

piekārtotais vektors atrodas

uz šaja punkta novilktās

pieskares.

lektoru Skalārs lielums, kuru Dekarta koordinātu sistēmā aprēķina,

izmantojot formuluauka

liverģence
Mo) , 9a

y
(M0 ) da

z
(M

0
)

vii v u,\j.yj.() ļ — 1 1
dx dy dz

Ja diva(M
0
) > 0 , tad punktā M

Q
ir vektoru lauka avots;

ja diva(M
0

) < 0
,

tad punkta M
0

ir vektoru lauka noplūde.

Diverģences absolūtā vērtība (modulis) |diva(M
()

) | raksturo laukaavot

vai noplūdes intensitāti punktā M
0
(.r

(ļ; y0; z
0
)

Diverģences • Ja o ir homogens vektoru lauks (a
x
; a

y
; a

z

- const),

tad diva= 0 jeb divC = 0 ( C - const)īpašības

• div(a + b) — diva + div6

• div( ua) = u-diva+a-gradu => div( C a) =C diva (C const)

• div(uC) = C-gradti (C - const)

• div(oX6) = 6-rota— a-rot6
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Diverģence
cilindriskās

_
1 d(r-a

r
) 1 da da

2
1 d(r-a

r
)

aiva = 1 1- ——

,

r dr r dy dz

koordinātas

(r; p; z) kur a
r
, a , a. - vektora a projekcijas uz cilindriskās koordinātu

sistēmas koordinātu līniju pieskaru vienības vektoriem e,, ēĻ, e-

Diverģence
sfēriskās

,.

1 d(p
2

-a
p

) l da l d{ag >smO)
Hnrn —

. : . : . : _

koordinātās

m\u,— —— • 1 • 1 •

i

p dp p sin# dp p sin9 dd

(p; <p; *) kur a , a , - vektora a projekcijas uz sfēriskas koordinātu sistēmas

koordinātu līniju pieskaru vienības vektoriem eP,
iĻ, e«

Vektoru Punktā M
0

(a:
0; y0; z

0 ) piekārtots vektors, kuru atrod, izmantojot lauka

lauka
vektora a = (a

x;ay
;az

) koordinātu parciālos atvasinājumus:
rotors

(sk. ari

257. lpp.)
dļ/ dz j ( oz ox

(da
y
(M

0
) da

x (M,)ķ
( dx dy

jeb

_
fda, da 9a, da

7

da da
T

rota = -; -; -

dy dz dz dx dx dy

Rotora rota(M
0
) norada virzienu, pret kuru perpendikulāri pagriežot

fizikāla punktu M
Q
ietveroša elementarkontura plakni, vektoru lauks šai

nozīme kontūrā veic vislielāko darbu.

Rotora

īpašības

• rotC = 0, C
—

const

• rotļa + oļ = rota+ rot6

• rot(u-a) = u-rota + graduXa

• divļaXoj =6-rota—a-rot6

Rotors

cilindriskas
/_ (lda. da V {da. da)_ [\ d{ra ) 1 da, _

rota = e
r

+ —

1 e H 11
e, ,

r d<£ dz J ( dz dr j (r dr r d</? J
koordinātas

0; <p\ z) kur e
.,

e. - cilindriskas koordinātu sistēmas koordinātu līnijām
novilkto pieskaru vienības vektori, bet a

r, a
,

a
z
- vektora a projekcijas

Rotors

uz šiem vienības vektoriem.

rota=
f 1 faK sing) da

B
))
r

(ld(p-a9
)

{psmO{ dO dp Jj p \p dp p dd J v
sfēriskas

koordinātās

(P, ¥>, 0) f i da i d(p-a ))
+ e

e

psinfl dp p dp }

1 da
p

kur e
/;
, e

,, e„
- sfēriskas koordinātu sistēmas koordinātu līnijām

novilkto pieskaru vienības vektori, bet a
p, a , a

0
- vektora a

projekcijas uz šiem vienības vektoriem.



14.2. Vektoru lauks

Vektoru

lauka

P — JJaidydz + a
y

dzdx +a
z
dxdy = Zii

->

a =(a
x
;a

y
;az

)
= JJ +a

y
cos P + a

z
cos v)dcr= a

v

Mv

plūsma P (CT)

caur

virsmas

apgabalu (cr)
= JJa.ndv= JJan

dcr,

(<t) (<t) v7

77

kur a
n

ir vektora a projekcija ( /q yV

uz virsmas (cr) normāles

vienības vektoru n ;

cosA, cos/i. cosu - vektora n koordinātas.

Vektoru • Ja projekcija a
n

uz virsmas (a) nemaina zīmi, tad P raksturo vektoru

lauka lauka a intensitāti apgabalā (cr).

plūsmas Ja P > 0, tad saka, ka vektoru lauks izplūst caur virsmu (cr);

fizikāla ja P < 0, tad - ieplūst caur šo virsmu.

nozīme • Ja (cr) ir slēgta virsma, tad integrālis

P
0
= JJa

n

da

(«0
neraksturo vektoru lauka inten- 7

sitāti, bet izsaka starpību starp
>

ieplūstošo un izplūstošo vektorlīniju [ \ -~tViZILZ*\
daudzumucaur virsmu (cr).

JaP
0

> 0, tad caur virsmu \ \~~ J
~

*"

izplūstošo vektorlīniju \ \-^~—
daudzums ir lielāks nekā /

ieplūstošo līniju daudzums;
tas nozīmē, ka telpas apgabalā, P

0
= O a

n

da > 0

kuru ierobežo slēgtā virsma (cr), (<r)

atrodas vektoru lauka avoti.

Ja P
0

< 0, tad šajā apgabalā ir vektoru lauka noplūde.

Ja P
0

= 0, tad caur slēgto virsmu izplūstošo vektorlīniju
daudzums ir vienāds ar ieplūstošo līniju daudzumu;

šādu vektoru lauku sauc par solenoidālu lauku.

Ostrograd-
ska-Gausa

Vairakargumentu funkciju integrālrēķinos Ostrogradska-Gausa
formula

formulas

H Pdydz +Qdzdx +Rdxdy= fff
~+ +~ dV

Jj JJJ Qx dy dz
(CT) (V)

* '

fizikāla in-

terpretācija

ir sakarība starp virsmas integrāli pa slēgtu virsmu un trīskāršo

integrāli pa telpas apgabalu, ko ierobežo šī virsma (sk. arī 250. lpp.).
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Ja P = a
x
, Q = o , R = a

z
ir vektoru lauka a = (a

x;ay
\a

z
) projekcijas

uz koordinātuasīm, tadzemintegrāļa izteiksme trīskāršajā integrālī ir

vektoru lauka diverģence div a , bet virsmas integrālis ir vektoru lauka

plūsma P
0

caur slēgtu virsmu (cr). Līdz ar to vektoru lauka teorija

Ostrogradska-Gausa formulai

JJa
n
d(T = JJJāivadV

(cr) (V)

ir šāda fizikālā interpretācija: vektoru lauka plūsma caur slēgtu

virsmu ir vienādaar virsmas ierobežota telpas apgabala

punktu kopīgo (integrālo) diverģenci, kas raksturo visa

apgabala lauka avotu vai noplūdes intensitāti.

Vektoru

lauka

C —
& a dx + a dy + a dz = af -ra

l

a= (a
x
;a

y
;az

)

cirkulācija

(K ) y x

= <p(ax
cosa +a

y
cos 3 + a

z
cos ~f)ds= )

C yC pa

kontūru (K)
— <j>d-s ds = Jads

,
"s

kur a
s

ir vektora a projekcija uz

(/f) pieskares vienības vektoru s ;
A

'

7

cosa, cos/3, C0S7 - vienības vektora s koordinātas.

Cirkulācijas Vektoru lauka cirkulācija (integrālis C ) raksturo darbu, kādu veic

fizikāla vektoru lauks a
, pārvietojot vienības elementu pa slēgto līniju (K).

nozīme

Stoksa Vairakargumentu funkciju integrālrēķinos Stoksa formula

formulas
J(P cos ct + Q cos 3 + R cos -y)ds =

<A)

CciidR 8Q) .
, (dP dR) (dQ dP) ),

= I I cosA+ cos/i+ —- cos*/ d<7

{{ oy oz) { oz ox) {ox oy)

fizikāla

interpre-

tācija

ir sakarība starp kontūrintegrāli un virsmas integrāli pa virsmas

apgabalu, ko ierobežo šis konturs (sk. ari 250. lpp.).

Ja P = a
x,

Q = a , R = a
z

ir vektoru lauka a = (a
x ;a

y
;az )

projekcijas uz koordinātu asīm, tadkonturintegrālis Stoksa formula

ir vektoru lauka a cirkulācija pa kontūru (K), bet zemintegrāļa
izteiksme virsmas integrāli ir vektoru lauka rotoraun virsmas

normāles vienības vektora n skalārais reizinājums koordinātu formā.

Tātad Stoksa formulas izteiksme vektoru lauka teorijā ir šāda:

Ja-sds = JJrota-nda jeb JaK

ds = JJrot a
n

dcr
,

(K) (cr) (K) (a)

t. i., vektoru lauka cirkulācija pa kontūru (K) ir vienādaar ši

lauka rotoru plūsmu caur virsmas apgabalu (cr), ko ietver šis

kontūrs.



14.3. Hamiltona operators nabla

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi

Operators
nabla V

Simbolisks vektors jeb vektoriāls operators, kura "koordinātas"

ir parciālās atvasināšanas operatori:

_
d -> cl- d

7 . ,

„
{ d d d)

V =— i-\ j H jeb V= —;—;—

dx dy dz [dx dy dz

Operatoru V izmanto ar funkciju parciālajiem atvasinājumiem
saistītos pierakstos.

• Ja aiz simbola V ir funkcija u(x\ y\ z), tad šī funkcija parciāli

jāatvasina pēc argumentiem x, y, z un jāraksta vektors, kura

koordinātas ir iegūtie atvasinājumi.

• Ja aiz simbola V ir vektors a
,

kas savienots ar skalārās vai

vektoriālās reizināšanas zīmi, tad atbilstošās darbības jāizpilda
koordinātu formā; turklāt ar koordinātu "reizinājumu" apzīmē

attiecīgas vektora a koordinātas parciālo atvasinājumu.

d da
Piemēram, ar "reizinājumu" a apzīmē atvasinājumu —- .

dx dx

Jradienta,

iiverģences
m rotora

du-t du-> du t» [ d
-t

d 0 7»)
grad u = —i H j H k = — iH j H k u = Vu

dx dy dz [dx dy dz

(ieraksts ar

•peratoru

da
r

da da. d d d
_ _

diva = —± + —— + —- = —• a
r

+ —• a + —• a, = V • a

dx oy oz dx oy oz
Labla

rot
-_

da
: j+

( oa
i

da
t

\*
y\

da
v

da' k-

K dy dz J { dz dx j { dx dy

[d d W fd d U f d d fi
— a

2
a i+ a

r
a. j+ a a

x

k =

<9y
"

dz j [dz dx
'

j [dx oy

1
j

k

d d d
_ .

= — -— — =Vxa
da: <9y dz

a
r

a o_

Tātad gradu = Vu, diva= V-a, rota =Vxo

Operatora
nabla

• Distributīvā īpašība

V(C
1
X + C

2
Y + C,Z) = V(C7

1
A) + V(C

2
F) + V{C,Z) =

īpašības
= C1VA + C7

2
VF + a

ļ
VZ,

kur C
v

C
2. C

3
- const, X, Y, Z - skalāri vai vektoriāli lielumi.

• V(A -Y-Z) = Y-Z-VX + X-Z-VY + X-Y-VZ



14.4. Speciāli vektoru lauki

14. LAUKA TEORIJAS ELEMENTI

Nosau :ums pzimejumi, pas an rojumi

3otenciāls

rektoru

Vektoru lauks a , ja katram punktam piekārtotais vektors a

ir kāda skalāra lauka u — u(x; y\ z) gradients, t. i., ja
auks

a — grad u

Funkciju u sauc par vektoru lauka a potenciālu, to atrod ar

līnijintegrāli

u(x\y;z)— J a
x
dx+a

y

dy +a
z

dz
,

kur M
Q
M- brīvi izraudzīta līnija, kas savieno punktus M

Q
(x

Q; yQ; z
Q
)

un M(x; y; z). Parasti M
0
M ir lauzta līnija, kuras nogriežņi paralēli

koordinātu asīm; a
r
, a , a

z

- nepārtraukti diferencējamas funkcijas

apgabalā, kurā atrodas līnija M
(]
M.

Potenciāla
Vektoru lauks a = (a

x
; a

y
; a

z
) ir potenciāls lauks tadun tikai tad, ja/ektoru

auka visos apgabala punktos ir speķa vienādības

losacijumi
da^_da]L

da
y
_

Qa
x

dy dz
'

dz dx
'

dx dy

Potenciāla • Potenciālā lauka cirkulācija pa jebkuru kontūru ir vienāda ar nulli

/ektoru (potenciāls lauks kontūrā neveic darbu).

• Potenciāla lauka veiktais darbs nav atkarīgs no pārvietošanas

līnijas formas, kas savieno divus dotus punktus.

auka

izikālās

pašības • Potenciāla laukarotors visos apgabala punktos ir nulles vektors:

sk. arī rota —
0

254. lpp.) Šadu vektoru lauku sauc par bezvirpuļu lauku, jo neatkarīgi
no tā, kā pagriež kontūra plakni, vektoru lauks kontūrā neveic darbu

(nevar pārvietot pa kontūru vienības elementu).

šolenoidāls Vektoru lauks a
, ja visos apgabala punktos ši lauka

diverģence ir vienāda ar nulli, t. i., ja
/ektoru

auks

_
da„ da da

7

ox oy oz

šolenoidāla • Solenoidala lauka vektoru lauka plūsma P
0
caur jebkuru slēgtu

virsmu ir vienāda ar nulli un nevienā apgabala punktā, ko ierobežo/ektoru

auka ši virsma, nav vektoru lauka avotu un nav noplūdes.

pašības • Solenoidala lauka vektoru lauka plūsma P caur jebkuru
vektoru caurules šķērsgriezumu ir konstants lielums.



14.4. Speciāli vektoru lauki

Harmonis

vektoru

Vektoru lauks a
,

kas ir vienlaikus ganpotenciāls,
gan solenoidāls lauks, t. i.,

lauks
a = grādu un diva=0 un div(grad u) = 0

Tātad harmoniska lauka funkcija u(x; u; z) apmierina Laplasa
vienādojumu

d
2

u d
2

u d
2

u .
.

7rT+7rT+T+T = 0 Jeb Aw = 0

ox oy oz

Laplasa Simbols, ko lieto funkcijas u(x; y\ z) 2. kārtas parciālo
atvasinājumu summas pierakstam:operators A

(delta)
A

d
2

d
2

d
2

A = 1
dx2 dy 2 8z 2

Ja aiz operatora A ir funkcija u, tad šai funkcijai jāatrod 2. kārtas

parciālie atvasinājumi un tie jāsaskaita:

Au — + — + ii —

U

+
U

+
U

dx dy
2

dz
2 ) dx

2

dy
2

dz
2

Laplasa vienādojuma pieraksts:

Au = 0

Laplasa vie-

nādojums
cilindriskās

1 d ( du) 1 d
2

u d
2

u
Au = r 1-— -H -

=0

r dr{ dr) r dip dz

koordinātas

0; p\ z)

Laplasa vie-

nādojums
sfēriskās

1 d
2 du) 1 d

2

u 1 d [
.

„du)
nAu= —— p

2

+— - +— \sm6 =0

p
2 dp{ dp) p

2

sin
2

0 dp
2

p
2

sine d0{ d6

koordinātās

(p; <p; 0)

Salikti • div(rota) =V-(Vxa) = 0

operatori
• rot(gradu) =Vx(Vu) = 0

• div(grad u) = V • (Vu) =(V •V)u = V
2
u = Au

Laplasa operators ir Hamiltona operatora "skalārais kvadrāts":

A = V
2

• grad (div a) =V(V-a)

• rot(rota) =Vx(Vxa)



15. DIFERENCIĀLVIENĀDOJUMI

15.1. Pirmās kārtas diferenciālvienādojumi

Pamatjēdzieni

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi

1. kārtas Vienādojums, kas satur nezināmu funkciju, šis funkcijas
diferenciāl- 1. kārtas atvasinājumu un argumentu.

vienādojums Vispārīgais veids: F(x; y; y') = 0

Normālforma: y' = y)

Atrisinājums Jebkura funkcija, kuru ievietojot diferenciālvienādojuma iegūst
identitāti.

Sakuma Kopā ar diferenciālvienādojumu dota nezināmas funkcijas vērtība y0,

nosacījums kas atbilst kādai noteiktai argumenta vērtībai x
0:

y
x = x

=y, jeb y(x0 ) = y0

Vispārīgais

atrisinājums

Funkcija y = ip(x; C), kas satur vienu brīvi izraudzītu

konstanti un apmierina diferenciālvienādojumu, turklāt jebkuram
sakuma nosacījumam y(x

Q
) = yQ

eksistē noteikta konstantes

Vispārīgais

integrālis

vērtība.

Diferenciālvienādojuma vispārīgais atrisinājums apslēptas

funkcijas veidā:

Partikularais Funkcija, ko iegūst, ja vispārīgajā atrisinājumā ievieto konstantes

vietā noteiktu skaitli C
0:atrisinājums

y = p(x;C
{)

) jeb <£ (x; y; C
0

) = 0

Singularais

atrisinājums

Diferenciālvienādojuma atrisinājums, kuru nevar iegūt no vispārīga

atrisinājuma ne ar kādu konstantes C vērtību.

Koši Partikulārā atrisinājuma atrašana pēc vispārīga atrisinājuma un

uzdevums sākuma nosacījuma.
Koši uzdevuma risināšanas shēma:

y = p(x;C)

-+ y0
=p(x

0
;C) -> C = C

{)
y=<p(x;C

0
)

Integrāl-

līnijas

Partikularo atrisinājumu grafiki.



Pirmās kārtas diferenciālvienādojuma

atrisināšanas pamatmetodes

15.1. Pirmās kārtas diferenciālvienādojumi

Izokhna Visu to punktu kopa, kuros integrāllīniju pieskarēm ir vienāds

virziens.

Atrisinājuma Ja diferenciālvienādojumā y' = f(x; y) funkcija f(x; y) un tās

parciālais atvasinājums f
y
(x;y) ir nepārtrauktas funkcijas kādā xOy

plaknes apgabalā, tad caur jebkuru šī apgabala punktu M
0(xo

; y0
)

iet tikai viena integrāllīnija, t. i., eksistē tikai viens

diferenciālvienādojuma atrisinājums y = ip(x), kas apmierina

eksistences

un unitates

nosacījumi

sākuma nosacījumu y(x
0
) = y0.

Vienādojums Diferenciālvienādojums, kuru no normālformas y' = y)
var pārveidot šādi:ar

atdalāmiem y' = A(x) • f2(y)

mainīgiem Atrisināšanas metode

— = /i(^)-/2(ž/)
)
-rt=i(#, f-rr = ffJx)dx + C =>

y = <p(x;C)

Homogēns
1. kārtas

Diferenciālvienādojums, kuru no normālformas y' — f(x\ y)
var pārveidot šādi:

diferenciāl-

vienādojums \x)

Atrisināšanas metode

XI

Substitucija: z —

—, y~z-x.
x

dz
Taka y'=z'x+z, tad z'x + z = h(z), — x = h(z) —

z,
dx

J h(z) — z J x x

Vienādojums,
kuru var

dy
_

ax + by + c
—

—

,
kur ao, - a,b 0

dx apx + bpy + c
x

pārveidot par

homogēnu
Atrisināšanas metode

1. kārtas

diferenciāl-

i x •, -
•

• - -

dy dy
bubstitucija: x = x+ p, y = y + q,

— =
—.

dx dx

vienādojumu
dy

_

ax
Jrby + {ap + bq + c) dy

_

ax + by
_^

dx a]x-\-b
ļ y-\-(a

ļ
p

J
r

b
ļ
q

JrC
ļ

) dx a
x
x + bpy

i - \ \ap + bq + c = 0

y' = h — ja skaitļus p un q izvēlai tā, lai \y (x) ' + fetf+ c^O



15. DIFERENCIĀLVIENĀDOJUMI

Lineārs Vienādojums, kuru var pārveidot forma

1. kārtas

diferenciāl-

y' + g{x) • y = Hx),

kur g(x) un h(x) ir nepārtrauktas funkcijas vai skaitļi.

vienādojums Atrisināšanas metodes

© Substitūcija: y= u(x) • v(x),
kur u(x) un v(x) - nezināmas funkcijas.

Tā kā y* = u'(ic) • v(x) + • v'(x), tad u'v + m/ + g• uv = h

jeb
u'v + + gv) = h

Funkciju v = izveļas tā, lai v'(x) + <?(:r) • v{x) = 0, no kurienes

dv dv
7

r dv r
,

, .

— = -gv, — = -gdx, ļ— = -ļgdx =>' =

(iii h(x)
Tad = no kurienes —

= = ' ' ■ cfa,
dx (fļ (x)

u— =4> u = cp2(x;C)

Ta kā y = u ■ v, tad vispārīgais atrisinājums:

y = • V2
{x\ C) jeb y = ip(x; C)

©Konstantes variācijas m e t o d e. Aplūko dotajam

diferenciālvienādojumam y' + g ■ y = h atbilstošu homogenu

vienādojumu y' + g • y = 0, kuru var atrisināt ar mainīgo

atdalīšanas metodi; iegūst y = ip](x]C). Integrēšanas konstanti C

uzskata par mainīgu lielumu C(x) ("konstanti variē") un C(x)

nosaka tā, lai šadi iegūta funkcija y = ip x(x; C(x)) būtu dotā

nehomogēnā diferenciālvienādojuma atrisinājums: ievietojot

nehomogēna vienādojuma funkciju y = px
{x\ C(x)) un tas

atvasinājumu, atrod C'(x) izteiksmi, no kurienes pēc integrēšanas

iegūst C(x) = <p2
( x'iQ- Tādejādi

y = ipx
{x\ tp2

{x; Cj) jeb y = <p(x\ C)

Bernulli Diferenciālvienādojums, kuram ir šada normālforma:

diferenciāl- y' + g(x) ■ y = h(x) • y
a

,

kur g(x) un h(x) ir nepārtrauktas funkcijas,
a - jebkurš reāls skaitlis, izņemot 1.

Atrisināšanas metode

vienādojums

Dalot vienādojuma abas puses ar y'\ iegūst

y
ay' + 9 - y

l a
= h

Substitūcija: z = y
x a

,
no kurienes

2/ = (l - a)y a ■ y' jeb y
". y> = —— z\.

1—a

Tādejādi Bernulli diferenciālvienādojumu reducēpar lineāru

diferenciālvienādojumu attiecībā pret z, kuru atrisinot iegūst

z = ip(x; C) jeb y
x °

= ip{x; C),

kas ir dotā diferenciālvienādojuma vispārīgais integrālis

&(x;y;C) = 0



15.1. Pirmās kārtas diferenciālvienādojumi

Eksaktais Diferenciālvienādojums, kuram ir šada normālforma:

(totālais)
diferenciāl-

P(x; y)dx + Q(x; y)dy = 0

un

vienādojums
(diferenciāl-

dQ dP

vienādojums
dx dy

pilnos

diferenciāļos)

Ja ir spēkā šis nosacījums, tad diferenciālvienādojuma kreisa puse

ir divu argumentu funkcijas u = u(x; y) pilnais diferenciālis

(sk. 242. lpp.), t. i.,
du = Pdx + Qdy

un doto diferenciālvienādojumu var uzrakstīt ka pilna diferenciāļa
vienādību ar nulli:

du
— 0,

no kurienes

u(x\ y) = C jeb $(x; y; C) = 0
,

kas ir ši diferenciālvienādojuma vispārīgais integrālis.

Atrisināšanas metodes

©Funkcijas u = u(x\ y) atrašana pēc pilna

diferenciāļa ar 11 n ij i n t e grā 1 i (sk. 243. lpp.).
x y

u = jP(x;y
0)dx+JQ(x;y)dy+C

x0 y0

vai
y x

u = JQ(x
0;y)dy+Jp(x;y)dx+C,

kur (x
{)\ y0

) - brīvi izraudzīts punkts apgabalā, kurā P un Q ir

nepārtraukti diferencējamas funkcijas.

©Funkcijas u = u(x; y) atrašana, izmantojot

pilna diferenciāļa du definīciju.

Tā kā

du du
du = —- dx + —— dy un arī du = Pdx + Qdy, tad

dx dy

—— = P(x;y) un u(x\y)— \ P(x;y)dx + C(y) (integrējot funkciju
ux J

P(x; y) pēc x, lielumu y uzskata par konstantu; tapec ari

integrēšanas konstante C ir atkarīga no y). Tādējādi iegūst

u = ip(x; y; C(y)).

du
Funkciju C(y) atrod, izmantojot vienādību — = Q{x\y), t. i.,

dy
y

y
{x-,y-,C{y)) =Q{x-y).

Pēc atvasināšanas no šīs vienādībasizsaka C (y). Iegūtā izteiksm

nav atkarīga no mainīgā lieluma x. To integrējot, atrod

C(y) =
i^i (y; C), ko ievieto funkcijas u izteiksmē

u= ip(x; y\ C(y)). Iegūst:

u = p(x] y; p x
{y\ C)) jeb u{x; y) = C



15.2. Augstāku kārtu diferenciālvienādojumi

15. DIFERENCIĀLVIENĀDOJUMI

ntegrējošais

■eizinātājs
Ja ff >

tad P(x- y)dx + Q(x; y)dy = 0 (1)

nav eksakts diferenciālvienādojums. Šada gadījuma meklē tadu

funkciju ļl = li(x; y) (integrējošo reizinātāju), ar kuru reizinot

vienādojumu (1) iegūst eksaktu diferenciālvienādojumu

(uP)dx + {(jLQ)dy=0, (2)

t. i., vienādojumu, kuram spēkā vienādība

d{uQ)
=

d{fiP)

dx dy
(3)

Parasti apskata vienādojumus, kad u = a(x) vai u = u(y)

l(dP dQ)
• Ja ļl = u(x), tad izteiksme — — — nesatur y un no

Q{dy dx

vienādības (3) seko, ka integrējošo reizinātāju u(x) var atrast no

vienādojuma

d(mfi)_l(dP dQ

dx Q {dy dx

l[dQ dP^
• Ja ļl = Ļi(y), tad izteiksme — — — nesatur x un

P { dx dyt

integrējošo reizinātāju u(y) var atrast no vienādojuma

d(ln/i)_ 1 (8Q dP

dy P\dx dy

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi

Otras kārtas Vispārīgais veids: F(x\ y\ y'\ y") —
0

Normālforma: y" — f(x; y; y')diferenciāl-

vienādojums

Vispārīgais

atrisinājums No divām konstantēm C
x
un C

2 atkarīgs atrisinājums:

y = cp(x; C
x\ C

2
)

Sākuma

V
x =

Xļ

=
ifo V'

x
=

Xa

=% jeb y{x
0
) = yQ, y'(x0)=y'0nosacījumi

Robež-

V
x = Xļ

- >, y
x = x>

=y2 jeb y{x
x
) = yv y(x

2
) = y2nosacījumi



15.2. Augstāku kārtu diferenciālvienādojumi

Atrisinājuma Ja diferenciālvienādojumā y" = f(x: y: y
r

) funkcija f(x; y\ y')
eksistences

un tās parciālie atvasinājumi f
y
' (x; y;y'), /' (x; y; y) ir nepārtrauktas

un unitates

nosacījumi funkcijas kādā apgabalā, kurā atrodas punkts (x
0; y0; y0

'), tad

diferenciālvienādojumam eksistē viens vienīgs atrisinājums,
kas apmierina sākuma nosacījumus y(x

0
) = yQ

un y'(x
Q
) = y0

'

.

Košī Partikulara atrisinājuma atrašana pēc vispārīga atrisinājuma
uzdevuma un sākuma nosacījumiem:
risināšanas

shēma
y = ip{x;C

x
;C

2
)

f\x{ii Ci i 02
) = y0

C
x
= C

m

W{x
Q
\C

l

-

J
C

2
) = yQ

' C.
2

=C.
2(]

y'M= y0

> 1

n-tas kārtas

diferenciāl-

Vispārīgais veids: F(x; y\ y'\ y"\ y
{n]) — 0

Normālforma: y
[n) = f(x; y; y'\ y"\ y

(n ~l>)

vienādojums Vispārīgais atrisinājums: y — tp(x; C
x \ C

2
\ ...; C

n
)

Sākuma nosacījumi:

y(x
0) = y

0, y'(x0
) = y'

0, y"{x0
) = y'

0 , y
(n l) (x

0
) = y

{
0

n 1}

. kārtas © y" — f[x) - vienādojums nesatur y un y'.
liferencial- Atrisināšanas metode

ienadojumi,

y' = J f(x)dx + C
l, y = J(j f(x)dx + C

l

]

jdx+ C
2

:uriem var

lazeminat

;artu ® y" — f{x\ y') - vienādojums nesatur y

Atrisināšanas metode

Substitūcija: y' — z(x)

Tā kā

y" = z'(x),
tad

z' = f(x; z) => z = ip(x; C
x
)

jeb

y' = ip(x; C
y
) => y =f ip{x-,CAdx + C

2

® y" = f{y'i y') - vienādojums nesatur x

Atrisināšanas metode

Substitūcija: y' — z(y)

Tākā

y" -z
'

x

= z 'y-yl= z
y
•Z

,

tad

z
' ■ z = f{y\ z ) => z = <p(y\ Ci)

jeb

y' = px
{y] CJ y = ip(x-, C

x\
C

2
)



15. DIFERENCIĀLVIENĀDOJUMI

2. kārtas Normālforma:

lineārs y" + py' + qy = 0 (1)

homogens (p, q - reāli skaitļi)
diferenciāl- Atrisināšanas metode

vienādojums Izmantojot koeficientus p un q, uzraksta diferenciālvienādojumam
atbilstošo raksturīgo vienādojumuar

konstantiem k2 + pk + q = 0 (2)

koeficientiem
Atkarībā no ši kvadratvienadojuma diskriminanta D zīmes iespējami
3 gadījumi.

• D > 0 - kvadrātvienādojumam (2) ir divas dažādas reālas

saknes k
x

k
2;

diferenciālvienādojuma (1) vispārīgais atrisinājums:

y = C
1
e

kl°r
+C

2
e^x

• D = 0 - kvadrātvienādojumam (2) ir divas vienādas reālas

saknes k
x

= k
2;

diferenciālvienādojuma (1) vispārīgais atrisinājums:

y = e^(C1+ C
2
x)

• D < 0 - kvadrātvienādojumam (2) ir kompleksas saistītas

saknes k
x 2

= ot ± di;

diferenciālvienādojuma (1) vispārīgais atrisinājums:

y — e
ax

(C
l

cos j3x+ C
2

sin 3x)

2. kārtas Normālforma: x
2y" + pxy' + qy = f(x), (p un q-

reāli skaitļi)
Eilera Atrisināšanas metode

diferenciāl- Sub s t i t u cij a:

vienādojums x
— e* =4> t = Ina;

Atrod atvasinājumus // un 2/":

,
_

dy
_

dy dt
_

1 <%
_

dy'
_

d (1 ļ
_

1 d
2
y

_

dy\

dx dt dx x dt.1 dx dx\x dt) x
2 {dt2 dt j

Ievietojot y' un y" izteiksmes Eilera vienādojuma, iegūst lineāru

diferenciālvienādojumu ar konstantiem koeficientiem:

g+(j»-i)^+w=/(«'j,
at dt

no kurienes y = p(t; Cp, C
2
) => y = p(lnx; Cp, C

2
)

n-tas kārtas Normālforma:

lineārs
y

[n)
+ aiy

{n- 1]
+ a

2y
{n - 2)

+... + a
n_x

y' +a
ny =0,

homogens
diferenciāl- kur a

v
a

2. ....
a
n _ ļ, a

n

- reāli skaitļi

vienādojums
ar konstan-

Atrisināšanas metode

Izmantojot diferenciālvienādojuma koeficientus, sastāda atbilstošo
tiem koefi-

raksturīgo vienādojumu
k" + a

x
kn 1

+ a
2
kn 2

+ ... + a
n
k + a

n
= 0

cientiem

un atrod tā saknes k
v

k„ ....
k

n



15.2. Augstāku kārtu diferenciālvienādojumi

Iespējami šadi gadījumi.

© k
jn

- raksturīga vienādojuma reāla sakne, kuras kārta ir 1;

tad atbilstošais diferenciālvienādojuma partikulārais

atrisinājums ir

ym
=e

k
",x

© k
rn

- raksturīga vienādojuma reāla sakne, kuras kārta ir r ;
šai saknei atbilst r lineāri neatkarīgi diferenciālvienādojuma

atrisinājumi:
k x k x 2 k x r-1 k x

Vi = e
, y2

=x-e"
, y3

=x -e "

, y
r

= x -e "'

© oc ± (3i - raksturīgā vienādojuma kompleksas saistītas

saknes ar kārtu 1; šīm saknēm atbilst divi

diferenciālvienādojuma atrisinājumi:

y{ = e
ax

cos 3x, y , =e
ax

sin 3x

© ct ± 3i - raksturīgā vienādojuma kompleksas saistītas

saknes, kuru kārta ir m ; šīm saknēm atbilst 2m lineāri

neatkarīgi diferenciālvienādojuma atrisinājumi:

yx = e"' cos ftx, ņ, =e"' sin fix,

y:i
= x ■e" cos (3x, y A

= x ■e"' sin fix.

y5
= x ■ e'

u

cos (3x, y{)
= x

2

• e
ax sin ļ3x,

i

y2m_1
— X1

" 1

■ e
ax

cos f3x, y2m
= x"'

l

e
nr

s'mPx

No iegūtajiem n lineāri neatkarīgajiem partikulārajiem atrisinā-

jumiem - funkcijām yv y2 y
n

atrod diferenciālvienādojuma

vispārīgo atrisinājumu kā lineāru kombināciju

V = C
x yx

+ C
2y2

+ ... + C
n
y

n

n-tas kārtas Normālforma:

lineārs
y(») + a

x
(x)j/ n l

> + a
2
{x)y^- 2) + ... + a

n x
{x)yf

+ a
n
(x)y = f{x), (1)

nehomogēns
diferenciāl-

kur a x (x), a
2
(x), a.

n
(x), f(x) - nepārtrauktas funkcijas vai reāli

skaitļi.
Atrisināšanas metode

vienādojums

© Atrodatbilstošā homogena diferenciālvienādojuma

y
(n] + ai{x)y(n - l)

+ a
2
[x)y

(n- 2)
+ ...+a

7,_1
{x)y' + a

n
(x)y = 0 (2)

vispārīgo atrisinājumu

y= C
x
y

x
+C

2y2
+... + C

n
y

n

© Atrod vienādojuma (1) partikularo atrisinājumu - jebkuru

funkciju y*, kura apmierina šo vienādojumu (sk. 268. lpp.).

© Nehomogēna diferenciālvienādojuma (1) vispārīgais atrisinājums

ir funkciju y un y* summa, t. i.,

y=y+y*

jeb

y = C
xyx

+ C
2y2

+ ... + C
ny n

+ y* (3)
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Partikulara

atrisinājuma

y* atrašana

© Konstanšu Ja j/ļ, y2, y n
ir n lineāri neatkarīgas funkcijas, kas

apmierina homogēno diferenciālvienādojumu (2), tad šī

vienādojuma vispārīgais atrisinājums ir
variāciju
metode

y = C
1y1

+ C
2y2

+... +C
n
y

n
(4)

Nehomogēnā vienādojuma (1) partikulāro atrisinājumu y* atrod,

pieņemot, ka izteiksmē (4) konstantes ir atkarīgas no mainīgā
lieluma x, t. i., konstantes ir "variētas". Tātad funkciju y* meklē

ka izteiksmi

y* = C
x
{x)y

x
+ C

2
{x)y

2
+ ... + C

n
(x)y

n
(5)

Funkcija (5) apmierina diferenciālvienādojumu (1), ja ir spēkā
vienādības

\c[{x)y
y

+ C
2
(x)y

2
+... + C'

n
(x)y

n

= 0

C[(x)y[ +C'
2
(x)y

2
+... + =0

C[(x)y; +C'
2
{x)y

2
+... + C'

n
{x)y"

u
=0

(6)

Ciļx)y[
n- 2) + (tķftfrV +

-
+ C'

n
(x)y{

:-
2)

= 0

C[{x)y{rl) +C'
2
{x)yi

2

n- l) +... + C
n

= f(x)

No vienādojumu sistēmas (6) atrod atvasinājumus

C'
x
(x), C

2
(x), C'

v
(x)

(var pierādīt, ka sistēma (6) ir saderīga).
Ja

C
i'(x) = <pi (x) (i= 1, 2, n),

tad Ca[x) atrod ar integrāli

C
i
(x) = Jipi

(x)dx

(par integrēšanas konstanti var izraudzīties 0).

Līdz ar to

y* =(fvi{x)dx)'yl +(f <p2
{x)dx

)

)-y2
+... +[J pn {x)dx^yn

© Nenoteikto

koeficientu

Šo metodi lieto tad, ja lineāra nehomogēna diferenciāl-

vienādojuma (1) koeficienti a
v

a
2,

a
3,

a
n

ir konstanti un

labā puse f(x) ir noteikta veida izteiksme.metode

Aplūko šādus gadījumus.
© f(x) = e

ax P
n
(x) ,

kur P
u
(x) ir kāds n-tās pakāpes polinoms.

Ja ol nav raksturīgā vienādojuma sakne, tad funkcija y* ir

tada paša veida izteiksme ka f(x), tikai n-tās pakāpes polinomam

Q
n(x) ir citādi koeficienti nekā polinomam P„{x), t. i.,

y* =e
ax

.Q
n

{x)
i
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15.3. Diferenciālvienādojumu sistēmas

Polinoma Q
n
(x) nezināmos koeficientus apzīmē ar burtiem.

Ievietojot funkciju y* un tās atvasinājumus diferenciālvienā-

dojumā un pielīdzinot koeficientus pie vienādām x pakāpēm
vienādības kreisajā un labajā pusē, iegūst vienādojumu sistēmu,

no kuras atrod polinoma Q
n
(x) koeficientus.

Ja cx ir raksturīgā vienādojuma sakne ar kārtu r, tad

y* _ x
r

. e
ax . Q

n
(x)

© f(x) = e
ax (Acos3x + Bsin/3x), kur A un B - dotas konstantes.

Ja kompleksais skaitlis a ± 3i nav raksturīgā vienādojuma

sakne, tad

y* = e
ax (Mcos3x + Ns'm/3x)

Koeficientus M un N atrod, ievietojot diferenciālvienādojumā

funkciju y* un tās atvasinājumus un pielīdzinot vienādības abās

pusēs koeficientus pie cosd.r un siīi(3x .
Ja a ± di ir raksturīgā vienādojuma sakne ar kārtu m,

tad

y
*

= x
m

e
ax (Mcos3x + Nsin3x)

® f(x) = e
ax {P

n
{x)cos3x + Q

m
(x)s\n3x), kur P

n
(x) un Q

m
(x)

- atbilstoši n-tās un m-tās pakāpes polinomi. Lielāko no skaitļiem

n un m apzīmē ar A-.

Ja a ± 3i nav raksturīgā vienādojuma sakne, tad

y
*

= eax(Uk (x)cos3x + V
k
(x)sm3x),

kur U
k(x) un V

k (x) - fc-tās pakāpes polinomi ar nezināmiem

koeficientiem.

Ja oc ± 3i ir raksturīgā vienādojuma sakne ar kārtu ra, tad

y
*

= x
m

e
ax(Uk{x)cos3x + V

k{x)sm3x)

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi

Vispārīgais
veids

F
ļ
{x]yl]y2;...;y ii ;yl ]y2;...;yn

) = 0

F,{x;y
l
;y

2
;...;y

ii
]y[;y'2;...;y'

ļi
) = 0

Ķ{x;y
l ;y2;...-,y n

-,y[;y'
2;...;y n

) = 0

Normāl-

ur = y2
= y2

(a;), yn
= yu

[x) - nezināmas funkcijas.

y\ = /
1
(ar;y

1 ;ž/2;...;y„)
forma

2/1 = f„{x\ypy
2]...]yn

)
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Sakuma

nosacījumi

Vispārīgais

atrisinājums

y\ = *>i& C7i; C
2; CJ

y2
= ip2(x, C{. C

2; C„)

Vn
= Vniv C

v
C

v
C

n
)

Lineāra \y[ +a
u

{x)y
ļ
+ a

ļ2
{x)y

2
+

...
+a

hi
{x)y

n

= f
x(x)

nehomogēna
diferenciāl- y, +a.

n
(x)yx + a,., (x)y, +... + a

2n(x)yn

= f,{x)
(1)

vienādojumu
sistēma

y
n

+a
n[

{x)y
ļ

-¥a
n2(x)yn

+
...

+ a
nn

(x)y
n

= f
n
(x)

kur a
tl
{x) un fļx) ir nepārtrauktas funkcijas vai reāli skaitļi.

Sistēmas pieraksts matricu formā:

Y' + A{x) • Y = F{x),

kur

an(x) a
V2

(x)
...

a
ln {x) (y\ y, /,(

a
nl(x) a„,(.x)

...
a

nn
(x) [fVJ «' /„(

i/i

(x)

(x)

»2
F(x) =

1/1 /.(*)

Lineāra
y\ +a

n
(x)y

l
+ a

vl
{x)y

2
+... + a

ln (x)y
n

=0

homogena
diferenciāl-

y, + a
2] {x)y1

+ a
22

(x)y
2

+
...

+ a
2 „

= 0

(2)vienādojumu
sistēma

Vn + + a,Ax )V2 +
•••

+ = 0

jeb
Y' + A(a3) • Y = 0

Lineāras Ja y\
u

. yf\ .... y\"] (i = 1,2,3,...,n) ir lineāri neatkarīgi

homogenas
homogēnās diferenciālvienādojumu sistēmas (2) partikulārie

atrisinājumi, tad šīs sistēmas vispārīgais atrisinājums
ir funkcijas

diferenciāl-

vienādojumu
sistēmas

vispārīgais

atrisinājums
yx

= +C
2
y?] +... + C

n
y["]

y2
=C

ly?) +C
2ļg

)
+... + C

ny2

n)

Vn
=C1Ž/I1) +C

2
yf +... + C7;,yi")
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lineāras Ja y* ir jebkurš lineāras nehomogēnas diferenciālvienādojumu

īehomogēnas
liferenciāl-

sistēmas (1) partikulārais atrisinājums un yi
ir atbilstošās

homogēnās diferenciālvienādojumu sistēmas (2) vispārīgais

atrisinājums, tad nehomogēnās sistēmas (1) vispārīgais atrisinā-denadojumu
istēmas

jums ir funkcijas

itrisinājums Vi
= y l

+y* (» = i> 2- 3.
..,

n)

lineāra \y[ + a
u% + «122/2 +

■••
+ a x„y„ = °

īomogena
y2

+ a
2Xyx + a,.2y, +

... + a
2H ?/

n
= 0liferencial-

rienadojumu (a
lj

- const) (3)

dstema ar

y„ + a„i?A + °»2Ž/2 +
■••

+ anny„ = Qkonstantiem

toeficien-

Atrisināšanas metodeiem

Sistēmas (3) lineāri neatkarīgus partikularos atrisinājumus meklē

kā eksponentfunkcijas

yf = X
l
e

kx {i = 1, 2, 3, n),

kur A' un A, ir tādi skaitļi, ar kuriem funkcijas yi apmierina
sistēmu (3).

Funkcijas yi un y\ —\
i
ke

kx
ievieto sistēma (3) un izdala

vienādojumu abas puses ar e
kr 0; iegūst lineāru homogenu

algebrisku vienādojumu sistēmu, kurā nezināmie lielumi ir

koeficienti XI:

Ua
n

+ k)X
ļ
+ a

n\ + ... + a
lu
\

n
= 0

o.
21

Aj + (a,
2

+ k)\
2

+
...

+ ā
2n
\ = 0

(4)

a
nl

A, + a
ii.)X2

+ ... + (a
iin

+ A;)A„ = 0

Homogēnai lineāru algebrisku vienādojumu sistēmai (4) eksistē

netriviāls atrisinājums, ja šīs sistēmas determinants ir vienāds ar

nulli. No šī nosacījuma iegūst diferenciālvienādojumu
sistēmas (3) raksturīgo vienādojumu:

ļ a
n

+ A; a
12

...

a
ln

a.
n a.„ + k

...

a
9

= 0 (5)

a„i a„2 ••• &„„ + k

Raksturīgais vienādojums (5) ir n-tas pakāpes algebrisks

vienādojums, kura nezināmais lielums ir koeficients A: un kura

saknes ir k
v

k.
2, ....

k
n
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Iespējami šadi gadījumi

• kj ir raksturīgā vienādojuma (5) vienkārša (reāla) sakne, kuru

ievieto sistēmā (4), un, atrisinot šo sistēmu, atrod koeficientu A.

vērtības: A,
(/): Aļ"; A'/'. Izmantojot atrastos koeficientus,

iegūst diferenciālvienādojumu sistēmas (3) partikulāro atrisinā-

jumu

• k
2)

= otj ± (3ji ir raksturīgā vienādojuma kompleksas
saistītas vienkāršas saknes, ar kurām no vienādojumu sistēmas

(4) atrod koeficientus A-, kas arī ir kompleksi skaitļi:

iļj) = a[ j) ± b[% = a(J] ± lļ% A;,j) =f aļ° ± .

Šiem koeficientiem atbilst diferenciālvienādojumu sistēmas (3)

partikulārais atrisinājums

ptf =c"{a' cos(3jX - b\ j) sin/?.*),

=ei
r

{a{i
J)

smft
J

x + bii
J]

cosP
J
x) (i = 1, 2, 3, n)

• kj ir raksturīgā vienādojuma m-tas kārtas (reāla) sakne. Šajā
gadījumā vienādojumu sistēmas (4) matricas rangs r n - m.

Jāaplūko divi gadījumi.

© r = n - m

Sistēmā (4) ir r neatkarīgi vienādojumi un m = n - r

vienādojumi ir citu vienādojumu sekas. Tāpēc m nezināmo

lielumu A vērtības var brīvi izvēlēties, bet pārējās atrod no

sistēmas, izmantojot iepriekš izvēlētās vērtības. Ar atrastajām

koeficientu A,(
/)

un A;-vērtībām sastāda partikulārā

atrisinājuma funkcijas

y
U)

= Ap/-'

© r > n - m

Šaja gadījuma iegūto partikulara atrisinājuma funkciju skaits

ir mazāks par saknes kj kārtu. Tapec funkcijas y\J] sistēmas

partikularaja atrisinājuma meklē ka funkciju

k,x k:X 2 k,x m-l k,x
e '

,
xe

,
x e

1

, ...,
x e '

lineāras kombinācijas, kurās koeficientus nosaka, ievietojot

diferenciālvienādojumu sistēmā (3) atrisinājumu y\ J]

izteiksmes.

• fcfli, 2)
= a

j
± ftji ir raksturīgā vienādojuma m-tas kārtas

kompleksas saistītas saknes. Partikulāro atrisinājumu
atrod analogi iepriekš aplūkotajiem gadījumiem.
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Konstanšu Ja

variāciju
=c1?/!1) +c2Ž/; 2) +...+c„2/

<",metode

lineāru

nehomogēnu
diferenciāl-

ir lineāru homogēnu diferenciālvienādojumu sistēmas (2) vispārīgais
atrisinājums, tad nehomogēnās istēmas (1) partikulāro atrisinājumu

vienādojumu
y* atrod ar konstanšu variāciju metodi, t. i., homogēnās sistēmas

vispārīgajā atrisinājumā konstantes C
i

aizvieto ar funkcijām C
:i
(x),

sistēmas

partikulara (i = 1, 2, 3, n).

atrisinājuma
y* atrašanai

Tātad

Vl = C
ļ (x)y?) +C

2
(x)y<2)

+ ...+C
n

(6)

No nosacījuma, ka funkcijas (6) apmierina nehomogēno diferenciāl-

vienādojumu sistēmu (1), iegūst

\y?C[{x) + y[2)C'
2
(x) + ... + = «*)

Vfči(x) + y2

2)C
2
(x) +... + t$C'

n
(z) = f

2
(x)

■
'

(7)

+ y[X
2
(x) +... + yl;,)C'M = /„(*)

Atrisinot sistēmu (7), atrod C'
j(x) = (p

3
(x) (j = 1, 2, 3, n),

no kurienes

C
J
{X) = jLPj {x)dx

(par integrēšanas konstanti var izraudzīties 0).

Tādejādi

V* = J<fil (x)dx-yf ) + j\p2{x)dx-y[ 2) + ...+ J tpn
(x)dx-y\ n)

{i = 1, 2, 3, n)

Lineāras Y = Y + Y* ;
nehomogēnas
diferenciāl-

vienādojuma

5
r =

Vn

sistēmas

vispārīgā

atrisinājuma
pieraksts

_

C71^)+C2?/f+...+ L7„^)
kur F = , r* =

Vn
matricu

formā
jeuje

Vi"

y> f v

...

= (c1
c

2

y„

vl

Un -J/<2) i/2' ,-(2)y
-

=(ac,...c).
Vl y* ■ y" vl

W v\n] v? -
v[n)

Vn



16. DIFERENCIĀLĢEOMETRIJA

Visas izteiksmes un vienādojumos izmantotās funkcijas ir nepārtraukti

diferencējamas (arī vairākkārtīgi).

16.1. Plaknes līnijas uzdošanas veidi, loka diferenciālis,

loka garums, pieskare un normāle

Nosaukums Apzīmējums, paskaidrojumi, ilustrācija

Līnijas
uzdošanasveidi

• Dekarta
y = y(x) vai

F{x; y) = 0

x = x{y) (1)

koordinātas (2)

• parametriskā
veida

x = x(t)

y = y(t) (3)

• polārās
koordinātās

r
— r((p) (4)

ūnijas pozitīvais
irziens

Līnijas mainīgā (tekošā) punkta pārvietošanās virziens, kas

atbilst funkciju (l)-(4) argumenta x, y, č, ip pozitīvajam

pieaugumam.

-mijas loka ds As,
iferenciālis ds kur As - līnijas loka garumapieaugums

Dekartakoor- ds = + (y')-dx ,kur y = y{x)
dinātas (1)

aT I !
i 1 1 i
i i i i

y

i,
dx

t

\L

i i

0\ a x X+Ax b x 0\ x x+dx x

s(x) — AM - līnijas loka garums kā x funkcija

As = MN - loka garumapieaugums,

kur M(x; y), N(x + Ax; y + Ay)\

s'(x) = lim — - loka garumaatvasinājums;

ds = s'(x)dx - loka diferenciālis

(loka garuma pieauguma A s galvena daļa)
l_



16.1. Plaknes līnijas uzdošanas veidi, loka diferenciālis, loka garums, pieskare un normale

parametriskāā
ds

— \jx 2

+y
2
dt

veidā (3)

'■
=

dx(t)_ .

=

dy(ty

dt '
V

dt

polārās koor-

dinātās (4)

ds = ļ/r 2 +(r')2

dip

(x = y = rsin</?)

ūnijas loka

arums s

Dekarta
s= J +(y'fdxkoordinātas (1)

s = + (x'fdy

parametriskā

Vi

veidā (3)

K

s— j
2

+y
2

dt

polārās koor-

s = fjr2 +(r>fdpdinātās (4)

Līnijas pieskare
(t) punktā M;

pieskares pozitī-
vais virziens (t

+
);

pieskares

Pieskare - sekantes MN

robežstāvoklis, kad N —> M,

pārvietojoties pa līniju.

(t
+

) - pieskares virziens, kas atbilst

līnijas apiešanas pozitīvajam
virzienam.

Līnijai y = y(x)

->_ ~j+y'(x
0

)>3

virziena vienības

Xvektors t (\t | =1)

Līnijas normāle Taisne, kas perpendikulāra
(n) punkta M ;

normāles pozi-
tīvais virziens

pieskarei.

(n
+

) - normāles virziens, ko

iegūst, pagriežot pieskari (t+) /

normāles

par 90° pozitīvajā virziena

(pretēji pulksteņa rādītāju (» A (O

virziena vienības kustības virzienam). »0
vektors n ļ| n \ = lj Līnijai y = y(x)

-y'{x„)i + j

o 2;
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Plaknes līnijas pieskares un normāles vienādojumi

Pieskares (t
+

) Leņķis, ko (t
+
) veido ar Ox ass pozitīvo virzienu.

virziena leņķis a Līnijai y = y(x)

dy
.

dy dx

tga — —, sin a: — —, cos a - —

dx ds ds

Leņķis 3 starp

pieskari (t
+

) un

līnijas punkta

polāro rādiusu r

(ds - līnijas loka diferenciālis; sk. zīm. 274, 275. lpp.)

Ja līnijas vienādojums ir v — r(p), tad
.

t a
r

■ a
d-P K

n dr I
rz=:

COS p — /• yS \
dS ]/

r=r(q>)

PV-

Pieskares

vienādojums

punktā M
0{x0; y0

)

• līnijai y = y(x) y - y0
= y'ix

0
){x - x

Q
)

• līnijai F(x; y) = 0 F> (M
0
)(x-x

0)+Fļ (M0)(y-y
0
) = 0

\x = x(t)
• līnijai \

[v = y{t)
y(t

0
){x-x

0
)-x(t

0
)(y-y

0
) = 0,

kur x
Q
= x(t

Q
); yQ

= y(t
0
)

Normāles

vienādojums

punktā M
0(x0; y0

)

• līnijai y = y(x)
1

i V

y-y
0
= ———(x-x

0
)

yM

• līnijai F(x; y) = 0 F;(Mo
)(x-x

o)-F>(M0 ){y-y
0

)=0

• līnijai
2/ = y(<)

£{t0
)(x-x

Q
) + y{t

0
)(y-y

0
) = 0

,

kur x
0
= x(t0); yQ

= y(t0)



Biežāk lietotie plaknes līnijas elementi

16.2. Leņķis starp divām līnijām, līnijas liekums,

liekuma rādiuss, liekuma riņķis un liekuma centrs

16.2. Leņķis starp divām līnijām, līnijas liekums,

liekuma rādiuss, liekuma riņķis un liekuma centrs

Nosaukums Formula, ilustrācija

Pieskares

nogrieznis

(līnijai y = y(rc))
y'

Polāras pieskares

nogrieznis

(līnijai r = r(y?))

Subtangente

r'

PT =
U-
\y'

/

r ■ yjr
2

+ (r rf

vV'K
\ \
\ \
\ \
\ \
\

\

\

\

\

\

\

\

\

\

(līnijai y = y{x))
M

Polārā 2

r

0T'= —

r'
subtangente 90°^

x

(līnijai r — r(ip)) "O \

\

\

\

/T P N

Normales

nogrieznis MN=\y.Jl + (ytf | \

(līnijai y = y{x))

Polāras normales
MN' = yļr- +{r

r)1

nogrieznis

(līnijai r = r((p))

PN = \yy'\Subnormale

(līnijai y = y{x))

Polārā 0N' = \ r'|
subnormale

(līnijai r = r((p))

Nosaukums Apzīmējums, paskaidrojumi, ilustrācija

Līniju saskares

punkts

M
0(xq] y0) ir līniju y = f(x) un y = g(x) n-tās kārtas saskares

punkts, ja

f(x
0
) = g(x

0), f'(x0) = g>(x
0
), f

(n)(x
0
) = g

M(x
0
),

bet f^M^g^M-
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Leņķis p starp

divām līnijām

Leņķis, kuru izveido līniju y = un y = y2
(x) krustpunktā

M
0
(x

0; yQ
) novilktās "pozitīvās" pieskares.

l(XV— : :

l+y[ {x
Q
)'y'

2
(x

Q
)

vaivaivtu

x
x
{t,)'y

2
{t

{)
)-x

2
{t,)-y\{t^

liXV—
—

: : :
——-

(*o ) * (*o ) + 2/i (*o ) * 2/
2
(A) )

(leņķa p atskaites virziens - pretēji pulksteņa radītāju kustības

virzienam)

Līnijas
liekums K

N^M

MN'
punktā M

(U

kur MN
- loka garums,

6 = a(N) - a(M) - pieskares

pagrieziena leņķis;

\

N (<;')

a(N), a(M) - leņķi starp

pieskari un Ox asi ļ

ds)

M.
atbilstoši punktos Nun M.

Tātad /
K\a+dcxa+da

ds O / x

kur 6 = da, MN = ds

Jo lielāks ir \K\, jo izliektaka ir lmija.

Ak)

Ja K > 0. - līnija ja K < 0, - lmija
ieliekta; izliekta.

Taisnei un arī

līnijas pārliekuma

punktā K = 0.

Liekuma
R —

——

,
kur K - līnijas liekums

IKI
rādiuss R

Riņķa līnijai, kuras rādiuss ir a, liekuma rādiuss R = a;

taisnes liekuma rādiuss R
— 00



Liekuma X un liekuma centra C

koordinātu aprēķināšana

16.2. Leņķis starp divām līnijām, līnijas liekums,

liekuma rādiuss, liekuma riņķis un liekuma centrs

Liekuma
Riņķis, kura rādiuss

riņķis;
liekuma

\K\

šī riņķa centrs C ir liekuma centrs.

C atrodas uz normāles, kas novilkta

punktā M līknes ieliekuma virzienā.

A
i

i

\

\

\

centrs

v;

M

Līnijas

vienādojums
c(£; v)

(i + d/O
2

)2

y
!

(i + (y')
2 )

y = y(x)
y"

F(x; y) = 0
rn F' F'

I m m

+ 2F
' F' • F" - (F' )

2
F"

\x = x(t)

\y = y(t) \Jx-+y
2

n

n = y + —

n

x- y-x-y
n =

— -—

x~+y~

£ = r cosp
— — (r cos ip + r' sinp)

r = r{ip)
r

2

+(r'f P

1, , ,
V

7] = r sm ip (r smip
— r cos ip)

P

_

r
2

+ 2{rf -r-r"

r~ +(rf



16.3. Plaknes līnijas virsotnes,

pārliekuma punkti un singulārie punkti

16. DIFERENCIĀLĢEOMETRIJA

Nosaukums Apzīmējums, paskaidrojumi, ilustrācija

Līnijas Punkti, kuros liekumam K (sk. 16.2.) ir maksimums

virsotnes vai minimums (liekuma ekstrēma punkti).

Pārliekuma

punkts;

Punkts M
0,

kura līnija krusto pieskari, mainot savu

izliekumu (no ieliektas uz izliektu vai otrādi).

ta noteikšana

Pārliekuma punktā M
0

• K=0

• K maina zīmi (ejot caur punktu M
0
)

Ja līnijas vienādojums ir y = y(x), iespējamos pārliekuma

punktus nosaka, atrisinot vienādojumu

y"{x) = 0.

Ja x
0
ir šī vienādojuma sakne un

y"'(x
0
) = 0; y^(x

0
) = 0; y^(x

0
) * 0,

kur m 3 - nepāra skaitlis,
tad x

0
ir pārliekuma punkta abscisa.

Ja m ir pāra skaitlis un y("'\x{)) < 0, tad līnija punktā x
Q
ir

izliekta, bet,

ja y
{m) {x

{)
) > 0, tad - ieliekta.

Piezīmes

• Pārliekuma punkta eksistenci var konstatēt arī citādi, proti,

pārbaudot, vai, ejot caur punktu x
0
, y"{x) maina zīmi.

• Ja līnija uzdota ar vienādojumu

x = x(t)

F(x; y) = 0 vai • ,^,
vai r = r(<p),

tad iespējamos pārliekuma punktus atrod, atrisinot atbilstošu

vienādojumu

Fx^(Fļf-2Fx - Fļ-F'J, +F;;
y

(F>) 2
=0 (F',

2

+F
f

; 0)

vai

xy—yx=0 (x
2

+y2^tQ)
vai

r
2

+2(r')
2
-r-r"=0 (r

2

+{rrf



16.3. Plaknes līnijas virsotnes, pārliekuma punkti un singularie punkti

Singulārie

punkti;

Punkts M
0
(x

0; y0
) ir līnijas F{x; y) = 0 singulārais punkts, ja

F
x

(x
0;y0

) = 0, Fļ {x
0;y 0

) = 0

to veidi

Ja turklāt šajā punkta vismaz viens no 2. kārtas parciālajiem

atvasinājumiem F'J
X, F

yv, F
"

y
nav nulle, tadpunktu M

0
sauc

par dubultpunktu.

Ja punktā M
() kopā ar nosacījumu F'

x
— 0, F

y

= 0 visi 2. kārtas

atvasinājumi ir nulles, bet vismaz viens no 3. kārtas atvasināju-

miem nav nulle utt., tad singulāro punktu M
Q

sauc attiecīgi par

trīskāršu, četrkāršu, n-kāršu singularu punktu.

Ja M
0
ir dubultpunkts, tad ta veidu nosaka izteiksme

A =F';
r
(x

0; y0
) • F'

y

'

y
(x

0; y0
) - (F'J

y
(x

u; y 0
))

2

• Ja A > 0, - M
0
ir izolēts singulars punkts (šajā punktā

reālas pieskares nav).

• Ja A < 0, - M
0

ir mezgla punkts (šajā punktā ir divas

dažādas pieskares).
• Ja A = 0, - M

0
ir vai nu izolēts singulārs punkts, vai arī

līnijas F(x; y) zariem šajā punktā ir viena kopīga pieskare,

piemēram, M
0
ir 1. veida vai 2. veida atgriezes punkts vai arī

pašpieskaršanās punkts.

Piezīmes

• Iespējams arī, ka vienā punkta ir divas vai vairākas

singularitātes.
• Iespējami arī cita veida singulāri punkti (parasti - transcen-

dentālulīnijām), piemēram, līnijas lūzuma punkts, gala

punkts, pārtraukuma punkts, asimptotisks punkts u. c.

M
M

o

Mezgla punkts 1. veida 2. veida

atgriezes punkts atgriezes punkts

Pašpieskaršanās Izolēts punkts Gala punkts

punkts

Lūzumapunkts Asimptotiskais

punkts
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16.4. Asimptotas

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi, ilustrācija

Asimptota
(sk. arī 169. lpp.)

Taisne, kurai neierobežoti tuvojas

līnija, ja tās tekošais punkts
neierobežotiattālinās no

koordinātu sākumpunkta.
Tātad līnijas tekošā punkta Mattālums

līdz asimptotai tiecas uz 0, ja M

neierobežoti attālinās no koordinātu

sākumpunkta.

Līnija asimptotai neierobežoti tuvojas

(asimptotiski tuvojas) vai nu no vienas

puses, vai arī vijoties ap to.

Līnijai y = f(x)
var but

• vertikāla
x = a

, ja lim f(x) = ±00
x—¥aasimptota

(viena vai vairākas)

• slīpa asimptota
(ne vairāk kā

divas)

y
— kx + b,

kur k= lim 6= lim (f{x)-kx)
x

x
.t—>-±oo

• horizontāla « = 0, ja lim f{x) =b^oo

x—^ioc
asimptota
(ne vairāk kā divas)

Līnijai
x = x(t), y = y(t)

var but
x — a,• vertikāla

asimptota
(viena vai vairākas)

ja lim ;c(£) = a 00 , bet lim y(t) = 00

• horizontāla 2/ = 6,

asimptota
ja limx(č) =oc, bet lim w(č.) = b oc

• slīpa asimptota y = kx + b,

ja limx(t) = 00 un lim ?/(£) = 00 ,

bet eksistē galīgas robežas

fc = 6= lim(iK«)-.te(*))

Līnijas r = f(p) Taisne, kuras virziena leņķis ir a un attālums no pola ir p,
turklātasimptota

#
limr

= 00

(f —rOc

. p= lim(r(sin(a — p))



16.5. Līkņu saimes apliecēja, evolūta un evolventa

16.6. Telpas līnija un tās lokālie elementi

osau :ums .pzimejumi, pas an rojumi, i ustrācija

Līkņu saime Līkņu kopa, kuru izsaka no parametra a atkarīgs

vienādojums

Līkņu saimes

apliecēja

F(x-, y\ a) = 0.

Lmija, kurai katra punkta pieskaras
kāda no dotās saimes F{ņ y\ a) = 0 'iX^ \

—

līknēm. ><7 \ X |
Apliecēju iegūst, izslēdzot /J ļ\ '

parametru o. no vienādojumiem /

F =0, = 0
\

da

{F„
a
* 0 un Fļ,F£y -Fļ-F£*0)

Evoluta un Līkni B, kuru izveido liekuma centri C(£; 77), 1

sauc par dotās līnijas A evolūtu, /
bet pašu līniju A - par evolventu.

-q
evoluta/

Evolūta ir evolventas normālu . <

i- ' / A, <*>

saimes apheceja. / f~~~—i
\ S

Vienai evolūtai atbilst vesela §
evolventu saime A

v
A

2, A
3, ... V/ 7~~~~Ā ļ -3

Evolventas vienādojumu nosaka
) o

diferenciālvienādojumu sistēma, kuru /
iegūst no liekuma centra koordinātu £ un r] izteiksmēm.

Evolventu var iegūt, "notinot" nostieptu diegu no līknes,

evolventa

kurai ir evolūtas forma.

Evolūtas parametriskos vienādojumus iegūst,
izsakot £ un rj atkarībā no mainīgajiem x. y. t vai p

(sk. liekuma centra koordinātas). Sakarību starp B (evolūtas)
koordinātām £ un r\ iegūst, izslēdzot no šiem vienādojumiem

parametru.

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi, formulas

Līniju (līkni)

telpā var uzdot

• kā divu virsmu

F{x;y;z) =0

G(x;y;z) =0

šķelšanās līniju

• ar para-

metriskiem

x = x{t), y = y{t), z = z(t)
(t - jebkurš parametrs)

vai

(1)

vienādojumiem
(2)x = x{s), y = yi$), z = z(s)

(s - līnijas loka garums)
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• vektoriāla r(t) = x(t)i + y{t)~j + z{t)k (3)

veida - ar vai

vektorfunkciju r(s)= x(s)i+ y(s)j-\-z(s)k ,
(4)

kur r = xī + y] + zk - līnijas punkta M(x; y; z) rādiusvektors.

Ja r(t) koordinātas x(t), y(t), z(t) ir nepārtrauktas funkcijas,
tad r(t) galapunkts M(x; y; z), pārvietojoties telpā, apraksta

līniju - hodogrāfu.

Līnijas pozitīvais
virziens

Virziens, kuru uz līnijas nosaka parametra t pozitīvs

pieaugums vai parametra s atskaites virziens.

Līnijas loka

diferenciālis ds

• Dekarta ds — \J dx
2

+ dy
2

+ dz
2

=
2

+y
2

+ z
2

dt

koordinātas

'i±m*§; i=m=%:, i=kt)=
d

i
\ dt dt dt j

ds=\dr\ = ?{t)dt =

I I ds

' dv -* _,
—,

r(t) = — = x(t)i + y(t)j + z(t)k
dt )

• cilindriskas ds = y]dr2

+ r
2 (dp) 2

+ dz
2

koordinātās

ļx = r cos ip; y = rsin.Lp; z = z\

• sfēriskas ds = yjdp
2

+ p
2
d(-)

2

+ p
2
sin

2

Odp
2

koordinātas

(x = p cos <p sin O; y = psinpsinO] z = pcosO)

Līnijas M
0
M

loka garums s

t

s— Jds
,

k

kur t
{)

atbilst punktam M
0
un t - punktam M

Pieskare;
Pieskare punktā M

0
- sekantes M

0
M robežstāvoklis,

pieskares pozitīvais
virziens (f

+
);

pieskares virziena

kad M
0

—> M;

(t
+) atbilst līnijas apiešanas pozitīvajam virzienam.

vienības vektors t
ds

(Vektors t vērsts pa līnijas pieskari (t
+
), kas novilkta

punktā M. )

Līnijas pieslej-

plakne (oskulējošā
plakne) punktā M

0

Caur pieskari punkta M
0
un līnijas punktu M novilktas

plaknes robežstāvoklis, kad M —> M
0

Līnijas normai-

plakne punktā M
0

Plakne, kas iet caur punktu M
0
perpendikulāri šajā punktā

novilktai līnijas pieskarei.
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Līnijas rektifi-

cējošā plakne

Plakne, kas iet caur punktu M
0
perpendikulāri šajā

punktā novilktai pieslejplaknei un normālplaknei.

līnijas galvena
īormale; tās pozi-

Taisne, kas perpendikulāra pieskarei punktā M
0

un atrodas

pieslejplakne.

(n
+
) - līknes ieliekuma virzienā.īvais virziens (n

+
);

galvenās normāles

drziena vienības
_ . .

d r(s)
n kolmeārs ar vektoru — , t. 1.,

ds
rektors n ļļ tT| — lj

1 d
2

r(s)
n
~K'^sT

~

ļ

kur K - līnijas liekums; R = —
- liekuma rādiuss.

iinormale; Taisne, kas iet caur punktu M
0
un atrodas normalplakne un

dnormales
rektificejoša plakne.
Binormāle perpendikulāra pieskarei (č

+) un normālei (n
+

);
irziena vienības

■ektors b ļ| b ļ = lļ
tātad

b = txn

Vektori t. n, b ir savstarpēji perpendikulāri, turklāt ar labo

sakārtojumu.

Liekuma iTun

liekuma rādiusa R

aprēķināšana

• līnijai

r{t)=x{tfi+y{t)j+z{t)k

A 2
"

9 / —* —*\ 2

r •r"— r-r

ļrl —
_±_

— —

R
2

{ff

_

(x 2

+y
2+ž 2

)(x
2

+ y
2

+ z
2

)-(x-x+y-y+z-z)
2

(x
2

+y
2

+z
2Y

5

• līnijai

kur 7 == x{t)ī + y(tjj + z(t%

r(s)=x(s)l+y(s)j+z(s)k R ds
2

iaļx\
ds

2 [ds\

Liekuma centrs Liekuma centrs ar koordinātām C(£; t}\ Q atrodas uz galvenās

c& m 0;
liekuma centra normāles R = — vienību attālumā no atbilstošā līnijas

K
koordinātu

aprēķināšana
punkta.

£ = :z + #
2

—; ri = y +R
2

Q = z+ R
2
—

ds as as

Liekuma riņķis Riņķis ar centru C(f; 77; C) un rādiusu iž;

—
— kur iī"- līnijas liekums.

Liekuma riņķis atrodas līknes pieslejplakne.
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Telpas līnijas Līnijas punktā M
0
novilktās pieskares galvenās norma

un binormāles vienības vektori t, n,b ar labo

es

kustīgais triedrs

(pavadošais

triedrs, Frene

sakārtojumu. . ~

r
M

otriedrs)

ļ n\

Katrā līnijas punktā M
0

(izņemot singulāros punktus)

n,6 nosaka trīs savstarpēji perpendikulāras plaknes:

• t un n nosaka pieslejplakni (jeb oskulejošo plakni);

• n un b nosaka normalplakni,

• t un b nosakarektificējošo plakni.

binormale

p —— normalplakne

b
T

z^r*—

/
pieslejplakne

pieskare 1

i

i

\ M
0

galvena

normale

rektificejoša

plakne

Vērpums T

un vērpuma
r As ds

rādiuss r kur e - vērpuma leņķis;
As - attālums starp diviem tuviem līnijas punktiem M

0
un M:

A£ - leņķis starp binormālēm šajos punktos.

T > 0 vai T < 0 atkarībā no pārvietošanās pa līniju:
vai, skatoties binormāles (6

+
) virzienā no pieslejplaknes,

līnija vijas augšup vai lejup (labā vai kreisā skrūve).

Ja visos līnijas punktos T = 0, - līnija atrodas plakne.
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• līnijai r(s)=

=x(s)l+y{s)]+z(s)k

1_ 2 [df d
2
r d

$r)_ 1
„

~r~
"

ļ~ds
'

d7' d7J"(x"f +(y"f + (z")
2

2/'

i/"

• līnijai r(t)=

dx d
3

2

kur 2'= —; z'" =
—-,

R - liekuma rādiuss
ds ds'

= x{t)l+y(tfj+ z(t)k

x y z

_

1 r-r-r R
2

T = — = R- = x y z
,

x y z

(5)

kur

Piemērs Skrūves

dt dt'

Skrūves līnijas loka garums

līnijas liekuma K

s = ļ yjx2

+ y
2

+ ž 2
dt = tyja2

+ b
2

0

un vērpuma T

aprēķināšana

Skrūves līnijas

vienādojumi
Aizvietojot līnijas vienādojumos
f ar s, iegūst —=2^— s

x = a cos t

-y = asint

z = bt

x = a cos , >
—'

_
L^**"

y = flsm
/ 2 , , a

v I7 y
y

t
r

/ V

• ja a > 0; b > 0, 6s
2 = -f==

bs /A7a p

- labaskrūves
ļ Va'

2

+ o
2

Tāfnrl liplrnms

Va 2

+ 6
2 >^4

līnija (sk. zīm.)

• ja a > 0; 6 < 0, Tātad liekums

- kreisā skrūves

līnija

laiau lietum»

* =
!

=

,

Ēff
R \(ds

2

1

d
2 y) (d2z) a

+ —§■ + —-
=

— 7
= const

ds ) \ds ) a~ + b~• ja b = 0.

- riņķa līnija xy

plaknē
(R - liekuma rādiuss)

Vērpums (sk. (5))

rr,
1 (a2

+b
2 )

2

1
'/' — —

t { a
2 j ((— asin £)

2

+ (acos t)
1

+ 6
2

)
3

T

—asin i a cos t b

x —a cos t —asin £ 0 = —

7
= const

a + &

a sin t —a cos £ 0

(r - vērpuma rādiuss)
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16.7. Virsma un tās lokālie elementi

Jēdziens, nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi, formulas, ilustrācija

Virsmas uzdo-

šanas veidi

• atklāta veida z = z{x; y) i

F{x; y; z) = 0 1
x = x(w, v), y = y(u; v), z = z(u; v) i

(1)

(2)

(3)

• apslēpta veida

• parametriskā
veida

• vektoriāla

veidā

r =r{u\ v) = x{u\ v)i +y(u; v)j+ z{u\ v)k 1

(r = x2+yj + zk - virsmas punkta M(rr; y; 2) rādiusvektors)

(4)

)

Līklīniju koor-

dinātu līnijas;
līknes vienādo-

Fiksējot vienādojuma (3) vai (4) vienuparametru un mainot

otru, iegūst t. s. līklīniju u, v koordinātu līnijas - līkņu
saimes

jums uz virsmas u = const un v = const

F(u\ v) —
0 - līknes vienādojums uz virsmas

Piemērs. Sfēras ar rādiusu R kz

parametriskie vienādojumi

x = R cos u ■ sin v /^/^^^VT^V
■ y = R sin u ■ sin w

,
/I

r
= i?cos" r iI

kur kl/f\UI y

it - garums \ ļ 7p /
\

\

i

i

i
v - polārais leņķis \/ * j /

u = const - meridiāni / t J^>/
(piem., AMB) / %

v = const - paralēles x

(piem., CMD) u = <(0P; 0x)
v = <(0M; Oz)

[oordinatu līniju
deskaru virziena

_ —*., . dx-: dy -. dz ?

ektori 7\, r
2

_
—r.

,
dcc- e?ļ/- čte 7

r
2
=r

v
(u,v) = + — j+ — k

dv dv dv

normale

•unktā M(u; v)

Atbilstošie vienības vektori: ii

J
r

2

1

1

1
u

f

pieskarplakne
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Pieskarplakne

punktā M(u; v)

Plakne, kura atrodas visas koordinātu līniju pieskares,
kas novilktas punktā M(u\ v). Pieskarplakni nosaka

e, un e, (e
x jļļ t%)

Normale punkta

M; normāles vir-

Taisne, kas perpendikulāra pieskarplaknei

ziena vienības n = (l»l = l)
|r

x
Xr

2
ļvektors n

Kustīgais triedrs Virsmas punktā M(w; i>)
novilkto pieskaru virzienu

T
2

vienības vektori e
x , ēļ

e2

un normāles vienības

vektors n
,
kuri veido

labo sakārtojumu.
AĶuvvT

I

(u+du,v)

v+dv

u V

l

u+du

Virsmas laukuma dS = (r\(u; v) X r
2
(u: v))dudv

diferenciāļa

vektors dS
dS versts vektora n virzienā; tā modulis

I d~Š | = | r- x r
2 | dudv ņ 5

paralelogr

Pieskarplaknes

vienādojums

punkta

• virsmai z-z
0
=z

x
(M

0
){x-x

0
) + z

y
{M

0
){y-y

0
)

z = z(x; y)
!

• virsmai + F
y
\M,)(y-y

0
) + F^(M

0
)(z- z,) = 0

F{x; y-, z) = 0

• virsmai

x = x(u; v)

■ y = y(u;v)

z = z[u\ v)

x-x
0 y-y0

z-z
0

X'uK»
V

0
) ViK1

V
«
) Z'uK >«0 ) = 0

>

xUu
0
,v

0
) yl{u0

,v
0

) zl(u
0
,v

0
)

kur x
0

= x(w0;w0); y0
= y(w0;«„.); z

p
= s(u„; «

0
)

• virsmai

r — r(u; v) = (r-*,).n(Mo
) = 0

= x(u; v)i + y(u; v)j +

+ z(u;v)k
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JNormales

vienādojums

punktā

• virsmai

z = z(x; y)
x-x

0 y-y0
=

z-z
0

zUM
0

) zļ(M0
) -1

• virsmai x-x
0

_

y-y0
_

z-z
0

F(x; y',z) = 0
f;(m

{)
) f;(m0) f/(m

0
)

• virsmai

x — x(u; v)

■ y = y(u;v)

z = z(u\ v)

x-x
0

=

y-y 0
=

z-z
0

ii ii i ' v '

I/« X
u Vu

ii ii ii

y
v

z
v

z
v

x
v

x
v

y
v

• virsmai

kur x
0

= x(u
0
; v

0
) ; j/

0
= y(zt

0
; u

0 ); *
0 =z(u0 ;v0)

f = r(u\ v) = r-r
0
+An(M

0
)

= x(u; v)i + y(u: v)j + (-co< A<oo)
+ z(u;v)k

Virsmas Punkti, kuros r\ X r
2
= 0

singulārie Singulāro punktu nosacījums virsmai F(x: y; zj = 0:

punkti
F

x

'

= F
y

'

=F'
z

= 0 (konisks punkts)

Virsmas (3) vai (4) Ja M
{)
(u; v), M(u + du; v + dv) - virsmas punkti,

pirmā kvadrā-
tad loka M

{)
M garums

tiska forma
As ~ ds,

un

$
t
= ds

2
= (df) 2

= £du
2

+ 2Fdudv + Gdv
2

,

E =(r
l

)
2

=(X;
i
)

2

+(y:)
2

+(z:)
2

F =r
r

r
2
= x'

u
■ x'

v
+y'

u
• y'

v
+z'

u

■ <

G=(r;)2 =(;E:) 2 +(?/:)2

+(^)
2

turklāt nesingulāros punktos > 0, (7 > 0, FG - F2
> 0

Līnijas

r =r(u(t);v(t)) /r
ļ^fd-u)2

nr
,du dv

2

ds = / ,LE + 2F • +G dt
-

1
V U* J dt dt \dt)

loka garums uz

virsmas

Virsmas

apgabala

(cr) laukums S

5 = JfdS= JJ 2

dudv
,

kur (u; u) g D ;

F. F, G - pirmās kvadrātiskās formas koeficienti.
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Leņķis a starp

divām virsmas

ol - leņķis starp pieskaru virzienu vektoriem šo līniju

krustpunkta.

līnijām
EUļ u2 + F(uļ v2+ V] u2 ) + G v x v 2

f = r(ux(t)yul{t))

un

VE u\ + 2F Uj vy+ G v] • VE iii + 2F ū
2 v2+

G u
2

.

r = r(u.,(t):v.
2
(t)) -ļ

du du0 . dv, • dv
0

kur =
—

L: u2 =—-; v, =—
L; v2

=—-

d£ dt tft dt

Leņķis p starp

koordinātu
F . . \[e~G~-W

cosy = . vai sm<p = ; —

4ĒG 4ĒG
līnijām
u = Uq un w — v

Q,

kas iet caur

E. F. G - pirmās kvadrātiskas formas &
l

koeficienti.

punktu M
0
(u

0; v
0
)

Virsmas (3) vai (4) <3>
2
raksturo virsmas izliektibu punkta M

0 apkārtne, t. i.,

virsmas novirzi no pieskarplaknes.otra kvadrātiskā

forma 3>
2 $

2
= —dn-dr — n-d

2

r — Ldu
1
+2Mdudv+ Ndv

2

,

( n - virsmas

normāles vienības kur

vektors) _„
r

uu
-r

u -r„
L — n- r

llu

= —n
u • r„ =

Vfg-f 2

-»// -. / -/

M_
_// _/ _/ -,/-*/ f"uv' r u' r v

= n ■ r„„ = —n„ • r„ = —n„ ■ r„ = , =

Vfg-f2

Ar
±i r

vv
-r

u
-r

v

JM = n -r — —n
v

■ r = ,
VFG-F

2

Virsmas Virsmas šķēlums punktā M
0

ar plakni, kura atrodas virsmas

normālšķelums; normāle.

ta liekums K
n

dr-dn
r (du)

2

nllir
dudv

iyT(dv)
2

*
2

K
n

=
—

=L
— +2M + N\ — =—

ds {ds j ds ds \ds) 3>
x

kur $
1}

<ī>., - pirmā un otrakvadrātiskā forma;
L. M. N

- otrās kvadrātiskās formas koeficienti

Galvenie liekumi

fcj un k, punkta
M

0
{u; v)

Eksistē divi, savstarpēji perpendikulāri virzieni, kuru atbilstošo

normālšķēlumu liekumi punktā M
0

ir galvenie liekumi k{ un k
2;

tos iegūst, atrisinot vienādojumu

(EG - F2 [EN + LG 2FM)k + LN - M1
— 0,

Eilera formula

kur E, F, G, L, M, N - pirmās un otrās kvadrātiskas formas

koeficienti.

k
n

= fcjCos + A^sin2^?,

kur p
- leņķis starp virzieniem, kurus nosaka k

x
un k.

2
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Galveno

lēkumu

-ādiusi
Virsmai z — f(x; y) R} un R

2
iegūst, atrisinot vienādojumu

(rt - s
2 )R2

+ h(2pqs - (1 + p
2
)t - (1 + q

2
)r)R + h4

= 0,

cb <9z d'2z d2

z
±

d2

z

kur p =
—, a =

TT-; s =

JTir-
=

ox oy Ox oxoy oy

h = Vl + v~ + i

Virsmas vidējais
liekums H

H
_K _EN-2FM +GL
~

2
_

2{EG-F
2

)

Pilnais (Gausa)

liekums K = =

LN - Ml
1 2

tfG-F
2

Galveno normāl- Galveno normālšķelumu plaknes ir savstarpēji perpendikulāras;

šķelumu plakņu
virziens

dv
to virzienus nosaka — vērtība, ko iegūst, atrisinot vienādojumu

dx

Virsmas punktu

(tpq - s(l + q
2 ))\dy) + + p

2

) - r(l + a
2

)) + s(l + p
2) - rpg = 0

laa; j dx

K > 0 - eliptisks punkts
< 0 - hiperbolisks punktsklasifikācija

(K - galvenais K = 0 - parabolisks punkts
liekums)

Virsmas ģeodē-
ziskā līnija

Līnija, kuras katra punkta galvena normale sakrīt ar

virsmas normāli.

īsākais attālums (pa virsmu) starp diviem virsmas punktiem ir

ģeodēziskās līnijas loka garums starp tiem.

Ģeodēziskās līnijas diferenciālvienādojums virsmai z — f(x; y)\

(1 + V
1

+q
2

)
Č

fļ = VtĶf + (2ps - qt) + (pr - 2qs) * -

qr
dx \dx) \dx) dx
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17.1. Funkciju rindas jēdziens un ar to saistītie jautājumi

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi

Funkciju rinda Izteiksme u
1
(x) + u

2
(x) + ...+u

n
(x) + ...

=

n
(a;) ,

kur funkcijām
n=l

Konverģences

apgabals

u
2
(x). ....

u
n
(x),

...
ir kopīgs definīcijas apgabals (D)

Visu to argumentu vērtību x
0

kopa, ar kurām konverģē skaitļu

oc

rinda X\(z0
).

n=l

Rindas
= + u.

2
(x) + ... + u

n
(a;) = y

Ĵ
u

k
(x)

fc=i
parciālsummā

Rindas summa Parciālsummu virknes robeža, kad n —»■ 00, t. i.,

S(x)= lim S„(x)

Rinda konverģē

n—>-oc

Rindas parcialsummam eksistē (neeksistē) galīga robeža,

(diverģē) kad n —>

Rindas atlikums #
n
(x) = £(*)- = £ n,(x)

A:=n+ 1

Funkciju rindas

konverģences

nepieciešamais

Funkciju rindakonverģē tad un tikai tad, ja tās atlikums R
n
{x)

tiecas uz nulli, kad n —> oc

un pietiekamais

nosacījums

Funkciju rindas

vienmērīgā

OC

Funkciju rindu Y2 un(x) sauc Par vienmērīgi konverģējošu
71=1

konverģence
intervālā

intervālā [a; b] uz summu S(x), ja katram mazam pozitīvam
skaitlim e var atrast tadu skaitli N, ka visam rindas parcial-

[flļ b] C (JD) summam S
n
(x), kuru locekļu skaits n > N, visos intervāla [a; b]

punktos ir speķa nevienādība

|5
B
(a;) - S(x)\ < e

Vienmērīgas
oc

Funkciju rinda yļu
n

(x) konverģē vienmērīgi intervālā [a; b],

konverģences n=l

pazīme 00

ja eksistē tādakonverģējoša pozitīvu skaitļu rinda a
n
,

n=l

ka visos intervāla [a: b] punktos |w
r(
(cc)| < a

u
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17. FUNKCIJU RINDAS

Vienmērīgi

konverģējošu

© Rindas summas nepārtrauktība
Jaw

1
(x), u

2
{x), u

n
(x), ...

ir nepārtrauktas funkcijas

funkciju rindu

īpašības
intervālā [o; b] un rinda \Y2 un(x ) konverģē vienmērīgi

n=l

šaja intervālā, tad rindas summa S(x) ir nepārtraukta

funkcija intervāla [a; b].

© Robežpāreja aiz summas zīmes

00

Ja funkciju rinda u
n
(x) konverģē vienmērīgi kādā punkta

x
0

apkārtne, eksistē robeža lim u
n
(x) = a

n
un skaitļu rinda

n—>oc

E konverģē uz summu S, tad lim S(x) = S jeb
ii=l

x ~* x
n

lim Y, Un(X) =J2 l{mUn(X )
X—¥Xtl x—>xn

"\n=l ) n=l
0

(D Funkciju rindas integrēšana pa locekļiem
Ja u

x
{x), u

2
(x), u

n
(x), ...

ir nepārtrauktas funkcijas
00

intervālā [a; &] un rinda E w»(x) konverģē vienmērīgi šajā

X
JO ( x

intervālā uz summu S(x),taā JS(x)dx = J2\Jun (x) dx jeb

X
( oc \ oc ( X

§Ulun(x ) dx = Ju
n
(x)dx

0 \n=l / n=l

(a a < x 6)

© Funkciju rindas atvasināšanapa locekļiem
Ja u

x
(x), u

2
(x), u

n
(x),

...
ir nepārtraukti diferencējamas

funkcijas intervālā [a; b], kura uz summu S(x) konverģē rinda

E w
n
(x) un vienmērīgi konverģē rinda E u

n
(x), tad

»=i »=i

"-1
Vn=l i n=l

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi

Pakāpju rinda Funkciju rinda, kuras locekļi ir pakāpju funkcijas ar naturāliem

kāpinātājiem:
3C

a
n
x

n
= a

0
+ a

x
x+ a

2
x

2

+ a
3
x

3

+ ...+a
n
x

n

+ ...

n=0



17.2. Pakāpju rindas

Vispārināta

pakāpju
Funkciju rinda ar x - x

0
pakāpēm:

rinda
oo

a
n
(x — x

0
) n

—

a
0
+ a

1
(x — x

0
)+a

2
(x— x

0
)2

+ ...+ a
n
(x— x

0
) n

+...

71=0

Konver- Pakāpju rinda absolūti konverģē konverģences apgabala -

ģences intervālā ( R; R). Vispārināta pakāpju rinda absolūti

apgabals
konverģē intervāla (x

0

- R; x
Q

+ R), kur R - konverģences

rādiuss, x
0

- rindas centrs. R aprēķina, izmantojot rindas

koeficientus, pec formulas

R = lim
ū
" vai R = lim

1 .
»-~ an+ļ

„_>„ n]\ an\
Šis formulas var lietot tikai tad, ja neviens rindas koeficients nav 0.

Ja rindasatur pakāpes tikai ar pāra (nepāra) skaitļu kāpinātājiem
vai arī kāpinātājus nosaka pēc kāda cita likuma, tad konverģences

apgabalu atrod, izmantojot skaitļu rindu Dalambēra (vai Košī)

kritēriju.
Lai noskaidrotu, vai pakāpju rinda konverģē intervāla ( R; R)

galapunktos, rindā ievieto x = R, x = -R un pēta iegūto

skaitļu rindu konverģenci.

'akapju Pakāpju rinda konverģē vienmērīgi katrā intervāla

[-r; r] C ( R; R)indas

ienmērīgā Secinājumi
• Pakāpju rindas summa ir nepārtraukta funkcija.
• Pakāpju rindārobežpāreju var izdarīt aiz summas zīmes.

• Konverģences intervālā pakāpju rindu var atvasināt pa

locekļiem.

konverģence

• Konverģences intervāla pakāpju rindu var integrēt pa

locekļiem.
Atvasinot vai integrējot pakāpju rindu, iegūst citu pakāpju rindu,
kurai ir tāds pats konverģences rādiuss kā dotajai rindai.

Funkcijas f(x)
izvirzīšana

Ja pakāpju rinda konverģē un tās summa ir funkcija f(x), tad

rindas koeficienti ir funkcijas f(x) Teilora koeficienti, t. i.,
pakāpju
rindā f

(n) (x )
a

n
—

-

5
- .Funkciju f(x) var izvirzīt pakāpju rinda intervāla

n !(Teilora

rinda) (x
0 -R; x

0 +R) tad un tikai tad, ja funkcijai eksistē bezgalīgi

daudz atvasinājumu šaja intervāla un Teilora formulasatlikuma

loceklis R
n
(x) tiecas uz nulli, kad n —> oc visiem x G (x

0
-R; x

Q
+R).

Funkcijas f(x) izvirzījums Teilorarindā:

Teilora rindas speciāls gadījums ir rinda ar x pakāpēm

(Maklorenarinda):

/w=/(o)+ffl I+ m,,..+^^+ ...



17.3. Furjē rinda. Furjē integrālis

17. FUNKCIJU RINDAS

Dažu elementāro

funkciju pakāpju

2 3 n oo n

~
. X X X X x > X i \

1! 2! 3! n! £r£ n!

rindas un to

konverģences
intervāli sinx = --—+ —- ...+ (- 1)"

X2"+1

+ ...= f> 1)" -

:g
""+

' ,
1! 3! 5!

V '

(2n + l)! (2n + l)!

z E (— oo;+oo)

cosz = l-- +
X

*

-...+ {-!)"
x

~"

+...= T(-1)"
2! 4!

V 7
(2n)! (2n)J

x G (—oo;+co)

1! 2! n!

x G(-l;l)

ln(l + x)=--—+— -...+(-1)" — +... =V(-L)" —,V 7
1 2 3

V ;

n + 1 f-rļT n+1

x G (-1;1]

arctgx =- - — +— +(-1)" — +... =V( -1)" — ,6
13 5

V '
2n + l 2n+l

xG(-l;l]

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi

Ortogonālu

funkciju virkne

intervālā [a; 6]

Nepārtrauktu funkciju virkne

¥>i(x); <p2(x); ip
3
{x); <pn

{x); ...
(1)

b fo, ja n^m,

ar nosacījumu, ka / <p (x)-(p(x)dx = \
J A„>0, ja n = m

Ortonormētu Skaitli A
n

= tp
2

t(x)dx sauc par funkcijas <p
n
{x) normu.

funkciju
sistēma Ja funkciju sistēma (1) ir ortogonāla un visu funkciju normas ir

vienādas ar 1, tad šo funkciju sistēmu sauc parortonormētu

sistēmu.

Tātad ortonormetai funkciju sistēmai

\
n

= ļf<p2

n
(x)dx=l,t.1, J<p

2

n
(x)dx = l (n = 1,2,3,...)A

n
=

Va



17.3. Furje rinda. Furje integrālis

Vispārinātā

Furjē rinda

Funkciju rinda E c «( x )
»
kuras locekļi ir intervālā [a; b]

71=1

ortogonālas funkcijas. Ja šī rinda vienmērīgi konverģē
intervālā [a: b] un tās summa ir funkcija f(x), tad rindas

koeficientus (Furjē koeficientus) aprēķina pēc formulas

ļ f(x)-ip
n
(x)dx

ļ(f2

n
{x)dx

rrigonometrisko

'unkciju virknes

Trigonometrisko funkciju virkne

1; coscc; sincc; cos2cc; sin2cc; cosncc; sinncc; ...

ir ortogonālu funkciju virkne intervālā [-7r; tt]>rtogonalitāte

Periodiskas Funkciju rinda

'unkcijas /(cc)
ir periodu 2n

;rigonometriskā
rinda

CL

f(x)~ — + ( a
„

cos nx + b
n

sin nx)
2

n=l

Ja šī rinda vienmērīgi konverģē intervālā [-tt: tt] un tas summa ir

funkcija f(x), tad rindas koeficientus aprēķina pēc formulām

1
77

1
?r

a
0

=— \ f(x)dx, a
n

~— \ /(cc)cos nxdx,
7T J

7T
J

Periodiskas

-TT -

#

b =— / /(cc)sin nxdx (n = 1; 2: 3: ...)
7T

J

— 7T

unkcijas f(x)
ir periodu 21

;rigonometriskā
7urjē rinda

f(x)~-r+2^\ a
n

cos — x + b
u

sin—

1
'

1
'

kur a
0
= - Jf{x)dx, a

n

= - J f(x) cos— cc dcc,

3
ara funkcijas

i

b
n

=- I /(cc) sin ccdcc

l_J l

rinda +ZX cosnx
»

n=l

7T 7T

kur a
0

—

— / /(cc)dcc, a / f(x)cosnxdx (n = 1; 2: 3; ...)
7T

J
7T

J

0 0

// \
fl

() , n7f

/(x) ~
-r

1 + a„ cos —X,
2

„=i t

kur a
0

=— J f(x)dx, a
n

—
— J /(cc) cos— xdx (n = 1;2; 3;...)

'
0

'
o ■



17. FUNKCIJU RINDAS

Nepāra
unkcijas

7T

f(x)^y.b
n

sinncc, kur b
n

=— / /(cc)sin nxdx (n = 1; 2; 3; ...)
*

tt J
n=l

0rinda

2
'

~ XX sin—x , kur b
n

= -
f f(x)s'm— xdx (n = 1;2;3;...)

rindas Ja periodiska funkcija /(re) ar periodu 21 ir nepārtraukta
intervālā [-1; /] vai arī šajā intervālā tai ir galīgs skaits tikaikonverģence

1. veidapārtraukuma punktu un f(x) intervālā [-1; 1} ir

gabaliem monotona, tad funkcijas Furjē rinda konverģē;

rindas summa ir f(x) intervālos, kur funkcija ir nepārtraukta,
bet katra pārtraukuma punktā x

0
rindas summa ir skaitlis

1( lim f(x)+ lim f(x)\
2 \x-»it0-0 x-*xo+0 I

rindas

tompleksa f(x)~ g c
n
e

mx

,
kur c

n
=±f f(x)e

mx dx (n G Z)

n=—oo _7j-
orma

Funkcijas f(x)

f(x)— J (a(u>) cos u>x + b(u>)sin u>x)du: ,Furje

integrālis

kur

o

+OC + OC

• a(u>) = - f f(t) cos utdt, b{u>) = — f f(t) sin utdt

TT
J

TT
J

—oo —oo

Para funkcijas

Furje

+oc

2
+oc

f(x)= J a(u>) cos ujxdoj , kur o(cj) = — J* f(t) cos cotdt

0 0integrālis

Nepāra

funkcijas

Furjē integrālis

/(*) = J 6(w) kur b(uj)- — J f(t) sin cotdt

Funkcijas /(cc)

Furjē integrāļa
kompleksā forma

+ 00/ +OC

/(*) = / / f{t)e"[x- t)ldt du

—
oc \—oc

Funkcijas /(cc) +oc +00

F(u;) =

n
L= f f{t)e-"

tl

dt, f{x)= -Ļ= f F{u)e
uxidu

—00 —00

Furje

transformacij a

Para funkcijas

/(cc) Furjē
kosinus-

ff T ffT
F

c
(u) = f(t) cos utdt, f(x) = F

c«jJ) cosuxdu

transformācij a

Nepāra funkcijas
f[x) Furjē sinus-

[2
+
? [J V00

F
8
(u) = . — I f{t)sincotdt, /(cc)=. — / F

s
(w) sin u)xdu

V TT J V 7T J
'

o '0transformacij a



18. KOMPLEKSIE SKAITĻI UN KOMPLEKSĀ

MAINĪGĀ FUNKCIJU TEORIJA

18.1. Kompleksie skaitļi

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi
Ģeometriska inter-

pretācija, piemēri

Imaginārā
vienība

i ķ y—lmz
iz)

i2 = -1: i3
= _?: Z

4
= ļ. z

5
= i: t

L _M(a:b)
fz=a+bi

= 1)
\z\=r/ i

i

Kompleksais z = a + bi,

skaitlis z kur CL b 6 R

i

I

I

algebriskā forma
I

Kompleksa skaitļa ļ a = Rez

reālā dala
»

O l a x=Rez

z = a + bi attēlo

Kompleksā skaitļa ļ b
—

Imz kā punktu M(a: b)

imaginārā daļa Ja b = 0> tad z = fl _ reāls skaitlis;
koordinātu plaknē xOy;

ja a = 0, tad 2 = 6/ - tīri imaginārs
vai arī kā punkta M

skaitlis. radiusvektoru OM.

0 - pols
Ox - reāla ass

Oy - imaginārā ass

Komplekso

skaitļu kopa C ;

kompleksā

Kopa, kuras elementi ir kompleksi

skaitļi.

Kompleksos skaitļus attēlo ar

punktiem Dekarta koordinātu

z
l

= 1 + 3i; z, = 2i

z
x

= 3 - 0,5i

plakne (z)
3

1+Si {z)
4plaknē, kuru šaja gadījumā sauc

par komplekso plakni. \

-2 ol
I I , w

a-0,5i

Bezgalīgi tālais

punkts z = oc

Iedomātspunkts kompleksajā

plaknē, kas atrodas ārpus visiem

riņķiem ar centru koordinātu sākum-

punktā, lai cik liels arī būtu riņķa
rādiuss.

Ja komplekso skaitļu kopu attēlo ar

Rīmaņa sfēras punktu kopu kom-

pleksās plaknes stereogrāfiskajā

projekcijā uz šīs sfēras, tad sfēras

pols P atbilst bezgalīgi tālajam

punktam kompleksajā plaknē.

z
1
ir kompleksās plaknes

punkta 2 stereogrāfiskā

projekcija uz Rimaņa
sfēras.



18. KOMPLEKSIE SKAITLI UN KOMPLEKSA MAINĪGA FUNKCIJU TEORIJA

Paplašinātā kom-

plekso skaitļu

kopa Č; paplaši-
nātā kompleksā

plakne ( z )

Komplekso skaitļu kopa C, kurai pievienots bezgalīgi
tālais punkts z = oo

Komplekso 2j = a + bi un z
2

= c + di ir vienādi, t. i.,

skaitļu vienādība z
x

= z
2,

ja ReZj = Rez
2

un ImZj = Imz
2

(a = c un b = d)

Piezīme. Kompleksiem skaitļiem attieksme

"nevienādība"nav definēta. Divus kompleksus skaitļus
salīdzināt nav iespējams (var salīdzināt tikai to moduļus).

Skaitļa z

pretējais
skaitlis z

Skaitļus z = a + bi un

z=3+4ž
-,

-z = a 6i 4

sauc par savstarpēji pretējiem

kompleksiem skaitļiem. ./i
Skaitļa z

kompleksi
saistītais

Ja z = a + bi, tad z — a— bi
-3

t. i., Rez =Rez
, [3 x

skaitlis z
Im z —

—Im z i

i

Skaitļus z un ž sauc par

savstarpēji saistītiem

kompleksiem skaitļiem.

īpašības • z-z = a
2

+ b
2
= \z\2

Ir I Sl

- 2=-3-4z |-4 2=3-4/

3 + 4i un -3 - 4z ir

• z
x
+z

2
—z

x
+z

2

savstarpēji pretēji

skaitļi (attēlojas simet-
• z

x
-z

2
=zx -z 2 riski pret koordinātu

• z
x

•z
2

— Z
x

' z
2 sākumpunktu).

3 + 4i un 3 - 4i ir

savstarpēji saistīti

kompleksi skaitļi
(attēlojas simetriski pret

• (*") =(*)" reālo asi).

Kompleksā

skaitļa z

modulis r

+{lmzf
|z\ ir rādiusvektora OM

garums, kur O(0; 0) un

Ja z = a + bi, tad \z\ = \la 2

+ b
2 M{a; b).

īpašības
i -1 i z

i _\ z i\
• \z\ — \z\ •

~
~

ļ^ļ

Piemērs

|3 + 4z |= | -3-4z | =

• | z
x

• z
2 ļ =ļ z

x
| •| z

2 | • | z
n

| = | z |
n

=| 3-4z | = V9TĪ6 = 5

• | Z, |— |z
2
ļ | z

x
+ z

2
| | z

x
| +|z

2
|

• | z
x
|— | z

2
| | Zj — z

2
| ļ z

x
| +1 z

2
ļ

• ja z = oo, tad | z | = oo



18.1. Kompleksie skaitļi 301

Kompleksa

skaitļa
Argz = arg z +2A;7TAr y

-oc < Argz < oo-oc M

yfiz=a+biz = a + bi

argz = p\ -tt < p < ttarg
arguments ' i

Argz;

[arctg—, ja z atrodasargumenta

galvenā vērtība
I vai IV kvadrantā

argz = p

arctg—+7r, ja z — II kvadranta
Oļ a '.

a

arctg ——7r, ja z — III kvadrantā
r = JaT+b2

~

l a
p = <(OM,Or)

Daži specialgadijumi: a = rcos(/?: 6 = rsin<^

ļO. ja b = 0 un a > 0 Piemērs

—. ja a = 0 un 6 > 0
2

2 = -2 + 2z

"t <*)
7T

--. ja a = 0 un 6 < 0

2

r
=

-2+2»
V----42

[tt. ja 6 = 0 un a < 0

īpašības • arg z
—

— argz

• arg(Zj •z
2

) =argz1 +argz 2

-2 ļ° x

• arg — =arg Zj — arg z
2

Z
2

\z\ = v
/
(-2)

2

+2
2 =V8

• arg(z") = n arg z

f 2 ļ
y? = arctg —-I + 7r =

• ja z = 0, tad arguments nav , 1X
7T

= arctgf — 1) + 7T = h7r =

4
noteikts

• ja z = dc, tad arguments
3tt

nav definēts
4

kompleksā

ikaitļa z

z = r(coscp + isincp), (*)
kur r = | z ļ - skaitļa 2 modulis,

_2 O

rigonometriska X

orma p - skaitļa z arguments i VŠ/^— 37t37t

4
z = r(cos p — i sin ip) ,

I*

t. i., kompleksi saistītu skaitļu

moduļi ir vienādi, bet argumenti -

savstarpēji pretēji skaitļi. -2-2i =

„
r-[ 37T .

.
Stt)

— 2v2 cos 1sin — >

14 4 J

jo r= |-2-2z| =VŠ ;

(-2)
p = arctg — — 7ī =

l—2J
7T 37T

= arctg 1 — tt = 7T =

6
4 4
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Darbības ar kompleksiem skaitļiem

kompleksa

skaitļa z

z - reiv
,

_

_.3tt

-2-22 = 2V2e" 4

;ksponenciala

kur r = ļ z | - skaitļa z modulis,

if - skaitļa z arguments;

orma

z = re
v

= - is'mp) =

= r(cos(—<p) + i sin(—<£>))

Piezīme

Pāreju no kompleksa skaitļa ekspo-
nenciālās formas uz trigonometrisko

(algebrisko) formu veic,

izmantojot Eilera formulu

e
t(p = + isiny>

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi, ģeometriska interpretācija

Ja doti divi kompleksi skaitļi z
x

— a + bi un z
2

= c + di, tad

Divu algebriska
formā dotu

• z
t

+ z
2

= (a + c) + (b + d)i
• z

x

- z
2

— (a - c) + (b - d)i
• z

x
- z

2
— (ac - bd) + (ad + 6c) ikompleksu

skaitļu
summa,

z, • z
9

ac + bd bc — ad .
•

— = — =
—; r + —

v %

z
2

z
2 ■ z, c +d c + dstarpība,

reizinājums,
dalījums Divu kompleksu skaitļu summu

(starpību) var attēlot kā atbilstošo
_i +-yt

rādiusvektoru summu (starpību). t

A
Piemērs / 1 \

r-2+i' !
Ja z

x
= 1 + 2i, i^L

z
2

= -2 + i, 1

3/4

rr

tad
/

/

z
y
+ z

2
= -1 + 3i; z

x

- z
2

= 3 + i '2-i

Trigonometriska Ja z = r + i sin<£>),
formā dotu

2t = + zsinipj, z
2

= r
2
(cos(p

2
+ isin</?2

),
kompleksu

skaitļu tad

reizinājums,
• z

i

' z
2
= r

i

' r
2
(cos + V

2
) + «sin(¥?i + <p

2
))dalījums,

kāpināšana,
saknes vilkšana

•
— = — (cosfa -cp

2
) + isin(cp

1
-y>

2))
z

2
r

2

• Muavra formula:

(r(cos<p + isincp))" = r"(cosny? + isirm<£>)
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n 7—- x „/-( f+ 27īk . . (f + 27īk)
• wr(cos (f + isin (fi) = cos hzsin- ( :!:

{ n n )
'

Lp + 2nk

kur fe = 0, 1, 2, n - 1

Daži speciālgadijumi:

= cob— +*sin —, l,2,...,n-l

7T 7T
- + 2irk - + 2-Kk

VŽ = + zsin = , k = 0, 1, 2 n-1
77, n

n-tās pakāpes saknei no kompleksā skaitļa z ir n dažādas

vērtības w
v

w
ļ

w
n
.
Ja šos skaitļus attēlo kompleksajā plaknē

un katrus divus tuvākos punktus savieno ar taisnes nogriezni,
tad iegūst regulāru n-stūri, kas ievilkts riņķa lmija, kuras

rādiuss ir Vr (77 > 2).
y

Piemērs
o •

Lai aprēķinātu <J8i visas 3 vērtības, nosaka skaitļa
8/ moduliun argumentu: r = 8 (jo punkts (0; 8)
atrodas 8 vienību attālumā no koordinātu

r—8 n

8i

n

sākumpunkta). o

.

. I
'

.

</? = ~ (jo radiusvektors ar Oz asi Oļ -jx

7T

veido leņķi
— ). Saskaņā ar formulu (*),

- + 2ttA; - + 2nk)
Zf8Ī = ī/8 cos-

2
- + isin-

2
- . kur k = 0, i, 2.

3 3

Tātad l i

7T 7T

u/, = 2 + zsin-
2
-

= V3+-/« 1,73 + 1

3 3

+ 2tt +2tt'
ul = 2 cos- + zsin-

2- =-V3+z « -1.73 + 7

3 3

Imz| (*)

iu
2

= 2

3

—+ 47T —+ 47T >v

W
*

= 2 - + isin-L— =-27
(A j;y£^--_-^Xa'=o)

+ 4tt

2
1 /.*2

\

\

\

\

\

/

/

/
/

/

/

Re z

1

=2)



18.2. Reāla argumenta kompleksa funkcija.

Līnija kompleksā plaknē
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Darbības ar Ja z = re'y\ z
x

= r\e
,xpl, z.

2
= r

2
e
v

-

,
tad

kompleksiem

skaitļiem
eksponenciala

#

Zl
—

r
i

c
»(¥>t-y»)forma

2
2

r
2

.(p+2kn
i-

• ņfž~ = Wre 71

,
k = 0, 1, 2, n - 1

Piezīme

e = cosc/? + isincp (Eilera formula)

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi Piemēri

Reāla z(t) = f(t) = x(t) + iy(t) I(te R), © z(t) = Reu jeb | z \ = R

argumenta t kur z(t) reālā daļa

Rez{t) = x(t);

(0 t < 2tt) ir riņķa
kompleksa

funkcija z(t)
imaginārā daļa

lmija ar centru punktā

z = 0 un rādiusu R, jo no

Imz(t) = y{t) Eilera formulas

Funkcijas z(t)

ģeometriskais

Lmija, kuras parametriskie

e'
f
= cos/j + zsint

seko, ka

vienādojumi ir
z(t) = R(cost + zsini),

attēlojums

kompleksajā {x
= x(t)

, un

V = y(t)

x(i) = Rcost

. jeb x
2
+ y

2
= R2

y(t) = Rsintplaknē

x(t), y(i) - nepārtraukti Analogi z(i) = z
0
+ Re

lt

diferencējamas funkcijas
jeb

\z - z
0\ = R ir riņķa līnija

ar centru z
Q
= x

Q
+ iy

Q
un

rādiusu R:

IX
= x

0 + i? COS c

(0 i < 2tt)
y = 2/0 +i2sini

x



18.3. Apgabals kompleksajā plaknē

18.3. Apgabals kompleksajā plaknē

Funkcijas z(t)
robeža,

Šos jēdzienus definē analogi reālā

mainīgā funkcijām:

© Imaginārai asij

paralēlas taisnes

nepārtrauktība, limz(t) = limx(t)+ i limy(t) = a +id vienādojums
integrālis Rez — a (a = const)

© Reālai asij paralēlas
* 1 -

At-M> At taisnes vienādojums
Imz = b (b = const)

e, t t,

Jz(t)dt = Jx(t)dt + iJy(t)dt
t, t,

© Taisnes stara vienādo-

jums argz = a, kur

stars iziet no punkta

z = 0 un ar reālo

pusasi veido leņķi

a € (-7r; 7r]

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi Ilustrācija, piemēri

Kopa
Punkta z

0 U{z
0
) = {zeC, kur \z-z

0
\<e}

9£-apkārtne

kompleksajā

plakne (e > 0)

t. i., tāda riņķa iekšējie punkti, kura

centrs ir punktā z
0
un rādiuss e

y0

/ s >

\ i
0 I

\ i s

"-i

i

x
0 x

Bezgalīgi tālā

punkta z = oo

Kopa

apkārtne
C/

Ē(oo)={zGC, kur | j > -
V £ > 0},

t. i., kompleksās plaknes punktu kopa,
kuri atrodas ārpus visiem riņķiem
ar centru koordinātu sākumpunktā,
lai cik liels arī būtu riņķa rādiuss.

Ja komplekso skaitļu kopu attēlo ar

Rīmaņa sfēras punktu kopu, tadsfēras

pola P apkārtnes (sfēras segmenta ar

7o
y

Rīmaņa sfēras pola P

virsotni P) stereogrāfiskā projekcija ir

kompleksās plaknes bezgalīgi tālā

punkta apkārtne.

apkārtnes stereogrāfiskā

projekcija kompleksajā

plaknē.

Kompleksas Punkts z
(ļ
, ja pie kopas G pieder z

0
un

kāda šī punkta apkārtne.plaknes punktu
kopas G

iekšējais
punkts
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Apgabals D

kompleksajā

plaknē

Punktu kopa D ir apgabals, ja
• kopa satur tikai iekšējus punktus

(vaļēja kopa);
• jebkurus divus šīs kopas punktus

var savienot ar nepārtrauktu

© Apgabals \z- z
n
\ < R

- riņķa (ar centru z
0
un

rādiusu R) iekšējā daļa.
© Apgabals \z- z

{)
\ > R

- riņķa (ar centru z
0
un

rādiusu R) ārpuse.

© Apgabals r < \z- z{\ < R

- gredzens (ar centru z
0,

iekšējo rādiusu r un ārējo

līniju, kuras visi punkti pieder
šai kopai (sakarīga kopa).

rādiusu R).

® Rez > a (a eR)
- labā pusplakne.

© īmz < b (b eR)
- apakšējā pusplakne.

Apgabala D

robežpunkts

Punkts, kurš nepieder apgabalam, bet jebkura ta apkārtnē
atrodas apgabala punkti.

Apgabala D

robeža

Visu robežpunktu kopa.

Apgabala robežu var veidot viena vai vairākas līnijas, kā arī viens

vai vairāki izolēti punkti.

Slēgts Apgabals D un ta robeža.

apgabals D

Ierobežots Apgabalu sauc par ierobežotu, ja eksistē tāda riņķa lmija, kura

aptver šo apgabalu.apgabals

Apgabala
sakarības kārta

Savstarpēji nesaistīto līniju un punktu skaits, kas veido

apgabala robežu.

Vienkartsakangs Ierobežots apgabals, kura robeža ir tikai viena līnija.

apgabals

Divkārtsakarigs Apgabals, kura robeža sastāv no

divām savā starpā nesaistītām

līnijām vai līnijas un punkta.

apgabals

01 x

Divkārt akarīgs apgabals

Vairakkārtsaka-

rigs apgabals

Apgabals, kura robeža sastāv no

vairāk nekā divām savā starpā
nesaistītām līnijām vai līnijām
un punktiem.

o

Četrkārtsakarīgs apgabals



18.4. Kompleksā mainīgā funkcija

Definīcija, robeža, nepārtrauktība

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi Ilustrācija, piemēri

Kompleksā mai- Attēlojums /, kas katram kompleksam

nīga z = x + iy skaitlim z no kopas D C C piekārto
w = z

2
= (x + zy) 2

=

funkcija noteiktu kompleksu skaitli w <G C
,

= x
2

+ 2xiy + (yi) 2
=

t. i., io = jeb w = jļz) =

= (x2

y
2) + 2xyi

= /(« + iy) = u{x; y) + iv(x; y),
Kew = u(x; y) = x

2
-

y
2

kur u{x\ y) = Re/(z), v(z; y) = lmf(z)
hnw = v(x; y) = 2xy

f(z) var būt vienvērtīga vai daudz-
(w = z

2
- vienvērtīga

vērtīga funkcija.
funkcija)

Funkcijas f(z) Skaitlis z
0,

ja /(z
0

) = 0

Ja /(z) = (z-z0)k<p(z), kur <p(z
0) * 0,

tad z
0
ir funkcijas f(z) fc-tas kārtas nulle.

nulle;

nulles kārta

Ierobežota Funkcija f(z), ja eksistē tads reāls skaitlis M > 0, ka

funkcija |/(z)| < M visiem z e D

apgabala DCC

Funkcijas /(z) A=lim f(z)

robeža, kad
Z—*Zq

Skaitli A = a + if3 sauc par f(z)
robežu, kad z —� z

0
= x

0
+ žy0,

ja

y

z —y z
0

lim u(x\ y) — ot un lim v(x; y) — 3
X—>xa x^rxa

/ •
• 5 \

Robežu var definēt ari šadi:

A = lim f(z), ja katram z > 0 var atrast
x

tādu 8 > 0, ka no nevienādības

\z - z
0
\ < 5 seko nevienādība V

(iv)
\M -A\<e

\ *A . )(z) - argumentu plakne

(w) - funkciju plakne

u

Funkcijas

™ = /(*)

f(z) sauc par nepārtrauktu punkta z
0,

ja lim f(z) = f(z
Q

)

nepārtrauktība jeb limAiy =0, kur Az = z - z
0; Aw = f(z

0
+ Az) - f(z)

Az—>-0

punktā z
0

Ja f(z) = u(x; y) + iv(x\ y) ir nepārtraukta funkcija punktā

z
0

= x
0

+ zy0,
tad u(x; y) un u(cc; y) ir nepārtrauktas

funkcijas punktā (x
0; y

0
)
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Vienkāršākas kompleksā mainīga funkcijas

Nepārtrauktība w = f(z) ir nepārtraukta funkcija apgabalā D, ja tā ir

nepārtraukta katrā apgabala punktā.pgabala D

Nepārtrauktu Nepārtrauktam kompleksā mainīga funkcijām ir speķa īpašības

'unkciju īpašības par funkciju summas, starpības, reizinājuma, dalījuma un

saliktas funkcijas nepārtrauktību (šīs īpašības ir analogas reālā

argumenta funkcijām). Tā, piemēram, polinoms

P
n(z) = a

0
+ a

x
z +

...
+ a

n

z" ir nepārtraukta funkcija visiem

z e C, bet daļveida racionāla funkcija R{z) = *r nepār-

traukta tas definīcijas apgabalā.

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi

© Algebriskās

funkcijas
w = az + b (lineāra funkcija)

w — (daļveida lineārā funkcija)
cz +d

P
n
(z) — a

n
+ a

x
z + a

2
z

2
+ ... + a

n
z

11

R ( z) =
9nM (Q

m
( z), P

n
(z) - polinomi)

PA*)

—*—
= l-z+ z

2

-z
3

+z
4

...,
kur I z \ < 1

1 +z

1

(funkcijas
ļ

izvirzījums pakāpju rindā)

© Eksponent- it> = e
2

= expz = e
E(cosļ/ + isin?/),

funkcija kur Ree;
= e'cosy; Ime:

= e'siii?/ (definīcija ar Eilera formulu)

e izvirzījums pakāpju rindā:

z z
2

z
11 | |

e
2

=1 + —+ —+ ...+ —- +
...,

\z\<oo
1! 2! n!

/pastas

• e
z+2m

= e
:

,
t. i., w = e~- ir periodiska funkcija ar periodu 2ixi

• Arge
:

= y + 2irk, kur k e Z; arge
:
= y

# g
2**i

_ ļ. g(2*+ I)?"
_ _ļ

• e
±z1

= cosz ± is'mz (Eilera formula)

© Logaritmiskā

funkcija

Eksponentfunkcija un logaritmiska funkcija ir savstarpēji
inversas funkcijas

w = Lnz, ja z = e"
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Ja z = pe'+ = | z |e'arg', tad

Lnz = Inp + i(<p + 27īk),

t. i.,

Re(Lnz) = lnp, Im(Lnz) = p + 2kiī (k = 0. ±1, ±2, ...)

Logaritma galvenā vērtība:

lnz = lnp + i<p (-7T < p tt)
īpašības
• Lnz - vairākvērtīga funkcija • 111— = LnZj - Lnz

2

• Ln(zj • z
2
) = Lnz, + Lnz, z

°-

• Lnz" = n Lnz

© Trigonomet-
riskās

e
iz

-e~
iz

e
lz

+ e~
lz sin z 1

smz —

,
cos z —

, tgz =

, ctgz =

2i 2 cosz tgz

funkcijas smz izvirzījums pakāpju rindā:

z
3

z
5

z
2n+1

sinz = z — h —
— ...+(—Ir 4-

..., \z \ < oo

3! 5!
v '

(2n +l)!

cosz izvirzījums pakāpju rinda:

z
2

z
4

z
2n

cosz = l- + -... + (-1)" +... | z \ < OC

2! 4!
1

(2n)!

īpašības, formulas, sakarības ar hiperboliskām funkcijām
• sinz = -žshžz, cosz = chzz, tgz == -zthzz, ctgz = zcthžz

• ja z = x + iy, tad

Re sinz = sina: • chz/, Im sinz = cosa: • chz/

Re cosz = cosa; • chz/, Im cosz = - sina; • shz/

• sin(z + 2tt) = sinz; cos(z + 2tī) = cosz

(sinz un cosz - periodiskas funkcijas ar periodu 2tt)

• cos
2
2 + sin

2
z = 1, cos

2
z - sin

2
z = cos2z, sin2z = 2sinz • cosz

sin(zj + z.,) = sinZj • cosz, + cosZj • sinz
2

cos(Zļ + z
2
) = cosZj • cosz

2
- sinZj • sinz

2

© Hiperboliskas u
e

z

-e
2

e
z

+e
z

shz 1
shz =

,
chz

,
thz

— ,
cthz =

2 2 chz thz
funkcijas

z
3

z
5

z
2n+1

shz = z + —+—+...+ +..., z <oc

3! 5! (2n + l)!

(shz izvirzījums pakāpju rinda)

z
2

z
4

z
2n

chz = l+ + +...+ +... \z <oo

2! 4! (2n)\

(chz izvirzījums pakāpju rinda)

īpašības, formulas, sakarības ar trigonometriskam funkcijām
• shz = -zsimz, chz = coszz, thz = -z'tgzz, cthz = zctgzz

• ja z = x + iy, tad

Re shz = sha; • cos?/, Im shz = cha; • s'my

Re chz = cha; • cosz/, Im chz = - sha; • sinz/

• sh(z + 2-7tz) = shz, ch(z + 2rti) = chz

(shz un chz - periodiskas funkcijas ar periodu 2m)

• ch2
z - sh2

z = 1, ch2
z + sh2

z = ch2z, sh2z = 2shz • chz



18.5. Kompleksā mainīgā funkcijas atvasinājums.

Analītiskas funkcijas. Konformā attēlošana

18. KOMPLEKSIE SKAITĻI UN KOMPLEKSA MAINĪGA FUNKCIJU TEORIJA

© Kompleksa

mainīgā
ciklometriskas

w = Arcsinz, ja z = s'mw

w = Arccosz, ja z = cosw

w = Arctgz, ja z = tgw

w = Arcctgz, ja z = ctgwfunkcijas

w = Arshz, ja z= shw

w = Archz, ja z = chw

w = Arthz, ja z= thw

u; = Arcthz, ja z = cthu>

īpašības, formulas, sakarības ar logaritmiskām funkcijām

Arcsinz = —iLn{iz + Vi - z
1

j

Arccos z = —žLn ļz + Vz2
- lj

. 1
T

l + iz
.

1
_

iz +1
Arctg z = — Ln , Arcctg z —

Ln

2i 1 — iz 2i iz — 1

Arshz = Lnļz + yjz 2

+ lj, Archz = Lnļz + Vz2
- lj

.
,

1
T

1 + z
A ,

1
T

z + 1
Arth z = - Ln , Arctn z = - Ln

2 1-z 2 z-1

Piezīme. Šo funkciju galvenās vērtības (arcsinz, ...) iegūst,

Ln vietā rakstot ln, piemēram, arcsinz = -ilnliz + Vl- z
2 j.

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi

Funkcijas
w = j{z) =

= u(x; y) + iv(x; y)

atvasinājums

XJ.J.XJL

Az
'

Aw

kur Az
—

Ax + iAy

punkta z Aw = f(z +Az) — f(z) =Au + iAv

Atvasinājuma Funkcijai f(z) punktā z = x + iy eksistē atvasinājums,

ja funkcijām u(x; y), v(x; y) eksistē pilnais diferenciālis un

ir spēkā Košī-Rīmaņa (Dalambēra-Eilera) nosacījumi:

eksistences

nepieciešamie
un pietiekamie

nosacījumi du(x;y) dv(x; y) dv{x\y)
_

du(x;y)

dx dy dx dy

f(z) diference-

jamība punktā

f(z) = u(x\ y) + iv(x] y) ir diferencējama punkta z, ja šajā

punktā ir izpildīti atvasinājuma eksistences nepieciešamie un

z = x + iy pietiekamie nosacījumi.



18.5. Kompleksā mainīgā funkcijas atvasinājums.
Analītiskas funkcijas. Konformā attēlošana

Atvasinājuma

f(z) atrašana
Ja funkcijai /(z) = u(x: y) + iv(x: y) eksistē atvasinājums f(z),
tad

dx dx

jeb

dy dy

du(x;y) du(x;y) dv(x;y) dv(x;y)
Aprēķinot ā » ā ' ' 7~ , izmanto div-

ox oy ox oy

argumentu funkcijas parciālo atvasinājumu atrašanas paņēmienus.

f(z) diferen-

cējamība

f(z) ir diferencējama apgabalā D, ja ta diferencējama visiem z e D

Ja j\z) un g(z) ir diferencējamas apgabalā D, tad diferencējamas
apgabala D

un diferen-
ir arī funkcijas

cēšanas f(z)±g(z), f(z)-g(z),
M
9(z)kārtulas

Analītiska Vienvērtīgu funkciju f(z) sauc par analītisku jeb regulāru

funkciju punktā z
0, ja tā ir diferencējama punktā z

0
un arī kādā šī

punkta apkārtnē (z
u

- regulārs punkts).
(regulāra)
funkcija

• analītiska Funkcija f(z) ir analītiska punktā z
0
, ja to var izvirzīt

pakāpju rindāgalīgā punktā

£an(z-Zo)\
n=0

• analītiska

kas konverģē uz f(z) apgabala

\z - z
0\ < R

bezgalīgi

tālajā punktā

Funkcija f(z) ir analītiska punkta z = oo, ja to var izvirzīt

pakāpju rindā

n '

71=0
Z

kas konverģē uz /(z) apgabalā

\z\ > R

Piezīme. Funkcija f(z) ir analītiska punktā z = oo, ja

F(z) = f — ir analītiska punkta z = 0;
\z)

• analītiska Funkcija f(z) iranalītiska apgabala D, ja tā iranalītiska katrā

D punktā.apgabala D

f(z) singulārie
punkti

Punktus, kuros f(z) nav analītiska, sauc par f(z)

singulārajiem punktiem.
Elementārās funkcijas (algebriskās, transcendentās) ir

analītiskas funkcijas visā z plaknē, izņemot dažus izolētus

singulārus punktus.
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Izolēts singulars • Galīgs punkts z
{j

e D, ja ap to var apvilkt tadu riņķi, ka šī

riņķa iekšpusē nav citu funkcijas f(z) singulāru punktu.punkts
(Izolētu singularu

• Bezgalīgi tālais punkts z— oo, ja ta apkārtne | z ļ > -punktu
klasifikāciju £

sk. 317. lpp.) nav citu singularu punktu.

Analītiskas • Katra regulāra punktā funkcijai f(z) eksistē jebkuras kārtas

\z) = u(xļ y) +

+ iv(xļ y)

jamatīpašības

atvasinājums.
• Ja f(z) ir analītiska apgabala D = D + L (L - apgabala D

robeža), tad \f(z)\ savu vislielāko vērtību sasniedz uz apgabala

robežas (moduļa maksimuma princips).

• Ja f(z) ir analītiska un ierobežota visā z plaknē, tad f(z) = const

(Liuvilla teorēma).

• Funkcijas u(x; y) = Ref(z) un v(x; y) = lmf(z) apmierina

Laplasa vienādojumu:

d2
u , d2

u

_y
d

2

v
2

v

dx2 dy 2 dx2 dy 2

Šaja gadījumā u(x; y) un v(x; y) sauc par saistītam

harmoniskām funkcijām.
Ja viena no harmoniskajām funkcijām zināma (piemēram,

u(x\ y)), tad otru ar precizitāti līdz kompleksai konstantei atrod

ar integrāli:

v(x;y) = + (p{x) ,

kur

// \
I du d r du

,

oy dx J ox

Jēdziens par Punkta 2
0
apkārtnes attēlojumu ar analītisku funkciju f(z)

(f'(z
0
) 0) sauc par konformu attēlojumu, ja šajā

attēlojumā
• saglabājas leņķi starp līnijām (leņķu konservatīvisms),

konformo

attēlošanu

un

• ir nemainīgs izmēru deformācijas koeficients k
— \f(z

ti
)\.

Tātad bezgalīgi mazas figūras ar virsotni punkta z
u

attēlojas par

līdzīgam figūrām ar virsotni punktā w
Q
= f(z

{)
), bet attēlojuma

pagrieziena leņķis ir &rgf'(z
()
).

Ja attēlojumā ar funkciju w = f(z) saglabājas leņķu atskaites

virziens, tad to sauc par I veida konformo attēlojumu;

ja leņķu atskaites virziens mainās uz pretējo, tad - par II veida

konformo attēlojumu.

Attēlojums ar analītisku funkciju ir konforms visur, kur

f(z) 0, un otrādi.



18.6. Kompleksā mainīgā funkcijas integrāļi

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi

Funkcijas f(z)
integrālis pa

gludu jeb

gabaliem

gludu līniju
L ar

Definē ar funkcijas /(i) integralsi

argumenta funkcijas noteikto int

mmas robežu (analogi kā reāla

igrāli):

r

noteiktu kur |Az I = max \Azk |, Az,
virzienu

r

(orientāciju) -

-C2

V

b=z„
no o uz b Piezīme. Ja L ir Ox ass

nogrieznis [a: b) un /(z) = /(x),

tad f /(*)dz = f /(x)<fo —

i i o

i

n — y

x

J f(z)dz
L

I f(z)dz eksistē, ja eksistē integrālsummas Yl /(C■) '&z
k

robeža,

i

eksistence kad ļl\z\ 0 neatkarīgi no L sadalījuma veida un punktu Q izvelēs.

Ja f(z) ir nepārtraukta funkcija līnijas L punktos, tad

integrālis f f(z)dz eksistē.

L

Kontūr- Funkcijas f(z) integrālis pa slēgtu līniju (kontūru) L.

Par pozitīvo virzienu pa kontūru pieņem pulksteņa rādītāju
kustībai pretējo virzienu.

Kontūrintegrāli pieraksta šādi:

integralis;

pozitīvais
virziens

pa kontūru

ff(z)dz vai arī

L +L

Ja virziens pakontūru ir pretējs pozitīvajam virzienam, t. i.,

negatīvs virziens, tad raksta

<j) f(z)dz vai arī (j) f(z)dz

L -L

Kompleksa

mainīgā funkcijas
īpašības analogas reāla argumenta funkcijas II veida līnijas

integrāļa īpašībām, piemēram,
integrāļa

īpašības . / f(z)dz = -J f(z)dz; § f{z)dz =-§ f(z)dz
L

ab ha +L ~L

(mainot līnijas L virzienu vai virzienupa kontūru, jāmaina
zīme integrāļa priekšā);

• ja visos L punktos \ f(z)\ < M, tad

Jf(z)dz^M-s,
L

kur s - līnijas L loka garums.
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Funkcijas j[z) = Aprēķina, izmantojot funkciju u(x; y) un v(x; y) līniju integrāļus:
= u(x, y) + iv(x, y)

J f(z)dz = Ju(x;y)dx — v(x; y)dy + iJv(x; y)dx + u(x; y)dy
L L L

integrāļa

aprēķināšana
Ja L ir parametriskā veida dota līnija:

x = x(t)
jeb z = z(t) = x(t) + iy(t), kur t e [a; (3], tad

y = y(t)

0

J f(z)dz = Jf(z).z'{t)dt

L a

Analītiskas

funkcijas inte-

Ja funkcija f(z) ir analītiska apgabala D un a, b G D, tad

integrālis nav atkarīgs no līnijas L, kas savieno šos punktus, un

grālis; primitīvā

funkcija; r r
b

J f(z)dz = J f(z)dz= F(b)-F(a) = F(z)
a

integrāļa
neatkarība

no integrā-

cijas līnijas

(Ņutona-Leibnica formula)

Tātad integrāli aprēķina, izmantojot Ņutona-Leibnica
formulu, kur F(z) - funkcijas f(z) primitīvā funkcija, t. i.,

F'(z)=f(z)

Analītiskas funkcijas primitīvo funkciju atrod pēc tādām pašam
formulām kā reālā mainīgā gadījumā.

Analītiskas

funkcijas

integrālis pa

slēgtu kontūru

Ja funkcija f(z) ir analītiska vienkārtsakarīga apgabala D un

nepārtraukta uz tā robežas L, tad ir spēkā šādas teorēmas un

formulas.

• Koši teorēma

ff(z)dz = 0

L

• Košī integrālā formula

/(z ) = zeD
2ixi J

L
C~z

• Jebkuram z e D, n e N

2ni{ (C-z)"'

Piezīme. Šeit visos integrāļos kontūrām L ir pozitīvais
virziens. Ja f(z) ir analītiska funkcija ārpus kontūra L, tadKošī

integrālajā formulāun f"](z) izteiksmē kontūrām L ir negatīvais
virziens.



18.7. Rindas ar kompleksiem locekļiem

Komplekso skaitļu rindas

Kompleksa mainīgā funkciju rindas

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi

Komplekso
skaitļu

Komplekso skaitļu virkne:

Z
\1

Z
21

Z
V "'1

Z
n1 '"

virknes robeža
Virknes robeža:

lim z
n

= z
0
,

ja katram e > 0 var atrast tādu n vērtību, ar kuru sākot virknes

locekļi z
n,

z
n+1,

z
n+2, ...

atrodas punkta z
0
e-apkārtne (riņķi)

Komplekso
skaitļu rinda

DC

EZ
n

= Z\ + Z
2
+ Z

3
+ •••+ Z

n

+
—

n=l

(1)

Rindas summa, Rindas z
n

summa ir komplekss skaitlis S, ja
konverģence,

diverģence S=limS
?ļ ,

(2)
n—>oo

kur S
n

.= + + z
3
+ ... + z

n

(5
n

- rindas (1) parcialsumma)

Jaeksistē robeža(2), tadrinda (1) konverģē.

Janeeksistē robeža(2), tadrinda (2) diverģe.

Rindas absolūta Rinda (1) konverģē absolūti, ja konverģē komplekso skaitļu z
n

un nosacīta moduļu rinda

koverģence £kl (3)
n=l

Ja rinda (1) konverģē, bet rinda (3) diverģē, tad saka, ka

rinda (1) konverģē nosacīti.

Funkciju rinda
oc

n
(z) = u

1
(z)+u

2
(z)+u

3
{z)+...+u

n
(z)+..., (4)

n=l

kur u
n
(z) - kompleksa argumenta funkcijas.

Funkciju rindas
oc

Funkciju rindas u
n
(z) summa ir kompleksā mainīgā funkcija

summa,

konverģence un

konverģences

apgabals

S(z), ja ]imS
n

{z)= S{z), (5)

kur S
n
(z) = ux{z) + u

2
(z) + ...+ u

n
(z)

Ja eksistē robeža (5), tadrinda (4) konverģē. Konverģences

apgabals D ir visu to zvērtību kopa, kurām rindakonverģē.
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'unkciju rindias Kompleksā mainīgā funkciju rinda konverģē vienmērīgi

ienmerigā konverģences apgabala D, ja katram e > 0 var atrast tadu

;onverģence n vērtību, ar kuru sākot ir pareiza nevienādība

\S
n
(z) - S(z)\ < e

visiem konverģences apgabala punktiem z

'akapju rinda

n=l

'akapju rindas

kur a
n

- koeficienti (vispārīga gadījuma - kompleksi skaitļi),
z

0

- rindas centrs.

Konverģences apgabals - riņķis
\z - z

0\ < R,konverģences

ipgabals un kur R - konverģences rādiuss.

konverģences

R = lim vai R =

1

a
77+i

lim y\ a
n
|

71—>DO

adiuss

5akāpju rindas

ienmērīgā

Konverģences apgabala (riņķī) pakāpju rindakonverģē

vienmērīgi un to var diferencēt un integrēt pa locekļiem.
konverģence

unkcijas f(z)
eilora rinda

Ja f(z) ir analītiska funkcija riņķi

\z ~ z
0
\ < R,

tad

f(z) = f2 f(
[z- z

0)
n

(Teilora rinda)
„=o n !

Rindas konverģences rādiuss

R = minļ«fc
-z

0|,
kur z

0
- rindas centrs, z

k
- punktam z

0
tuvākais funkcijas f(z)

singulārais punkts.

unkcijas f(z) ir analītiska funkcija gredzenā

orana rinda r<\z-z
tt
\<R V\ ( z(*)

(iespējami an gadījumi: r = 0, i? — oc),
.

-r —

4$ Ntad / >
v

X

\

mml~p,

jeb \ \ v
z

« J I

x ■ /

" ' i

n=l ( Z Zo) n=0
U \

. .

\ V -V /

X

(Lorana rinda),

kur Yļ
,

Q
"

v

- Lc-rāna rindas galvena dala,
n=l

(Z-Z
0

)
3C

«„(z — z
0
)" - Lorāna rindas regulārā daļa,

71=0

a
?i

=
(£

——- dz, r < p < i? - rindas koeficienti.
"

27™, J. (z-z
0
)"

+1 '
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Analītiskas Ja z
0
ir analītiskas funkcijas f(z) k-tās kārtas nulle, t. i.,

funkcijas
nulles īpašības

f(z) = (z- z
0

)
k
<p(z), kur ip(z0) * 0,

tad

. /(z
0
) = /u) =

...

= /(fc - 1)
= o,

• f{z) = a
k
{z-z

0
)
k

+ a
k+ļ

{z-z
0

)
k+1

+
...,

a
k
*0

Piezīme

Ja z
0
= oc,

tad

f{z) = \<p{z), kur cp(oc) * 0

zolēto singularosolēto singularo
unktu

Ja z = z
0

oc ir analītiskas funkcijas f(z) izolēts singulārs punkts,
tadto klasificē atkarībā no tā, cik saskaitāmo ar negatīvām>unktu

dasifikacijalasifikacija z - z
0

pakāpēm ir Lorana rinda (vai ari - atkarība no tā, kāda

ir funkcijas robeža, kad z —> z
0
).

novēršamsnovēršams
«incfiilāre

z
0
ir novēršams singulārs punkts, ja

singulārs

punktspunkts
3C . .

f(z) = Y2 an(z- z
0
T lim f(z) = const

n=ū
I

polspols z
0
ir fc-tas kārtas pols, ja

f(z)= J2 an(z-z
0
T, a_ lim/(z) = oo

n=-fc
W2° I

1
Tātad funkcija ir analītiska punkta z = z

0
un

1

z
{]
ir funkcijas

j,
\ k-tās kārtas kārtas nulle.

būtisks

singulārs

punkts

z
0
ir būtiski singulārs punkts, ja

/(*)= E (Jlm,/(Z) neeksi8tē)
Tl =—OO

Piezīme. Funkcijai f(z) punktā z = dc ir tadapati singularitate kā

funkcijai /ļ- punkta z = 0.
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18.8. Rezīdiji, to aprēķināšana un lietojumi

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi

Rezidijs Ja funkcija f(z) ir analītiska punktā z
Q

vai z
0
ir izolēts singulārs

punkts, šīs funkcijas rezīdijs Res/(z
0

) ir skaitlis, ko aprēķina ar

konturintegrāli:

Resf(z
0
) = <£ f{z)dz,

\Z~Zg\=P

kur r < \z - z
0\ < R, r < p < R un kontūra \z - z

0\ = p iekšpusē

nav citu singulāru punktu, izņemot z = z
0

(kontūrām - pozitīvais

virziens). Tātad rezīdijs ir Loranarindas

koeficients pie
,
t. i.,

z-z
0

Res f(z
0) = a_

1

Funkcijas f(z) Ja ir zināms (vai iegūts) funkcijas f(z) izvirzījums Loranarinda,

rezīdija

aprēķināšana

galīgā

punktā z
Q

tad

Resf{z
0

)= a_
1

• z
0
ir f(z)

regulārs punkts
vai novēršams

Res/(z
0

) = 0

singulārs punkts

1.kārtas

Resf(z
0
)= lim[f(z)(z-z 0 ))

z-tza

(vienkāršs)
vai arī, ja

pols

yj{z)

kur p(z), 'iļj(z) - analītiskas funkcijas punktā z
0,

p{zQ
) * o, = o,

tad

Res/( 2„) =

• z
Q
ir j(z) k-tās

kārtas pols

1 d
k~l

Res/(z
n
) = lim ——(f(z)(z - z

0
)
k

)
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Funkcijas f(z) Res/(oo)=J- £ f(z)dz,

\A=p
rezīdijs

bezgalīgi tālajā

punktā (z
Q
= oo);

tā aprēķināšana

kur f(z) - analītiska apgabalā p \z\ < oo, bet kontūrām ir

negatīvais virziens.

Res/(oo)= lim(-z-/(z)),
z—>oo

ja šī robežaeksistē.

Ja ir zināms (vai iegūts) f(z) izvirzījums Lorāna rindā z
0

= oo

apkārtnē, tad

Res/(oo) = -o_!,

kur a
j

- koeficients pie - .
z

Sakarība starp Ja funkcijai /(z) ir m galīgi singulārie punkti z
A

(fc = 1, 2, to),
/(z) rezīdijiem
bezgalīgi tālajā

punktā un

tad

m

Res/(oo) =-£Res/(zfe
)

A:=lgalīgos singu-
lāros punktos

Pamatteorēma Ja funkcija f(z) ir analītiska slēgta

apgabalā D y>parrezīdijiem

(D = D +L, kur X ir D robeža),

bet kontūraL iekšpuse
atrodas galīgs skaits izolētu

singularu punktu
z

k
(k = 1, 2, ra), tad

<ff(z)dz=2niJ2Resf(zk
)

o x

(kontūrām L ir pozitīvais virziens)

Pamatteoremas e
1x

+ e"
1*

z
2

+ 1

lietojumu

piemēri
integrāļu

aprēķināšanā

COS X = , COS X = , I
2 2z

Ci e — e . z — i

© I R(cosx;sinx)dx = sina; = =>■ smi = =

•I 2z 2z'z
0

e
1*

— z dx = —dz

[ « ]

=
1 1 ff{z)dz
i l 2z 2zz J z i

(iž - racionāla funkcija)

Iegūto konturintegrali aprēķina, izmantojot pamatteorēmu par

rezīdijiem.
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© Ja f(z) ir analītiska funkcija yk , ,

pusplakne īmz 0, izņemot v
2
/

galīgu skaitu singulāros »z
n

punktus z
v

z
2, ....

z
n

(lmz
k

> 0), un

z = 0 ir vienādojuma / - = 0 • ,z
3

O x
nulle ar kārtu m 2, tad

*z
2

(*)

.z.

/
=27T2^Res/(zfc

)

-oc

Ja C>> C ir funkcijas /(z) singulārie punkti apakšējā

pusplaknē < 0), tad

oo

f /(z)dz = -27ri£Res/(CJ

C
© Ja R(x) ~ — »oo, C 0, > 1) un R(x) nav vienādaar nulli

x'

uz reālas ass, tad

R(x)eiax
dx = 27riVRes(R(z)-e"*

2

)

kur o > 0, z
fc
- singulārie punkti augšēja pusplakne > 0);

J JR(:r)e-l/3xd:E =

2 = c ?

kur /? > 0, Cjt- singulārie punkti apakšēja pusplaknē;

oo . oo

J R(x)-s'm axdx~ Im J R(x)- e
iax dx

—oo —oo

oo oo

J R(x)-cos axdx= Re J R(x)-e
iaxdx

— oc —oo

© Ja racionālai funkcijai R(x)
1) augšējā pusplaknē ir galīgs skaits izolētu singulāru punktu

z
v

z
2,

z
n

(lmz
k

> 0), bet pārējos pusplaknes punktos

R(x) - analītiska;

2) uz reālas ass ir 1. kārtas (vienkārši) poli x
v

x
2, x

m;
3) \R(z)\ -* 0, ja z-+.oq (Imz 0),
tad

v.p. J R{x)eiaxdx=27TiJ2Res(R(zy
z= z

+

4^rž£Res(il(z).e^)
2 = a;

fc=l
A

(v. p. - galvena vērtība).
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19.1. Oriģināls, attēls un Laplasa

transformācijas pamatīpašības

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi

Laplasa

integrālis

No parametra p atkarīgs neīstais integrālis
3C

jf{t)e-
pt

dt

0

Laplasa integrāl-
transformācij a;

transformācij as

Funkcijas f(t) pārveidojums, kura rezultātā iegūst funkciju F(p)
ar šādu integrāli:

parametrs

oc

*(P) = J f(t)e !"dt,
0

kur p = s + icr - Laplasa transformācijas parametrs.

Funkciju f(t) sauc par Laplasa transformācijas oriģinālu,
bet F(p) - par attēlu.

Laplasa
transformācij as

Vispārīga gadījumā reāla argumenta kompleksa funkcija

f{t) = u{t) + iv(t), (t G R)

oriģināls -

funkcija /(£)

ja
©visiem f(t) ir gabaliem nepārtraukta, n reizes

nepārtraukti diferencējama un

/(0)=lim/(i)

© f(t) = 0 visiem t < 0

© eksistē tādi skaitļi M > 0 un s
0 0, ka

\f(t)\*ļMe*

Piemērs. Vienkāršākā funkcija - oriģināls /( t) ir

[0, t<0

Hevisaida vienības funkcija l{t) = -L
>

Vienības funkcijas attēls

OO 00

F{p) = J l{t) ■ e
vtdt = Je- ptdt = - (Re p > 0)

o o
P

Piezīme

Ja funkcija f( t) apmierina oriģināla nosacījumus © un ©, bet

neapmierina nosacījumu ©, tad funkcija F(t) ■ l(t)
noteikti ir oriģināls.
(Ar reizinātāja l(č) palīdzību tiek "dzēsta" funkcija f(t),
kad t < 0.)

Tapec parasti, aplūkojot jebkuru oriģinālu, piemēram,

č, V\ e
n', smwt,

uzskata, ka patiesībā tiek aplūkoti oriģināli
t- l(t), t" ■ l(t), e

nt- l(t), sincut ■ l(t), ...

(īsāka pieraksta deļ l(t) izlaiž.)



Laplasa transformācijas īpašības

19. LAPLASA TRANSFORMĀCIJA. OPERATORU REKINI

Parasti lietotie

Laplasa

oc

Integrāltransformāciju F(p) = Jf(t)e~ptdt pieraksta dažādi:

transformacij as

apzīmējumi
pārejai no

oriģināla /
uz attēlu F

f= F, f(t)= F(p), F(p) = £{f(t)},

F(p) = L[f(t)}, u.c. veidos.

(ka ari - no attēla
Piemēram, 1(£)= —

,
sintut .=' —

j——7,
= te

xi

p p~ +uj- (p- A)uz oriģinālu)

LttēlaF(p) Ja funkcija f(t) ir oriģināls, tad integrālis
ksistence 00

F(p) =f f{t)e~
ptdt absolūti konverģē pusplaknē

0

Re p — s > s
0 ,

turklāt

• F(p) ir analītiska funkcija pusplakne s > s 0;

• F(p) —> 0, ja s —� +00

• ir ierobežota pusplakne s > s
0

Piezīmes

• Ja f\t) ir oriģināls, tad attēlu F(p) parasti atrod nevis ar

Laplasa integrāli, bet gan izmantojot pamatformulas (330. lpp.),
kas savukārt iegūtas, ievērojot Laplasa transformācijas

īpašības.

• Laplasa transformācijas vietā lieto arī t. s. Karsona-

Hevisaida transformāciju, kas atšķiras no F(p) izteiksmes

ar reizinātāju p integrāļa priekšā:
00

F
K
..Ap) =pf f(t)e~ptdt

0

Ja ar vienu transformāciju attēls ir iegūts, tad otrai transfor-

mācijai atbilstošo attēlu var vienkārši iegūt, izmantojot sakarību

Fk.-Ap) = pF(p) jeb F(p) =-FK^(p)
P

Ši saistība jāievēro ari, lietojot Laplasa transformācijas

pamatformulas.

© Linearitate Ja Ķ(p) un f2(t) = Ķ(p), a,(3 <E C , tad

a/
1
(0 +

2
(*) =

1
(p) + /3F2

(p)

(īpašība spēka jebkuram galīgam saskaitāmo skaitam.)

(2) Līdzības
Ja f(t) = F(p), tad A 6 t, A > 0

teorēma



19.1. Oriģināls, attēls un Laplasa transformācijas pamatīpašības

© Novelojuma Ja f(t) = F(p) ,
tad f{t-r) = e-^F{p), t G R, T > 0

teorēma

© Apsteiguma
teorēma Ja /(f) = F(p),tad /(*+ t

0
) = e

p<° F(p)-/ /(*)e-
ptdt

,

0

t
0

> 0

© Pārbīdes Ja f(t) = F(p), tad e~
at

.f(t) = F(p +a), a E C

teorēma

© Periodiska Ja /(/) =f{t + T), kur T - periods, tad

oriģināla
attēls

F{p) = Jf(t)e-pt dt

0

© Oriģināla Ja f(t) = F{p), tad

diferencē-
f'(t) = PF(p)-f(0)

šanas teorēma

f"(t) = p
2

F(p)-pf(0)-f(0)

f
{n)(t) = p

nF(p)-p
n- l

f(0)- P
n- 2

f'(0)- ..." pf
(n- 2)(0)-fn- l)(0),

kur f
{k)

(0)= limfk)
(t) (k = 0,1,2 n-1), /

(0) (0) = /(0)
t->+0

® Oriģināla Ja /(*).= F(p),tad
r i
r f(t)dt=-F(P)
{ pintegrēšanas

teorēma

© Attēla dife- Ja f(t) = F(p), tad

rencēšanas
F'(P ) = -t-f(t)

teorēma

F"(P)^t
2

.f(t)

F {n)(p) = (-l)
n

t
nf(t)

® Attēla

integrēšanas
teorēma

Ja /(*) =F(p),tad
t J

P

© Diferencē- Ja f(t, x) = F(p, x) (x - parametrs), tad

šanapēc
8f(t,x) 8F(p,x)

dx dx

parametra

@ Robež- Ja /(*) =

,

tad

teoremas

Hm/(*) =
lim

f->+0 |p|->-oc

lim /(t) = limpF(p)



19.2. Inversā Laplasa transformācija.

Oriģināla atrašana pēc dotā attēla

19. LAPLASA TRANSFORMĀCIJA. OPERATORU RĒĶINI

© Attēlu Ja f[t), g(t) - nepārtrauktas funkcijas (t G W) un

reizināšanas
f(t) =F(P), g(t) = G(p), tad

(Borēla)
teorēma

F(p).G(p) = f(t)*g(t),

kur

t

f(t)*g(t) = Jf(r).g(t-T)dT

0

Piezīme

Operāciju f(t) * g(t) sauc par funkciju / un g

konvolūciju. Konvolūcija ir simetriska, t. i.,

f(t) * g(t) = g(t) * f{t),
kur

t

g{t)*f(t) = Jg(r).f(t-T)dT.

0

® Diamela Ja f(t), g(t) - nepārtrauktas funkcijas (t G IR) un

formula
f(t) = F(p), g(t) = G(p), tad

(nepārtrauktiem

oriģināliem) t

p-F(p).G(p) = f(0).g(t) + jf'(T)g(t-T)dr

0

t

p-F(p)-G(P) = g(0).f(t) + Jg'(r)f(t-r)dr
0

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi

Inversa Laplasa
transformācij a

Ja

• F(p) = L{f(t)} ir analītiska funkcija apgabalā Re p s0,

. lim F(p) = 0
,

• j \F(p)\dp<oc,
s—ioo

tad

/(t) =-f7 J F(p)e pt
dp

2m J

s—too

ir funkcijas F(p) inversa Laplasa transformācija, ko

pieraksta šādi:

f(t) = L
l {F(p)}



19.2. Inversa Laplasa transformācija. Oriģināla atrašana pēc dota attēla

Ja i = t
Q

ir funkcijas f(t) pirmā veida pārtraukuma punkts, tad

2iri J 2
S-IOO

Piezīme

Pēc dotāattēla F(p) ta oriģinālu f(t) parasti atrod nevis

8+f°
ar integrāli J F(p)ept

dp
,
bet gan izmantojot Laplasa

s-ioo

transformācijas pamatformulas (330. lpp.) un

galvenās īpašības (322. lpp ).

Pirmā izverses Ja F(p) =

n+i

~ Lorāna rinda, kas konverģē apgabalā
n=0 Pteorēma

\p\ > R, tad

ja
f(t) =foni

0, ja £<0

Otra izvērses Ja F(p) — - īsta racionāla dala, kur
F

2
(P)teorēma

F
x
(p) - ra-tās pakāpes, F

2
(p) - n-tās pakāpes polinoms

(m < n) un saucējam F
2(p) ir n dažādas reālas saknes,

tad

F(p)=f(t) = t§p\^
1=1 *

2 \Pi)

Turklāt

• ja viena no saucēja F
2
(p) saknēm ir p — 0,

t.i., F
2
(p) = p$(p), tad

*(0) TP.^P,)

.ja F
a(j,)=(p- Jil r(p-p

a
r...(p-plbr, kur

771,1 + 7712 + ... + mk
= n,

tad

F{p)=f{t)=i2
(

1

,
.^(^pj^-^r^r--

11

tf (mi -1)\ p^Pi

Piezīme

Daļas = (m < n) oriģinālu var iegūt arī šādi:

Ķ(p)

F(p) sadala elementārdaļās (175. lpp.) un atbilstošos oriģinālus

atrod, izmantojot pamatformulas (330. lpp.).



19.3. Laplasa transformācijas (operatoru metodes) lietojumi

19. LAPLASA TRANSFORMĀCIJA. OPERATORU RĒĶINI

Nosaukums Apzīmējumi, paskaidrojumi

Koši problēmas
atrisināšana

Diferenciālvienādojumu

a
{)
x

(n) + alX
(n - 1] +... + a

n_x
x* + a

n
x = f{t) (1)

lineāram

diferenciāl- ar dotiem sakuma nosacījumiem

vienādojumam
ar konstantiem

x(0)= x
0 ,

x'(0)=z
0
', x

{n - 1] (0)=xi
n- 1]

koeficientiem (t. i., Košī problēmu) atrisina šadi.

Ja x(t) =' X(p), f(t) =' F(p) un saskaņā ar oriģināla diferencē-

šanas teorēmu

x'{t) = pX(p)-x
Q

x"(t) = p
2X{p) - px0

- x
0

'

x
{n) (t) = p

n

x(P) - p
n- x

x
0

-

v
n- 2x'

{)
-... - xiri]

,

tad no diferenciālvienādojuma (1) iegūst atbilstošo operatoru

vienādojumu

X(p).L(p) =F(p)+ *(p), (2)

kur

= x
0
(a

()p
n~1

+...+ a + xin' 1)
a

0

Līdz ar to atrisinājuma attēls ir

Attēlam X(p) atbilstošais oriģināls x(t) ir diferenciālvienā-

dojuma (1) atrisinājums (oriģināla atrašanu sk. 19.2.)

Piemērs Atrisināt diferenciālvienādojumu
x" - x' + x = e i

ar sakuma nosacījumiem x(0) = 0, x'(0) = 3.

Ja x(t) =X(p) ,
tad no 7. īpašības seko

x'(t)=pX(p)-x(0) = PX(p);

x"(t) =p
2X{p) - px(0) - x'{0) =p

2

X{p) - 3
.

Tā kā e~l (sk. 5. formulu 330. lpp.),
p+ l

tad operatoru vienādojums ir

p
2

X(p)-3-PX(p) +X(p) =

p +l

no kurienes X(p) =
tt~t~ : .



19.3. Laplasa transformācijas (operatoru metodes) lietojumi

Šo attēlu sadala elementārdaļas (sk. 175. lpp.)

3p +4 4 , Mp+ N

(p + l)(p
2

-p+ l) p+1 p
2
-p+l-

Tad 3p + 4 = A(p2
- p + 1) + [Mp + /V)(p + 1),

a
1 1

Jr
11

kur .4 = -. Af■=.--. Ar
=

—.

3 3 3

11 ii ii p
—- +- —11

Tātad X(p)=-± =
_i 2

=

3(p +l) 3 f-p+ 1 3(p +l) 3 r _lļ"3P
2) 4

1 V3

_

1 1 P
2 ,7 2

3 j n
2 fVsf Všf īf fVāf.

3 p— + — p— + —

l 2 J { 2 j { 2 J [2

No šejienes, pārejot uz oriģināliem, t. i., izmantojot atbilstoši 5.,

22. un 21. formulu (330. lpp.) iegūst atrisinājumu:

,2 1
-t

1 5 >/3, 7 | .
x(t)= -e —e-cos — i+-pg- sm— i.
w

3 3 2 V3 2

Diferenciāl- Ja dots lineārs diferenciālvienādojums (1) ar konstantiem

vienādojuma
atrisināšana,

koeficientiem un

x(0) = x'{0) =
...

= x("_1)
(0) =0,

izmantojot
Borēla teorēmu tad atrisinājuma attēla X(p) izteiksme (3) = 0 un

Ja .=' k(t) tad saskaņā ar Borēla teorēmu X(p) oriģināls,
Hp)

t. i., diferenciālvienādojuma atrisinājums ir

t t

x(t) = Jk(r)f{t-T)dr = jk(t-T)f{r)dT
0 0

Ka redzams, šaja gadījuma nav jāmeklē nehomogēnā diferenciāl-

vienādojuma (1) labās puses funkcijas f(t) attēls F(p).

Diferenciāl- Ja dots lineārs diferenciālvienādojums ar konstantiem

vienādojuma
atrisināšana,

koeficientiem

a
0
x

(n)
+ alX

(n - l)
+

...
+ a

n
x = f(t) (1)

izmantojot
un

Diamela
x{0) = x'{0) =

...

= x{"~1)
(0) = 0,

formulu
tad vispirms pie šiem sakuma nosacījumiem ar operatoru metodi

atrisina vienādojumu (1), pieņemot, ka f(t) = 1:

a
0
x

(n)
+a

1
x

{n - 1)
+... + a

n
x

=l



19. LAPLASA TRANSFORMĀCIJA. OPERATORU REKINI

Ja vienādojuma (4) atrisinājuma attēls ir X
ļ
(p), tad vienādojumu

(1) un (4) atbilstošie operatoru vienādojumi ir

X(p)-L(p) =F(p), X
ļ
(p)-L(p) = - jo l = -

P { P)

Tātad X(p) = pX](p) ■ F(p) jeb saskaņa ar Diamela formulu

t t

X(p)=x(t) = Jx
1
(T)f'(t-T)dr = jf{T)x;{t-r)dr

0 0

Koši problēmas
atrisināšana

Ja dota vienādojuJa dota vienādojumu sistēma

lineāru diferen- \xļ + a
nx, +

...
+ a

ļn
x

n
= fXt)

ciālvienādojumu
x/+ a

2l
xx +

...
+ a

2n
x

n
= f2(t)sistēmai ar

konstantiem

koeficientiem
X

n
+ <*nA +-- + a

nn
X

n

= /»(*)

{xi =x
i(t), x>=x>{t), z =L2,;..,n)

ar sakuma nosacījumiem

x,(0) = x
10,

x
2
(0) = x

2Q,
x

n
(0) = x

nS>
,

tad, veicot Laplasa transformāciju, t. i., ievērojot, ka

Xi (t) .= X
t
(p), f.(t) = Ķ (p), xļ (t) = pX

t
(p) - x

i0 ,

iegūst lineāru algebrisku vienādojumu sistēmu attiecība pret

atrisinājumu attēliem X
i
(p):

Up + a
u

)X, + a
V2

X, + ... + a
ln

X
v

= Ķ + x
w

a
2ļ

Xļ +(p + a
22)X2

+
...

+ a
2]l

X
n

= F
2

+ x
2i)

(5)

a
nļ

X, + a
n2

X
2
+ ...+ (p + a

nn
)X

n
= F

n
+ x

n0

(X
t

=Xt(p), ž = l,2,...,n)

Atrisinot algebrisko vienādojumu sistēmu (5), iegūst X
t
(p), bet,

atrodot to oriģinālus (izdarot inverso transformāciju), iegūst

diferenciālvienādojumu sistēmas Košī problēmas atrisinājumu

xl(t) = X
t
(p) (i= 1, 2, n).

Tādejādi diferenciālvienādojumu sistēmas atrisināšanas gaita ir

analoga diferenciālvienādojuma risināšanai:

• pariet no oriģināliem uz attēliem

(ievērojot sākuma nosacījumus),

• atrisina iegūto lineāro algebrisko vienādojumu sistēmu

attiecība pret attēliem,

• atrod iegūto attēlu oriģinālus
- dotās diferenciālvienādojumu sistēmas atrisinājumus.



19.3. Laplasa transformācijas (operatoru metodes) lietojumi

Volterra integrāl- Volterra integrālvienādojumā

vienādojuma
atrisināšana

i

a-x{t) = f(t) + \Jk{t-T)-x{r)dr (6)

t o

konvolūcijai J k(t - r) •x(r)dT = k * x atbilst attēlu reizinājums,

t.i., 0

k*x= K(p) ■ X(p)

(saskaņā ar Borēla teorēmu). Līdz ar to vienādojumam (6)

atbilst operatoru vienādojums

a.X(p) =F(p) + \.K(p)-X(p),

kur

f(t) =F(p), x(t) = X(p), k(t) =K(p)

No operatoru vienādojuma izsakot X(p) un atrodot tā oriģinālu,
ir iegūts integrālvienādojuma (6) atrisinājums x(t).

Piezīme

Vienādojuma (6) atrisinājumu var iegūt arī šādi:

X(t) =±f(t) + -Mt)*/(*)),
a a

kur (p(t) ir funkcijas $(p) = —oriģināls, t. i.,
a — \K(p)

t i

Hp) = un <p{t) * f(t) = Jp(r) ■f(t - r)dr = J<p(t-r). f(r)dr
o o

Laplasa Ja Laplasa transformācijas oriģināls f( t) vel papildus apmierina
nosacījumutransformācijas

sakars ar Furje

transformāciju

00

J\f(t)\dt = C, (C- const),

0

tad f(t) vienpusīga Furje transformācija ir

Inversa Furjē transformācija ir

F{iu)=h{t)e-i

dt, (7) i7 p/
.

f/(*),.ja *>0

i — / F(iio)e' du =\
0

2tt
v ;

[0, ja t<0

Furjē transformācijas (7) labā puse acīmredzot sakrīt ar

Laplasa integrāli, ja p = iu>.

Tātad funkcijai f(t) eksistē arī Furjē transformācija un

F{iu>) =F{p) . ,

kur F(p) = f(t).

Piemēram.

Tā kā e^n' =
,
tad F(iu>) = —-— (-oo < u> < oo).

p + a iuo + a

Arī visas Furjē transformācijas īpašības var iegūt no

Laplasa transformācijas īpašībām, aizvietojot tajās

p ar iw.



19.4. Laplasa transformācijas pamatformulas

Piezīmes

© 6(t) ir Diraka funkcija; tās definīcija

X J

ļoo, ja t= 0 -i

© Pilnīgākas tabulas sk. F. KopH h

T. KopH. CnpaBOHHHK no MaTeMaraKe,

MocKßa, 1968.

19. LAPLASA TRANSFORMĀCIJA. OPERATORU RĒĶINI

Nr. (*> 0) F(p) Nr. r > 0

1.
1

17. £ sincj/;
2pa;

(7+W
P

2.
1

p
2

18. i cosc<^
p

2
— a;

2

(p
2

+^
2 f

3. r, n G N
n!

p"
+1

19.
2pu)

(p
2 -V)

2

4. (o > -1)
r(<* +1)

p
q+1

20. r.chcjč
p

2

+ ar

(p
2

-a;
2

)
2

1
5. 21. e

xt sinajč

P-A (p - A)
2

+ uj
2

1 p-A
6. f!eA'

(p-A)
2

22.
e

Xt
cos wt

(p-A)2

+ ar

n E N
n!

7.

(p-Ar
23.

e
A<

sht^
(P-A)

2
— U)

r(a + i)

(P-A)
a+1

p-A
8., (ot > -1) 24.

e
A'cha;t

b-A)
2 2

— UT

9.
—i— (e'"-e

w
)

(a-6)
V

25. £e
A'

sin atf
2a;(p - A)

((p-A)
2
+u;

2

,

2

(p-a)(p-&)

—(ae
a<

-oe
w

)
a — b

(p-A)
2

-a;
2

10. 26. te
xt

coscjč
((p-Af+ a;

2

)2
(p-a)(p-6)

11. sina;č 27. 6(t)
p

2

+ ar

12. cosujt
2 i 2

P + U

28. 6(t - a), a > 0

13. shujt
p' — u;

2

14. chujt
P

p
2

— a;
2

-y(1 — cos at)
a

1

15.
p(p

2

+a
2

)

16. (at — sin at)
a p

2

(p
2

+ a
2

)



20. KOMBINATORIKA. VARBŪTĪBU TEORIJA.

MATEMĀTISKĀ STATISTIKA

20.1. Kombinatorika

Jēdziens Apzīmējumi, paskaidrojumi

Faktoriāls n! = 1 • 2 • 3 •
...

• n (ra e N)
Lielām n vērtībām ra! vērtību var tuvināti aprēķināt pēc

Stirlinga formulas:

Faktoriāla vispārinājums ir gammafunkcija
oc

T(x) = Je-'e-'dt, kur Y(n + 1) = ra!

0

Kombinatorikas

pētījumu objekts

Pamatkopas elementu un apakškopu sakārtojumi

(konfigurācijas), kas veidoti pēc noteikta priekšraksta.

Kombinatorika Peta konfigurāciju īpašības un noskaidro, cik noteikta

veida sakārtojumus (arī izlases) var izveidot no dotās

pamatkopas elementiem vai apakškopam.

Kombinatorikas © Saskaitīšanas likums

pamatlikumi Jakopas A kādu elementu var izvēlēties k veidos, bet kopas B

kādu elementu - j veidos, tad kopas "A vai B" kadu

elementu var izvēlēties k + j veidos.

Piezīme. A un B nesatur kopīgus elementus.

© Reizināšanas likums

Jakopas A kādu elementu var izvēlēties k veidos, bet kopas B

kādu elementu - j veidos, tad kopas "A un B" elementu

sakārtotu pāri var izvēlēties k ■ j veidos.

Piezīmes

• Abi pamatlikumi ir speķa, ja A un B ir kādas pamatkopas

galīgas apakškopas.
• A un B elementi var būt gan materiāli, gan abstrakti

objekti (arī darbības) vai šādu objektu sakārtojumi.

Izlase, Elementu izlase ir dotās kopas apakškopa, kuru sastāda, izvēlo-

ties elementus atbilstoši dotajiem nosacījumiem (priekšrakstam).
Izlases apjoms ir dažādo elementu skaits. Turpretī, ja pēc dotā

priekšraksta iespējama elementu atkārtošanās, tad, nosakot

izlases apjomu, jāievēro arī elementu atkārtojumi.
Ja dotajā kopā ir n elementi, tad no šīs kopas
elementiem var izveidot 2" apakškopas, ieskaitot arī

izlases apjoms

Nesakārtota

tukšu kopu, kas nesatur elementus.

Izlase, kurā elementu secība (sakārtojums) ir brīvi

izlase izraudzīta.

Sakārtota izlase Izlase, kura elementi ir sakārtoti: pierakstīti, nosaukti vai

uzzīmēti noteikta secība.
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Dažādas izlases Izlases, kuras

• atšķiras ar vismaz vienu elementu

vai

• sastāv no vieniem un tiem pašiem elementiem, bet atšķiras ar

elementu sakārtojumu (secību).

Permutācijas Sakārtotas n elementu izlases, kuras cita no citas atšķiras
(no n elementiem tikai ar elementu secību.

pa n elementiem)

Permutaciju • bez atkārtojumiem (katrā izlase visi n elementi ir atšķirīgi)
skaits P

n
= nl

"n faktoriāls" nl = 1 • 2 • 3 • ... • (n - l)-n

0! = 1; 1! = 1; (n+ 1)! = n!(n+ 1)

• ar atkārtojumiem

P
n

=

n
l
\n

2
\-...-n

k
\'

kur atbilstošo atkārtojumu skaits ir n
v

nk un

n
x

+ n
2

+ ... + nk
= n

Variācijas

(no n elementiem

Sakārtotas izlases, kuru to elementi ir izvēlēti no n pamatkopas
elementiem un kuras cita no citas atšķiras vai nu ar

pa m elementiem; elementu izvietojumu, vai ar pašiem elementiem.

m n)

Variāciju skaits • bez atkārtojumiem (katrā izlasē visi m elementi ir atšķirīgi)

A™= — =

n lm!
= n(n-l)(n-2)...(n-m+l)

(n — m)\ [m

• ar atkārtojumiem

Kombinācijas Nesakārtotas izlases, kuru m elementi ir izvēlēti no

(no n elementiem

pa to elementiem;

n pamatkopas elementiem un kuras cita no citas atšķiras ar

vismaz vienu elementu.

to < n)

Kombinācijas ar

atkārtojumiem

Nesakārtotas to elementu izlases, kas atšķiras pēc sastāva kaut

ar vienu elementu vai ar elementu atkārtojumu skaitu.

(iespējams, ka

TO > TT.)

Kombināciju • bez atkārtojumiem
skaits

Cm
=

nl Jn \
=

K

m\(n — m)\ \m) P
m
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20.2. Gadījuma notikumi

_

n(n -l)(n - 2]...(n - (m -1))
—

(mj l-2-3-...-m

C:=l; C7
r
;=n; C™ = C^™

Cn
+ 1

= Cn~
l

+ 1 < m < U

sk. ari Paskāla trijstūri 22. lpp.

r atkārtojumiem

—m
_

(n +m — 1)! n + ra — 1

m!(n — 1)! ļ m

Jēdziens Apzīmējumi, paskaidrojumi

Mēģinājums

jeb eksperiments

Noteiktu apstākļu īstenojums, kuru rezultātā iestājas (realizējas)
viens no iespējamiem iznākumiem jj

r

Mēģinājuma ū= {u19
u

3,...,ufn }
iznākumu kopa Iznākumu kopas elementi ir visi iespējamie mēģinājuma

iznākumi un tikai šie iznākumi.

Gadījuma
notikums

Par gadījuma notikumu jeb notikumuA sauc jebkuru

mēģinājuma iznākumu kopu A, kurš īstenojas, ja realizējas kāds

no šiem notikumam A labvēlīgiem iznākumiem loi e A.

Pretējais Notikuma A pretējais notikums A iestājas, ja īstenojas u
i £ A.

notikums A

Neiespējams 0

notikums Notikums, kas nevar realizētais nevienamēģinājumā.

Drošs (nenovēr-

šams) notikums Notikums, kurš neizbēgami realizējas katra mēģinājuma.

Darbības ar • Notikumu summa (apvienojums) īpašības
notikumiem A + B jeb A U B - notikums, A+A=ū

kurš realizējas tad un tikai tad, A + A = A

ja iestājas vismaz viens no \ A + 0 = A

notikumiem A vai B \ A + ū = Q

I A + B = B + A

Piezīme. Analogi definē notikumu A
v

A
2, A

n
summu:

4 +A
2

+ =EA- jeb A
l

UA
2
U...UA

7l =\jAk

t=i fc=i

1
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• Notikumu reizinājums īpašības

(šķēlums) A • B jeb A n B - A ■ A = 0

notikums, kurš realizējas tad un A ■ A = A

tikai tad, ja notikumi A un B A -0 = 0

iestājas vienlaikus. \ A ■ ū — A

\ A ■ B = B ■ A

A-{B+C) = A- B+ A- C

Ā + (B • C) =

= (A + B) ■ (A + 0)
Piezīme

Analogi definē notikumu A
v

A
2, A

n
reizinājumu:

ņ ii

A
1
-A

2
-...-A

n =YļAk jeb A
ļ
nA

2
n...r\A

n

= f]Ak

k=l fe=l

• Notikumu starpība
A \ B

- notikums, kurš realizējas tad, ja ir iestājies notikums A

un nav iestājies notikums B.

• No notikuma B seko notikums A, t. i.,

B C A,

ja no tā, ka iestājies notikums B, izriet, ka ir iestājies ari

notikums A.

Nesavienoj ami Notikumus A un B sauc par nesavienojamiem, ja
notikumi A • B = 0.

i

I Notikuma A P{A) (0 P(A) < 1)
- noteikts skaitlis, kas raksturo notikuma A realizēšanasvarbūtība

iespēju.

Klasiska Ja gadījuma mēģinājums ir ar n vienādi varbutigiem (vienādi

varbūtības

aprēķināšanas
iespējamiem) iznākumiem, tad jebkuram ar šo mēģinājumu
saistītam notikumam A

formula

P(A) =

n

kur n
4

ir notikumam A labvēlīgo iznākumu skaits.

Aksiomatiska Ja mēģinājuma iznākumu kopa ir fi = {a;1,a;
2 ,...,a;n } un

varbūtība katram iznākumam uji
ir piekārtots skaitlis turklāt

• 0 P(wJ 1 visiem i ;

. P( Wl ) + P(u;
2
) +

...
+ P(wJ = 1

,

tad skaitļus P(cj
i

) sauc par iznākumu varbūtībām.

Ja notikums A = {uļtu2
,....,wk } ,

t. i., A c fž, tad

P(i4)=£P(u;t
)

Wj £-4

Pretējo P(4)+ P(i4) = l

notikumu
(A un A - savstarpēji pretēji notikumi)teorēma



Neatkarīgo mēģinājumu shēma

20.2. Gadījuma notikumi

Varbūtību P{A + B) = P(A) + P{B) - P{A • B)
saskaitīšanas

Ja A un B ir nesavienojami notikumi, tad
teorēma

P(A + B) = P{A) + P{B)

Neatkarīgi Notikumus A un B sauc par neatkarīgiem, ja
notikumi

• B) = P{A) • P(B)

Nosacīta

V 1 '

P(B)
varbūtība

- notikuma A nosacīta varbūtība, t. i., varbūtība, ka iestājas
notikums A, ja B ir jau noticis.

Varbūtību • B) = P(A/B) • P{B) = P{B/A) ■ P(A)
reizināšanas

teorēma Ja Aun B - neatkarīgi notikumi,
tad P{A/B) = P(A). P(B/A) = P(B),
un

P{A • B) = P(A) • P(B)

Pilnās

varbūtības

Ja A = A • H
1

+ A • H
2

+ ... + AH
n
, kur Ķ - hipotēzes,

Ķ ■ Hj= 0 (i, j = 1, 2, n) un Ķ + H, +
...

+ H
u

= ū, tad
formula

P{A) = Y,P{A/Hk ).P{Hk )
k=l

Beiesa (hipotēžu _P(Hl
)P(A/H

l )_ PjH^PjA/H,)PiHJ-PiA/Hi)
pārbaudes)
formula

i
P(A)P(A) £p(i/F

fc
)-P(H

fc )
fc=i

Jēdziens Apzīmējumi, paskaidrojumi

Statistiska Ja mēģinājumu var atkārtot vienādos apstākļos un katra no tiem

notikums A var iestāties vai neiestāties, tad lielamvarbūtība;
relatīvais mēģinājumu skaitam n

biežums

r{A) = lim — « — sauc par statistisko varbūtību;
n n

šeit k - notikuma A iestāšanas biežums,

w = — - relatīvais biežums.
n
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P
n
(fc) - varbūtība

notikumam, ka n

Ja katrā atsevišķā mēģinājuma P{A) = p un P(A) = 1 — p = q ,

tad

neatkarīgos

K(k) = c
k

n
p

k
(i- Pr-k

= =./!,,,pV-*
fc!(n —&)! /c!(n—&)!

mēģinājumos A

ir noticis k reizes

(k = 0, 1, 2, n)
(Bernulli shēma)

(Bernulli jeb binomiala formula)

Sekas

• Varbūtība, ka notikums A ir noticis n reizes, ir P
n
(n) = p

n
.

• Varbūtība, ka notikums A nenotiks ne reizi, ir

P„(0) = (1 pY = q"

• Varbūtība, ka notikums notiks vismaz vienu reizi, ir

P(A notiks vismaz vienu reizi) = 1 - (1 - p)n
= 1 - q

n

• Varbūtība, ka notikums A notiks ne mazāk kā k
x

un ne vairāk

reizes, ir vienāda ar P
n
(Aļ) + + 1) +

•••
+ P

n
(^)

Neatkarīgo • Puasonateorēma:

mēģinājumu
shēmas e'

x
-Xk

Pn(&)~ ;— > kur A = np
- matemātiska cerība

k\robežteorēmas

Lieto lielam mēģinājumu skaitam n un mazai varbūtībai p;

0,1 < A < 10

• Lokāla Muavra-Laplasa teorēma:

pLe'Skur x =

Jnpq V27T y]npQ

un x - ierobežots lielums (ja n —> oo)

• Integrālā Muavra-Laplasa teorēma:

ja a ir skaits, cik reižu n neatkarīgos mēģinājumos ir noticis

notikums A, tad

P(fcļ fj, k
2
)« <I> —- — $ — ,

jnpā ) {

1 r
kur *(x) =

-==-
I e

2 dt - Laplasa funkcija

o (sk. 9. tabulu 255.lpp.)

Visvarbutigakais
notikuma A

• Ja (n + 1) •p nav vesels skaitlis, tad

k
0

= [(n + l)p]
iestāšanas

skaits Aļj
n neatkarīgos

(t. i., veselā daļa no n + 1 un P(A) = p reizinājuma).

• Ja (n + 1) • p ir vesels skaitlis, tad ir divas visvarbutigakas
mēģinājumos vērtības:

k
0

= (n + l)p - 1 un k
0

= (n + \)p
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Jēdziens Apzīmējumi, paskaidrojumi

Gadījuma Mēģinājuma iznākumiem piekārtotus skaitļus sauc par gadījuma
lieluma X vērtībām.lielums

Gadījuma lielums pieņem vienu un tikai vienu vērtību (skaitli)

no iespējamo vērtību kopas (x
v

x
2, x

k, ...).
Vērtībukopa var būt galīga vai bezgalīga (arī - nepārtraukta).

Diskrēts

gadījuma
lielums;
tā sadalījuma

Gadījuma lielumu X, kura iespējamo vērtību skaits ir galīgs
vai sanumurējams, sauc par diskrētu gadījuma lielumu.

X uzdod ar sadalījuma rindu:

rinda Vērtība X
l

x
2

xk

Varbūtība Vi P2

kur Pi
= P(X= a*), i= 1, 2, .., 0 < Pi 1, 2>< =1

Nepārtraukts

gadījuma
lielums;
tā sadalījuma

Gadījuma lielumu X sauc par nepārtrauktu, ja eksistē tada

funkcija p(x) 0, ka

blīvuma J p(x)dx = l

funkcija p(x)
un jebkuriem reāliem skaitļiem a un {3

0

P(«a</3) = Jp{x)dx

a

Funkciju p(x) sauc par sadalījuma blīvuma funkciju.

Gadījuma F(x) = P(X < x), kur

lieluma

pi ,
ja X -diskrēts gadījuma lielums

P(X x) = -
X

'x
X

i p{z)dz, ja X -nepārtraukts gadījuma lielums

X varbūtību

sadalījuma

funkcija F(x)

Sadalījuma funkcijas īpašības
• 0 F{x) 1

• ja x
ļ

< x2,
tad F(x

1
) F(x

2
)

• lim F(x) = 0, limF{x) = 1
X x—>OC

• F(x) ir nepārtraukta no kreisas puses

• P(a X < (3) = f(/5) - F(a)

• = p(x)
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Gadījuma lielumu skaitliskie raksturotāji

Matemātiska x
ipi, ja X —diskrēts gadījuma lielums

icerība

(vidēja vērtība)
MX = oc

Jxp(x)dx1 ja X -nepārtraukts gadījuma lielums

[-oo

īpašības
• MC = C, C- konstante

• M{CX) = C -MX

• M(X
1

+ X
2
) = MX

1
+ MX

2

• M(X1 ■ X
2) = MX

X ■ MX
2, ja X

x
un X

2
ir neatkarīgi

Dispersija DX = M(X - MXf = MX
2

- (MI)2

Y2 xiPi ' {MX)\ ja X - diskrēts gadījuma lielums

DX= I

Jx
2
p(x)dx-(MX)

2

, ja X -nepārtraukts gadījuma

-oo lielums

īpašības
• D(C) = 0, C- konstante

• D(CX) = C2DX

• D(X1
+ X.

2) = DX
l

+ DX
2, ja X

ļ un X, ir neatkarīgi

Standartnovirze a{X) = JDX

(vidējā kvadrā-

tiskā novirze)

Gadījuma

cx
k

= M(X
k

) = \
~

j x
h
p(x)dx,

_-oo

ja X- diskrēts gadījuma lielums

ja X - nepārtraukts gadījuma

lielums

lieluma

X k-tas kārtas

sākuma

moments

Gadījuma
lieluma

X fc-tas kārtas

centrālais

t
-MX)

k
pv ja X- diskrēts

i gadījuma
lielums/ik {x) =M(X-MX)

k
=

moments
oo

J(x-MX)
k
p(x)dx, ja X - nepārtraukts

-oc gadījuma lielums



Svarīgākie varbūtību sadalījumi

20.3. Gadījuma lielumi

Divu gadījuma K
XY

= M((X- MX){Y~ MY)),
lielumu X un Y

kur MX, MY- gadījuma lielumu X. Y matemātiskas cerības.

kovariācija

(korelācijas
moments)

Korelācijas
r

K
XY

koeficients

kur DX. DY - atbilstoši gadījuma lielumu X, Y dispersijas.

īpašības
• -1 < rXY

1

• Y = kX + b tadun tikai tad, ja \rXY\ = 1

Binomiālais P(X = k) = C
k
p

k
(l - p)

n- k
. fc= 0,1,2,...,n

varbūtību
Matemātiska cerība, dispersija, standartnovirze:

sadalījums
MX=np. DX = np(l — p) = npq, aX = Jnpq

Puasona varbū-

tību sadalījums

e'
x
\

k

P(X =k) =
,

A; = 0.1.2 A>0
k !

(binomiālais sadalī- Matemātiska cerība, dispersija, standartnovirze:

jums gadījumam,
kad n - liels un

MX=X, DX=\ aX =J\

p - maza)

Vienmērīgais Sadalījuma funkcija
varbūtību

sadalījums ļ" 0, x < a

intervālā

o — a
[a, b]

[ i, x > b

Varbūtībublīvuma funkcija

0, x < a

p{x) — - —-—, x<E[a,b]
b — a

0, x>b

Matemātiska cerība, dispersija, standartnovirze:

MX = *X= JDX
2 12
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Eksponencialais
varbūtību

[0, x<0

Sadalījuma funkcija F(x) = \ ,J J v y

ļi- e
- A

'5 A>0

sadalījums
Varbūtībublīvuma funkcija

[0, x<0

Ae , rc^O

Matemātiska cerība, dispersija, standartnovirze:

MX=
-,

DX=\, aX =-

X X
2

X

Normālais jeb Sadalījuma funkcija
Gausa varbūtību

i r

F(x) = -

1=- e
2a~

dt, aeR, a>0, x£ (-00,00)
V27TCT J

-00

sadalījums

Varbūtībublīvuma funkcija

ļ
(-*-«)

2

v(x) — —f=—e
2cī~

Matemātiska cerība, dispersija, standartnovirze:

Ja a
— 0, cr = 1, tad sadalījumu sauc par normēto

(standarta) normālo sadalījumu.

P(a«jr</3) =*.fcU*f—l,

1 Č
-—

kur $(2;) =
—= ļ e

2 dt
- Laplasa funkcija;

P(|X-a|<<5)= 2$ - .
cr

X
2

("hī kvadrātā")

Ja X
v

X
2, X

n
savā starpā neatkarīgi standarta normāli

gadījuma lielumi, tad

varbūtību
x

2

n

= xī+x> + ...
+ x:i =x

sadalījums
sauc par xl (hi kvadrāta) gadījuma lielumu ar n brīvības

pakāpēm.

Varbūtībublīvuma funkcija

[0, a;<0

p(x)— x
2

e
2

-Īli
MX=n, DX =2n, aX = j2n



Lielā skaita likums

20.4. Matemātiskā statistika

20.4. Gadījuma lielumi

Stjudenta X

Gadījuma lieluma t
n

= , varbūtību sadalījumu, kur

J-Xn
V n

varbūtību

sadalījums

X - standarta normāls gadījuma lielums un xl - no X neatkarīgs

X
2 gadījuma lielums, sauc par Stjūdenta varbūtību

sadalījumu ar n brīvības pakāpēm.
Varbūtībublīvuma funkcija

T
'n+r

o

p(x) =

—1-, x G(-00, oo)

r(2)l 1+
7.

Čebiševa Ja gadījuma lielumam X eksistē dispersija DX, tad jebkuram
nevienādība £ > 0

DX

P{\X-MX\>e)^^
£

Čebiševa Ja X
v

X
2, ...

ir pa pāriem nekorelēti gadījuma lielumi ar vien-

mērīgi ierobežotām dispersijām DX
n

c, n 1, tadjebkuramteorēma(liela

skaita likums) e > 0

71 7] '

limP - J2XI--J2MXI >£ =0

Centrāla Ja X
v

X
2
, ...

ar MX
n

= a,

ir neatkarīgi un vienādi sadalīti gadījuma lielumi

DX
n

= cr
2, n 1, tad normēto summurobežteorema

X
1
+X

2
+... +X„-na

v
—
: = .

o4n

sadalījuma likumu virkne konverģē uz standarta normālo

sadalījumu.

Jēdziens Apzīmējumi, paskaidrojumi

zlase; Pamatkopas (ģeneralkopas) elementu - gadījuma lieluma X

vērtību izlaseas elementi

in apjoms (x
ļ,

x
2,

as
n
),

xi
- izlases elementi (i = 1, 2, n)

n - izlases apjoms (sk. izlase kombinatorikā)
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ariacijas rin stoša seci a sa artota iz ase.

Histogramma Viens no eksperimenta rezultātu grafiskas attēlošanas veidiem.

Lai konstruētu gadījuma lieluma X fiksēto vērtību

histogrammu, vispirms uz abscisu ass izvēlas tādu intervālu

[a
()
, aj, kurā atrodas visas x

i (i = 1; 2; ...; n) vērtības. Pēc tam

intervālu [a
0
, aj ar dalījuma punktiem a

k
(k = 1; 2; m - 1)

sadala m vienādās daļās (parasti vn, —
10 līdz 20). Katrā intervālā

[a
k L; a

k
), kur k = 1; 2; m, nosaka x

i
vērtību skaitu n

k
vai

_72

aprēķina atbilstošo relatīvo biežumu — . Virs katra nogriežņa
n

71

(a
k ,; a

k
) konstruē taisnstūri, kura augstums ir nk

vai —.
n

a
0

a
x

a
2 q a

k
a

m x

Piezīmes

© Bieži vien ir ērti uzskatīt, ka visas n
k

gadījuma lieluma

vērtības, kas pieder intervālam (ak ak), koncentrējas tā

viduspunktā - (a
fc_j

+a
k

) .
2

© Ja histogramma blakusesošo taisnstūru augšējo malu vidus-

punktus savieno ar nogriežņiem, iegūst lauztu līniju, ko sauc

par poligonu.

© Ja eksperimenta rezultātu x
t

skaits n ir liels, bet intervālu

(a
k p

ak) garums- mazs, tad X var uzskatīt par nepārtrauktu

gadījuma lielumu un tā histogrammas forma ir līdzīga

gadījuma lieluma X sadalījuma blīvuma funkcijas f(x)

grafikam.

Centrālā vērtība Mediāna ir variācijas rindas vidējais elements vai divu vidējo

jeb mediānaMe elementu summas puse.

Variācijas R
— X

max
X

mm

amplitūda R
- starpība starp izlases lielāko un mazāko vērtību.

Empīriskā

sadalījuma

funkcija
n

kur n
x

- to elementu skaits izlase, kuri mazāki neka x.

Jebkuram e > 0

lim P(\F;(x)-F(x)\<e)= 1.
n—kx>



Gadījuma lielumu X un 1 empīriskais korelācijas moments

(empīriskā kovariācija)

20.4. Gadījuma lielumi

Empīriska mate-

mātiskā cerība

1 1 vn^
x=-(Xļ + x

2
+ ...+ x

n
)=-J2xi

n n i=1

(vidēja vērtība jeb
aritmētiskais

vidējais)

ejCļ * ~\~ * Aaj ~~t~~ •' • kļSvērtais aritmē-

tiskais vidējais , V* u)
n

kur n - izlases apjoms,

k
x
, k

2: ....
- elementu parādīšanas biežums izlase

Vidēja novirze

no izlases
— (| xx

- Me| + | x,
- Meļ +...+ | xn

- Me |),
n

medianas Me kur n - izlases apjoms

Empīriska
S^-±{x

t
-xYdispersija S 2

Standart-

novirze cr

Izlabotā

empīriska

dispersija S,
2

ab (nenovirzīts dispersijas novērtējums)

Empīriskie 1 n

«i=i
sākuma

momenti S
fc

kur - momentakārta-, .

Korelācijas
momenta

novērtējums

K
XY

Ja (0
1? ž/J, {x

2, y2
), (x

n, y
n
)) - izlase, tad

ļ
n

K
XY

= -J2(xz- x)(yr-y)

x, y - gadījuma lielumu X un Y vidējās vērtības

Korelācijas
koeficienta

novērtējums

r
-

K
xr

'
XY

Q Q 1

r
XY

kur

s
x

=

n i=i



20. KOMBINATORIKA. VARBŪTĪBU TEORIJA. MATEMĀTISKĀ STATISTIKA

Regresijas
taisnes

r
XY

■ S
_

y-y=
s

{*-x), kur

vienādojums

x, y
- gadījuma lielumu X un Y vidējās vērtības,

S
x,

Sl - gadījuma lielumu X un Y standartnovirzes

Normāla sadalī- • matemātiskai cerībai MX = a

juma parametru

ticamības
L t-S

_

t-S )
P x ,' a x + ' = 7

intervāli

kur x ir empīriska matemātiska cerība; S 2
- empīriska

dispersija; n - izlases apjoms; t apmierina nosacījumu

=

7,

kur t
n j

- Stjudenta gadījuma lielums ar (n - 1) brīvības pakāpi,

7 - ticamības varbūtība.

• dispersijai DX = a
2

JnS* 2
nS

2

]P o = 7

{ t, u )

kur čj un t
2

apmierina nosacījumus

2 ir x
2
- gadījuma lielums ar (n - 1) brīvības pakāpi.

Dažu sadalījumu • Binomiālā sadalījuma parametra p = P(A) novērtējums:

parametru

maksimālas

ticamības
n

novērtējumi
kur n

4
- skaits, cik reižu ir iestājies notikums A,

n - izlases apjoms.
izlasei

• Puasona sadalījuma parametra A novērtējums:

• Eksponencialā sadalījuma parametra A novērtējums:

• Normāla sadalījuma parametru a un o
2 novērtējumi:

n i=1 n i=1

1 \"a

kur x =
— y]Xj .



PIELIKUMS

1. tabula

Gamma funkcija

Ja x < 1 (i#o, -1, -2, ...) un x > 2, r(ir) aprēķina, lietojot formulas

r(x) =

r(x +S
, r(x) = (x-i)r(a; -1)

Funkcijas definīciju, grafiku un pamatformulas sk. 215. lpp.

I» T(x) T(x) T(x)

1,00 1,00000 1,25 0,90640 1,50 0,88623 1,75 0,91906

01 0,99433 26 0.90440 51 0,88659 76 0,92137

02 0,98884 27 0,90250 52 0,88704 77 0,92376

03 0,98355 28 0,90072 53 0,88757 78 0,92623

04 0.97844 29 0,89904 54 0,88818 79 0,92877

1,05 0,97350 1,30 0,89747 1,55 0,88887 1,80 0,93138

06 0,96874 31 0,89600 56 0,88964 81 0,93408

07 0,96415 32 0,89464 57 0,89049 82 0,93685

08 0,95973 33 0,89338 58 0,89142 83 0,93969

09 0,95546 34 0,89222 59 0,89243 84 0,94261

1.10 0.95135 1.35 0,89115 1,60 0,89352 1,85 0,94561
11 0,94740 36 0,89018 61 0,89468 86 0,94869
12 0,94359 37 0,88931 62 0,89592 87 0,95184

13 0,93993 38 0,88854 63 0,89724 88 0,95507

14 0,93642 39 0,88785 64 0,89864 89 0,95838

1,15 0,93304 1.40 0,88726 1,65 0,90012 1,90 0.96177

16 0,92980 41 0,88676 66 0,90167 91 0,96523

17 0,92670 42 0,88636 67 0,90330 92 0,96877

18 0,92373 43 0,88604 68 0,90500 93 0,97240

19 0,92089 44 0,88581 69 0,90678 94 0,97610

1.20 0.91817 1,45 0,88566 1,70 0,90864 1,95 0,97988

21 0,91558 46 0,88560 71 0,91057 96 0,98374

22 0,91311 47 0,88563 72 0,91258 97 0,98768

23 0,91075 48 0,88575 73 0,91467 98 0,99171

24 0,90852 49 0,88595 74 0,91683 99 0,99581

1,25 0,90640 1,50 0,88623 1,75 0,91906 2,00 1,00000



2. tabula

Beseļa funkcijas

PIELIKUMS

x J
0
W J,(x) Y

1
(x)

0,0 +1,0000 +0,0000 -oo -oo +1,000 0,0000 oo oo

0,1 0,9975 0,0499 -1,5342 -6,4590 1,003 +0,0501 2,4271 9,8538

0,2 0,9900 0,0995 1,0811 3,3238 1,010 0.1005 1,7527 4,7760

0,3 0.9776 0,1483 0,8073 2.2931 1.023 0,1517 1,3725 3,0560

0,4 0.9604 0.1960 0,6060 1,7809 1,040 0,2040 1,1145 2,1844

0,5 +0,9385 +0,2423 -0,4445 -1,4715 1,063 0,2579 0,9244 1,6564

0,6 0.9120 0,2867 0,3085 1,2604 1,092 0,3137 0,7775 1,3028

0,7 0,8812 0,3290 0,1907 1.1032 1,126 0,3719 0,6605 1,0503

0,8 0,8463 0,3688 -0,0868 0,9781 1,167 0,4329 0,5653 0,8618

0,9 0,8075 0,4059 +0,0056 0,8731 1,213 0,4971 0,4867 0,7165

1.0 +0.7652 +0,4401 +0,0883 -0.7812 1,266 0,5652 0,4210 0,6019

1,1 0.7196 0.4709 0,1622 0,6981 1,326 0,6375 0,3656 0.5098

1,2 0.6711 0.4983 0,2281 0,6211 1,394 0,7147 0,3185 0,4346

1,3 0,6201 0,5220 0,2865 0,5485 1,469 0,7973 0,2782 0,3725

1.4 0,5669 0,5419 0.3379 0,4791 1,553 0,8861 0,2437 0,3208

1.5 +0,5118 +0,5579 +0,3824 -0,4123 1,647 0,9817 0,2138 0,2774

1,6 0,4554 0,5699 0,4204 0,3476 1,750 1,085 0,1880 0,2406

1.7 0,3980 0,5778 0,4520 0,2847 1,864 1,196 0,1655 0,2094

1,8 0,3400 0,5815 0,4774 0,2237 1,990 1,317 0,1459 0,1826

1.9 0,2818 0.5812 0,4968 0,1644 2,128 1,448 0,1288 0,1597

2,0 +0,2239 +0,5767 +0,5104 0,1070 2,280

2,446

1,591 0,1139 0,1399

2,1 0,1666 0,5683 0,5183 -0.0517 1,745 0,1008 0,1227

2,2 0.1104 0.5560 0,5208 -0,0015 2,629 1,914 0,08927 0,1079

2.3 0,0555 0,5399 0,5181 0,0523 2,830 2,098 0,07914 0,09498

2.4 0,0025 0.5202 0.5104 0,1005 3,049 2,298 0,07022 0,08372

2,5 -0,0484 +0.4971 +0,4981 +0,1459 3,290 2,517 0,06235 0,07389

2.6 0,0968 0,4708 0,4813 0.1884 3,553 2,755 0,05540 0,06528

2,7 0,1424 0,4416 0,4605 0,2276 3,842 3,016 0,04926 0,05774

2,8 0,1850 0,4097 0,4359 0,2635 4,157 3,301 0,04382 0,05111

2,9 0,2243 0.3754 0,4079 0,2959 4,503 3,613 0,03901 0,04529

3.0 -0.2601 +0.3391 +0.3769 +0,3247 4,881 3,953 0,03474 0,04016

3,1 0.2921 0,3009 0,3431 0,3496 5,294 4,326 0,03095 0,03563

3,2 0,3202 0,2613 0,3070 0,3707 5,747 4,734 0,02759 0,03164

3,3 0,3443 0,2207 0,2691 0,3879 6,243 5,181 0,02461 0,02812

3.4 0,3643 0.1792 0,2296 0,4010 6,785 5,670 0,02196 0,02500

3,5 -0.3801 +0.1374 +0.1890 +0,4102 7,378 6,206

6,793

0,01960 0,02224

3.6 0,3918 0,0955 0,1477 0,4154 8,028 0,01750 0,01979

3,7 0,3992 0,0538 0.1061 0,4167 8,739 7,436 0,01563 0,01763

3,8 0,4026 +0.0128 0.0645 0,4141 9.517 8,140 0,01397 0,01571

3.9 0,4018 -0,0272 +0.0234 0.4078 10,37 8,913 0,01248 0.01400



2. tabula{turpinājums)

Beseļa funkcijas

J,'x) Y
0
(x) Y

x
{x)

4,0 -0,3971 -0,0660 -0,0169 +0,3979 11.30 9,759 0,01116 0.01248

4.1 0,3887 0.1033 0.0561 0,3846 12,32 10,69 0,009980 0.01114

4,2 0,3766 0,1386 0,0938 0.3680 13.44 11,71 0,008927 0.009938

4.3 0,3610 0.1719 0,1296 0,3484 14.67 12,82 0,007988 0.008872

4.4 0.3423 0,2028 0.1633 0,3260 16.01 14,05 0.007149 0,007923

4,5 -0.3205 -0,2311 -0,1947 +0,3010 17.48 15,39 0,006400 0,007078

4,6 0,2961 0,2566 0,2235 0,2737 19.09 16,86 0,005730 0.006325

4,7 0,2693 0,2791 0,2494 0.2445 20,86 18,48 0,005132 0.005654

4,8 0,2404 0,2985 0,2723 0,2136 22,79 20,25 0,004597 0.005055

4,9 0,2097 0,3147 0.2921 0.1812 24.91 22,20 0.004119 0,004521

5,0 -0,1776 -0.3276 -0.3085 +0,1479 27,24 24,34 3691 4045

5,1 0.1443 0,3371 0,3216 0.1137 29.79 26,68 3308 3619

5,2 0,1103 0,3432 0,3313 0,0792 32,58 29,25 2966 3239

5,3 0,0758 0,3460 0,3374 0.0445 35,65 32,08 2659 2900

5,4 0,0412 0,3453 0,3402 +0.0101 39.01 35,18 2385 2597

5,5 -0.0068 -0,3414 -0.3395 -0,0238 42,69 38,59 2139 2326

5,6 +0,0270 0,3343 0,3354 0,0568 46,74 42,33 1918 2083

5,7 0,0599 0,3241 0,3282 0,0887 51.17 46.44 1721 1866

5,8 0,0917 0.3110 0.3177 0.1192 56,04 50,95 1544 1673

5,9 0.1220 0,2951 0,3044 0.1481 61,38 55,90 1386 1499

6,0 +0,1506 -0,2767 -0,2882 -0.1750 67.23 61,34 1244 1344

6,1 0.1773 0,2559 0,2694 0.1998 73.66 67,32 1117 1205

6,2 0,2017 0,2329 0,2483 0.2223 80,72 73,89 1003 1081

6,3 0,2238 0,2081 0,2251 0.2422 88,46 81,10 09001 09691

6,4 0,2433 0,1816 0,1999 0,2596 96.96 89,03 08083 08693

6,5 +0,2601 -0,1538 -0,1732 -0,2741 106.3 97,74 07259 07799

6,6 0,2740 0.1250 0,1452 0,2857 116,5 107,3 06520 06998

6,7 0,2851 0,0953 0,1162 0,2945 127,8 117,8 05857 06280

6,8 0,2931 0,0652 0,0864 0,3002 140,1 129,4 05262 05636

6,9 0,2981 0,0349 0,0563 0.3029 153,7 142,1 04728 05059

7,0 +0,3001 -0.0047 -0,0259 -0.3027 168,6 156,0 04248 04542

7,1 0,2991 +0,0252 +0,0042 0,2995 185,0 171,4 03817 04078

7,2 0,2951 0,0543 0,0339 0,2934 202,9 188.3 03431 03662

7,3 0,2882 0,0826 0,0628 0,2846 222,7 206,8 03084 03288

7,4 0,2786 0,1096 0,0907 0,2731 244,3 227,2 02772 02953

7,5

7,6

+0,2663 +0,1352 +0,1173 -0,2591 268,2 249,6 02492 02653

0,2516 0,1592 0,1424 0,2428 294,3 274,2 02240 02383

7,7

7,8

0,2346 0,1813 0,1658 0,2243 323.1 301,3 02014 02141

0,2154 0,2014 0,1872 0,2039 354,7 331,1 01811 01924

7,9 0,1944 0,2192 0,2065 0,1817 389,4 363,9 01629 01729



2. tabula {turpinājums)

PIELIKUMS

Y
0
{x) Y

x
{x) K

x
{x)

8,0 +0,1717 +0,2346 +0,2235 -0,1581 427,6 399,9 01465 01554

8,1 0,1475 0,2476 0,2381 0,1331 469,5 439,5 01317 01396

8,2 0,1222 0,2580 0,2501 0,1072 515,6 483,0 01185 01255

8,3 0,0960 0,2657 0,2595 0,0806 566,3 531,0 01066 01128

8,4 0,0692 0,2708 0,2662 0,0535 621,9 583,7 009588 01014

8,5 +0,0419 +0,2731 +0,2702 -0,0262 683,2 641,6 008626 009120

8,6 +0,0146 0,2728 0,2715 +0,0011 750,5 705,4 007761 008200

8,7 -0,0125 0,2697 0,2700 0,0280 824,4 775,5 006983 007374

8,8 0,0392 0,2641 0,2659 0,0544 905,8 852,7 006283 006631

8,9 0,0653 0,2559 0,2592 0,0799 995,2 937,5 005654 005964

9,0 -0,0903 +0,2453 +0,2499 +0,1043 1094 1031 005088 005364

9,1 0,1142 0,2324 0,2383 0,1275 1202 1134 004579 004825

9,2 0,1367 0,2174 0,2245 0,1491 1321 1247 004121 004340

9,3 0,1577 0,2004 0,2086 0,1691 1451 1371 003710 003904

9,4 0,1768 0,1816 0,1907 0,1871 1595 1508 003339 003512

9,5 -0,1939 +0,1613 +0,1712 +0,2032 1753 1658 003006 003160

9,6 0,2090 0,1395 0,1502 0,2171 1927 1824 002706 002843

9,7 0,2218 0,1166 0,1279 0,2287 2119 2006 002436 002559

9,8 0,2323 0,0928 0,1045 0,2379 2329 2207 002193 002302

9,9 0,2403 0,0684 0,0804 0,2447 2561 2428 001975 002072

10,0 -0,2459 +0,0435 +0,0557 +0,2490 2816 2671 001778 001865



Otrā veida eliptiskie integrāļi:

3. tabula

Pirmā veida eliptiskie integrāļi: F(Ķ y>), k = sina

J

„
y]l-k2

sm
2

i> i Vl-1
2 VI-fc2

*
2

4. tabula

Otrā veida eliptiskie integrāļi: E(k. k = sina

E(k;<p)= fVl-A;
2

sin
2

ipdip =f J1
dt

0 n
' !"*

0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°

0° 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,1754

0,3564

0,5493

0,7629

1,0107

10 0,1745 0,1746 0,1746 0,1748 0,1749 0,1751 0,1752 0,1753 0,1754

20 0,3491 0,3493 0,3499 0,3508 0,3520 0,3533 0,3545 0,3555 0,3561

30 0,5236 0,5243 0,5263 0,5294 0,5334 0,5379 0,5422 0,5459 0,5484

40 0,6981 0,6997 0,7043 0,7116 0,7213 0,7323 0,7436 0,7535 0,7604

50 0,8727 0,8756 0,8842 0,8982 0,9173 0,9401 0,9647 0,9876 1,0044

60 1,0472 1,0519 1,0660 1,0896 1.1226 1,1643 1,2126 1,2619 1,3014 1,3170

70 1,2217 1,2286 1,2495 1,2853 1,3372 1,4068 1,4944 1,5959 1,6918 1,7354

80 1,3963 1,4056 1,4344 1,4846 1,5597 1,6660 1,8125 2,0119 2,2653 2,4362

90 1,5708 1,5828 1,6200 1,6858 1,7868 1,9356 2,1565 2,5046 3,1534 oo

0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°

0° 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

10 0,1745 0,1745 0,1744 0,1743 0,1742 0,1740 0,1739 0,1738 0,1737 0,1736

20 0,3491 0,3489 0,3483 0,3473 0,3462 0,3450 0,3438 0,3429 0,3422 0,3420

30 0,5236 0,5229 0,5209 0,5179 0,5141 0,5100 0,5061 0,5029 0,5007 0,5000

40 0,6981 0,8966 0,6921 0,6851 0,6763 0,6667 0,6575 0,6497 0,6446 0,6428

50 0,8727 0,8698 0,8614 0,8483 0,8317 0,8134 0,7954 0,7801 0,7697 0,7660

60 1,0472 1,0426 1,0290 1,0076 0,9801 0,9493 0,9184 0,8914 0,8728 0,8660

70 1,2217 1,2149 1,1949 1,1632 1,1221 1,0750 1,0266 0,9830 0,9514 0,9397

80 1,3963 1,3870 1,3597 1,3161 1,2590 1,1926 1,1225 1,0565 1,0054 0,9848

90 1,5708 1,5589 1,5238 1,4675 1,3931 1,3055 1,2111 1,1184 1,0401 1,0000



5. tabula

Pilnie eliptiskie integrāļi: = sina

k - fL*} =}
T

g =r.
l 2 J J

_ fc2
Sin

2 J7i
_

Vi
_ tff

E= E ļfc, = jy[l -k2

sin- odo = Jļl ~ k

Jdt

PIELIKUMS

_

o

a a° E

0 1,5708 1,5708 30 1,6858 1,4675 60 2.1565 1,2111

1 1,5709 1,5707 31 1,6941 1,4608 61 2,1842 1,2015

2 1.5713 1.5703 32 1.7028 1,4539 62 2,2132 1,1920

3 1,5719 1,5697 33 1,7119 1,4469 63 2,2435 1,1826

4 1,5727 1,5689 34 1,7214 1,4397 64 2,2754 1,1732

5 1,5738 1,5678 35 1.7312 1,4323 65 2,3088 1,1638

6 1,5751 1,5665 36 1,7415 1,4248 66' 2,3439 1,1545

7 1,5767 1,5649 37 1,7522 1,4171 67 2,3809 1,1453

8 1,5785 1,5632 38 1,7633 1,4092 68 2.4198 1,1362

9 1,5805 1,5611 39 1,7748 1,4013 69 2,4610 1,1272

10 1,5828 1,5589 40 1,7868 1,3931 70 2,5046 1,1184

11 1,5854 1,5564 41 1,7992 1,3849 71 2,5507 1,1096

L2 1,5882 1,5537 42 1,8122 1,3765 72 2,5998 1,1011
13 1.5913 1,5507 43 1,8256 1,3680 73 2,6521 1,0927

14 1,5946 1,5476 44 1,8396 1,3594 74 2,7081 1,0844

15 1,5981 1,5442 45 1,8541 1,3506 75 2,7681 1,0764

16 1,6020 1,5405 46 1,8691 1,3418 76 2,8327 1,0686

17 1,6061 1,5367 47 1,8848 1,3329 77 2,9026 1,0611

18 1,6105 1,5326 48 1,9011 1,3238 78 2,9786 1,0538

19 1,6151 1,5283 49 1,9180 1.3147 79 3,0617 1,0468

20 1.6200 1,5238 50 1.9356 1,3055 80 3.1534 1,0401

21 1,6252 1,5191 51 1,9539 1,2963 81 3,2553 1,0338

22 1,6307 1,5141 52 1,9729 1,2870 82 3,3699 1,0278

23 1,6365 1,5090 53 1,9927 1.2776 83 3,5004 1,0223

24 1.6426 1,5037 54 2,0133 1,2681 84 3,6519 1,0172

25 1,6490 1,4981 55 2,0347 1,2587 85 3,8317 1.0127

26 1,6557 1,4924 56 2,0571 1,2492 86 4.0528 1,0086

27 1,6627 1,4864 57 2,0804 1,2397 87 4,3387 1,0053

28 1.6701 1,4803 58 2.1047 1,2301 88 4,7427 1.0020

29 1.6777 1,4740 59 2.1300 1,2206 89 5,4349 1,0008

30 1,6858 1.4675 60 2,1565 1.2111 90 oo 1,0000



6. tabula

Puasona varbūtību sadalījuma likums

P{x =k) =

e-±-

Puasona varbūtību sadalījuma likums

k o.l 0,2 0,3 0.4 0.5 0.6 0.7 0,8 0,9

0 0.904837 0.818731 0.740818 0.670320 0,606531 0,548812 0.496585 0,449329 0.406570

1 090484 163746 222245 268128 303265 329287 347610 359463 365913

2 004524 016375 033337 053626 075816 098786 121663 143785 164661

3 000151 001092 003334 007150 012636 019757 028388 038343 049398

4 000004 000055 000250 000715 001580 002964 004968 007669 011115

5 000002 000015 000057 000158 000356 000081 001227 002001

6 000001 000004 000013 000036 000008 000164 000300

7 000001 000003 000001 000019 000039

8 000002 000004

k

0 0.367879 0.135335 0.049787 0.018316 0.006738 0,002479 0.000912 0.000335 0.000123

1 367879 270671 149361 073263 033690 014873 006383 002684 001111

2 183940 270671 224042 141525 084224 044618 022341 010735 004998

3 061313 180447 224042 195367 140374 089235 052129 028626 014994

4 015328 090224 168031 195367 175467 133853 091226 057252 033737

5 003066 036089 100819 156293 175467 160623 127717 091604 060727

6 000511 012030 050409 104194 146223 160623 149003 122138 091090

7 000073 003437 021604 059540 104445 137677 149003 139587 117116

8 000009 000899 008102 029770 064278 103258 130377 139587 131756

9 000001 000191 002701 013231 036266 068838 101405 124077 131756

10 000038 000810 005292 018133 041303 070983 099262 118580

11 000007 000221 001925 008242 022529 045171 072190 097020

12 000001 000055 000642 003434 011262 026350 048127 072765

13 000013 000197 001321 005199 014188 029616 050376

14 000003 000056 000472 002228 007094 016924 032384

15 000001 000015 000157 000891 003311 009026 019431

16 000004 000049 000334 001448 00451:', 010930

17 000001 000014 000118 000596 002124 005786

18 000004 000039 000232 000944 002893

19 000001 000012 000085 000397 001370

20 000004 000030 000159 000617

21 000001 000010 000061 000264

22 000003 000022 000108

23 000001 000008 000042

24 000003 000016

25 000001 000006

26 000002

27 000001



7. tabula

Normēta normāla sadalījuma blīvuma funkcija /H r) A

1 -

x-

p(-x) = p(x)

PIELIKUMS

0,0 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973

0,1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918

0,2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825

0,3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3697

0,4 3683 3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538

0,5 0,3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352

0,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144

0,7 3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920

0,8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685

0,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444

1,0 0,2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203

1.1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965

1,2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736

1,3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518

1,4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315

1,5 0,1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127

1,6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957

1,7 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804

1,8 0790 0775 0761 0748 1734 0721 0707 0694 0681 0669

1,9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551

2,0 0,0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449

2,1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363

2,2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290

2,3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229

2,4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180

2,5 0.0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139

2,6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107

2,7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081

2,8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061

2,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0056

3,0 0.0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034

3.1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025

3,2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018

3,3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 0013

3,4 0012 0012 0012 0011 0011 0010 0010 0010 0009 0009

3,5 0.0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006

3,6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004

3,7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003

3,8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002

3,9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001



8. tabula

Normēta normālā sadalījuma funkcija

i r -

l
-

F(x) =-= c
2
dt

—oo

Normēta normāla sadalījuma funkcija

3

-3.9 0.00005 00005 00004 00004 00004 00004 00004 00004 00003 00003

-3,8 00007 00007 00007 00006 00006 00006 00006 00005 00005 00005

-3.7 00011 00010 00010 00010 00009 00009 00008 00008 00008 00008

-3,6 00016 00015 00015 00014 00014 00013 00013 00012 00012 00011

-3,5 00023 00022 00022 00021 00020 00019 00019 00018 00017 00017

-3,4 0,00034 00032 00031 00030 00029 00028 00027 00026 00025 00024

-3,3 00048 00047 00045 00043 00042 00040 00039 00038 00036 00035

-3,2 00069 00066 00064 00062 00060 00058 00056 00054 00052 00050

-3,1 00097 00094 00090 00087 00084 00082 00079 00076 00074 00071

-3,0 00135 00131 00126 00122 00118 00114 00111 00107 00103 00100

-2,9 0.0019 0018 0018 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014

-2,8 0026 0025 0024 0023 0023 0022 0021 0021 0020 0019

-2,7 0035 0034 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026

-2,6 0047 0045 0044 0043 0041 0040 0039 0038 0037 0036

-2,5 0062 0060 0059 0057 0055 0054 0052 0051 0049 0048

-2,4 0.0082 0080 0078 0075 0073 0071 0069 0068 0066 0064

-2.3 0107 0104 0102 0099 0096 0094 0091 0089 0087 0084

-2.2 0139 0136 0132 0129 0125 0122 0119 0116 0113 0110

-2,1 0179 0174 0170 0166 0162 0158 0154 0150 0146 0143

-2,0 0228 0222 0217 0212 0207 0202 0197 0192 0188 0183

-1.9 0.0287 0281 0274 0268 0262 0256 0250 0244 0239 0233

-1,8 0359 0351 0344 0336 0329 0322 0314 0307 0301 0294

-1,7 0446 0436 0427 0418 0409 0401 0392 0384 0375 0367

-1,6 0548 0537 0526 0516 0505 0495 0485 0475 0465 0455

-1,5 0668 0655 0643 0630 0618 0606 0594 0582 0571 0559

-1,4 0.0808 0793 0768 0764 0749 0735 0721 0708 0694 0681

-1.3 0968 0951 0934 0918 0901 0885 0869 0853 0838 0823

-1-2 1151 1131 1112 1093 1075 1056 1038 1020 1003 0985

-1,1 1357 1335 1314 1292 1271 1251 1230 1210 1190 1170

-1,0 1587 1562 1539 1515 1492 1469 1446 1423 1401 1379

-0,9 0.1841 1814 1788 1762 1736 1711 1685 . 1660 1635 1611

-0,8 2119 2090 2061 2033 2005 1977 1949 1922 1894 1867

-0.7 2420 2388 2358 2327 2296 2266 2236 2006 2177 2148

-0,6 2743 2709 2676 2643 2611 2578 2546 2514 2482 2451

-0,5 3085 3050 3015 2981 2946 2912 2877 2843 2810 2776

-0,4 0.3446 3409 3372 3336 3300 3264 3228 3192 3156 3121

-0.3 3821 3783 3745 3707 3669 3632 3594 3557 3520 3483

-0,2 4207 4168 4129 4090 4052 4013 3974 3936 3897 3859

-0,1 4602 4562 4522 4483 4443 4404 4364 4325 4286 4247

-0,0 5000 4960 4920 4880 4840 4801 4761 4721 4681 4641



8. tabula (turpinājums)

PIELIKUMS

0.0 0,5000 5040 5080 5120 5160 5199 5239 5279 5319 5359

0.1 5398 5438 5478 5517 5557 5596 5636 5675 5714 5753

0,2 5793 5832 5871 5910 5948 5987 6026 6064 6103 6141

0.3 6179 6217 6255 6293 6331 6368 6406. 6443 6480 6517

0,4 6554 6591 6628 6664 6700 6736 6772 6808 6844 6879

0,5 0,6915 6950 6985 7019 7054 7088 7123 7157 7190 7224

0,6 7257 7291 7324 7357 7389 7422 7454 7486 7518 7549

0,7 7580 7612 7642 7673 7704 7734 7764 7794 7823 7852

0.8 7881 7910 7939 7967 7995 8023 8051 8078 8106 8133

0,9 8159 8186 8212 8238 8264 8289 8315 8340 8365 8389

1,0 0,8413 8438 8461 8485 8508 8531 8554 8577 8599 8621

1,1 8643 8665 8686 8708 8729 8749 8770 8790 8810 8830

1.2 8849 8869 8888 8907 8925 8944 8962 8980 8997 9015

1,3 9032 9089 9066 9082 9099 9115 9131 9147 9162 9177

1,4 9192 9207 9222 9236 9251 9265 9279 9292 9306 9319

1,5 0,9332 9345 9357 9370 9382 9394 9406 9418 9429 9441

1.6 9452 9463 9474 9484 9495 9505 9515 9525 9535 9545

1,7 9554 9564 9573 9582 9591 9599 9608 9616 9625 9633

1,8 9641 9649 9656 9664 9671 9678 9686 9693 9699 9706

1.9 9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750 9756 9761 9767

2,0 0,9772 9778 9783 9788 9793 9798 9803 9808 9812 9817

2,1 9821 9826 9830 9834 9838 9842 9846 9850 9854 9857

2,2 9861 9864 9868 9871 9875 9878 9881 9884 9887 9890

2,3 9893 9896 9898 9901 9904 9906 9909 9911 9913 9916

2,4 9918 9920 9922 9925 9927 9929 9931 9932 9934 9936

2,5 0,9938 9940 9941 9943 9945 9946 9948 9949 9951 9952

2.6 9953 9955 9956 9957 9959 9960 9961 9962 9963 9964

2.7 9965 9966 9967 9968 9969 9970 9971 9972 9973 9974

2,8 9974 9975 9976 9977 9977 9978 9979 9979 9980 9981

2.9 9981 9982 9982 9983 9984 9984 9985 9985 9986 9986

3,0 0,99865 99869 99874 99878 99882 99886 99889 99893 99897 99900

3.1 99903 99906 99910 99913 99916 99918 99921 99924 99926 99929

3.2 99931 99934 99936 99938 99940 99942 99944 99946 99948 99950

3,3 99952 99953 99955 99957 99958 99960 99961 99962 99964 99965

3,4 99966 99968 99969 99970 99971 99972 99973 99974 99975 99976

3,5 0,99977 99978 99978 99979 99980 99981 99981 99982 99983 99983

3.6 99984 99985 99985 99986 99986 99987 99987 99988 99988 99989

3.7 99989 99990 99990 99990 99991 99991 99992 99992 99992 99992

3.8 99993 99993 99993 99994 99994 99994 99994 99995 99995 99995

3,9 99995 99995 99996 99996 99996 99996 99996 99996 99997 99997



9. tabula

Laplasa funkcija

i r --

&(x) =-= c 2 dt

0

Laplasa funkcija

4

0.0 0,00000 00399 00798 01197 01595 01994 02392 02790 03188 03586

0.1 03983 04380 04776 05172 05567 05962 06356 06749 07142 07535

0,2 07926 08317 08706 09095 09483 09871 10257 10642 11026 11409

0.3 11791 12172 12552 12930 13307 13683 14058 14431 14803 15173

0,4 15542 15910 16276 16640 17003 17364 17724 18082 18439 18793

0.5 0.19146 19497 19847 20194 20540 20884 21226 21566 21904 22240

0.6 22575 22907 23237 23565 23891 24215 24537 24857 25175 25490

0,7 25804 26115 26424 26730 27035 27337 27637 27935 28230 28524

0.8 28814 29103 29389 29673 29955 30234 30511 30785 31057 31327

0.9 31594 31859 32121 32381 32639 32894 33147 33398 33646 33891

1.0 ,34134 34375 34614 34850 35083 35314 35543 35769 35993 36214

1.1 36433 36650 36864 37076 37286 37493 37698 37900 38100 38298

1-2 38493 38686 38877 39065 39251 39435 39617 39796 39973 40147

1.3 40320 40490 40658 40824 40988 41149 41309 41466 41621 41774

1.4 41924 42073 42220 42364 42507 42647 42786 42922 43056 43189

1,5 0.43319 43448 43574 43699 43822 43943 44062 44179 44295 44408

1.6 44520 44630 44738 44845 44950 45053 45154 45254 45352 45449

1.7 45543 45637 45728 45818 45907 45994 46080 46164 46246 46327

1.8 46407 46485 46562 46638 46712 46784 46856 46926 46995 47062

1,9 47128 47193 47257 47320 47381 47441 47500 47558 47615 47670

2.0 0.47725 47778 47831 47882 47932 47982 48030 48077 48124 48169

2.1 48214 48257 48300 48341 48382 48422 48461 48500 48537 48574

2.2 48610 48645 48679 48713 48745 48778 48809 48840 48870 48899

2.3 48928 48956 48983 49010 49036 49061 49086 49111 49134 49158

2.4 49180 49202 49224 49245 49266 49286 49305 49324 49343 49361

2,5 0.49379 49396 49413 49430 49446 49461 49477 49492 49506 49520

2.6 49534 49547 49560 49573 49585 49598 49609 49621 49632 49643

2,7 49653 49664 49674 49683 49693 49702 49711 49720 49728 49736

2,8 49744 49752 49760 49767 49774 49781 49788 49795 49801 49807

2,9 49813 49819 49825 49831 49836 49841 49846 49851 49856 49861

3.0 0,49865 49869 49874 49878 49882 49886 49889 49893

49924

49897 49900

3.1 49903 49906 49910 49913 49916 49918 49921 49926 49929

3,2 49931 49934 49936 49938 49940 49942 49944 49946 49948 49950

3,3 49952 49953 49955 49957 49958 49960 49961 49962 49964 49965

3,4 49966 49968 49969 49970 49971 49972 49973 49974 49975 49976

3,5 0.49977 49978 49978 49979 49980

49986

49981 49981 49982 49983 49983

3.6 49984 49985 49985 49986 49987 49987 49988 49988 49989

3.7 49989 49990 49990 49990 49991 49991 49992 49992 49992 49992

3,8 49993 49993 49993 49994 49994 49994 49994 49995 49995 49995

3.9 49995 49995 49996 49996 49996 49996 49996 49996 49997 49997
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lietojumi 230

divkāršais integrālis 226

— vektoriālaisreizinājums 69

divkārtsakarīgs apgabals 306

divuargumentu funkcija 218

funkcijas definīcijas apgabals 218

funkcijas robeža 219

divuplakņu savstarpējais novietojums 91

— taišņu savstarpējais novietojums 77, 88

dodekaedrs 58

drošs notikums 333

dubultpunkts 281

Eilera-Vennadiagramma 8

Eilera formula 291, 302, 304

— integrāļi 214, 215, 216

— substitūcija nenoteiktamintegrālim 178

eksaktais diferenciālvienādojums 263

ekscentricitāte 79, 80, 82

eksistences kvantors 147

eksperiments 333

eksponenciālais varbūtību sadalījums 340, 344

eksponentfunkcija 106, 308

eksponentfunkciju integrāļi 191

eksponentnevienādības 108

eksponentvienādojumi 106, 107

ekstrēma eksistences nepieciešamie nosacījumi

166

pietiekamie nosacījumi 166

ekstrēmu punkti 166, 224
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ekvivalentas kopas 8

—
nevienādības 26

ekvivalenti vienādojumi 23

elementārāsfunkcijas 102

elementārāspamatfunkcijas 102

elementārdaļas 175

elementārdaļu integrēšana 176

elementārineintegrējamas funkcijas 182

elementārofunkciju pakāpju rindas 296

elipse 78

elipses garums 79

—kanoniskais vienādojums 78

— laukums 79

— parametriskie vienādojumi 79

elipses, hiperbolas, parabolas polārais

vienādojums 83

elipsoīds 92

eliptiskais paraboloīds 94, 95

eliptiskie integrāļi 179

eliptisks cilindrs 95

empīriskā dispersija 343

— kovariācija 343

— matemātiskā cerība 343

— sadalījuma funkcija 342

empīriskais korelācijas moments 343

empīriskie sākuma momenti 343

evolūta 283

evolventa 283

faktoriālavispārinājums 215

faktoriāls 331

Fermā teorēma 163

fokālais parametrs 79, 80

fokālie rādiusi 79, 80, 82

Frenē triedrs 286

Freneļa integrālis 216

funkcija 99

funkcijas atrašana pēc tās pilnā diferenciāļa

243, 244

— atvasinājums 156

— diferenciālis 161

— grafiks 99

— lielākāun mazākā vērtība 168

— monotonitātespētīšana 165

—
nulles 307

— pētīšanas vispārīgā shēma 169

— pieaugums 152

— vērtība 99

funkcijas robežas definīcija (pēc Heines) 147

definīcija (pēc Košī) 148

funkciju rindas 293

vienmērīgā konverģence 293, 294

Furjē integrālis 296, 298

—
rinda 296, 297

— rindas kompleksā forma298

konverģence 298

— transformācija 298, 329

gadījuma lielumi 337

— notikumi 333

gala punkts 281

galīga kopa 7

galvenā normāle 285

— vērtība 209, 211

galvenās normāles pozitīvais virziens 285

virzienavienības vektors 285

galvenie liekumu rādiusi 292

— trigonometrisko vienādojumu veidi 123,

124, 125

galveno normālšķēlumu plakņu virziens 292

gamma funkcija 215, 331, 345

Gausa liekums 292

— metode 34

— sadalījums 340

gradients 251

— cilindriskās koordinātās252

—
sfēriskās koordinātās252

grafika normālesvienādojums 157

— pieskares vienādojums 157

grafiskā atvasināšana 159

— integrēšana 200

Grīna formula242

Guldeņa teorēma 207, 208

ģeometriskā progresija 142

Hamiltonaoperators nabla 257

harmoniskas funkcijas 312

harmonisks vektoru lauks 259

Hērona formula43

Hevisaida vienības funkcija 321

hī kvadrātā sadalījums 340

hidrostatiskā spiediena spēks 205

hiperbola 80

hiperbolas asimptotu vienādojumi 81

—
kanoniskais vienādojums 80

— parametriskie vienādojumi 81

hiperboliskā spirāle 86

hiperboliska substitūcija 178

hiperboliskais kosinuss 133

— kotangenss 134

— paraboloīds 94

— sinuss 133

— tangenss 133

hiperboliskās funkcijas 133, 309
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hiperbolisko funkciju formulas 134, 135

integrāļi 192

inversās funkcijas 135

hiperbolisks cilindrs95

hipotenūza 46

hipotēze 335

histogramma 342

homogēna sistēma 33

homogēns pirmās kārtas

diferenciālvienādojums 261

— vektoru lauks 253

horda51

horizontālā asimptota 169, 282

Hornera shēma20

identitāte 22

iekšējais punkts 305

ieliekta līnija 167

ierobežota funkcija 101

— virkne 140

ierobežots apgabals 306

ievietošanasmetode 33

ievilkts leņķis 52

ikosaedrs 58

imaginārā daļa 299

— vienība 299

inerces momenti206, 207, 230, 235

integrālais konverģences kritērijs 144

integrālis no funkcijas diferenciāļa 171

— pa slēgtu virsmu 249

— pēc virsmas laukuma 244

integrāllīnijas 260

integrālrēķini 170

integrālsumma 196, 226, 231, 244

— pēc koordinātām 238

— pēc lokagaruma236

integrāltransformācija 321

integrāļa atvasināšanapēc mainīgas augšējās

robežas 198

integrāļi arbezgalīgām integrēšanasrobežām

208

—pēc virsmasprojekcijas koordinātuplaknē

247, 248

— ,kas atkarīgi no parametra 212

integrējama funkcija 196

integrējošais reizinātājs 264

integrēšana 171

integrēšanas pamatmetodes 172

intervālu metode 28

inversāfunkcija 102

— Laplasa transformācija 324

— matrica 41

inverso hiperbolisko funkciju integrāļi 195

— trigonometrisko funkciju integrāļi 195

iracionāla nevienādība31,32

— algebriska izteiksme 30

iracionālie skaitļi 9

iracionālofunkciju integrāļi 185

iracionālsvienādojums 30

iracionālufunkciju integrēšana 177

īsta daļa 13

izlase 331, 332, 341

izlases apjoms 331, 341

izliekta līnija 166

izliekts četrstūris 49

iznākumu kopa 333

izoklīna 261

izolētosingulāro punktu klasifikācija 317

izolēts punkts 281

— singulārs punkts 312

izvērses teorēma 325

Jakobi determinants233

jakobiāns 233

jauktā reizinājuma īpašības 69

jauktais parciālais atvasinājums 221

— reizinājums koordinātuformā69

kāpināšana 10

kāpinātāja jēdziena paplašinājums 16

kāpinātājs 15, 16

kardinālskaitlis 8

kardioīda 85

Karsona-Hevisaida transformācija 322

katete 46

klasiskā varbūtība334

kolineāri vektori 63

kolinearitātes nosacījums 65

kolonnas matrica38

kombinācijas 332

kombinatorika 331

kombinatorikas pamatlikumi 331

komplanāri vektori 64

kompleksā mainīgā funkcija 307, 308,309,310

funkcijas integrālis 312, 314

funkciju rindas 315

kompleksā plakne 299

— skaitļa algebriskā forma 299

arguments 301

eksponentforma 302

modulis 300

trigonometriskā forma 301

kompleksi saistītais skaitlis 300

kompleksie skaitļi 299
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komplekso skaitļu kopa 9, 299

rindas 315

virkne 315

komutatīvas matricas 40

konformaattēlošana312

koniska virsma 59

konstanšu variāciju metode 268, 273

kontinuumaapjoms 8

kontūrintegrālis 240, 313, 314

kontūrintegrāļa aprēķināšana ar divkāršo

integrāli 242

— vienādībaar nulli 242

konuss 94

konverģences apgabals 293, 295, 316

— kritēriji 144

— pazīmes 209, 211

— rādiuss 316

konverģenta rinda 143

— virkne 140

koordinātuasu pagrieziens 73

— līniju pieskaru virziena vektori 288

— sistēmas transformācijas plaknē 73

kopa 7

kopas apjoms 8

—
elementi 7

kopu apvienojums 8

— dekarta reizinājums 8

— starpība 8

— šķēlums 8

korelācijas koeficients 339

— moments 339

kosinusa funkcija 113

kosinuss 113

kosinusu teorēma 44

Košī-Buņakovska nevienādība12

Košī integrālā formula314

— kritērijs 144

— problēma 326, 328

Košī-Rīmaņa nosacījumi 310

Košī teorēma ( par nepārtrauktām funkcijām)
155

—
teorēma 163, 314

— uzdevums 260, 265

kotangensa funkcija 115

kotangenss 115

kovariācija 339

Krāmera formulas34, 37

kritiskie punkti 166

Kronekera-Kapelli teorēma 42

kubs 55, 58

kubu starpība 22

— summa 22

kustīgais triedrs 286

kvadrātiska funkcija 105

— matrica 38

kvadrātnevienādība26

kvadrāts 48

kvadrāttrinoms 18

kvadrātu starpība 22

kvadrātvienādojums 23

ķēdes līnija 87

ķermeņa masa 235

— tilpums 204, 230

ķīlis 58

Lagranža funkcija 225

— galīgo pieaugumu formula 163

— koeficients 225

— koeficientu metode 225

— teorēma 163

Laplasa funkcija 336, 355

— integrālis 216, 321

— operators 259

— transformācija 321

— transformācijas īpašības 322, 323, 324

lietojumi 326

pamatformulas 330

sakars ar Furjē transformāciju 329

— vienādojums 259, 312

laukumadiferenciāls 226

leņķis starp divāmlīnijām 278

divām virsmas līnijām 291

hordām 52

hordu un pieskari 52

koordinātulīnijām 291

pieskarēm 53

pieskari un sekanti 53

sekantēm53

vektoriem 68

leņķis uz sfēras 96

leņķu konservatīvisms 312

Ležandra formula 215

līdzīgas saknes 16

liekās saknes 31

liekumacentrs 279, 285

—
rādiuss 278, 285

— riņķis 279, 285

liekums 285

lielā skaita likums 341

līklīniju koordinātu līnijas 288

— trapece 197

— trapeces laukums 201

līknes vienādojums uz virsmas 288
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līkņu saimes apliecēja 283

līmeņlīnija 251

līmeņvirsma 251

lineārafunkcija 105

—homogēna diferenciālvienādojumu sistēma

270, 271

—nehomogēna diferenciālvienādojumu
sistēma 270, 271

— nevienādība26

lineārsbinoms 18

lineārs pirmās kārtas diferenciālvienādojums

262

— vienādojums 23

lineāruvienādojumu sistēma 33, 42

līnija kompleksā plaknē 304

līnijas liekums 278

—
loka diferenciālis286

— loka garums275

— loka garums uz virsmas 290

— pieslejplakne 284

— pozitīvais virziens 274, 284

— saskares punkts 277

līnijintegrāļaneatkarībano integrēšanas līnijas

formas 242

— pilnā forma 239

lode 60

lodes segments 61

— sektors 61

—
slānis 61

logaritma galvenā vērtība 309

logaritmiskā funkcija 109, 308

— spirāle 86

logaritmiskās nevienādības 111

logaritmiskie vienādojumi 109, 110

logaritmisko funkciju integrāļi 194

logaritms 17

loka diferenciālis274

— garums274

lokālāmaksimuma punkts 166, 224

— minimumapunkts 166, 224

lokālais maksimums 224

— minimums224

loks uz sfēras 96

Lopitāla kārtula 164

Lorāna rinda316, 317, 318, 319

lūzuma punkts 281

maiņzīmju rinda 145

Maklorenaformula 164

— rinda295

masa 205, 206, 230

masas centra koordinātas 230, 235

—
centrs 44, 206, 207

matemātiskā cerība 336, 338, 339, 340, 344

— statistika 341

matricas 38

— elementāriepārveidojumi 41

— rangs 41

— reizināšana ar skaitli 39

— transponēšana40

matricuatņemšana 39

— reizināšana 39, 40

— saskaitīšana 39

mediāna 44, 342

mediānukrustpunkts 44

mēģinājums 333

meridiāni 288

mezgla punkts 281

minors 36

modulis 12

moduļa īpašības 12

monoms 18

monotonafunkcija 101

monotonas virknes 139

Muavra - Laplasa teorēma 336

Muavra formula302

muca 62

n-argumentufunkcija 218

naturāllogaritms 17

naturālo skaitļu kopa 9

neatkarīgi notikumi 335

neatkarīgo mēģinājumu shēma 335

neaugošafunkcija 101

nedilstošafunkcija 101

neekvivalents pārveidojums 31

nehomogēna sistēma 33

neierobežotu funkciju integrāļi 210

neiespējams notikums 333

Neila parabola 84

neīsta daļa 13

neīstā integrāļa diverģence 209, 211

konverģence 209, 211

neīstie integrāļi 208, 216

nenoteiktāintegrāļa atvasinājums 171

diferenciālis 171

galvenās īpašības 171

nenoteiktais integrālis 170

nenoteiktības 151

nenoteiktointegrāļu pamatīpašības 170

tabula 182

— koeficientu metode 175, 268

nepārafunkcija 100

— funkcijas Furjē rinda298
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nepārtraukta funkcija intervālā 153

punktā 153

nepārtraukts gadījuma lielums 337

nepilnie eliptiskie integrāļi 179

nesaderīga sistēma 33

nesakārtota izlase 331

nesavienojami notikumi 334

nesingulāra matrica 41

nestingra nevienādība 10

nevienādības 10

— integrēšana 198

nevienādību īpašības 11

noparametra atkarīgi neīstie integrāļi 213

nogriežņa dalīšanadotajā attiecībā 74

— viduspunkta koordinātas74

normālāsadalījuma parametru ticamības

intervāli 344

normālais sadalījums 340, 344

normāle 274, 275, 288, 289

normālesnogrieznis 277

— pozitīvais virziens 275

— vienādojums 79, 81, 82, 276, 290

— virziena vienības vektors 275, 289

normālplakne 284

normēta normālāsadalījuma blīvumafunkcija

352

funkcija 353

nosacītā varbūtība335

nosacītais ekstrēms 225

nošķelta piramīda 57

nošķelts riņķa cilindrs 59

konuss 60

noteiktā integrāļa definīcija 196

aprēķināšana 199

īpašības 196, 197

lietojumi 201

novērtēšana 198

noteiktais integrālis 196

novēršams singulārs punkts 317, 318

«-tās kārtas diferenciālvienādojums 265

lineārs homogēns

diferenciālvienādojums ar konstantiem

koeficientiem 266

lineārs nehomogēns

diferenciālvienādojums ar konstantiem

koeficientiem 267

nulles matrica 38

nullvektors 63

Ņūtona-Leibnica formula 199

Ņūtona binoms 22

oktaedrs 58

operatora nablaīpašības 257

operatoru metodes lietojumi 326

— rēķini 321

— vienādojums 326, 328

oriģināla atrašana pēc dotāattēla 324

oriģināls 321, 322

ortocentrs 45

ortogonāla matrica 40

ortogonālu funkciju virkne 296

ortonormētu funkciju sistēma 296

orts 64

oskulējošā plakne 284

Ostrogradska - Gausa formula250, 255

Ostrogradska metode 177

otrā ievērojamārobeža 152

— izvērses teorēma 325

— kvadrātiskā forma 291

— veida eliptiskie integrāļi 349

līnijintegrālis 238, 239

līnijintegrāļu aprēķināšana 241

neīstie integrāļi 210

pārtraukuma punkts 154

virsmas integrālsumma 247

virsmas integrāļi 247, 248

virsmas integrāļu aprēķināšana 249, 250

otrās kārtas diferenciālvienādojumi, kuriem

var pazemināt kārtu 265

diferenciālvienādojums 264

Eilera diferenciālvienādojums 266

lineārs homogēns diferenciālvienādojums

ar konstantiemkoeficientiem 266

līnijas plaknē 77

parciālie atvasinājumi 220

virsmas 92

pakāpe ar naturālu kāpinātāju 15

pakāpes funkcija 103, 104

— īpašības 17

pakāpju rindas 294

pamatintegrāļu tabula 172

pamatteorēma par rezīdijiem 319, 320

paplašinātā kompleksā plakne 300

— matrica 42

pāra funkcija 100

—funkcijas Furjē rinda 297

— vai nepārafunkcijas integrālis pa simetrisku

intervālu 199

parabola 82

parabolas kanoniskais vienādojums82

— parametriskie vienādojumi 82

parabolisks cilindrs95
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parabolu jeb Simpsona formula 200

paralēlā pārnese73

paralēles 288

paralelograms 49

paralēlskaldnis 55

parametriskā veidā dotafunkcija 100

parciālā atvasināšana220

parciālā integrēšana -
nenoteiktamintegrālim

173

noteiktam integrālim 199

parciālais atvasinājums 219, 222

parciālie diferenciāļi 222

— pieaugumi 219

parciālsummas 143

pareizs apgabals 232

pārliekuma punkts 167, 280

partikulārā atrisinājuma atrašana268

partikulārais atrisinājums 260, 272

Paskāla līkne 87

— trijstūris 22

pašpieskaršanās punkts 281

pavadošais triedrs 286

periodiska funkcija 100

periodiskas funkcijas Furjē rinda 297

integrālis 199

permutācijas 332

pieskare 51, 274, 275

pieskares nogrieznis 277

— pozitīvais virziens 275, 28

— vienādojums 79, 81, 82, 276

— virziena leņķis 276

— virziena vienības vektors 275, 286

pieskarplakne 288, 289

pieskarplaknes vienādojums 289

pilnā diferenciāļa lietojumi 222

— varbūtība335

pilnais (Gausa) liekums292

—
diferenciālis219, 222, 223, 243, 244

— pieaugums 219

pilnie eliptiskie integrāļi 179, 350

piramīda 56

pirmā ievērojamā robeža 152

— izvērses teorēma 325

— kvadrātiskā forma 290

—
veidaeliptiskie integrāļi 349

līnijintegrālis 236, 237

līnijintegrāļa aprēķināšana 237

līnijintegrāļa lietojumi 238

neīstie integrāļi 208

pārtraukuma punkts 153

virsmas integrālis 244

virsmas integrāļa aprēķināšana 245

virsmas integrāļa lietojumi 246

pirmās kārtas diferenciālvienādojuma
atrisināšanas pamatmetodes 261

diferenciālvienādojums 260

plakne telpā 89

plaknes figūras laukums 201

— līnijas lokagarums 202

singulārie punkti 280

uzdošanas veidi 274

vienādojums 277

virsotnes 280

plaknes nepilnie vienādojumi 89

— normālvektors89

— normālvienādojums 90

— vienādojums koordinātuasu nogriežņos 90

— vispārīgais vienādojums 89

planimetrija 43

plūsma 255

polārā koordinātu sistēma 70, 71

poligons 342

polinoma pakāpe 18

polinoma sakne 19

polinoms 18, 20

pols 299, 317, 318

potenciāls vektoru lauks 258

pozitīvā orientācija (uz kontūra) 240

pozitīvais virziens pa kontūru 313

pretējais notikums 333

pretēji vektori 64

— vērsti vektori 64

pretējo notikumu varbūtība334

primitīvā funkcija 170

primitīvo funkciju kopa 170

prizma 54

procenti 14

progresijas diference 141

— kvocients 142

projekcija uz ass 66

promiles 15

proporcija 14

Puasona integrālis 216

— sadalījuma likums 351

— varbūtību sadalījums 339, 344

punkta apkārtne 147

kompleksā plaknē 305

koordinātuplaknē 218

puskubiskā parabola 84

racionāla algebriska izteiksme 18

racionālas algebriskas nevienādības26

racionāli algebriski vienādojumi 22

racionālofunkciju integrāļi 182
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— skaitļu kopa 9

racionālufunkciju integrēšana 17

rādiusvektors 64, 67, 251

raksturīgais vienādojums266, 267, 269, 271,

272

reāla argumentakompleksa funkcija 304

reālā daļa 299

reālo skaitļu intervāli 12

kopa 9

reducēts kvadrātvienādojums 24

— polinoms 19

redukcijas formulas 117

regresijas taisnes vienādojums 344

regulāra funkcija 311

— nošķelta piramīda 57

— piramīda 56

— prizma 54

regulāri daudzskaldņi 58

regulārs daudzstūris 50

reizināšana 10

rektificējošā plakne 285

rekurences formula 177

relatīvais biežums 335

rezīdijs 318, 319

Rīmaņa sfēra 299

rindas absolūtāunnosacītā konverģence 145

— atlikums 143, 293

— diverģrence 293

— konverģence 293

— matrica 38

— parciālsumma 293

— summa 143, 293

riņķa cilindrs 58

— evolvente 87

— gredzens 52

— līnija 51, 77

— līnijā ievilkts četrstūris 50

— līnija kompleksā plaknē 304

— līnijai apvilkts četrstūris 50

— līnijas kanoniskais vienādojums 77, 78

parametriskie vienādojumi 77, 78

polārie vienādojumi 78

— segments 51

—
sektors 51

riņķis 51

robežpunkts 306

Rolla teorēma 163

rombs 48

rotācijas ķermeņa tilpums 204, 208

— virsmas laukums 203, 207

rotora īpašības 254

rotors 254

— cilindriskās koordinātās254

— sfēriskās koordinātās 254

roze 86

sadalījuma blīvuma funkcija 337, 339, 340

— rinda337

sadalījumu parametru maksimālās ticamības

novērtējumi 344

saderīga sistēma 33

saīsinātās reizināšanas formulas22

saistītas hiperbolas 81

saistīts vektors 63

saites vienādojums 225

sakarībastarp integrāli pa virsmas apgabalu un

kontūrintegrāli 250

pirmā veidaunotrā veida virsmas

integrāļiem 249

virsmas integrāli pa slēgtu virsmu un

trīskāršo integrālipa telpas apgabalu 250

sakarīga kopa 306

sakārtota izlase 331

sakne 15

saknes vilkšana 10

sākuma moments 338

— nosacījums 260, 264, 270

salīdzināšanas pazīmes 209

salikta funkcija 101

salikti operatori 259

sanumurējamaskopas 8

saskaitīšana 10

seglu virsma94

sekante 51

sfēra 60, 92

sfēras ģeodēziskā līnija 96

sfēriskā ģeometrija96

sfēriskais divstūris 96

— trijstūris 97

sfērisko koordinātusistēma 72, 234

signum 13

simetriska matrica 40

singulāra matrica 40

singulārais atrisinājums 260

singulārie punkti 281, 311

sinusafunkcija 112

sinuss 112

sinusu teorēma 44

skaitlis c 152

skaitļu kopas 9

— rinda 143

— veselā un daļveida daļa 102

— virkne 139

skalāra laukagradients251

Alfabētiskais radītājs



skalārā reizinājuma īpašības 68

skalārais kvadrāts 67

— reizinājums 67

koordinātuformā 68

skalārs lauks 251

skaldnes 54

skrūves līnija 287

slēgts apgabals 306

slīdošs vektors 63

slīpā asimptota 169, 282

solenoidālsvektoru lauks 258

speciāli vektoru lauki258

spirāle 86

stacionārie punkti 166, 224

stacionārs skalārs lauks 251

— vektoru lauks 253

standartnovirze 338, 339, 340, 343

starpības kubs 22

—
kvadrāts 22

statiskie momenti 206

statistiskā varbūtība 335

stereometrija 54

stingra nevienādība 10

Stirlinga formula 331

Stjūdenta sadalījums 341

Stoksa formula250, 256

strofoīda85

subnormāle 277

substitūcijas metode 25

nenoteiktamintegrālim 172

noteiktam integrālim 199

subtangente 277

summas kubs 22

— kvadrāts 22

svērtais aritmētiskais vidējais 343

šķautnes 54

taisne caur diviem punktiem 88

— telpā 88

taisnes atklātais vienādojums 76

— kanoniskais vienādojums 76, 88

— normālvienādojums 75

— parametriskie vienādojumi 76, 88

— un plaknes savstarpējais stāvoklis telpā 91

— vienādojums ar virzienakoeficientu 76

asu nogriežņos 75

caur diviempunktiem 76

— virziena vektors 88

— vispārīgais vienādojums 88

— vispārīgais vienādojums plaknē 75

taisnleņķa trijstūris 46

taisns paralēlskaldnis 5

— riņķa cilindrs 59, 95

konuss 59, 60

taisnstūra paralēlskaldnis 55

taisnstūris 48

taisnstūru formula 200

tangensafunkcija 114

tangenss 114

Teilora formula 164, 219, 223

— rinda 295, 316

telpas līnijas uzdošanas veidi 283

teorēmas par diferencējamām funkcijām 163

tetraedrs 56, 58

tilpuma diferenciālis (elements) 231, 232

tilpums 235

tors 62

traktrise 87

transcendentuizteiksmju integrēšana 181

transponētāmatrica40

trapece 49

trapeču formula200

trešās kārtas parciālie atvasinājumi 220

trigonometrijas formulas 118

— pamatidentitātes 118

trigonometriskā riņķa līnija 112

— substitūcija 178

trigonometriskās funkcijas 112, 309

— pamatnevienādības 126, 127, 128, 129

slīpleņķu sfēriskajā trijstūrī 97, 98

taisnleņķa sfēriskajā trijstūrī97

trigonometriskie pamatvienādojumi un to

atrisinājumi 121, 122

— vienādojumi 120

trigonometrisko funkciju integrāļi 187

vērtību tabula 116

vērtību zīmes trigonometriskā riņķa
kvadrantos 116

trigonometrisku izteiksmju integrēšana 180

trijstūraaugstumukrustpunkts 45

— laukumaaprēķināšana 45

— laukums 74

— maluvidusperpendikulu krustpunkts 45

— masas centrs 74

trijstūri 43

trijstūrī ievilktās riņķa līnijas centrs 44

trijstūrim apvilktās riņķa līnijas centrs 45

trijstūru (daudzstūru) līdzība 47

trijstūrveida matrica 39

trīsargumentu funkcija 218

trīskāršā integrāļa aprēķināšana 232, 234,

235

lietojumi 235

trīskāršais integrālis 231

tukša kopa 7

tuvinātās metodes 199

ALFABĒTISKAIS RADĪTĀJS



universāla substitūcija 181

universālkvantors 147

vadītāja 58, 59

vairākargumentu funkcija 218

— funkcijas parciālie atvasinājumi 221

— funkciju ekstrēmi 224

integrālrēķini 226

vairākkārtsakarīgs apgabals 306

vaļēja kopa 306

vaļējs apgabals 306

varbūtība334

varbūtībureizināšanas teorēma 335

— sadalījuma funkcija 337, 339, 340

— saskaitīšanas teorēma 335

variācijas 332

— amplitūda 342

—
rinda 342

veidotāja (veidule) 58, 59

Veierštrāsateorēma parrobežas eksistenci

140

(par nepārtrauktām funkcijām) 154

vektorakoordinātas Dekarta koordinātu

sistēmā 66

— modulis 63, 67

— reizinājums ar skaitli 65

— virzienakosinusi 67

vektorfunkcija 284

vektoriālāreizinājuma īpašības 68

vektoriālais reizinājums 68

koordinātu formā68

vektorlīnija 253

vektors 63

vektoru algebras pamatlikumi 66

— atņemšana 65

— jauktais reizinājums 69

—
lauka cirkulācija 256

plūsma 255

— lauks 253

— lineāra kombinācija 66

—
saskaitīšana 64, 65

vērpumarādiuss 286

vērpums 286

vērtību apgabals 99

vertikālā asimptota 169, 28

vesela racionāla algebriska izteiksme 18

nevienādība26

veselo skaitļu kopa 9

vesels racionāls vienādojums 23

vidējā kvadrātiskā novirze 338

— vērtība338, 343

vidējais aritmētiskais 11, 53

— ģeometriskais 11, 53

— harmoniskais 53

vidējās vērtības teorēmas 198

viduslīnija 44

vidusperpendikuls 45

vienādas kopas 7

vienādi vektori 64

— vērsti vektori 64

vienādība 22

vienādmalutrijstūris 47

vienādojuma ekvivalenti pārveidojumi 23

— sakne 23

vienādojumi un nevienādības,kas satur

moduļus 29

vienādojums 22

— ar atdalāmiem mainīgiem 261

— atrisināšanas metodes 24

vienādsānutrijstūris 46

viendobumahiperboloīds 93

vienības funkcija 321

— matrica 38

— vektors 64, 67

vienkāršs pols 318

vienkārtsakarīgs apgabals 306

vienmērīgā konverģence 295, 316

vienmērīgais varbūtību sadalījums 339

vienmērīgi konverģējošu rindu īpašības 294

virknes robeža 140

virsmas apgabala laukums 246

masa 246

masas centra koordinātas246

— galvenie liekumi 291

— ģeodēziskā līnija 292

— integrāļa pilnā forma 248

— laukuma diferenciāļa vektors 289

—
laukums 230, 290

— normālšķēlums 291

— punktu klasifikācija 292

— singulārie punkti 290

— uzdošanas veidi 288

— vidējais liekums292

— vienādojums 288

vispārīgais atrisinājums 260, 264, 270

— integrālis 260

vispārinātā Furjē rinda297

— pakāpju rinda295

Vjetaformulas 20

Volterra integrālvienādojums 329

zelta griezuma proporcija 53

zemintegrāļa funkcija 171

— izteiksme 171, 196

Alfabētiskais radītājs











Rokasgrāmata matemātikā

labi pārskatāms informācijas avots

• vecāko klašu skolēniem

• studentiem

• visiem matemātikas lietotājiem

V

Saja grāmatā ir vairāk nekā

1200 matemātikas jēdzienu,

definīciju, formulu,

uzdevumu risināšanas

metožu un algoritmu

3 AK


	Rokasgrāmata matemātikā: elementārā matemātika, augstākā matemātika���������������������������������������������
	FRONT
	Cover page
	Title
	Chapter

	MAIN
	Saturs
	Priekšvārds�����
	1. JĒDZIENS "KOPA" UN AR TO SAISTĪTIE JAUTĀJUMI���������������
	1.1. Kopas jēdziens. Darbības ar kopām���������������
	1.2. Skaitļu kopas�����
	1.3. Ar reālo skaitļu kopu saistītie jēdzieni��������������������

	2. ALGEBRISKAS IZTEIKSMES, VIENĀDOJUMI, NEVIENĀDĪBAS����露倘露這露瀙露���
	2.1. Racionālas algebriskas izteiksmes�����
	2.2. Saīsinātās reizināšanas formulas��������������������
	2.3. Racionāli algebriski vienādojumi����������
	2.4. Racionālas algebriskas nevienādības���������������
	2.5. Iracionālas algebriskas izteiksmes, vienādojumi, nevienādības��������������������

	3. LINEĀRU VIENĀDOJUMU SISTĒMAS, DETERMINANTI, MATRICAS���������������
	3.1. Lineāru vienādojumu sistēma���������������
	3.2. Determinanti
	3.3. Matricas

	4. ELEMENTĀRĀ ĢEOMETRIJA���������������
	4.1. Planimetrija
	4.2. Stereometrija

	5. ANALĪTISKĀ ĢEOMETRIJA���������������
	5.1. Vektori
	5.2. Koordinātu sistēmas plaknē un telpā��������������������
	5.3. Dažas aprēķinu formulas (nogriežņi, trijstūri)��������������������
	5.4. Taisne plaknē�����
	5.5. Otrās kārtas līnijas plaknē�頲䀧頲������������䀢頲뀣頲
	5.6. Dažas citas svarīgākās līnijas plaknē�������������������������
	5.7. Taisne telpā�၏頲��
	5.8. Plakne telpā�぀頲A頲
	5.9. Taisnes un plaknes savstarpējais stāvoklis telpā���������������
	5.10. Otrās kārtas virsmas�頲��������

	6. SFĒRISKĀS ĢEOMETRIJAS UN SFĒRISKĀS TRIGONOMETRIJAS JĒDZIENI������������������������������
	7. ELEMENTĀRĀS FUNKCIJAS����������
	7.1. Funkcijas jēdziens un ar to saistītie jautājumi���������������
	7.2. Pakāpes funkcijas. Lineāra funkcija. Kvadrātiska funkcija���������������
	7.3. Eksponentfunkcijas. Eksponentvienādojumi. Eksponentnevienādības���������������
	7.4. Logaritmiskās funkcijas. Logaritmiskie vienādojumi. Logaritmiskās nevienādības�������������������������
	7.5. Trigonometriskās funkcijas. Trigonometrijas formulas. Trigonometriskie vienādojumi un nevienādības��������������������
	7.6. Ciklometriskas funkcijas (trigonometrisko funkciju inversās funkcijas)�����
	7.7. Hiperboliskās funkcijas�����
	7.8. Hiperbolisko funkciju inversās funkcijas�����

	8. SKAITĻU VIRKNES. SKAITĻU RINDAS����������
	8.1. Skaitļu virknes�����
	8.2. Aritmētiskā progresija����������
	8.3. Ģeometriskā progresija����������
	8.4. Skaitļu rindas�퀲餲뀳餲

	9. FUNKCIJAS ROBEŽA UN NEPĀRTRAUKTĪBA����������
	9.1. Funkcijas robežas jēdziens un ar to saistītie jautājumi���������������
	9.2. Funkcijas nepārtrauktība����������

	10. FUNKCIJAS ATVASINĀJUMS, DIFERENCIĀLIS UN TO LIETOJUMI����������
	10.1. Atvasinājuma jēdziens un ar to saistītie jautājumi��������������������
	10.2. Diferencējamu funkciju atvasināšanas likumi����������
	10.3. Atvasināšanas formulas�����
	10.4. Funkcijas diferenciālis�悤餲��
	10.5. Teorēmas par diferencējamām funkcijām���������グ餲Ⴐ餲킰餲낰餲���
	10.6. Atvasinājumu lietojumi funkcijas pētīšanā�傻餲ス餲����������Ā����

	11. VIENA ARGUMENTA FUNKCIJU INTEGRĀLRĒĶINI���������������
	11.1. Nenoteiktais integrālis. Nenoteikta integrāļa pamatīpašības�������������������������
	11.2. Pamatintegrāļu tabula����������
	11.3. Integrēšanas pamatmetodes�����
	11.4. Dažas īpašas integrēšanas metodes (atkarībā no zemintegrāļa funkcijas)������������������������������
	11.5. Nenoteikto integrāļu tabula�����Ā����
	11.6. Noteiktā integrāļa definīcija un pamatīpašības������������������������������
	11.7. Noteiktā integrāļa aprēķināšana�ꁎ騲倶騲ꁏ騲������������遍騲O騲瀰騲倰騲���
	11.8. Noteiktā integrāļa lietojumi���������������
	11.9. Neīstie integrāļi�������������恛騲
	11.10. Integrāļi, kas atkarīgi no parametra�쁤騲䁤騲쁫騲䁥騲������
	11.11. Biežāk lietojamie neīstie integrāļi, īpaša nosaukuma integrāļi (1 .-6.) un integrāļi, kas reducējami uz I veida vai II veida Eilera integrāļiem (26.-31.)�　㘀㄀　　㜀㈀　　㘀㄀　　㘀搀　　㘀㔀　　㜀㐀　　㜀㈀　　㘀㄀　　　　挀　㘀㐀㤀愀㌀㈀㐀　㘀㐀㤀愀㌀㈀挀　㘀戀㤀愀㌀㈀

	12. VAIRĀKARGUMENTU FUNKCIJAS�����
	12.1. Pamatjautājumi�����
	12.2. Robežas un nepārtrauktības jēdziens���������������
	12.3. Parciālie atvasinājumi. Pilnais diferenciālis. Teilora formula���������������
	12.4. Vairākargumentu funkciju ekstrēmi�낡騲ꂿ騲�����

	13. VAIRĀKARGUMENTU FUNKCIJU INTEGRĀLRĒĶINI��������������������
	13.1. Divkāršais integrālis����������
	13.2. Trīskāršais integrālis���������������
	13.3. Pirmā veida līnijintegrālis (līnijintegrālis pēc loka garuma)������������������������������
	13.4. Otrā veida līnijintegrālis (līnijintegrālis pēc koordinātām)����������������������������������������
	13.5. Līnijintegrāļa neatkarība no integrēšanas līnijas formas un šai īpašībai ekvivalentās īpašības�������������������������������������������������������
	13.6. Pirmā veida virsmas integrālis (integrālis pēc virsmas laukuma)�怛鬲���������　�　쀞鬲〙鬲ꃶ
	13.7. Otrā veida virsmas integrālis (integrālis pēc virsmas projekcijas koordinātu plaknē)������������������������������

	14. LAUKA TEORIJAS ELEMENTI
	14.1. Skalārs lauks�����
	14.2. Vektoru lauks
	14.3. Hamiltona operators nabla
	14.4. Speciāli vektoru lauki�鬲큪鬲�

	15. DIFERENCIĀLVIENĀDOJUMI�㌀　　㈀攀　　㈀　
	15.1. Pirmās kārtas diferenciālvienādojumi��������������������
	15.2. Augstāku kārtu diferenciālvienādojumi��������������������
	15.3. Diferenciālvienādojumu sistēmas���������������

	16. DIFERENCIĀLĢEOMETRIJA����������
	16.1. Plaknes līnijas uzdošanas veidi, loka diferenciālis, loka garums, pieskare un normāle���������������
	16.2. Leņķis starp divām līnijām, līnijas liekums, liekuma rādiuss, liekuma riņķis un liekuma centrs���������������������������������������������
	16.3. Plaknes līnijas virsotnes, pārliekuma punkti un singulārie punkti�kuma riņķis un
	16.4. Asimptotas
	16.5. Līkņu saimes apliecēja, evolūta un evolventa����������샔鬲䃔鬲냜鬲⃘鬲��
	16.6. Telpas līnija un tās lokālie elementi�鬲惨鬲胩鬲惩鬲������
	16.7. Virsma un tās lokālie elementi����������

	17. FUNKCIJU RINDAS
	17.1. Funkciju rindas jēdziens un ar to saistītie jautājumi���������������
	17.2. Pakāpju rindas�鰲ꀥ鰲뀐
	17.3. Furjē rinda. Furjē integrālis���������������

	18. KOMPLEKSIE SKAITĻI UN KOMPLEKSĀ MAINĪGĀ FUNKCIJU TEORIJA��������������������
	18.1. Kompleksie skaitļi�����
	18.2. Reāla argumenta kompleksa funkcija. Līnija kompleksā plaknē��������������������
	18.3. Apgabals kompleksajā plaknē����������
	18.4. Kompleksā mainīgā funkcija��������w鰲灸鰲ꁹ鰲聹
	18.5. Kompleksā mainīgā funkcijas atvasinājums. Analītiskas funkcijas. Konformā attēlošana�����������������������������������
	18.6. Kompleksā mainīgā funkcijas integrāļi��鰲䂏鰲������������䂇鰲삆鰲鰲삇鰲
	18.7. Rindas ar kompleksiem locekļiem�����
	18.8. Rezīdiji, to aprēķināšana un lietojumi�鰲鰲������������낔鰲邔鰲

	19. LAPLASA TRANSFORMĀCIJA. OPERATORU RĒĶINI���������������
	19.1. Oriģināls, attēls un Laplasa transformācijas pamatīpašības������������������������������
	19.2. Inversā Laplasa transformācija. Oriģināla atrašana pēc dotā attēla�����������������������������������
	19.3. Laplasa transformācijas (operatoru metodes) lietojumi�����
	19.4. Laplasa transformācijas pamatformulas�鰲ꁹ鰲聹

	20. KOMBINATORIKA. VARBŪTĪBU TEORIJA. MATEMĀTISKĀ STATISTIKA��������������������
	20.1. Kombinatorika
	20.2. Gadījuma notikumi�����
	20.3. Gadījuma lielumi�����

	PIELIKUMS
	Alfabētiskais rādītājs��������������������

	BACK
	Cover page


	Illustrations
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled

	Tables
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled


