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Grāmata atbilst augstskolu ekonomisko specialitāšu mācību

programmai disciplīnā «Matemātiskā programmēšana».

Pirmā, visplašākā grāmatas daļa uzrakstīta ar tādu meto-

disku pieeju, lai to varētu izmantot ne vien ekonomisko fa-

kultāšu studenti, bet ari plašs prakses darbinieku loks, kuriem,

organizējot un plānojot ražošanu, ir nepieciešams pielietot
lineārās programmēšanas un tīklveida plānošanas elementus.

Grāmatas otrās un trešās daļas materiāla izprašanai vajadzī-
gas priekšzināšanas augstskolu ekonomikas specialitāšu aug-
stākās matemātikas kursa apjomā.

Книга соответствует учебной программе курса «Мате-

матическое программирование» для экономических специ-

альностей высших учебных заведений.

Первая, самая обширная часть книги написана с таким

методическим подходом, чтобы ею могли бы пользоваться

не только студенты экономических факультетов, но также

и широкий круг работников практики, у которых возникла

необходимость применения элементов линейного программи-

рования в организации и планировании производства. Для

понимания содержания второй и третьей части книги необ-

ходима предварительная подготовка в объеме курса выс-

шей математики для экономических специальностей вузов.

Рис. 27.
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IEVADS

0.1. §. Matemātiskās programmēšanas uzdevumi. Vārds pro-

grammēšana ieviesies matemātiskajā literatūrā pēdējos gadu des-

mitos, turklāt ar divējādu nozīmi. Vienā nozīmē šo vārdu lieto tā

darba apzīmēšanai, kurš jāpilda cilvēkam vai mašīnai, lai sastā-

dītu kāda uzdevuma risināšanai vajadzīgo automātiskās skaitļo-
šanas mašīnas darba programmu, t. i., lai sistematizētu izpildāmo
komandu (pavēļu, instrukciju) virkni. Sajā nozīmē vārds «pro-

grammēšana» sastopams arī ar apzīmētājiem, piemēram, automā-

tiskā programmēšana vai programmēšana algoritmiskajās valodās.

Pilnīgi citā nozīmē vārds «programmēšana» ieviesies savienoju-
mos ar apzīmētāju «matemātiskā» vai ari ar tādiem apzīmētājiem
kā «lineārā», «nelineārā», «kvadrātiskā», «izliektā», «separablā»,
«diskrētā», «stohastiskā» v. c. Ar nosaukumu matemātiskā pro-

grammēšana apzīmē matemātikas nozari, kura nodarbojas ar do-

tās n argumentu funkcijas vislielākās vai vismazākās vērtības

atrašanu, ja šīs funkcijas argumentiem jāapmierina kāda dota

ierobežojumu sistēma. Atkarībā no tā, kādas ir dotās n argu-

mentu funkcijas īpašības, kādi ir ierobežojumi (nosacījumi), kuri

jāapmierina dotās funkcijas argumentiem, kā ari atkarībā no uz-

devuma risināšanai lietotās metodes izšķir dažādus matemātiskas

programmēšanas apakšnozarojumus. Tādi ir, piemēram, lineārā,

nelineārā, kvadrātiskā, izliektā, separablā, diskrētā, stohastiskā

programmēšana v. c.

Matemātiskās programmēšanas straujā attīstība pēdējos gadu
desmitos cieši saistīta ar kibernētikas un elektroniskās skaitļoša-
nas tehnikas attīstību. Visplašāk izpētītā un arī praktiski visvai-

rāk pielietotā starp visām matemātiskās programmēšanas apakš-
nozarēm ir lineārā programmēšana. So matemātikas nozari, kura

pilnīgi pamatojas uz lineāro algebru, pēdējā laikā izdotajā litera-

tūrā mēdz apzīmēt ari ar nosaukumu lineārā optimizācija. Dažā-

dās optimizācijas metodes, tātad arī lineārā optimizācija, ir mate-

mātisks palīglīdzeklis tādu lēmumu pieņemšanai, kuru realizēšana

atbilstoši izraudzītam kritērijam dod optimālo ekonomisko efektu.

Sādu lēmumu pieņemšana ir sarežģīts uzdevums, jo iespējamo
lēmumu skaits var būt ļoti liels. Tā, piemēram, ja būtu jāpieņem
plāns, kādu secību paredzēt ceļojumā apmeklējamām 8 vietām,

ja ceļojums sākas un beidzas vienā no tām, tad iespējami



8!= 1 •2-3-4-5-6-7-8 =40320 dažādi lēmumi, jo tāds ir iespējamo
plāna variantu skaits. Katra atsevišķa plāna efektivitāti var no-

vērtēt pēc dažādiem kritērijiem. Viens no tādiem kritērijiem varētu

būt, piemēram, visīsākais ceļa garums kilometros. Ja pēc tāda

kritērija novērtētu visus 40 320 dažādos plānus, tad noskaidrotos,
ka pastāv viens plāns vai arī neliels alternatīvu plānu skaits ar

vismazāko ceļa garumu. Viena no tādu uzdevumu atrisināšanas

metodēm ir dinamiskās programmēšanas metode, kuru aplūkosim
šīs grāmatas noslēgumā.

0.2.§. īsas vēsturiskas ziņas. Pirmā publikācija par lineāro

programmēšanu mūsdienu izpratnē ir L. Kantoroviča 1939. gadā

publicētā grāmata par matemātiskajām metodēm ražošanas or-

ganizācijā un plānošanā.* Sajā grāmatā tās autors devis aplū-
koto uzdevumu atrisināšanas algoritmu un atzīmējis, ka šādas

metodes pirmām kārtām ir noderīgas plānsaimniecības apstākļos.
Diemžēl šis L. Kantoroviča darbs ilgu laiku neradīja vajadzīgo
atsaucību, kam par iemeslu lielā mērā bija tā laika skaitļošanas
tehnikas zemais attīstības līmenis.

Kad otrā pasaules kara laika apstākļos saimniecība spieda
arī Rietumvalstis pievērsties zināmā līmenī centralizētai saimnie-

cības vadībai, sākās ar šādiem uzdevumiem saistīti pētījumi
(ASV). 1941. gadā L. Hičkoks un no viņa neatkarīgi 1945. gadā
T. Koopmans atrisināja transporta uzdevumu. Vispārīgais lineā-

rās programmēšanas uzdevumu atrisināšanas algoritms izveidojās
1947. gadā G. Danciga zinātniskās darbības rezultātā, bet viņa

proponētā simpleksa metode kļuva plaši pazīstama tikai 1951.

gadā.
Vienlaicīgi ar lineārās programmēšanas uzdevumu risināšanu

attīstījās pētījumi arī nelineārajā programmēšanā. 1951. gadā
H. Kūns un A. Takers publicēja savus pētījumus par nepiecieša-
majiem un pietiekamajiem nelineāru uzdevumu optimālā'atrisinā-
juma eksistences nosacījumiem.

Dinamiskās programmēšanas vēsture cieši saistīta ar R. Bell-

mana vārdu un viņa 1960. gadā publicēto darbu par dinamiskās

programmēšanas metodi.

Starp literatūras avotiem, kas izmantoti šīs grāmatas sarak-

stīšanā, pirmās 4 vietas ieņem šādi darbi:

1. Зуховицкий С. И., Авдеева Л. И. Линейное и вы-

пуклое программирование. М., 1967. 460 с.

2. Хедли Дж. Нелинейное и динамическое программирова-
ние. М., 1967. 506 с.

3. Вагнер Г. Основы исследования операций. В 3-х т. М.,

1972-1973.

4. Kreko В. Lehrbuch der linearen Optimierung. Berlin

1969. 410 S.

* Канторович Л. В. Математические методы организации и плани-

рования производства. Л., 1939.



I DAĻA

LINEĀRĀS PROGRAMMĒŠANAS

UN TĪKLVEIDA PLĀNOŠANAS ELEMENTI

1. nodaļa

DAŽU LINEĀRĀS PROGRAMMĒŠANAS PIEMĒRU EKONOMISKĀ

INTERPRETĀCIJA UN MATEMĀTISKAIS FORMULĒJUMS

1.1. §. Transporta uzdevums. Ar nosaukumu «transporta uzde-

vums» pazīstams viens no vēsturiski pirmajiem un relatīvi vis-

vienkāršākajiem matemātiskās programmēšanas uzdevumiem.

Aplūkosim skaitlisku piemēru, pieņemot, ka ir dota šāda sā-

kotnējā informācija:

(1.1.1)

Tabulā (1.1.1) ar A
{ (i—i, 2, 3, 4) apzīmētas noliktavas, bet

ar Bj (/=1,2,3,4,5) — patēriņa vietas. Noliktavās Au A 2, A3 un

A 4 atrodas kravas vienību krājumi atbilstoši ai =40, a
2
=54, o

3
=36

un a4=50, kopā 180 vienību. Šīs kravas vienības jānogādā patē-
riņa vietās B\, 82,B2, 83,B3, B 4 un B5 atbilstoši to pieprasījumiem bx =

=32, &2=48, 63 =62, 64=11 un fc5=27, kopā 180 kravas vienību.

Pārējie sākotnējās informācijas tabulā (1.1.1) dotie 20 skaitļi,
kas atbilstoši noliktavu un patēriņa vietu skaitam sakārtoti 4 rin-

dās un 5 kolonnās, veido taisnstūrveida tabulu

"8 7 6 9 5"

°- VI
c

i 3
<->

_

5 4 8 9 7
_

Apzīmējot tabulu (1.1.2) ar vienu burtu C, sauksim to par dotā

transporta uzdevuma tarifu matricu. Katrs šīs tabulas skaitlis

(matricas С elements) Сц ir noteiktās mērvienībās izteikts tarifs

в, Krājumi

Ai

А*

A3

A 4

8

4

2

5

7

10

3

4

6 9

8 3

6 5

8 9

5

6

3

7

40

54

36

50

Piepra-
sījumi I 32 48 62 11 27 180
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jeb maksa par vienas kravas vienības pārvešanu no t-tās nolik-

tavas uz /-to patēriņa vietu. Tā, piemēram, par vienas kravas vie-

nības pārvešanu pa maršrutu (1, 1), t. i., par kravas vienības pār-
vešanu no noliktavas Л i uz patēriņa vietu Bi jāmaksā Сц =8 rubļi,

ja tarifu matricas elementu mērvienība ir rublis; maksa par vienas

kravas vienības pārvešanu pa maršrutu (1,2) ir c\2— 7 utt.

Uzdevums 1.1.1°. levērojot informāciju, kas dota ar tabulu

(1.1.1), sastādīt optimālu transporta plānu. Par optimālu uzska-

tāms plāns, kam atbilst vismazākā transporta izmaksu kopsumma.
Uzdevuma matemātiskais modelis. Apzīmēsim ar xi}

to nezi-

nāmo kravas vienību skaitu, kas jāpārved pa maršrutu (/,/), t. i.,
to kravas vienību skaitu, kas no t'-tās noliktavas jāpārved uz /-to
patēriņa vietu. Tādu nezināmo šajā uzdevumā ir 4X5=20. Sakār-

tojot nezināmos tabulā pēc maršrutiem, rodas nezināmo matrica

*1I X\2 X\3 Xv Xļs

g_
X2l X22 Xļļ Х24 X2s

j

*3\ x32 x33 *34 *35

Х4l Х42 Х4З Х44 Х45

Tā kā par katras kravas vienības pārvešanu pa maršrutu (i, /)
jāmaksā Cij rubļi, tad par хц kravas vienību pārvešanu jāmaksā
CijX{j rubļi. Tā, piemēram, par x22 vienību pārvešanu jāmaksā
10*22 rubļi, bet par x25 vienību pārvešanu — 6.V25 rubļi. Ja sarei-

zina atbilstošos matricu С un i elementus un visus tā dabūtos

reizinājumus saskaita, tad iegūst transporta izmaksu kopsummu,
kas ir šī uzdevuma mērķa funkcija

Z=BXn+ 7*12+6X13+9X14+5X15+

+ 4x2i + 10x22 +8x23 + 3x24+6x 25+ (1 14)

+ 2x 31+ 3x32+6X33+5Х34+ЗХ
35+

+ 5X
4l+ 4X42+ 8x

43 + 9x44+ 7x4 5.

Funkcijas (1.1.4) argumenti xi} ((=»!, 2,3,4; /=1,2,3,4,5) var

pieņemt tikai tādas nenegatīvas vērtības, kuras apmierina šādus

nosacījumus:

Xli+Xi2 +Xi3 +Xi4+ Xis=40,

Х2l+Х22+Х23+x
24 +x25 =54,

Хз I+X 32+Х33+Х34+Х
35

=36,

*41 +х42+х 43+х44+х45=50,

хц +х21+х3l+Х4l
=32, ļ (1.1.5)

*12 + *22 +Х32 +Х42=48,
A'i3 +X 23- х33+х4з

=62,

Х]4+Х24 +Х34+Х44= 11,

Х\s+Х25+х35 +х 45=27.
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Nosacījumi (1.1.5) veido lineāru algebrisku vienādojumu sis-

tēmu ar 4+5=9 vienādojumiem un 4-5 =20 nezināmajiem. Pirmie

4 vienādojumi šajā sistēmā nodrošina visu noliktavās esošo kra-

vas vienību aizvešanu no noliktavām, bet pēdējie 5 vienādojumi
nodrošina to, ka patēriņa vietās nonāks tieši tur pieprasītais kra-

vas vienību daudzums.

Uzdevuma 1.1.1° matemātisko modeli tagad varam formulēt
šādi.

Dota lineāra mērķa funkcija (1.1.4) un lineāru algebrisku
vienādojumu (ierobežojumu) sistēma (1.1.5), kā arī nezināmo ne-

negativitātes nosacījumi

(i= 1,2, 3,4; /=1,2,3,4,5). (1.1.6)

Atrast minimumu* funkcijai (1.1.4) pie ierobežojumiem (1.1.5),

(1.1.6).

Formulējot lineāras programmēšanas uzdevumus vispārīga
veidā, skaitļu un to reizinājumu summu saīsinātai apzīmēšanai
bieži lieto summas simbolu. Tā, piemēram, skaitļu a.\, a2, •••. om

summu ū\+ū2+ .. .+am
saīsināti pieraksta ar simbolu

m

Z ūi-

Lieto arī divkāršu un vairākkārtīgu summu simbolus, piemēram,

m n

Z Z C
ij

=C
v+ Ci2+.■.+Сщ +

i-i /-1
+ C

2ļ+C22+-■ -+ C
2n +

+ C
mi +Cm2+.. . + Cmn.

Vienādojumu anXļ+ai2x 2+.. . +ainx n=bi saīsināti var pierak-
stīt šādi:

n

Z ūijXj =bi.
Щ

Koeficients pie katra nezināmā Xj apzīmēts ar a,j, kur indekss
i ir vienādojuma, bet / — nezināmā numurs.

* Termins minimums (maksimums) šajā grāmatā lietots termina vismazākā

(vislielākā) vērtība vietā visur tur, kur nav vajadzības atšķirt jēdzienu lokāls

minimums (maksimums) no jēdziena globāls minimums (maksimums), resp.,

vismazākā (vislielākā) vērtība. Sie jēdzieni precizēti grāmatas 111 daļā.
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Klasiskajā transporta uzdevuma vispārīga gadījuma figurē m

noliktavas unn patēriņa vietas. Tarifu matricai

C\\ C\2 ... C\n

C2l C22 ... Cļn

Cm\ Cmi ■ •• Cmn

vispārīgā gadījumā ir m-n elementi. Tikpat daudz elementu ir

ari nezināmo lielumu matricai

X\\ Xļ2 ■ . . X\ n

g_
x

2\
x

22 ■■ ■
x2n

_

xm\ xm2 ■■ ■ x mn

Apzīmēsim m noliktavās A\, A2,..., A
m esošos kravas vienību

daudzumus atbilstoši ar a\, 0-2, ■ ■ ■, &m un patēriņa vietu fli, 82,...B2,...
..., B

n pieprasītos kravas vienību daudzumus atbilstoši ar

b\, b2, ■. ■, b
n- Tad klasiskā transporta uzdevuma matemātisko mo-

deli vispārīgā veidā var formulēt šādi:

Uzdevums 1.1.2°. Dota lineāra funkcija

m n

2= £ X CijXiļ (1-1.7)

un lineāri algebriski vienādojumi (ierobežojumi)

£ x«-<t< (i=l,2, ...,m), (1.1.8)
/-1

'1 x
ij

=b
j (/=1,2 n), (1.1.9)

I=l

kur

m n

l di= l b
} (1.1.10)

un

Хуs*o (i=l, 2, m; /=l, 2, n). (1.1.11)

Atrast minimumu lineārajai funkcijai (1.1.7) pie ierobežojumiem
(1.1.8)—(1.1.11).

Ja kravas vienību daudzums noliktavas pārsniedz patēriņa
vietās pieprasītos daudzumus, tad vienādības (1.1.10) vietā pa-
stāv nevienādība

m n

X a,> I bj.
i-l ;-t
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Tādā gadījumā uzdevuma paredz papildu patēriņa vietu ar pie-
prasīto kravas vienību daudzumu

m n

L=\ /=1

Visi papildu patēriņa vietai atbilstošie tarifu matricas elementi ir

nulles. Tā arī šajā gadījumā ir izmantojams iepriekš formulētais

klasiskā transporta uzdevuma matemātiskais modelis.

Pieņemsim, piemēram, ka sākotnējā informācija kādam trans-

porta uzdevumam ir dota ar šādu tabulu:

(1.1.12)

Pēc tabula (1.1.12) esošas informācijas piedāvājumi pārsniedz
4

pieprasījumus Zbj=265 par
fSi

3 4

Ьъ= Z Ci- £ fc, =300-265=35
.-i /-i

vienībām. levedot fiktīvu patērētāju B5 ar tā pieprasījumu b5=35,
tabulu (1.1.12) var atvietot ar tabulu

(1.1.13)

Turpmāk, aplūkojot transporta uzdevuma atrisināšanas metodes,
vienmēr iepriekš nodrošināsim vienādību (1.1.10), ja dotajā sā-

kuma informācijā tā nebūtu spēkā.
Sādu uzdevumu atrisināšanas metodes aplūkosim 6. nodajā.
1.2. §. lerobežotu ražošanas resursu un ražošanas tehnoloģisko

procesu izmantošanas optimizācija. Pieņemsim, ka divu produk-
cijas veidu 5] un B

2
ražošanu ierobežo tikai četri ražošanas resursi

Ai, Aļ, A% un Aļ, kas mērāmi dažādās mērvienībās. Konkrētā in-

formācija dota ar tabulu

в, В, Piedāvājumi

Ai

A2

Аг

6

10

8

7 5

2 5

10 20

5

6

4

100

150

50

Piepra-
sīiumi

300

265 ""---^75 80 60 50

'ie āvājumi

Ai

A 2

A
3

6

10

8

7

2

10

5

5

20

5

6

4

0

0

0

100

150

50

Piepra-
sījumi 75 80 60 50 35 300
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(1.2.1)

Tabulā (1.2.1) dotās patēriņa normas ir skaitļi, kas rāda, cik

attiecīgā resursa vienību jāizmanto, lai ražotu vienu produkcijas
vienību.

Uzdevums 1.2.Г. Pamatojoties uz tabulā (1.2.1) doto infor-

māciju, sastādīt tādu ražošanas plānu, lai, realizējot gatavo pro-

dukciju, iegūtu maksimālo ienākumu.

Uzdevuma matemātiskais modelis. Apzīmēsim pagaidām nezi-

nāmo produkcijas Bi vienību skaitu ar *i, bet produkcijas B2

vienību skaitu ar x 2. Saskaņā ar ievesto apzīmējumu jēgu x\ un

*2 nevar būt negatīvi. Gatavās produkcijas vērtība ir šo nezināmo

lielumu lineāra funkcija

z=30xi +40*2, (1-2.2)

kuru sauksim par šī uzdevuma mērķa funkciju. Abu produkcijas
veidu ražošanai vajadzīgais resursa A{ vienību skaits *i + 7*2

nevar pārsniegt 84 h. Analogi resursa A
2

vienību skaits 2.V)+5*
2

nevar pārsniegt 69 kg, Л
3

vienību skaits s*i + 5*
2 nevar pārsniegt

105 kW un resursa Л
4

vienību skaits 4* b
kas nepieciešams pro-

dukcijas B\ ražošanai, nevar pārsniegt 72 gabalus.
Pierakstīsim visus ierobežojumus nevienādību formā:

*i+7*2s£B4,

2*l + ļ /. r> o\

s*i+s*2<los, ļ
1 '

4*, s^72,

* (1.2.4)

Uzdevuma 1.2.Г matemātisko modeli tagad varam formulēt
šādi.

Atrast maksimumu lineārajai funkcijai (1.2.2) pie ierobežoju-
miem (1.2.3), (1.2.4).

Vispārīga gadījuma sākotnējās informācijas tabulā var būt m

resursi un n dažādi produkcijas veidi. Bez tam katra produkcijas

Patēriņa
normasRažoša-

nas

resursi

Mērvie-

nība

Dau-

dzums

в,

Л (stunda) 84

69

1

2

5

4

7

5

5

О

A
3

kW 106

A t gab. 72

Gatav,

vienīb

īs produkcija;
as realizācija:
rbļ.)

30 40

cena|
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veida ražošanai var būt k dažādas tehnoloģijas. lerobežotu ražo-

šanas resursu izmantošanas optimizācijas (optimāla ražošanas

plāna sastādīšanas) uzdevumu vispārīgā gadījumā var formulēt
šadi.

Uzdevums 1.2.2°. Maksimizēt lineāru funkciju

л

z= £ CjXj (1.2.5)

pie ierobežojumiem

n

£ (i=l, 2, m), (1.2.6)

ij2ķQ f/-i, 2, n). (1.2.7)

Sādu uzdevumu atrisināšanas metodes aplūkosim 4. nodajā.
1.3. §. Barības devu optimizācija. Dažādām uzturvielām, kā

zināms, ir dažāds barības komponentu (ingredientu) daudzums.

Pieņemsim, ka dzīvnieka dienas barības devā jānodrošina m in-

gredienti, kuri atrodas n dažādās uzturvielās.

Kā piemērs tabulā (1.3.1) dota infomācija par vienības cenu

un ingredientu daudzumu katrā uzturvielas vienībā, kā arī mini-

mālo ingredientu daudzumu, kuriem jābūt dzīvnieka dienas ba-

rības devā.

(1.3.1)

Uzdevums 1.3.1°. Ņemot vērā tabulā (1.3.1) doto informā-

ciju, sastādīt ekonomiski optimālo dzīvnieka dienas barības devu.

Uzdevuma matemātiskais modelis. Minimizēt lineāru funkciju

(dienas barības devas izmaksu)

z-5x
l
+4x

2 (1.3.2)

Minimā-

lais dau-

dzums

dienas

barības

devā

Uzturvielas vienībā

esošais ingredienta
daudzums

Ingredients
Mērvie-

nība
1. uztur- 2. uztur-

viela viela

(rauši) (milti)

Aļ (piemēram, barības

vienības)

2,5

240

1,00

400

1,25

80A
2 (piemēram, sagre-

mojamais proteīns)
g

Uzturvielas vienības а■na (кар.)

Uzturvielas vienību sk;
devā

lits diena barības x2
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pie ierobežojumiem

*,+ 1,25лг25г=2,5,
(1.3.3)

400*i+ 80*2^240,

* (1.3.4)

lerobežojumu (1.3.4) jēga ir acīm redzama, jo uzturvielas vie-

nību skaits dienas barības devā nevar būt negatīvs. lerobežojumu
sistēmas (1.3.3) pirmā nevienādība nodrošina, ka ingredients A\

(barības vienības) dienas barības devā būs vismaz 2,5 kg. Sis-

tēmas (1.3.3) otrā nevienādība savukārt nodrošina, ka ingredients
A2 (sagremojamais proteīns) dienas barības devā būs vismaz

240 g.
Barības devas sastādīšanas uzdevumu vispārīga veidā var

formulēt šādi.

Uzdevums 1.3.2°. Minimizēt lineāru funkciju

n

z=> X cjxj (1.3.5)

pie ierobežojumiem

n

£ (i=l, 2, m), (1.3.6)
;' =i

*j>o (;=l, 2, n). (1.3.7)

1.4. §. Ražošanas jaudu izmantošanas optimizācija. Pieņemsim,
ka laika posmā, kura ilgums nepārsniedz 5000 minūtes, jāsaražo
3 dažādi produkti:

А — ne mazāk kā 500 vienības

В
—

„ „ „
300

„

С
— tieši 450 vienības

Šāda uzdevuma veikšanai var izmantot jebkuru no divām da-

žādām tehnoloģijām. Tehnoloģiju jaudu raksturo tabula (1.4.1):

(1.4.1)

Tabula (1.4.1) uzradītie skaitļi ir minūtēs izteikts laiks, kāds
nepieciešams vienas produkta vienības ražošanai pēc dotās teh-

noloģijas.

Produkts

то!

10 10

II 6 20
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Uzdevums 1.4.1°. Sastādīt tādu ražošanas jaudu izmanto-

šanas plānu, lai minimālā laika posmā veiktu doto ražošanas

uzdevumu.

Uzdevuma matemātiskais modelis. Apzīmēsim ar Хц, X\2 un

*i 3 attiecīgi produkta A, produkta В un produkta С vienību dau-

dzumu, kas ražojams pēc I tehnoloģijas. Atbilstošos nezināmos

II tehnoloģijai apzīmēsim ar *2i,
x 22 un *2з. Tad ražošanas uzde-

vuma veikšanai nepieciešamo koplaiku izteic lineāra funkcija

Z=4*ll + 1oa-12+ 1OЛГ,3+6*21+ 8*22+ 20* 2з. (1.4.2)

Lai izpildītu uzdevumā dotos ražošanas nosacījumus, nepiecie-
šami šādi ierobežojumi:

4*l, + 10*,2+10*13

6*2l+ B*22+20*23==£5000,

*n+ | (1.4.3)

*12+ *22^300,

*i3+ *23= 450,

Xjj>o (i=l, 2; /=l, 2, 3). (1.4.4)

lerobežojumi (1.4.4) ir acīm redzami, jo produkcijas vienību skaits

nevar būt negatīvs. lerobežojumu sistēmas (1.4.3) pirmās divas

nevienādības nodrošina to, ka nevienu tehnoloģiju nenoslogos
vairāk par 5000 minūtēm. Pēdējās trīs nevienādības šaja sistēma

nodrošina to, ka ražos uzdevumā pieprasīto produktu daudzumu.

Uzdevuma matemātisko modeli var formulēt šādi: minimizēt

lineāro funkciju (1.4.2) pie ierobežojumiem (1.4.3)—(1.4.4).

2. nodaļa

LINEĀRĀS PROGRAMMĒŠANAS VISPĀRĪGIE JĒDZIENI

2.1. §. Lineārās programmēšanas vispārīgais uzdevums un tā

modifikācijas. Jebkuru lineārās programmēšanas uzdevumu vis-

pārīgā veidā var formulēt šādi:

Uzdevums 2.1.1°. Dota lineāra mērķa funkcija

z=icjXj (2.1.1)
/-i

un lineāras nevienādības vai vienādojumi (ierobežojumi)

£ (t=l, 2, p<h), (2.1.2)
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n

Jj (i=p+l, p + 2, h<m), (2.1.3)
/-i

n

2a.j**=fti (t'=/i+l, h+2, m), (2.1.4)
/-i

(/=l, 2,
.... n), (2.1.5)

&ur a,j, «fi Cj t*r reāli skaitji, bet Xj
— nezināmi reāli

lielumi.

Atrast maksimumu lineārajai funkcijai (2.1.1) pie ierobežoju-
miem (2.1.2)—(2.1.5).

Uzdevuma formulējuma nezināmo Xj nenegativitates ierobežo-

jumi (2.1.5) ir ierobežojumu (2.1.3) apakšgadījums. Praktiskos

lineārās programmēšanas modeļos nezināmo nenegativitate Joti
bieži izriet no šo nezināmo lielumu ekonomiskās vai fizikālās

jēgas. Tādēļ ir lietderīgi nezināmo nenegativitātes nosacījumus
neietilpināt ierobežojumos (2.1.3), bet dot kā īpašu ierobežojumu
grupu (2.1.5). Tas, kā vēlāk redzēsim, ļauj arī vienveidot un vien-

kāršot uzdevuma risināšanas gaitu.
Ja lineārās programmēšanas uzdevuma formulējumā starp

dotajiem ierobežojumiem nav (2.1.2) un (2.1.3) tipa izteiksmju,
tad saka, ka uzdevums ir kanoniskajā formā. Tada forma doti,

piemēram, uzdevumi 1.1.Г un 1.1.2°.
Ja uzdevuma formulējumā nav (2.1.3) un (2.1.4) tipa iz-

teiksmju, tad saka, ka lineārās programmēšanas uzdevums ir

normālformā. Tādā formā doti, piemēram, uzdevumi 1.2.1° un

1.2.2°.
Ja uzdevuma formulējuma nav (2.1.3) tipa izteiksmju, tad

saka, ka uzdevums ir modificētajā normālformā.
Lineārās programmēšanas uzdevumu kanoniskā forma un nor-

mālforma acīm redzami ir modificētās normālformas apakšgadī-

jumi.

2.2. §. Lineārās programmēšanas uzdevumu algebriskās trans-

formācijas. Sajā paragrāfā, sadalot to piecos apakšnodalījumos,
aplūkosim dažus vienkāršus paņēmienus, kuri ļauj vārdiem un

matemātiskiem simboliem formulētu lineārās programmēšanas uz-

devuma modeli pārveidot citā, ar citiem vārdiem un citiem simbo-

liem izteiktā, bet dotajam uzdevumam ekvivalentā lineārās pro-

grammēšanas uzdevuma modelī.

Г. Jebkuru lineārās programmēšanas uzdevumu, kurā jāatrod
lineārās funkcijas minimums, var atvietot ar tam ekvivalentu

maksimizācijas uzdevumu (un otrādi), nemainot nevienu no iero-

n

bežojumiem. Lineārās funkcijas z=Yi cixi minimizācija ir ekviva-

n ,-i
_

lenta ar funkcijas z=Y, { — c j)xi maksimizaciju. Ja maxz=z*,

/-i



tad min 2= — 2*, un otrādi: max2= — min (2). Ja, piemēram, jāat-
rod lineārās funkcijas 2=2*l— 3*2+5*3 minimums, tad šī uzde-

vuma vietā, nemainot nevienu ierobežojumu, var meklēt maksi-

mumu lineārajai funkcijai z— —2*i + 3* 2
—6*3. Atrodot, ka max2

pie dotajiem ierobežojumiem ir, piemēram, —230, secinām, ka

min 2=230.

2°. Tā kā, reizinot kādas nevienādības abas puses ar —1, mai-

nās nevienādības zīme, tad nevienādība

n

Yj a,j*js£ —b
{

i=i

ir ekvivalenta ar nevienādību

i-i

Tā, piemēram, nevienādība 3*i —2*2^— 3 ir ekvivalenta ar nevie-

nādību
— 3*l +2*2^3.

3°. Jebkuru vispārīgā veidā dotu lineārās programmēšanas uz-

devumu var pārveidot modificētajā normālformā vai kanoniskajā
formā, ja ierobežojumu sistēmā ieved nenegatīvus papildu nezi-

nāmos. Nevienādību (2.1.2) vietā ierobežojumu sistēmā varam

rakstīt vienādojumus

n

«/, +£ aijXj=bi (i=l, 2,..., p),
1-1

kur (г'=l, 2, ..., p) ir papildu nezināmie. Papildu nezinā-

majiem katrā konkrētā uzdevumā var būt sava ekonomiskā inter-

pretācija. Tā, piemēram, ja nevienādību sistēmas (1.2.3) vietā

uzdevumā 1.2.Г raksta vienādojumus

yx+ *i+7*2=84,

i/2+2*i +5*2=69,
(2 2 1)

Уз+s*l +s*2= 105,

j/4+4*i =72, .

tad г/i, г/2, y 3
un г/4 ir ražošanā neizmantoto resursu atlikumi.

Nevienādību (2.1.3) vietā ierobežojumu sistēmā varam rakstīt

vienādojumus

n

-Уг+ Ъ ааХ}=ь
* (i=P+l, p + 2,..., h),

kur (t =p+l, p +2,...,h) ir papildu nezināmie. Tā,
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piemēram, nevienādību sistēmas (1.3.3) vieta uzdevuma 1.3.Г va-

ram rakstīt vienādojumus

-yx+ *i+ 1,25*2=2,5, ļ
-

г/г+200x,+ 80*2=240. J

Nezināmie un y šajā piemērā ir ingredientu daudzumi,
kas dienas barības devā pārsniedz ingredientu minimālos dau-

dzumus.

4°. Jebkuru lineāru algebrisku vienādojumu sistēmu var atvie-

tot ar tai ekvivalentu nevienādību sistēmu, jo jebkuru vienādību,
piemēram, i>i =5, var atvietot ar divām nevienādībām: un

Ja ir dota, piemēram, triju vienādojumu sistēma

vi=—*i + 4*3=16,1
v

2
= 4*,+2*2- 13*з= 2, (2.2.2)

Vļ= 2*i— *2— 3*3= 5, ļ

tad jebkuru no šīs sistēmas vienādojumiem var atvietot ar divām

nevienādībām. Arī visu triju vienādojumu summa s=V\ +v2+

+Оз= 23 ir ekvivalenta ar divām nevienādībām un

Ja s<23, tad Vļ +V2+v un t>i<23-(2+5) = 16. Tad arī

u2s£23-(5+16) =2 un v
3<^23- (16+2) =5. Tādēļ vienādojumu

sistēma (2.2.2) ir ekvivalenta ar nevienādību sistēmu

—*i +

4*,+2*2- 2,

2*| — *2
— 3*3 5,

s*i+ *
2
- 12*з^23.

Vispārīgā gadījumā lineāru algebrisku vienādojumu sistēma

n

Z aijXj =bi (t'= 1, 2, ..., m)
/-i

ir ekvivalenta ar nevienādību sistēmu

n

Z (t=l, 2, m),
~\

Z sjxj^bm+ļ,

/-1 '

kur

m

Sj= ZaU (/=1,2, ...,n),

m

bm+l = Z bi.
i-l



Tas nozīmē, ka jebkuru kanoniskā formā dotu lineārās program-
mēšanas uzdevumu var pārveidot vispārīgajā formā vai modifi-

cētajā normālformā.

s°. Formulējot lineārās programmēšanas uzdevumus, var ga-

dīties, ka daļai nezināmo nav zīmes ierobežojuma. Tas nozīmē,
ka vismaz dažiem nezināmajiem šādos uzdevumos var būt gan

pozitīvas, gan arī negatīvas vērtības. Tādus uzdevumus vienmēr

var pārveidot tiem ekvivalentos uzdevumos, kuros visiem nezinā-

majiem ir zīmes ierobežojums, t. i., visiem nezināmajiem jābūt
nenegatīviem. Tādu uzdevuma pārveidošanu var veikt ar dažādiem

paņēmieniem. Vienā no tiem katru nezināmo Xj, kuram dotajā uz-

devumā nav zīmes ierobežojuma, atvieto ar divu citu nenegatīvu
nezināmo diferenci:

Xj=x'j — x"j, kur un x"j^o.

2.3. §. Lineārās programmēšanas uzdevumu ģeometriskā inter-

pretācija. Jebkuru lineārās programmēšanas uzdevumu var viegli
interpretēt ģeometriski un atrisināt grafiski, ja ierobežojumu sis-

tēmā ir tikai divi nezināmie lielumi .Vi un x2. Kā zināms, katru

divu skaitļu pāri var interpretēt kā punktu vai ari kā vektoru

taisnleņķa koordinātu sistēmā plaknē. Sādā koordinātu sistēmā

katrs lineārs algebrisks vienādojums an*i +ai2X2=bi ir taisnes

vienādojums. Katra taisne sadala koordinātu plakni divās pus-

plaknēs. Ja kāda brīvi izraudzīta punkta Po (xi; x 2) koordinātes

ievieto dotajā taisnes vienādojumā, tad dabū skaitli Ui =bļ—

— ai ļX] — ai2X2. Šis skaitlis ы, =0 tad un tikai tad, ja punkts P
a

(Xi\ x 2) atrodas uz dotās taisnes. Katrā citā gadījumā Uj>o vai

«i<o. Tādēļ katru ierobežojumu а пХl +a,- 2 apmierina tie un

tikai tie punkti, kuri atrodas uz taisnes апхх+ai2x 2=b { vai viena

(bet ne otrā) no pusplaknēm, kurās šī taisne sadala koordinātu

plakni. lerobežojumu sistēmā atsevišķi izdalītie nezināmo nenega-

tivitātes nosacījumi ģeometriski nozīmē to, ka jebkuru no sistēmas

ierobežojumiem var apmierināt tikai tie kuri atrodas koor-

dinātu sistēmas pirmajā kvadrantā. Pusplaknēm citai citu pārse-

dzot (šķeļoties), rodas to punktu ģeometriskā vieta (punktu kopa),
kurai piederīgie punkti apmierina visus dotos ierobežojumus, ja
vien dotā ierobežojumu sistēma ir saderīga, t. i

:
, nav pretrunīga.

Šo punktu kopu sauc par lineārās programmēšanas uzdevuma

mērķa funkcijas definīcijas apgabalu vai ierobežojumu sistēmas

atrisinājumu apgabalu.
Ja ierobežojumu sistēma ir saderīga, tās atrisinājumu apga-

balā ir bezgalīgi daudz punktu vai ari viens vienīgs punkts. Ja

sistēma nav saderīga, tad nav neviena tāda punkta, kas apmieri-
nātu visus dotos ierobežojumus. Pēdējā gadījumā saka, ka atrisi-

nājumu apgabals ir tukša kopa. Tādam uzdevumam nav neviena

reāla atrisinājuma.
Kā piemēru aplūkosim uzdevuma 1.2.1° ģeometrisko interpre-

tāciju, kas attēlota zīmējumā 2.1. Šajā piemērā ierobežojumu
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Zīm. 2.1.

sistēmas atrisinājumu apgabals ir punktu kopa,- kuru veido sešas

pusplaknes, citai citu pārsedzot, resp., tas ir sešu pusplakņu šķē-
lums, jo ierobežojumu sistēmā (1.2.3), (1.2.4) ir pavisam 6 iero-

bežojumi.
Zīmējumā 2.1 taisnleņķa koordinātu sistēmā attēlotā taisne

7'17"i, kuras vienādojums ir Xļ +7x2
—84, saskaņā ar ierobežojumu

sistēmas (1.2.3) pirmo nevienādību *i + sadala koordinātu

plakni divās pusplaknes (pusielpās) — pozitīvajā un negatīvajā.
Jebkura pozitīvajai pusplaknei 7"i+ piederīga punkta koordinātes

apmierina doto nevienādību, bet to neapmierina neviena negatī-
vajai pusplaknei T\~ piederīga punkta koordinātes.

Lai noteiktu, kura no abām pusplaknēm (pustelpām) ir pozi-
tīvā, var ievietot tajā nevienādībā, kas sadala plakni (telpu) pus-

plaknēs (pustelpās) 7"+ un 7"-, jebkura brīvi izraudzīta punkta
koordinātes. Ja šī nevienādība izpildās, izraudzītais punkts atro-

das pustelpā 7"+, pretējā gadījumā — pustelpā T~.

Tā pusplakne, kurai piederīgie punkti apmierina ierobežojumu
sistēmas (1.2.3) pirmo ierobežojumu *i+7* apzīmēta ar

bultiņām pie taisnes TJ\. Analogi attēloti visi pārējie ierobežo-

jumi un norādītas tās pusplaknes, kurām piederīgie punkti apmie-
rina attiecīgo ierobežojumu. Pēc tam zīmējumā ar resnu līmju
norobežota koordinātu plaknes to punktu kopa, kuri pieder visam

6 pusplaknēm. Tie ir punkti, kuri atrodas daudzstūrī OAļA 2A3A4AS

un uz tā malām.

Mērķa funkciju z=Ci*i +c 2x2 jebkurai fiksētai z vērtībai, piemē-
ram, z=c

O, ģeometriski var interpretēt kā taisni -ViO*
2 plaknē.

Katra šāda taisne ir perpendikulāra pret taisni, kas iet caur koor-

dinātu sākumu un punktu (Act; Xc2), kur X — jebkurš pozitīvs
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skaitlis. Citādi sakot, mērķa funkciju ģeometriski var interpretēt
kā tādu taišņu (līmeņa līniju) saimi, kas perpendikulāras pret
vektoru N=(Xc\\ Xc2). Sis vektors N ģeometriski nozīmē orien-

tētu taisnes nogriezni, kura sākumpunkts sakrīt ar koordinātu sā-

kumu un galapunkts ir punktā (Xcū Xc 2). Vektora vērsums norāda

to virzienu definīcijas apgabalā, kurā mērķa funkcijas vērtība aug.
Uzdevuma 1.2.1° mērķa funkcija ir 2=3oxi +40x2. Tātad katra

šīs mērķa funkcijas līmeņa līniju saimes taisne ir perpendikulāra
pret vektoru 2V= (ЗОЛ; 40Л). Ņemot, piemēram, Л. =0,1, zīmējumā
2.1 attēlots vektors 7V= (3; 4) un dažas tam perpendikulāras
mērķa funkcijas līmeņa līnijas. Zīmējumā redzams, ka mērķa

funkcija z visaugstāko līmeni (vislielāko vērtību) sasniedz punktā
A

3 (12; 9), resp., max2=30-12 + 40-9 =720.

Zīmējuma 2.2 attēlota uzdevuma 1.3.1° ģeometriska interpretā-
cija, iepriekš pārveidojot ierobežojumu sistēmu (1.3.3) citā, dota-

jai sistēmai ekvivalentā ierobežojumu sistēmā

4*l + ļ

sx,+ X2> 3.} < 2-ЗЛ >

lerobežojumu sistēma (2.3.1) ir ekvivalenta ar sistēmu (1.3.3),

jo nevienādība nemainās, ja tās abas puses reizina ar vienu un

to pašu pozitīvu skaitli. Šajā gadījumā sistēmas (1.3.3) pirmā
nevienādība reizināta ar 4, bet otrā

— ar 1/80. Dotā mērķa fun-

kcija 2=sxl +4x2 aug virzienā, kuru norāda vektors N=(5X; AK).

Vektors N zīmējumā attēlots, izvēloties X=-ķ-. Zīmējumā redzams,

Zīm. 2.2.
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ka mērķa funkcija šaja piemēra var augt neierobežoti, turpretī
no apakšas tā ir ierobežota un sasniedz minimumu punktā

(
5 38 \

2Ī~' 2t)' <aS 'Г aPr^^'n^^a's taišņu T\T{ un T2T2 krustpunkts.

Aprēķinot šim punktam atbilstošo mērķa funkcijas z vērtību, at-

rodam, ka min2=5- +4- 7fif-**j •
Uzdevums 2.3.1°. Grafiski atrast maksimumu un minimumu

lineārai funkcijai z=X\—x 2 pie ierobežojumiem

*i+ x I
2Xi+ }
Xļ+2x2

=6, ļ

•KiSsO; л-
2sгo.

Atrisinājums. Uzdevuma ģeometriskā interpretācija dota zī-

mējumā 2.3. lerobežojumu sistēmas atrisinājumu apgabals šajā
uzdevumā ir taisnes T3T 3 nogrieznis, kas atrodas starp taisnēm

TļTļ un 7"2 T2. Zīmējumā nolasāms, ka lineārajai funkcijai ir mini-

mums punktā A\ (2; 2) un maksimums punktā A2 (4; 1). Tātad

max2=3 un min2=0.

Uzdevums 2.3.2°. Grafiski atrast maksimumu un minimumu

lineārai funkcijai

z=

Xļ-x2 (2.3.2)

Zīm. 2.3.
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pie ierobežojumiem

2xi +3*2^6,

-Xļ+ x2^2,

о (2-3.3)
—

Xļ—
'

~Xļ -1,5.

Atrisinājums. Uzdevuma ģeometriskā interpretācija dota zī-

mējumā 2.4. lerobežojumu sistēmā (2.3.3) nav nezināmo nenega-
tivitātes nosacījumu. Lineārās funkcijas (2.3.2) definīcijas apga-
bals ir punktu kopa, kas atrodas četrstūrī ЛИ2Л3Л4 un uz tā

malām. Lineārā funkcija aug vektora 7V norādītajā virzienā un

sasniedz maksimumu virsotnē A2 (1,5; —1,5), kurā krustojas tais-

nes T3T3 un T4T4. Tādēļ maxz= 1,5—( — 1,5) =3. Lineārajai fun-

kcijai (2.3.2) ir minimālā vērtība punktā A x ( —2,25; —0,25), kurā

krustojas taisnes T2T2 un T3 T3, un min z= —2,25— ( — 0,25) =—2.

Tāda pati minimālā vērtība lineārajai funkcijai (2.3.2) ir arī

punktā Л
4 (0; 2), kurā krustojas taisnes 7"i un T

2
T2. Funkcijas

vērtība ir minz=—2 acīm redzami arī jebkurā punktā, kas atro-

das uz taisnes nogriežņa ЛIЛ4. Tas nozīmē, ka dotajai lineārajai

funkcijai ir minimums jebkurā punktā, kura koordinātes aprēķi-
nāmas pēc formulām

Xļ= -2,25(1 -X) +0-Х,

x
2
= -0,25(1 -л) + 2-Х.

Те X ir jebkurš reāls skaitlis no intervāla oг^Лг^l.

Zīm. 2.4.
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Zīm. 2.5.

Uzdevums 2.3.3°. Grafiski atrast maksimumu un minimumu

lineārai funkcijai z= —2xi+3x2 pie ierobežojumiem

*i+ x2^sl,

X\
— X 21,

Xi
— 2x2ī3so,

X2^so.

Atrisinājums. Uzdevuma

ģeometriskā interpretācija
dota zīmējumā 2.5. Funkcija
z sasniedz maksimumu pun-

ktā А (2; 1), kurā krustojas
taisnes T2T2 un T3T3, un

max z= -2 ■ 2 + 3 ■ 1 =-1.

Funkcija z no apakšas nav

ierobežota, un tā var pieņemt
jebkuru negatīvu vērtību, kas

mazāka par —
1.

Uzdevums 2.3.4°. Gra-

fiski atrast maksimumu un

minimumu mērķa funkcijai
z=CļX\ +c 2x2 pie ierobežoju-
miemZīm. 2.6.
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-2xl+3*2^12,

*1+ 6,

4*l- х2^2o.

Atrisinājums. Uzdevuma ierobežojumi ģeometriski interpre-
tēti zīmējumā 2.6. No zīmējuma redzams, ka ierobežojumu sistēma

nav saderīga un mērķa funkcijas definīcijas apgabals ir tukša

punktu kopa. Tādēļ šim uzdevumam atrisinājums neeksistē.

2.4. §. Plāna, optimālā plāna un atbalsta plāna jēdzieni. Li-

neārajā programmēšanā par plānu sauc jebkuru nezināmo vēr-

tību sakārtotu kopu, kas apmierina visus dotā uzdevuma ierobe-

žojumus. Ģeometriskajā interpretācijā plāns ir katrs tāds punkts,
kas pieder pie mērķa funkcijas definīcijas apgabala, resp., pie
ierobežojumu sistēmas atrisinājumu apgabala. Tādēļ dotajam
lineārās programmēšanas uzdevumam ir vai nu bezgalīgi daudz

plānu, vai viens vienīgs plāns, vai arī nav neviena plāna. Pēdējā
gadījumā dotā ierobežojumu sistēma ir nesaderīga. Ģeometriski
tas nozīmē, ka mērķa funkcijas definīcijas apgabals ir tukša

punktu kopa.
Ja ierobežojumu sistēma ir gan saderīga, bet tās atrisinājumu

apgabalā ietilpst tikai viens vienīgs punkts, tad uzdevumam ir

tikai viens vienīgs plāns un mērķa funkcijai ir viena vienīga vēr-

tība. Tādā gadījumā nav lineārās programmēšanas uzdevuma, jo
nav plāna variantu.

Ja ierobežojumu sistēma ir saderīga un mērķa funkcijas defi-

nīcijas apgabalā ir bezgalīgi daudz punktu, resp., lineārās pro-

grammēšanas uzdevumam ir bezgalīgi daudz plānu, tad iespē-
jami divi gadījumi: 1) mērķa funkcija savā definīcijas apgabalā
nav ierobežota, un tās absolūtā vērtība var kļūt lielāka par jeb-
kuru iepriekš dotu lielu pozitīvu skaitli; 2) mērķa funkcija savā

definīcijas apgabalā ir ierobežota, un tās vērtība ir galīgs lielums

jebkuram plānam.
Praktisku uzdevumu risināšanā nozīmīgs ir pēdējais gadījums,

kad starp bezgalīgi daudziem iespējamiem plāniem jāatrod opti-
mālais plāns.

Definīcija Г. Par optimālo plānu sauc tādu plānu, kuram

atbilstošā mērķa funkcijas vērtība ir maksimālā (minimālā).

Definīcija 2°. Par lineārās programmēšanas uzdevuma at-

risinājumu sauc šī uzdevuma optimālo plānu ar tam atbilstošo

mērķa funkcijas vērtību.

Atrast dotā uzdevuma atrisinājumu ar mērķa funkcijas vērtību

salīdzināšanas metodi nav iespējams, jo saderīga lineārās pro-

grammēšanas uzdevuma plānu skaits ir bezgalīgi liels. Kā vēlāk

redzēsim, optimālais plāns nav jāmeklē starp bezgalīgi daudziem
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iespējamiem plāniem. Pietiek, ja atrod vienu no t. s. atbalsta plā-
niem. To pakāpeniski uzlabojot, var atrast optimālo plānu, ja tāds

dotajam uzdevumam vispār eksistē.

Definīcija 3°. Par bāzes mainīgo (pretstatā nebāzes mai-

nīgajam) kanoniskā formā pārveidotā lineārās programmēšanas
uzdevumā sauc tādu šl uzdevuma nenegatlvu nezināmo lielumu,
kas izslēgts no mērķa funkcijas un no visiem ierobežojumu sis-

tēmas vienādojumiem, izņemot vienu vienādojumu, kurā šim nezi-

nāmajam ir koeficients 1, kad vienādojumam ir nenegativa labā

puse (brīvais loceklis).

lerobežojumu sistēmā, kurā ir m sanumurēti vienādojumi, ne-

var būt vairāk kā m bāzes mainīgo, turklāt, ja bāzes mainīgos
sanumurē ar indeksiem 1, 2, m, tad bāzes mainīgais ar in-

deksu i atrodas tajā un tikai tajā vienādojumā, kura numurs ir i

(i=l, 2, m).

Definīcija 4°. Par atbalsta plānu sauc tādu lineārās pro-

grammēšanas uzdevuma lerobežojumu sistēmas atrisinājumu, kurā

visi bāzes mainīgie vienādi ar tiem atbilstošo ierobežojumu laba-

jāmpusēm, bet visi nebāzes mainīgie vienādi ar nulli.

Definīcija s°. Lineārās programmēšanas uzdevumā atbal-

sta plānu ar tam atbilstošo mērķa funkcijas vērtību sauc par šī

uzdevuma bāzes atrisinājumu.

Tā, piemēram, ierobežojumu sistēmā (2.2.1) bāzes mainīgie ir

nezināmie y\, y2, y3 un г/4, nebāzes mainīgie — *i un x 2. Viens

no uzdevuma 1.2.Г atbalsta plāniem ir *i =*2= 0, f/i
=84, y2

=69,
1/з=los, г/4=

72. Šim atbalsta plānam atbilstošā mērķa funkcijas
vērtība ir z—o.

3. nodaļa

DAŽAS LINEĀRU ALGEBRISKU VIENĀDOJUMU SISTĒMU

SKAITLISKĀS ATRISINĀŠANAS METODES

3.1. §. Lineāru algebrisku vienādojumu sistēma. Jebkura ka-

noniskā formā pārveidota lineārās programmēšanas uzdevuma

ierobežojumu sistēma ir lineāra m vienādojumu sistēma ar n ne-

zināmajiem:

a
ux\ +012X2 +.. ■ +ain

xn =b u

021*1 +...+o2n*n =bļ,
(311)

a
mi*i +Qm2*2 +• • ■ +amnXn-bm

jeb saīsinātā pierakstā

ai I*l+fli2*2+
••.+ainxn=bi (t'=l, 2, m).
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Lietojot summas simbolu, sistēmas (3.1.1) pierakstu var vel sa-

īsināt:

n

X ūijXj =bi (t= 1, 2, ..., m).

Vienādojumu sistēmas koeficienti a,j un brīvie locekļi bi ir

doti reāli skaitļi. Katram vienādojumu sistēmas koeficientam sis-

tēmas vispārīgajā pierakstā, kā redzams, ir divi indeksi, ar ku-

riem šie koeficienti savstarpēji atšķiras. Pirmais indekss sakrīt

ar vienādojuma numuru sistēmā, bet otrs
— ar tā nezināmā

numuru, pie kura dotais koeficients atrodas. Tā, piemēram, азs ir

trešā vienādojuma piektā nezināmā x 5 koeficients, šī vienādojuma
brīvais loceklis ir b

3.
Lineāru algebrisku vienādojumu sistēmu skaitliskā atrisinā-

šanā iespējami 3 gadījumi: a) sistēma ir nesaderīga, resp., tai nav

neviena atrisinājuma; b) sistēmai ir viens vienīgs atrisinājums;
c) tai ir bezgalīgi daudz atrisinājumu. Kuram no šiem gadīju-
miem atbilst dotā vienādojumu sistēma, — tas noskaidrojas, mek-

lējot sistēmas atrisinājumu ar kādu no lineārās algebras skaitlis-

kajām metodēm. No tādām metodēm aplūkosim t. s. modificēto

Zordāna izslēgšanas metodi un Gausa—Zordāna metodi.

3.2. §. Modificētā Zordāna izslēgšanas metode. Lai risinātu m

lineāru algebrisku vienādojumu sistēmu (3.1.1) ar n nezināma-

jiem pēc modificētās Zordāna izslēgšanas metodes, papildināsim
katru dotās sistēmas vienādojumu ar vienu jaunu nezināmo un

aplūkosim iegūto paplašināto m vienādojumu sistēmu ar m+n

nezināmajiem:

i/i +a\iXļ +ai 2X2 +...+alnxn
=bu

Уз +<*2i*i +a 22
x

2 +. • • +a2nx
n

=b2, (321)

Ут +Um\X\ +Om2X 2 +. . . +CLmn Xn
=Ь

т.

Te nezināmos yi (i=l, 2, m) sauksim par sistēmas (3.2.1)
bāzes mainīgajiem pretstatā nezināmajiem Xj (/=l, 2, n),
kurus sauksim par šīs sistēmas nebāzes mainīgajiem. Sistēmai

(3.2.1) ir bezgalīgi daudz atrisinājumu, jo katrai brīvi izraudzītai

nebāzes mainīgo vērtību kopai atbilst viena, pilnīgi noteikta bāzes

mainīgo vērtību kopa, kas apmierina doto vienādojumu sistēmu.

Izvēloties, piemēram, visus nebāzes mainīgos vienādus ar nulli,

visi bāzes mainīgie ir identiski vienādi ar sistēmas (3.2.1) laba-

jām pusēm.
Acīm redzami, vienādojumu sistēma (3.1.1) ir saderīga tad un

tikai tad, ja var uzrādīt kaut vienu tādu nezināmo x\, x 2, x n

vērtību kopu, kas apmierina vienādojumu sistēmu (3.2.1) pie no-

sacījuma У\—у2=.■.=ym
=0.
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Vienādojumu sistēmu (3.2.1) var pierakstīt tabulas forma:

(3.2.2)

Tabulas (3.2.2) vieta bieži lieto tas kanonisko formu:

(3.2.3)

Tā kā katrā lineārā algebriskā vienādojumā vismaz viens koe-

ficients nav nulle, tad katrā tabulas (3.2.3) rindā vismaz viens

skaitlis nav nulle, un, tā kā katrs nezināmais ietilpst vismaz vienā

sistēmas vienādojumā, tad arī katrā tabulas kolonnā, neieskaitot

brīvo locekļu kolonnu, vismaz viens skaitlis nav nulle.

Jebkurš no tabulas (3.2.3) skaitļiem atrodas kādas rindas

un kolonnas krustojumā. Ja izvēlas tādu kolonnu un rindu, kuru

krustojumā novietotais elements nav nulle, piemēram, a
rh¥=o, tad

ir iespējams izslēgt nezināmo xv no nebāzes mainīgo skaita, ap-

mainot to lomām ar bāzes mainīgo yr. To panāk, izsakot no sis-

tēmas (3.2.1) r-tā vienādojuma

xh=A_y Х}
-Ж_ у ElL

Xj (3.2.4)
flrfe / ' arh arh

/ ia
akrk

i-i i-k+i

un ievietojot šo Xv izteiksmi visos pārējos sistēmas (3.2.1) vienā-

dojumos. Tad iegūst jaunu vienādojumu sistēmu, kas ekvivalenta

ar sistēmu (3.2.1). Jauno vienādojumu sistēmu pierakstīsim šādas

tabulas formā:

У1 У2 Ут + 1

1

0

0

0

1

0

0

0

1 flmi am2

a
2n

Ьт

1 -1 *1 *2 ••• ш Rindu

numuri

У1

Уг b
2

"II

«21

а,2

a2k a2n
2

•

•

•

У' Ьг Ori «,2 <3rn <

•

■

bm
■

a,n2 Omh ūrnn m
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(3.2.5)

Tabulā (3.2.5)

y=

V~, (3.2.6)

{ IФп }¥=k)ļ (3.2.7)

=bi { IФГ), (3.2.8)

Tiešām, ievietojot Xv izteiksmi (3.2.4) visos pārējos sistēmas

(3.2.1) vienādojumos, iegūst

yi
=bi- £ aijXj--p-\b r

- £ a
rjXj-y r

- £ X ««Л
/=1 "rft \ ļmļ i-k+\ I j-k+l

jeb

*-l л

t/i-b'i+ X a'i
jXj-yaihy r+ £ a'ij*j=0

/-i /=*+i

(i=l,2, ...,r-1,r+1,...,m). (3.2.9)

Izraudzīto sākuma tabulas skaitli а
г иФo, kas atrodas r-tās

rindas un &-tās kolonnas krustojumā, sauc par šīs tabulas gal-
veno elementu. Jebkuru vienādojumu sistēmas koeficientu, kas

nav nulle, var vai nu pilnīgi brīvi, vai arī, vadoties no kādiem

īpašiem apsvērumiem, izvēlēties par galveno elementu. To rindu

un kolonnu, kuru krustojumā atrodas tabulas galvenais elements,
sauc par galvenorindu un galvenokolonnu.

Par modificētās Zordāna izslēgšanas metodes vienu soli ar

galveno elementu а гиФo sauc r-tā bāzes mainīgā y r apmaiņu
lomām ar nebāzes mainīgo xh.

-1 x
2 У' Nr.

i/2

а'н
O'jj

a'12 -\Ctik

-\a2k

a'in
а'

2 п

1

2

X» Уагг |

Ь'т a'
m2Ут ū'ml -yam h ū'mn m
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Tātad izpildīt vienu modificētās Zordāna izslēgšanas metodes

soli ar galveno elementu а,и nozīmē atvietot sākuma tabulu

(3.2.3) ar jaunu tabulu (3.2.5). Vienā solī ietilpst šādas darbības:

1) atvietot sākuma tabulas galveno elementu ar tā apgriezto
lielumu

1

2) atvietot pārējos galvenās rindas elementus ar skaitļiem,
kurus iegūst, reizinot šīs rindas elementus ar y;

3) atvietot pārējos galvenās kolonnas elementus ar skaitļiem,
kurus iegūst, reizinot šīs kolonnas elementus ar —y;

4) atvietot visus citus sākuma tabulas elementus, kas neat-

rodas šīs tabulas galvenajā rindā vai galvenajā kolonnā, ar skait-

ļiem, kurus aprēķina pēc formulām (3.2.7) vai (3.2.8).
Formulu (3.2.7) un (3.2.8) vai to paveidu atvieglotai iegau-

mēšanai pastāv dažādas kārtulas. Viena no tām ir «taisnstūra

kārtula». Lietojot šo kārtulu, jāievēro, ka katrā no formulām

(3.2.7), (3.2.8) iesaistīti četri sākuma tabulas skaitļi: 1) atvieto-

jamais elements, 2) galvenais elements, 3) tas galvenās rindas

elements, kas atrodas vienā kolonnā ar atvietojamo elementu, un

4) tas galvenās kolonnas elements, kas atrodas vienā rindā ar

atvietojamo elementu. Grafiski šie 4 skaitļi katrā konkrētā gadī-

jumā atrodas kāda taisnstūra virsotnēs. Taisnstūra galvenā dia-

gonāle ir tā, kas savieno atvietojamo elementu ar galveno ele-

mentu. Otrā, blakus diagonāle savieno pārējos divus elementus.

levērojot to, taisnstūra kārtulu var formulēt šādi:

Jaunās tabulas elementu a'ij Цфг, Iфк) iegūst, ja no vecās

tabulas elementa a,j atņem blakus diagonāles galos novietoto

skaitļu reizinājumu, kas dalīts ar galveno elementu.

Piemērs 3.2.Г. Atrisināt vienādojumu sistēmu

Xļ— x2
— x3=0, )

3x,-2x2
- x3=4, (3.2.10)

—2xi +3x2+3*3=5. J

Atrisinājums. levedīsim katrā sistēmas (3.2.10) vienādojumā
vienu jaunu nezināmo ar koeficientu +1 un aplūkosim sistēmas

(3.2.10) vietā paplašinātu vienādojumu sistēmu

i/i + *!- x -

*з=0, ļ
(/2 +3xl-2*2- x3=4, (3.2.11)

i/3-2xi + 3x2+ 3x3=5, J

kurā i/i, 1/2 un i/з ir bāzes mainīgie pretstatā nebāzes mainīgajiem
Xļ, x 2 un x 3. .^jļ
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So vienādojumu sistēmu var pārrakstīt tabulas forma:

Ja par galveno kolonnu un galveno rindu izvēlamies attiecīgi
nebāzes mainīgā xx koeficientu kolonnu un 3. rindu, tad galvenais
elements ir skaitlis —2, kas tabulā apvilkts ar četrstūri. Izpildot
ar šo galveno elementu vienu modificētās Zordāna izslēgšanas me-

todes soli, iegūst jaunu tabulu (II), kurā mainīgie X\ un y3 ap-
mainīti lomām:

Aizpildot jauno tabulu (II), vispirms apmaina vietām xy un y3

un ieraksta galvenā elementa vietā, apgriezto lielumu —0,5. Pēc

tam atvieto galvenās rindas pārējos elementus ar skaitļiem —2,5;
— 1,5; —1,5, kurus iegūst, dalot galvenās rindas elementus 5;
3 un 3 ar galveno elementu —2 vai reizinot ar tā apgriezto lielumu

Y=—o,s. Pēc tam atvieto galvenās kolonnas pārējos elementus

1 un 3 ar skaitļiem 0,5 un 1,5. Tos iegūst, reizinot 1 un 3 ar —v=

=0,5. Beidzot visus pārējos tabulas (I) elementus atvieto ar

skaitļiem

= =2,5; /У2=4-41=П,5;

a'i2=-l =0,5; a'22=-2-41=2,5;

G'i3=a'i2=0,5; а'2з= -
\ =3,5,

kurus iegūst pēc taisnstūra kārtulas.

Ar to noslēdzas pirmais modificētās Zordāna izslēgšanas me-

todes solis.

-1 |*,| Xj Хз (I)

Уi

У2

О

4

5

1

3

-i

-2

3

-1

-1

3'

1

2

3Уз

-i Уз *2 (")

У2

2,5

11,5

-2,5

0,5

1,5

-0,5

0,5

2,5

-1,5

1 0-5 I

3,5

-1,5

1

2
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Otrajā soli izvēlēsimies par galveno elementu 0,5, kas tabulā

(II) atbilstoši iezīmēts. Izpildot otro soli ar šo galveno elementu,
iegūst tabulu (III):

Pēdējā, trešā izslēgšanas soļa galvenais elements ir —1. Iz-

pildot ar šo galveno elementu trešo modificētās 2ordāna izslēg-
šanas metodes soli, iegūst tabulu (IV):

Tabula (IV) nolasāma šada vienādojumu sistēma:

*3+l- г/з+У2-sу! =0, |
*2-6 +2t/3-t/2+7i/1=0, (3.2.12)

*i-5+ y3 +3(/!=0. j

Vienādojumu sistēma (3.2.12) ir ekvivalenta ne vien ar sistēmu

(3.2.11), bet arī ar doto vienādojumu sistēmu (3.2.10), ja y x
=

=y2=гу3=0. Tādē] dotā vienādojumu sistēma ir ekvivalenta ar

vienādojumu sistēmu

x
3+l=o, ļ

x 2-6=0,

JCi-5-0, )

un tās vienīgais atrisinājums ir *i=5,x2=6, x 3
=—1, kas nola-

sāms tabulā (IV).
Piemērs 3.2.2°. Atrisināt vienādojumu sistēmu

*i + 3x2
—

*з=2, ļ
2x,+ x2+ x3=-\, ļ (3.2.13)

—Xļ+7x2
— 5*3=8. J

-1 Уз \х
2
\ У\ (III)

Х|

У2

5

-6

5

1

—2

1

1

ЕЕ!
о

2

-7

3

1

2

3

-1 г/з Уг У\ (IV)

-1

6

5

-1

2

1

1

-1

О

-5

7

3

1

2

3
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Atrisinajums.

Tabula (III), kura iegūta pec diviem modificētas Zordāna

izslēgšanas metodes soļiem, atbilst vienādojumu sistēmai

Xi+ 1-0,2/71+0,6г/2 +o,Bл:з =0, ļ
x -1+0,4t/!—0,21/2 —o,6хз =0, ļ (3.2.14)

Уз
- 3t/i+ 2«/2 =0. J

Tā ir ekvivalenta ar doto sistēmu (3.2.13), ja yi =y2=y3
=0. Tas

nozīmē, ka dotā vienādojumu sistēma ir ekvivalenta ar sistēmu

Xi=- 1-o,Bхз, )

r

'

(3.2.15)
*2= 1 +O,6Хз. J

Vienādības (3.2.15) ir dotās vienādojumu sistēmas vispārīgais
2

atrisinājums. Та ka šaja piemērā y3
=3y\ —2y2,

tad y\ =-^y2+

1 3 1

+-5-1/3 un y2
— ~кУ\—к Уз- Tas nozīme, ka vienādojumu sistēmā

(3.2.13) jebkurš vienādojums ir pārējo divu vienādojumu secinā-

jums. Tā, piemēram, otro vienādojumu iegūst, ja pirmo vienādo-

-1 х» (I)

/л

г/2

2

-1

8

I 1 I

2

-1

3

1

•»f;"

-1

1

-5

1

2

3-'/3

-1 У\ 1*2I (II)

У1

2

-5

10

1

-2

1

3

10

-1

3

-6

1

2

Уз 3

-1 У2 (III)

Xl -1 -0,2 0,6 0,8 1

X2 1 0,4 -0,2 -0,6 2

Уз 0 -3,0 2,0 0 3
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jumu reizina ar
-y,

trešo ar —ļ- un iegūtos vienādojumus sa-

skaita. Tādēļ saka, ka šajā vienādojumu sistēmā ir tikai divi
lineāri neatkarīgi vienādojumi, bet trešais ir pārējo divu vienādo-

jumu lineāra kombinācija.
Risinot vienādojumu sistēmu ar Zordāna metodi, no pēdējā

soļa tabulas redzams, vai sistēma ir saderīga, un nolasāms ne

vien saderīgas sistēmas vispārīgais atrisinājums, bet atklājas arī

iepriekš nepamanītas lineāras sakarības starp sistēmas vienādo-

jumiem.
Piemērs 3.2.3°. Atrisināt vienādojumu sistēmu

x\ + 3x2
— Хз=2, ļ

2x,+ x
2+ .v3=-l, ļ (3.2.16)

—x\ +7x2
—5л;

3
= 1. J

Atrisinājums.

No pēdējas tabulas redzams, ka vienādojumu sistēma (3.2.16)
ir nesaderīga, jo izteiksmē y 3=-7 +3uļ-2y2 nav iespējama nosa-

cījuma г/1 =г/2 =Уз=0 izpildīšanas.

-1 (I)

</l

1)2

2

-1

1

LU
2

-1

3

1

7

-1

1

—5

1

2

39i

-1 г/i (II)

fh

2

-5

3

1

-2

I

3

ВО
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-1

3

-6

1

2

3Уз

-I У' Уг (III)

-1

1

-7

-1/5

2/5

-3

3/5
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4/5

-3/5

О

1

2
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3.3. §. Lineāru vienādojumu sistēmas risināšanas gaitas kon-

trole. Par lineāru vienādojumu sistēmas atrisinājuma pareizību
var un vajag pārliecināties, ievietojot atrasto vispārīgo atrisinā-

jumu dotajā vienādojumu sistēmā. Ja tas vienādojumu sistēmu ne-

apmierina, tad risināšanas gaitā ir pieļauta kļūda. Katras vienādo-

jumu sistēmas risināšana prasa relatīvi daudz laika un pūļu, un

kļūdīšanās iespēja ir liela, jo sevišķi, kad jārisina daudzu vienā-

dojumu sistēmas. Tādēļ ir lietderīgi kontrolēt katru izslēgšanas
soli. Viens no vienkāršākajiem kontroles paņēmieniem ir kolonnu

summu kontrole.

Ja vienādojumu sistēmas (3.1.1) beigās pievieno vienādojumu

(oi — 1)-vi-4- (a2
— I)*2+-• •+ (or„— 1)*„ =o0

— 1,

m m
,

_

kur ao= Vi bi\ Oj= X aij (/= 1, 2,. .., n), un līdz ar to tabulai
i=i i=i

(3.2.3) pievieno (m-f-l)-mo rindu, kurā ieraksta katra kolonna

esošo skaitļu summu, atņemot no tās 1, tad, izpildot vienu izslēg-
šanas soli, noapaļošanas kļūdu robežās ir spēkā vienādības

(а,-1)'=а'
3-1, (/=1,2,...,n).

Te (oj— 1)' ir skaitļi, ar kuriem atvieto vecās tabulas (m + l)-ās
rindas elementus, izpildot vienu Zordāna izslēgšanas soli, bet

o'j ir skaitļi, kurus iegūst, summējot visus /-tās kolonnas skaitļus
jaunajā tabulā.

Piemērs 3.3.1°. Izdarot kolonnu summu kontroli, atrisināt

vienādojumu sistēmu ar saīsināto Zordāna izslēgšanas metodi.

2*l +3*2+11*3+ 5x
4
=2,

*1+ *2+ 5*3+2*4=l,

2*l+ *
2 + 3*з+2*4=— 3,

*1+ *2+ 3*з+ 4* 4
=— 3.

Atrisinājums. Pārrakstīsim doto vienādojumu sistēmu tabulas
formā, pievienojot tai kolonnu summu kontroles rindu:

-1 1*11 *4 (I)

Уi

!'2

2

1

-3

-3

Ш

i

2

3

1

1

1

11

5

3

3

5

2

2

4

1

2

3

4

Уг

Ук

а -4 | 21 12 5
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Apmainot lomām mainīgos yx un x
v t. i., izdarot vienu modi-

ficētās Zordāna izslēgšanas metodes soli, iegūst jaunu tabulu, kurā

atmetīsim jaunā nebāzes mainīgā yx koeficientu kolonnu.

Analogi, izpildot nākošos izslēgšanas soļus, iegūstam

Vienādojumu sistēmas atrisinājums ir *i
=—2, a"2=0, a:3=l,

jc
4
=— 1.
Sī piemēra atrisināšanas gaitā katrā izslēgšanas solī tika at-

mesta iepriekšējās tabulas galvenā kolonna. Tādu metodi sauc

par saīsināto Zordāna izslēgšanas metodi.

3.4.§. Gausa—Zordāna metode. Risinot piemērus 3.2.Г—3.2.3°

ar modificēto Zordāna izslēgšanas metodi, vienādojumu sistēmas

pierakstīšanai lieto kanonisko tabulu (3.2.3). Turpretim Gausa
—

Apmainot
icētās 2ordā

jtmetīsim jai

lomā

la izs

nā n<

ti mainīgos yx un X\, t. i., izdarot \

ēgšanas metodes soli, iegūst jaunu t

:bāzes mainīgā y{ koeficientu kolonr

ienu modi-

abulu, kurā

ш.
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Analogi, i pild akošos izslēgšanas so|us, iegūsta
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Zordāna metodē lieto pilno tabulu (3.2.2). Ja vienādojumu sis-

tēmu ekvivalentos pārveidojumus pieraksta pilno tabulu formā,
resp., vienādojumu sistēmu risina ar Gausa—Zordāna metodi, tad

mainās 3.2.§ aprakstītā kārtula, pēc kuras doto tabulu atvieto ar

jaunu, ekvivalentās vienādojumu sistēmas pieraksta tabulu. Iz-

maiņas skar gan tikai dotās tabulas galveno kolonnu. Dotās tabu-

las galvenā elementa vietā jaunajā tabulā jāieraksta skaitlis 1 un

visi pārējie galvenās kolonnas elementi jāatvieto ar nullēm. Visus

citus jaunās tabulas elementus iegūst pēc formulām

aV-bt(/=O,l, ....,»), (3.4.1)

Uio=bļ (i= 1, 2,
.. . ,m),

а^Щ} (3.4.2)

kur aru
ir galvenais elements. 3.3.§ aprakstītā kolonnu summu

kontrole noderīga arī tad, ja vienādojumu sistēmu risina ar

Gausa—Zordāna metodi. Lietojot šo metodi, papildu nezināmos

(sākuma bāzes mainīgos) parasti apzīmē ar tiem pašiem burtiem,
ar kuriem apzīmēti sākuma nezināmie, un visi nezināmie cits no

cita atšķiras vienīgi ar to indeksiem. Salīdzināšanas nolūkā atkār-

tosim vienādojumu sistēmas (3.2.10) risinājumu, lietojot modifi-

cētās Zordāna izslēgšanas metodes vietā Gausa—Zordāna metodi.

Atrisinājums. Xi =5, *2=6, *з=
— 1.
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4. nodaļa

SIMPLEKSA METODE LINEĀRAJĀ PROGRAMMĒŠANĀ

4.1.§. Uzdevuma normālforma. Atgādināsim, ka lineārās pro-

grammēšanas uzdevums ir normālformā, ja ir jāatrod maksimums

lineārai funkcijai

z=clxi +c 2x2+... + c»xn (4.1.1)

pie ierobežojumiem

anXi + ai2X2+.. . + ai nx (t'=1, 2,. .., m), (4.1.2)

(/=1,2, ...,n), (4.1.3)

kur Cj un aij ir doti reāli skaitļi.
levedot papildu nezināmos (t= 1, 2,..., m), tāds uzde-

vums viegli pārveidojams lineāru algebrisku vienādojumu sistēmā

z— CļXļ— c 2x
2

—

c„xn=0, ļ (0-tā rinda)

У\+ anx\+ a ļ2x 2+...+ aļ n
x

n
=b

u (1. rinda)

y2+ a2lXļ+ a22x 2+ ...+ a2nxn
=b2, (2. rinda) (4.1.4)

Ут + а.т\Х). + Om2x 2+ ...+amn
x

n
=b

m
. J (m-tā rinda)

Те г/; (t'= 1,2,..., m) ir bāzes mainīgie, bet Xj (/=1,2,... ,n) —

nebāzes mainīgie. Acīm redzams bāzes atrisinājums šādā gadī-

jumā ir atbalsta plāns !/,•=&,• (t= 1, 2,..., m) ar šim plānam at-

bilstošo mērķa funkcijas vērtību z=0.

Ja kaut viens koeficients sistēmas (4.1.4) nulltajā rindā ir ne-

gatīvs, bāzes atrisinājumu var uzlabot.

Kā piemēru iztirzāsim uzdevumu 1.2.1°, kura grafiskais at-

risinājums dots zīmējumā 2.1. Sis uzdevums ir normālformā,_ un

tas viegli pārveidojams lineāru algebrisku vienādojumu sistēma

2-30*1-40*2= 0, ] (0-tā rinda)

ž/i+ Xi+ 7x 2
= 84, (1. rinda)

г/2+ 2xļ+ 5x
2
= 69, (2. rinda) (4.1.5)

1/3+ sxi+ 5x2=105, (3. rinda)

г/4+ 4xi+0-X2= 72. (4. rinda)

Vienādojumu sistēmā (4.1.5) papildu nezināmie

(t=1,2,3,4) ir bāzes mainīgie, bet un x ir nebāzes

mainīgie. Ņemot X] =x2=0, rodas atbalsta plāns г/]
=84, y 2

=69,
г/з=los, г/4 =72, kuram atbilst mērķa funkcijas vērtība 2=o. Tas

ir viens no šī uzdevuma bāzes atrisinājumiem. Sim bāzes atrisi-

nājumam ir ļoti vienkārša ekonomiskā interpretācija. Ja ražošana
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nav sākta, gatavās produkcijas vienību skaits ir nulle, ai =x2=0,
ražošanas resursu atlikumi #i =84, #2

=69, #3=105, #4 =72 ir vie-

nādi ar to krājumiem un ienākums no gatavās produkcijas reali-

zācijas ir nulle, 2=0. Dotais bāzes atrisinājums acīm redzami nav

vienīgais, jo, izmantojot esošos resursus, var ražot jebkuru no

diviem produkcijas veidiem B\ vai 82.B2. Tā kā katra produkcijas Bi

vienība dod 30 rbļ., bet katra B2
vienība 40 rbļ. ienākuma, tad,

šķiet, ir dabiski ražot iespējami daudz produkcijas B
2

vienību.

Saskaņā ar uzdevuma nosacījumiem resurss A
x ļauj ražot pro-

duktu B2 ne vairāk kā 84:7=12 vienību. Analogi resurss A2

limitē produkta B2 ražošanu uz 69:5=13,8 vienībām, bet A
3

— uz

105:5=21 vienību. Resurss Л4 produkta B2 ražošanu neierobežo.

Tā kā starp skaitļiem 12, 13, 8 un 21 mazākais ir 12, tad produktu
B2 var saražot ne vairāk kā 12 vienību. Resurss Ax tātad ir «šaurā

vieta» produkta B
2

ražošanā. Ražojot x2=\2 vienības produktu 82,B 2,
nav iespējams ražot nevienu produkta Bx vienību un xx=0. Ražo-

šanas plānam X!
=0 un x2=l2 atbilstošais ienākums no gatavas

produkcijas realizācijas ir 2=30-0 + 40-12 =480. Izpildot tadu ra-

žošanas plānu, resursu Ax, A2, A
3 un A

4 patēriņš ir attiecīgi 7-12 =

=84, 5-12=60, 5-12 =60 un 0-12 =0 vienības. Patēriņiem atbil-

stošie resursu atlikumi tad ir #1
=84-84=0, #2

=69-60 =9, y3
=

= 105-60 =45 un #4 =72-0 =72. Tā esam ieguvuši jaunu, uzla-

botu bāzes atrisinājumu

x, =0, x
2 =l2, #3

=45, 2=480.

#i =0, #2=9, #4 =72,

So jauno, uzlaboto bāzes atrisinājumu iegūst no iepriekšējā
bāzes atrisinājuma, apmainot lomām iepriekšējo bāzes mainīgo

#i ar nebāzes mainīgo x 2.To var izdarīt analītiski ar vienādojumu
sistēmas (4.1.5) ekvivalentu pārveidojumu. Izsakot no sistēmas

11

(4.1.5) pirmās rindas vienādojuma x2= 12--yt/i —-yxx un ievie-

tojot to visos pārējos šīs sistēmas vienādojumos, iegūstam jaunu

vienādojumu sistēmu

2-30xi-40ļ12-y(/i-yX,ļ= 0,

1 , 1
10

Х2+уХI+ у#l —X,

# 2+ Xi+ 5/12-y#l-yX!j=69,
#3+ 5xi+5^12--Ļyl =\OS,

#4+ 4x, =72

jeb pēc elementāriem pārveidojumiem
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170 40
, on ) .. ...

z j-Xļ+—i/i=480, (0-ta rinda)

x2+ y.v'!+y г/,= 12, (1. rinda)

У2+
ta-,-t #,= 9, " (2. rinda) ( 4Л

-
7>

30 5

1/3+ —лг,-у г/1= 45, (3. rinda)

i/4+ 4*i = 72. J (4. rinda)

levietojot vienādojumu sistēmā (4.1.7) Xi
=«/i =0, iegūstam uzla-

boto bāzes atrisinājumu (4.1.6).
Kairs nebāzes mainīgā koeficients mērķa funkcijas vienādo-

jumā rāda, par cik pozitīvām vai negatīvām vienībām izmainās

mērķa funkcija, ja attiecīgo nebāzes mainīgo izmaina par vienu

tā vienību. Mērķa funkcija palielinās, ja aug tāds nebāzes mainī-

gais, kam ir negatīvs koeficients. Tā samazinās, ja aug nebāzes

mainīgais ar pozitīvu koeficientu.

Vienādojumu sistēma (4.1.7) sākas ar apslēptā veidā dotās

mērķa funkcijas vienādojumu. Sajā vienādojumā pie nebāzes mai-

nīgā Xļ ir negatīvs koeficients ( — 170/7). Tas nozīmē, ka, palieli-
not X\ par vienu tā vienību, mērķa funkcija z pieaugs par 170/7
tās vienībām (rubļiem). Tā kā visos pārējos vienādojumu sistēmas

(4.1.7) vienādojumos pie x\ ir pozitīvi koeficienti, tad xx palieli-
nāšana ir ierobežota. Palielināšanu limitē vienādojumu sistēmas

brīvo locekļu attiecība pret mainīgā X\ pozitīvajiem koeficientiem.

Sīs attiecības ir 12 : 1/7=84; 9: 9/7=7; 45 : 30/7=63/6 un 72 : 4= 18.

Mazāka no tam ir 7. Tas nozīme to, ka tālākas plāna uzlabošanas

«šaurā vieta» ir resursa A2 atlikums un ka, ražojot 7 vienības

produkcijas Bu resursa A
2

atlikums kļūs vienāds ar 0, attiecīgi
samazinoties arī produkcijas B2

izlaidei un resursu А
ъ

un Л
4 atli-

-7
kūmiem. Izsakot no sistēmas (4.1.7) otras rindas X

\
=7—

тт#2 +

5
-

+ -дУI un ievietojot to visos pārējos šīs sistēmas vienādojumos,

iegūstam jaunu, ekvivalentu vienādojumu sistēmu

, 170 70
cc

_
\

,rt ,_ ...

2+
-ģ— y2

—

-д-г/i
=650, (0-ta rinda)

1 2
x -

-ģ- i/2 + -

Q-yi = It, (1- rinda)

Xļ± -Iу2-Iу>= 7, ļ (2. rinda) (4.1.8)

10 5

Уз 3-У2+-3 #i= 15, (3. rinda)

28 , 20
АЛ U i а л

г/4 9"^2+ 1ГУ1= 44- ( 4- rmda )
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Ņemot //i
=

J/2=0, iegūstam x{=7, x 2=\\, j/3=15, (/4=44 un z —

=650. Tas ir jauns, uzlabots bāzes atrisinājums. Ekonomiskā in-

terpretācija tas nozīmē, ka, ražojot 7 vienības produkta Bx un 11

vienību produkta 82,B 2, tiks pilnīgi izmantoti resursi Л, un Л2, re-

sursa Л
3

atlikums būs 15 vienību un resursa Л4 atlikums
— 44

vienības. Gatavas produkcijas realizācijas ienākums tad būs
650 rbļ.

Ari šis uzlabotais bāzes atrisinājums nav optimāls, jo pēdējās
vienādojumu sistēmas nulltajā rindā pie nebāzes mainīgā 1/1 ir ne-

gatīvs koeficients ( —70/9). Tas nozīmē, ka nav lietderīgi izman-

tot resursu Aļ pilnīgi. Palielinot šī resursa atlikumu y\ par vienu

vienību, par 70/9 rbļ. palielināsies realizācijas ienākums 2. Nezi-

nāmā г/i palielināšanu ierobežo attiecības 11 :2/9=99/2; 15:5/3=9

un 44:20/9=99/5. Mazākā no tām rāda, ka resursa Л, atlikumu

t/i var palielināt ne vairāk kā par 9 vienībām, kad par «šauro

vietu» kļūst resursa Л
3

atlikums г/3.
3

Izsakot no sistēmas (4.1.8) trešās rindas y\=9 +2y2—g-y 3

un ievietojot to visos pārējos šīs sistēmas vienādojumos, iegūstam

jaunu, ekvivalentu vienādojumu sistēmu

z+ +-^-f/3=720, (0-tā rinda)

1 2
*2+-g г/2 — "15-1/3= 9, (L rinda)

х,-уl/2+ -з-Уз= 12, ļ (2. rinda) (4.1.9)

3

У\- 2y2+-^y3
= 9, (3. rinda)

4 4 §ИРР*] *4/ ■'" -#i'■

г/4+у/У2--3- Уз= 24. (4. rinda)

Ņemot у2=Уз =0, iegūstam =9, y\ =9, г/4 =24 un 2=720.

Tas ir jauns, uzlabots bāzes atrisinājums. Šis bāzes atrisinājums
ir arī optimālais, jo vienādojumu sistēmas nulltajā rindā nav

neviena negatīva koeficienta un resursu atlikumu y2 vai y3 palie-
lināšana samazinās realizācijas ienākumu. Tādēļ ma.\2=720.

Sajā piemērā aprakstīto atbalsta plāna pakāpeniskas uzlabo-

šanas un optimālā plāna atrašanas paņēmienu sauc par simpleksa
metodi lineārās programmēšanas uzdevumu atrisināšanai.

Salīdzinot uzdevuma 1.2.Г grafisko atrisinājumu (zīm. 2.1)
ar rezultātiem, kas iegūti ar simpleksa metodi, redzam, ka atbal-

sta plānos nezināmo x{ un x 2 vērtības to pakāpeniskā secībā ir

grafiskā risinājuma punktu koordinātes: O(0; 0), Л
5 (0; 12),

Л4(7; 11) un Л3(12;9). Tātad atbalsta plānu elementi sakrīt ar

mērķa funkcijas definīcijas apgabala virsotņu koordinātēm.
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Aplūkotais piemērs rāda, ka simpleksa metode būtībā ir dotās

lineāru algebrisku vienādojumu sistēmas pakāpeniska pārveido-
šana tai ekvivalentā vienādojumu sistēmā, pielietojot soli pa solim

modificēto Zordāna izslēgšanas metodi ar attiecīgi izraudzītu gal-
veno elementu katrā izslēgšanas solī. Galvenā elementa noteik-

šana katram izslēgšanas solim notiek saskaņā ar simpleksa meto-

des algoritmu, kuru aplūkosim nākošajā paragrāfā.
4.2. §. Simpleksa metodes parastais algoritms. Jebkura lineārās

programmēšanas uzdevuma atrisināšanā ar simpleksa metodi ir

divi posmi. Pirmajā posmā atrod kaut kādu vienu bāzes atrisi-

nājumu, ja tāds dotajam uzdevumam eksistē. Otrajā posmā atrod

optimālo atrisinājumu, ja tāds dotajam uzdevumam eksistē. Otro

posmu realizē, pakāpeniski uzlabojot pirmajā posmā atrasto bāzes

atrisinājumu, jo ir pareiza šāda teorēma.

Teorēma 1° (par bāzi). Ja lineārās programmēšanas uz-

devumam ir galigs optimāls atrisinājums, tad šādam uzdevumam

eksistē optimāls bāzes atrisinājums.
Pieņemsim, ka uzdevuma atrisināšanas pirmais posms ir rea-

lizēts un ir atrasts kāds atbalsta plāns ar tam atbilstošo mērķa
funkcijas vērtību. Sis posms, kā redzējām iepriekšējā paragrāfā,
viegli realizējams, ja uzdevums dots normālformā. Katrs normāl-

formā dots uzdevums viegli pārveidojams kanoniskajā formā un

izsakāms ar vienādojumu sistēmu (4.1.4). Vienādojumu sistēmu

(4.1.4) var pierakstīt tabulas formā:

(4.2.0)

Tādu tabulu sauksim par kanonisko simpleksa metodes iterā-

ciju tabulu. Tabulā sistēmas (4.1.4) vienādojumi lasāmi pa rin-

dām, reizinot katrā rindā ierakstītos lielumus ar tabulas galvas
rindā ierakstītajiem lielumiem, visus reizinājumus summējot un

pielīdzinot iegūtās summas nullei. Tiešām, pārrakstot mērķa fun-

kciju apslēptā formā, iegūstam izteiksmi

Z — C\X\ — c 2x2 —.
..

— c„x
n=0,

+ 1 -1 Xl *2 1**1 Хп Nr.

О
—Й -С* — Сп О

У2

6|

Ь
2

ūu a 12

a
22 Я2А «2n

1

2

Ут 6г a,2 flrn

6т amļ 1»i2 a,nk am nУт

СТо— 1 01-1 02-1 0S-1 от
-1 т+1
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kas ir sistēmas (4.1.4) nulltajā rinda ierakstītais vienādojums, bet

yi~bi+ ai\X\+щ2
х

2 +... +ainx„ =0 (i=l, 2,..., m)

ir sistēmas (4.1.4) i-tajā rindā ierakstītais vienādojums ar to at-

šķirību, ka brīvais loceklis no labās puses pārnests ar pretēju
zīmi kreisajā pusē un ierakstīts kolonnā, kura novietota blakus

bāzes mainīgo kolonnai.

Iterāciju tabulā visi bāzes mainīgie atrodas tabulas kreisajā
malējā kolonnā, bet visi nebāzes mainīgie —

tabulas galvas rindā.

Simpleksa metodes algoritms (maksimizācijas uzdevumam)
shematiski attēlots zīmējumā 4.1. Algoritmam ir četri galvenie
soļi.

Zīm. 4.1.
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I°. Pirmās iterācijas tabulas sastādīšana. Lai

tādu tabulu sastādītu, tad dotais lineārās programmēšanas uzde-

vums jāpārveido par vienādojumu sistēmu ar nenegatīviem brī-

vajiem locekļiem (labajām pusēm) un nenegatīviem nezināmajiem,
kas sadalīti bāzes un nebāzes mainīgajos. Viens no tādas sistē-

mas vienādojumiem apslēptā formā definē dotā lineārās program-

mēšanas uzdevuma mērķa funkciju. To pievieno sistēmai tās sā-

kumā (nulltajā rindā) vai beigās. Pārējie sistēmas vienādojumi ir

uzdevuma ierobežojumi, kuri pārveidoti par vienādojumiem ar

savu bāzes mainīgo katrā vienādojumā. Katrs nulltās rindas koe-

ficients, kam ir mīnusa zīme, rāda, par cik vienībām palielinās

mērķa funkcija, ja attiecīgo nebāzes mainīgo palielina par vienu

vienību. Katrs nulltās rindas koeficients, kam ir plusa zīme, rāda,

par cik vienībām samazinās mērķa funkcija, ja attiecīgo nebāzes

mainīgo palielina par vienu vienību.

Pielīdzinot visus nebāzes mainīgos nullei, iterāciju tabulā no-

lasāms bāzes atrisinājums, kas maksimizacijas uzdevumos nav

optimālais, ja kaut viens koeficients nulltajā rindā ir negatīvs.
2°. Galvenās kolonnas noteikšana. Ja nulltajā

rindā ir kāds negatīvs koeficients, tad tāda koeficienta kolonnu var

izvēlēties par galveno. Parasti izvēlas tā nebāzes mainīgā koefi-

cienta kolonnu, kurš, palielinādamies par vienu vienību, dod vis-

lielāko mērķa funkcijas pieaugumu. Tāds nebāzes mainīgais ir

tas, kuram nulltajā rindā ir negatīvs koeficients, kas pēc abso-

lūtās vērtības lielāks par citiem negatīvajiem koeficientiem šajā
rindā. Sis nebāzes mainīgais jāapmaina lomām ar kādu no bāzes

mainīgajiem. Ja visi nulltās rindas koeficienti ir pozitīvi vai nul-

les, tad tabulā nolasāmais bāzes atrisinājums ir optimālais. Ja opti-
mālā atrisinājuma tabulas nulltajā rindā ir kaut viens koeficients,

kas vienāds ar nulli, tad, pierakstot pirms tādas nulles mīnusa

zīmi, var atrast citu, alternatīvu optimālo atrisinājumu.
3°. Galvenās rindas noteikšana. Ja galvenajā ko-

lonnā ir kaut viens pozitīvs nebāzes mainīgā koeficients, tad tām

un tikai tām tabulas rindām, kuru krustojumā ar galveno kolonnu

atrodas pozitīvs koeficients (nepievēršot uzmanību negatīvajiem
koeficientiem un nullēm), aprēķina attiecības 0 starp ierobežojumu
sistēmas brīvajiem locekļiem un attiecīgajiem pozitīvajiem koefi-

cientiem galvenajā kolonnā. Rinda, kurai šī attiecība Э vismazākā,
ir galvenā. Galvenās kolonnas un galvenās rindas krustojumā
esošais pozitīvais skaitlis ir tabulas galvenais elements.

Ja algebriski vienāda vismazākā attiecība ir divām vai vai-

rākām rindām, tad, lai noteiktu, kuru no tām izvēlēties par gal-
veno, sastāda papildu attiecības. Papildu attiecību sastādīšanai
šajās rindās brīvo locekļu vietā par dalāmajiem ņem tuvākās koe-

ficientu kolonnas elementus. Ja arī papildu attiecības ir vienādas,

par dalāmajiem šajās rindās ņem nākošās koeficientu kolonnas

elementus. Procesu turpina tik ilgi, kamēr iegūst vienu visma-

zāko papildu attiecību. Pēc tās nosaka galveno rindu.
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Ja galvenajā kolonnā nav neviena pozitīva koeficienta, gal-
venā rinda nav jānosaka. Tādā gadījumā mērķa funkcija savā

definīcijas apgabalā nav ierobežota.

4°. Vienas iterācijas izpildīšana. Izpildīt vienu

iterāciju nozīmē izpildīt vienu modificētās Zordāna izslēgšanas
metodes soli ar iepriekš aprakstītajā kārtībā noteiktu galveno
elementu. Pēc vienas iterācijas izpildīšanas iegūst jaunu bāzes

atrisinājumu. Ja tas nav optimālais, ar iegūto jauno iterācijas
tabulu rīkojas tāpat kā ar iepriekšējo. Lineāru algebrisku vienā-

dojumu sistēmas atrisināšanas gaitas kontrole ar kolonnu sum-

mām ir noderīga arī katrā iterācijā izpildīto aritmētisko darbību

pareizības pārbaudei. Kā piemēru atkārtosim iepriekšējā para-

grāfā iztirzāto uzdevuma 1.2.Г, t. i., sistēmas (4.1.5) risinājumu.
Sistēmu (4.1.5) varam pārrakstīt pirmās iterācijas tabulas

formā ar rindu numerācijas kolonnu un kolonnu summu kontro-

les rindu (sk. 3.3. §):

(4.2.1)

Tabulā (4.2.1) saskaņā ar simpleksa metodes algoritmu gal-
venā ir nebāzes mainīgā x 2 koeficientu kolonna, jo x 2 koeficients
nulltajā rindā ir ar mīnusa zīmi.

Galvenā rinda ir pirmā, jo min (84/7; 69/5; 105/5) =84/7. Tātad

galvenais elements ir tabulā ar taisnstūri iezīmētais skaitlis 7.

Izpildot vienu iterāciju, resp., vienu modificētās Zordāna izslēg-
šanas metodes soli, iegūst jaunu tabulu, kurā mainīgie yx un x 2
mainīti lomām:

(4.2.2)

1 -1 Л'1 (I)

z о -30 -40

84

69

105

72

1

2

5

4:!

5

5

0

1

2

3

4

1/з

г/4

329 -19 -24 5

1 ļ -1 V\ (II)

2 480 -170/7 40/7

*i

У2

12

9

45

72

1/7

I 9/7 1

30/7

4

1/7

-5/7

-5/7

0

1

2

3

4

Vi

[li

617 -109/7 24/7
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sajā tabulā nolasāma vienādojumu sistēma (4.1.7) un uzlabotais
bāzes atrisinājums (4.1.6).

Tabulas (4.2.2) galvenais elements ir 9/7, jo —170/7 ir vie-

nīgais negatīvais šīs tabulas nulltās rindas koeficients un min

(12: 1/7; 9: 9/7; 45: 30/7; 72: 4) =9: 9/7. Mainot lomām nebāzes

mainīgo Xļ ar bāzes mainīgo y 2, iegūst nākošo iterācijas tabulu

(4.2.3)

Tabulā (4.2.3) nolasāma vienādojumu sistēma (4.1.8) un bā-

zes atrisinājums z=650; г/г=ļ/i =0; x
2=ll; Xi =7; г/3

=15 un

y 4= 44. Sis atrisinājums nav optimālais, jo nulltajā rindā pie ne-

bāzes mainīgā ir negatīvs koeficients —70/9. Tā kā min (11 :2/9;
15: 5/3; 44: 20/9) = 15: 5/3, tad tabulas (4.2.3) galvenais elements

5/3 atrodas trešās rindas un nebāzes mainīga y\ kolonnas krus-

tojumā. Nākošajā iterācijā mainām lomām nebāzes mainīgo г/,

ar bāzes mainīgo y 3, iegūstot jaunu iterācijas tabulu

(4.2.4)

Tabulā (4.2.4) nolasāma vienādojumu sistēma (4.1.9) un opti-
mālais atrisinājums z=720; г/2=г/3=0; x, = 12; x2=9; #i =9;
г/4 =

24.

optirnalitate pierādāma ļoti vienkārši. Tabulā

(4.2.4) nolasāma vienādojumu sistēma (4.1.9) ir ekvivalenta ar

pirmajā iterācijas tabulā (4.2.1) nolasāmo vienādojumu sistēmu

(4.1.5) ,jo sistēma (4.1.9) iegūta no sistēmas (4.1.5) ar elemen-

tāriem algebriskiem pārveidojumiem. Sīs sistēmas ārēji izskatās

-1 Vi \Vi I (III)

650 170/9 —70/9 0

х2 11

7

15

44

-1/9

7/9

-10/3

-28/9

2/9

-5/9

20/9

1

2

3

4Vi

726 109/9 -47/9 5

-1 Vi Vi (IV)

720 10/3 14/3 О

9

12

9

24

1/3

-1/3

-2

4/3

-2/15

1/3

3/5

-4/3

1

2

3

4

V\

У*

773 5/3 47/15 5
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dažādas, bet tās ir viena un tā paša uzdevuma matemātiskais mo-

delis. Ja dotais uzdevums pašā sākumā būtu formulēts ar vienā-

dojumu sistēmu, kas nolasāma tabulā (4.2.4), tad mērķa funkcija
būtu šāda:

10 14
2=720

—3-1/2 —g-г/з-

Tā kā un tad ar jebkuru tabulas (4.2.4) nebāzes

mainīgā y2 vai y 3 vērtību, kas lielāka par nulli, funkcijas z vēr-

tība ir mazāka par 720. Tādēļ тахг=720, ja у2=у3=0, ko arī

vajadzēja pierādīt.

4.3. §. Vispārīgā formā dotā lineārās programmēšanas uzde-

vuma atrisināšana ar simpleksa metodi. Simpleksa metodes pirmā
iterācijas tabula ar dotā uzdevuma bāzes atrisinājumu, kā redzē-

jām iepriekšējā paragrāfā, viegli konstruējama, izmantojot pa-

pildu nezināmos, ja uzdevums dots normālformā. Katrā citā formā

dotam uzdevumam atbalsta plāna un tam atbilstošās mērķa fun-

kcijas vērtības atrašana nav tik vienkārša. Atbalsta plāna kon-

struēšanai lieto dažādas metodes, arī simpleksa metodi, risinot

ar to t. s. palīguzdevumu vai paplašināto uzdevumu.

Saskaņā ar to, kas teikts 2.2. §, jebkuru lineārās programmē-
šanas uzdevumu var pārveidot kanoniskajā formā, t. i., uzdevumu

var formulēt šādi.

Atrast maksimumu lineārai funkcijai

z= I c}x} (4.3.1)
/-1

pie ierobežojumiem

£ (i=1,2,...,m) (4.3.2)

un

(/=1,2, ...,n). (4.3.3)

Neko nezaudējot no vispārīguma, varam pieņemt, ka ierobežo-

jumu sistēmā (4.3.2) ir vienādojumi, kuros atklāti nola-,

sārni bāzes mainīgie, un ka šie p vienādojumi atrodas sistēmas

pirmajās p rindās, bet pēdējās m — p rindās esošajos vienādojumos
atklāti nolasāmu bāzes mainīgo nav. To vietā ievedīsim mākslīgus
nezināmos

~yi =bi- £ aijXh (4.3.4)
/'=i

Tad pēdējie m —

p vienādojumi uzrakstāmi šādi:

n

yi-bi+ £ а{} х}=0(i=p+l,p+2,...,m). (4.3.5)
/-i
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Mākslīgo nezināmo ievešana ierobežojumu sistēmā ir matemā-

tisks paņēmiens, ar kuru izveido bāzi atbalsta plāna atrašanai

pēc simpleksa metodes algoritma.
Doto ierobežojumu sistēmu (4.3.4) acīm redzami apmierina

tādi un tikai tādi nezināmie Xj, kuriem atbilstošie visi šajā sis-

tēmā ievestie mākslīgie nezināmie vienādi ar nulli. Visi

savukārt ir vienādi ar nulli tad un tikai tad, ja to summa

ir nulle. Summējot izteiksmes (4.3.4), iegūstam

X ~y~i=s0- £ Sj*j>o, (4.3.6)
i=p+l /=1

kur

m

s
o
= £bu (4.3.7)

i-p+i

Sj= 1 Он (/=1,2,..., л). (4.3.8)
t-p+i

Nulle tātad ir visu mākslīgo nezināmo summas (4.3.6) apak-

šējā robeža vai lineāras funkcijas

n

s= £ SjXj-s (4.3.9)

augšējā robeža. Lineāro funkciju (4.3.9) sauksim par
dotā uzde-

vuma (4.3.1) —(4.3.3) sekundāro mērķa funkciju.
Lai maksimizētu sekundāro mērķa funkciju (4.3.9) pie ierobe-

žojumiem (4.3.2), (4.3.3) un £>0 (i'=p +1, p +2,..., m), var

izmantot simpleksa metodes algoritmu.

Dotajam uzdevumam (4.3.1), (4.3.2) eksistē bāzes atrisinā-

jums tad un tikai tad, ja tā sekundārās mērķa funkcijas maksi-

mums ir nulle. Ja sekundārās mērķa funkcijas maksimums ir

mazāks par nulli, dotajam uzdevumam nav bāzes atrisinājuma,
jo tā ierobežojumu sistēma ir nesaderīga.

Sekundāro mērķa funkciju ieved simpleksa metodes iterāciju
tabulā atsevišķā rindā (M) blakus nulltajai rindai. Maksimizējot
sekundāro mērķa funkciju ar simpleksa metodes algoritmu, katrā

iterācijā vienlaicīgi pārveido ne vien ierobežojumu sistēmas koe-

ficientus, bet arī nulltās rindas koeficientus.

Tajā iterācijas tabulā, kurā atklājas sekundārās mērķa fun-

kcijas maksimums, kas ir vienāds ar nulli, nolasāms dota uzde-

vuma (4.3.1)—(4.3.3) bāzes atrisinājums. Ja tas nav optimāls,

iterācijas jāturpina saskaņā ar simpleksa metodes algoritmu, ne-

pievēršot turpmāk uzmanību rindai M.
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Tā kā nevienādība (4.3.9) nemainās, ja to reizina ar jebkuru

pozitīvu skaitli, tad sekundārās mērķa funkcijas brīvo locekli s
0

un koeficientus Sj (/= 1, 2,. .., n) var reizināt ar vienu un to

pašu pēc patikas izraudzītu lielu pozitīvu skaitli M, piemēram, ar

desmitkārtīgu pēc absolūtās vērtības vislielāko primārās mērķa

funkcijas koeficientu. Pēc tādas reizināšanas sekundāro un pri-
māro mērķa funkciju var apvienot, tās algebriski summējot. Tā

iegūst paplašinātā uzdevuma mērķa funkciju

n n

Ms+z=mV, SjXj — Ms0+ £ CjXj

i-i /-i

jeb

n

Ms+z=£ (Msj + (4.3.10)
/-i

Ja dotajam uzdevumam ir kaut viens bāzes atrisinājums, tad

simpleksa metodes algoritms automātiski noved pie ta, ka visi

mākslīgie nezināmie pārvēršas par nullēm. Tie mākslīgie nezinā-

mie, kuri pēc kādas iterācijas izpildīšanas nonāk nebāzes mai-

nīgo lomā, turpmākajās iterācijās nav nepieciešami, un to koefi-

cientu kolonnas turpmākajās iterācijās var atmest.

Piemērs 4.3. Г. Ar simpleksa metodi maksimizēt lineāru

funkciju

z=X\-x2 (4.3.11)

pie ierobežojumiem

X[+ x
2 s^s,

Xi+ 2x2=o,

x2^o.

Atrisinājums. levedot nenegatīvus papildu nezināmos

un ierobežojumu sistēmu (4.3.12) var pārrakstīt vienādo-

jumu sistēmas formā:

tjļ +Xļ+ x 2=5, |
2xx+ x 2-y2

=6, (4.3.13)

Xl +2x2 =6. j

Tikai pirmajā sistēmas (4.3.13) vienādojumā ir atklāts bāzes

mainīgais yx. Pārējos divos vienādojumos tādu nav. Papildu ne-

zināmais г/г gan sastopams tikai otrajā vienādojumā, un mērķa
funkcijā (4.3.11) tam ir koeficients 0, bet savā vienādojumā tam

ir mīnusa zīme. Tādē) tas nav bāzes mainīgais. Lai aizpildītu
bāzes mainīgo kolonnu, ievedīsim divus mākslīgus nezināmos
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un attiecīgi otrajā un trešajā sistēmas (4.3.13) vie-

nādojumā. Tad rodas vienādojumu sistēma

£l+ *1+ *2 =5, |
#2 +2a-i+ л-

2-г/2=6, (4.3.14)

#3+ Xļ+2x2 =6. j

Tā kā dotā uzdevuma ierobežojumu sistēmā ievesti mākslīgie ne-

zināmie, tad pirmajā posmā jāatrisina palīguzdevums ar sekun-

dāro mērķa funkciju. Saskaņā ar definīcijas formulu (4.3.9) se-

kundārā mērķa funkcija šajā gadījumā ir

s=3*i + 3x2 -#2 - 12. (4.3.15)

Maksimizēsim sekundāro mērķa funkciju (4.3.15) pie ierobežoju-
miem (4.3.14), # un x vien-

laicīgi pārveidosim doto mērķa funkciju, izslēdzot no tās katrā

iterācijas solī jauno bāzes mainīgo, un atradīsim dotā uzdevuma

bāzes atrisinājumu un pēc tam arī optimālo atrisinājumu. sim

nolūkam sastādīsim uzdevuma pirmo simpleksa metodes iterāci-

jas tabulu ar sekundārās mērķa funkcijas rindu un kolonnu

summu kontroles rindu:

(4.3.16)

Sekundārās mērķa funkcijas koeficientus pirmajā iterācijas
tabulā parasti ieraksta pēc tam, kad aizpildītas visas pārējās šīs

tabulas rindas. Sekundārās mērķa funkcijas brīvais loceklis unkoe-
ficienti šajā tabulā ir ar pretēju zīmi ņemtas to skaitļu summas,
kuri atrodas attiecīgo kolonnu krustojumos ar 2. un 3. rindu, t. i.,

ar rindām, kurās atrodas mākslīgie nezināmie. Tiešām, —(6+6) =

=-12; -(l+2) =-3; -(2+l) =-3 un — (0— 1) =1-

Tabulas rinda M ir divi negatīvi nebāzes mainīgo koeficienti

( — 3). To absolūtā vērtība ir vienāda. Tādēļ, izpildot simpleksa
metodes algoritma otro soli, jāizvēlas, kuru no divām kolonnām
ņemt par galveno. Sādā gadījumā parasti rīkojas saskaņā ar for-

mulu (4.3.10). Tā kā |-ЗЛI-I|>|-ЗЛ4+l|, tad galvenā ir ne-

zināma Xļ koeficientu kolonna, un, ta kā min (5:1; 6:2; 6:1) =

=6:2, tad galvenā rinda ir otrā. Tādēļ galvenais elements ta-

bulā (4.3.16) ir ar taisnstūri apvilktais skaitlis 2.

-1 (I)

—12

О

-3

-1

-3

1

1

о

м

оZ

.'/I

У*

.'/3

5

6

6

1

щ
1

1

1

2

О

-1

О

1

2

3

4 -1 1 4
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Izpildot vienu iterāciju, iegūstam nākošo iterācijas tabulu

(4.3.17)

Turpmākajās iterācijas atmetam kolonnu, kurā atrodas māk-

slīgais nebāzes mainīgais y 2. Nākošā iterācijas tabula ir šāda:

(4.3.18)

No tabulas (4.3.18) redzams, ka funkcijas s maksimums ir

nulle. Tādēļ dotajam uzdevumam ir bāzes atrisinājums Xi =2,

x2=2, i/i =l, #2 =0 un z=o. Atrastā funkcijas z vērtība nav mak-

simālā (bāzes atrisinājums nav optimālais), jo primārajā mērķa
funkcijas vienādojumā (tabulas nulltajā rindā) koeficients pie
nebāzes mainīgā y2 ir negatīvs. Nākošā iterācijas tabula ir šāda:

(4.3.19)

1 -1 У2 (П)
I

5 -3 3/2 -3/2 -1/2 М

1/2 3/2 -1/2 О

Уз

2

3

3

-1/2

1/2

-1/2

1/2

1/2

1 3/2 |

1/2

-1/2

1/2

1

2

3

7 1/2 3/2 -3/2 4

-1 Уз (III)

о м

о -1 -1

У1 1

2

2

-1/3

-1/3

2/3

I 1/3 1

-2/3

1/3

1

2

3Х2

4 -1 -2

-1 (IV)

о о

3 3

.'/2

*1

3

4

1

3

2

-1

1

2

3х
2

10 6
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Tabula (4.3.19) nolasāms uzdevuma atrisinājums: maxz=3,
kad /yi =0, i/2=3, x\ =4, x2= 1.

4.4. §. Simpleksa metodes sašaurināto iterāciju tabulu pie-
raksts. Pieņemsim, ka lineārās programmēšanas uzdevums vispā-

rīgā veidā formulēts tā, kā uzdevums 2.1.1°. Tādu uzdevumu var

vienkārši pierakstīt tabulas (4.4.0) formā. Bāzes mainīgo ailē

šajā tabulā ar (+ ) vai (—) zīmēm ierakstīti papildu nezināmie

tiem ierobežojumiem, kas uzdevumā doti nevienādību formā, un

(4.4.0)

ar (+ ) zīmēm mākslīgie nezināmie tiem ierobežojumiem, kas

doti vienādojumu formā. Jāievēro, ka sašaurinātajā iterāciju ta-

bulā (4.4.0) nebāzes mainīgo skaitam jābūt lielākam par māk-

slīgo bāzes mainīgo un ar mīnusa zīmi pierakstīto bāzes mai-

nīgo skaita summu, t. i., jābūt n> (m—p).
Sekundārās mērķa funkcijas brīvo locekli s

0 un koeficientus

Sj (/=1, 2,. .., n), kas ar pretēju zīmi ierakstāmi tabulas rindā

M, iegūst, summējot attiecīgās kolonnas elementus no visām tām

rindām, kuru krustojumā ar bāzes mainīgo kolonnu atrodas māk-

slīgie nezināmie vai papildu nezināmie, kam ir mīnusa zīme. Pēc

šādas sašaurinātās iterāciju tabulas sastādīšanas uzdevumu

risina ar simpleksa metodes algoritmu iepriekšējā paragrāfā ap-

rakstītajā veidā. Neliela atšķirība pastāv iterācijas so|a izpildē.

+ 1 -1 Хп I

s

0 -ci
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2
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Sī atšķirība attiecas uz galvenās kolonnas elementu atvietošanu,
sastādot jauno iterācijas tabulu.

Tādā gadījumā, ja galvenās rindas krustojumā ar bāzes mai-

nīgo kolonnu atrodas papildu nezināmais, kam ir mīnusa zīme,

galveno elementu jaunajā tabulā atvieto ar —y= , bet visus

pārējos galvenās kolonnas elementus ar skaitļiem, kurus iegūst,

ja galvenās kolonnas elementus reizina ar y. Sekundārās mērķa

funkcijas rindā esošajam elementam jaunajā tabulā bezjam jāpie-
skaita l, bet no kolonnu summu kontroles rindā esošā elementa

jāatņem 1.

Piemērs 4.4.P. Minimizēt lineāru funkciju

z= 100- 10*,+*2+41,5*3+ 52*4 (4-4- 1 )

pie ierobežojumiem

3*i— *2—4*3— *4 —1,

-3*,+2*2-2*3+
(4 42^

2*i — *2—*з — 3*4= —2,

— 3*l+2*2— 3*3 =7,

*tS==o, *2>o, *зs=o, * (4.4.3)

Atrisinājums. lerobežojumu sistēmu (4.4.2) pārveidosim tādā

tai ekvivalentā sistēmā, kurā nav neviena negatīva brīvā locekļa:

—3*i+ *2+ 4*3+ *

-3*,+2*2-2*3+ ļ
-2*,+ *2+ *3+ 3*4 =2, ļ

['
' '

-3*l+ 2*2-3*3 =7.

Pēc tāda ierobežojumu sistēmas pārveidojuma sastādīsim sim-

pleksa metodes pirmo iterācijas tabulu

(4.4.5)

-1 ļ \x*\ Хз -*4 (I)

s

z

-18

-100

8

-10

-5

1

4

41,5

—5

52
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~У2

Уз
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1
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-2

-3

I 1 I 4
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2 -3

1

2

3

О

1

2

3

4
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Lietojot simpleksa metodes parasto algoritmu, iegūstam nāko-

šās iterāciju tabulas

(4.4.6)

(4.4.7)

(4.4.8)

Tabula (4.4.9) sekundāra mērķa funkcija sasniedz maksimumu,
kas vienāds ar 0. Tādēļ šajā tabulā nolasāms bāzes atrisinājums
z= —79, resp., z=79, ja xx =9, x

2
=\7, x3=0, x4= 1, t/i = 10, уг=o.

Šis atrisinājums ir ari optimālais, jo nulltajā rindā nav neviena

negatīva koeficienta.
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(4.4.9)

(4.4.10)

Minētais optimālais atrisinājums šajā piemērā nav vienīgais,
jo tabulas (4.4.9) nulltajā rindā pie nebāzes mainīgā x 3 ir koefi-

cients 0. Uzskatot šo nulli par negatīvu lielumu, parastajā kār-

tībā iegūst nākošo iterācijas tabulu (4.4.10), kurā nolasāms cits,

alternatīvs optimālais bāzes atrisinājums 2=+79, ja X[ = 13,
x2=26, x3=2, Xt=0, 1/1=6, #2 =0.

Tā kā šim piemēram ir divi alternatīvi optimālie bāzes at-

risinājumi, tad optimālo atrisinājumu skaits šajā piemērā ir bez-

galīgi liels. Mērķa funkcija sasniedz savu minimumu +79, ja

«г» 9л+13(1-л),

X3— 17X+26(1 — Л),

A'3= 2(1-A),

-V4 =X,

yi=lol+ 6(1 —Я),

1/2=0,

kur X ir jebkurš skaitlis no intervāla O^A^l.

+i -1 1*з| г/2 (V)

s
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о
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Piemērs 4.4.2°. Maksimizēt lineāru funkciju

z=2xļ-x
2+ 5x

3 (4.4.11)

pie ierobežojumiem

Xļ +x2^B,

А-2+Хз<6, ļ (4412)
*l+*2+*3=15,

*i>o, x (4.4.13)

Atrisinājums. Tā kā ierobežojumu sistēmā (4.4.12), (4.4.13)

nezināmajam x 3 nav zīmes ierobežojuma, tad izdarīsim mērķa
funkcijā un ierobežojumu sistēmā substitūciju x3=х'

ъ
— х"з, kur

un x" Pēc tam sastādīsim pirmo sašaurināto iterāci-

jas tabulu un rasināsim doto uzdevumu saskaņā ar simpleksa me-

todes algoritmu [sk. tabulas (4.4.14)—(4.4.17)].
Saskaņā ar tabulu (4.4.17) sekundārās mērķa funkcijas mak-

simums ir —1. Tā kā šis maksimums nav nulle, tad dotā uzde-

vuma ierobežojumu sistēma ir nesaderīga.

(4.4.14)

(4.4.15)
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(4.4.16)

(4.4.17)

Piemērs 4.4.3°. Maksimizēt lineāru funkciju

Z=Xi+X2+X 3

pie ierobežojumiem

2.Vi + 2.v2+ .v3^2,

3*l-3*2+ 2X8.^6,
3xļ — 3x2—2x

2л'2-2а-3^2,

Xl>o, X X3^o.
Atrisinājums.

(4.4.18)

(4.4.19)

(4.4.20)

(4.4.21)
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О

м

ог 3

г/i

А''з

Уз

4

6

5

4

I 1 I

О

1

-1

2

1

1

-1

i

о

-i

о

-1

о

о

I

2

3

4Х\

51 -3 3 -2

1 -1 Jfi *2 Vi x"
3 (IV)

-1

46

1

2

1 1 0

0

M

0z 8 5

У*

х'з

Vi

4

6

1

8

1

0

-1

1

-1

1

1

1

-1

0

0

-1

0

0

1

2

3

4Xl

63 11 6 -2 5

+ 1 -1 (I)

-2

О

-2

-1

-2

-1

-1

-1

м

ог

У2

Уз

У4

2

6

6

2

В i
3

3

О

2

-3

-3

2

1

2

-2

-2

1

2

3

■1

13 -6 -4
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(4.4.22)

(4.4.23)

(4.4.24)

Vienīgais negatīvais koeficients tabulas (4.4.24) nulltajā rindā

ir —5/2. Tas atrodas nebāzes mainīgā x2 koeficientu kolonnā, kurā

visi skaitļi ir negatīvi. Tas nozīmē, ka mērķa funkcija savā defi-

nīcijas apgabalā šajā piemērā nav ierobežota un tā var augt bez-

galīgi.

4.5. §. Simpleksa algoritma monotonitāte, singularitāte un

galīgums. Pieņemsim, ka jāatrisina lineārās programmēšanas
maksimizācijas uzdevums, un apzīmēsim mērķa funkcijas vērtību

bāzes atrisinājumā ar A. Nākošajā simpleksa metodes iterācijas
tabulā šo skaitli A atvieto ar jaunu skaitli А. To aprēķina pēc
formulas

А,
=А _ЬгСи 5ļ

■ ч ark
v

kur b ir galvenās rindas brīvais loceklis, Ck<.o — galvenajā

I +1

I

-i г/i UA (H)

0 ooo м

1 -1/2 0 -1/2 0z

*1

!l2

1

3

3

2

-1/2

3/2
3/2

0

1

-6

-6

2

M/2J
1/2

-7/2
_2

1

2

3

4

-10 6

+ 1 -1 1 yi\ x2 (III)

-1

#2

2

2

10

6

-1

ш
-2

-2

2

-7

1

6

2 .

-1

7

4

1

2

3

4

.'/3

</4

21 -5 12 5 -

+ 1 -1 Vi (IV)

г. 1/2 -5/2 1/2 О

x3

Уi

Vi

v*

3

1

12

8

1/2

1/2
1

1

-3/2

-7/2
-6

-1

3/2

-1/2
6

3

I

2

3

4

26 5/2 -39/2 19/2 5



kolonna esošais mērķa funkcijas koeficients un arh>o — galve-
nais elements.

Ja Ь
г фО, tad saskaņā ar formulu (4.5.1) A'>A. Tas nozīmē,

ka tajā gadījumā, kad Ь
г ФO, mērķa funkcijas vērtība monotomi

aug, t. i., katrā nākošajā iterācijas tabulā mērķa funkcijas vēr-

tība ir lielāka par iepriekšējo. Ja b
r=0, tad A'=A. Tādu atbalsta

plānu, kurā kāds no bāzes mainīgajiem ir vienāds ar nulli,_sauc
par singulāru. Singularitāte var izpausties jau pirmajā iterācijas
tabulā. Tā parādās kārtējā iterācijā visos tādos gadījumos, kad,

izpildot simpleksa algoritma 3. soli, jāsastopas ar divām vai vai-

rākām vienādām vismazākajām attiecībām, pēc kuram nosaka

galveno rindu. Ja tāda rinda, kuras brīvais loceklis ir 0, kļūst

par galveno, tad kārtējā iterācijā mērķa funkcija pieaugumu ne-

iegūst. Singularitātei atkārtojoties, vairākās iterācijās pēc kārtas

ir iespējams tāds gadījums, ka notiek atgriešanas pie jau lietotās

bāzes. Šādu gadījumu simpleksa algoritmā sauc par saciklošanos.

Saciklošanās nenotiek, ja pielieto singularitates gadījumam pa-

redzēto galvenās rindas noteikšanas paņēmienu, kas aprakstīts
4.2. §. Ja saciklošanās ir izslēgta, tad simpleksa algoritmam ir

galīgs iterāciju skaits, jo iespējamo atbalsta plānu skaits_ vienmēr

ir galīgs lielums. Tas nepārsniedz skaitli, kuru var aprēķināt ar

formulu

fti
С m—

m\(n-m)\'

kur n — nezināmo skaits, bet m — ierobežojumu vienādojumu
skaits. Ar simboliem n\, m! un (n— m)\ apzīmēti pirmo n, m un

(n—m) dabisko skaitļu reizinājumi. Tā, piemēram, 5! =1-2-3-4-5 =

= 120. Tātad simpleksa algoritms noslēdzas pēc galīga soļu skaita,

resp., šis algoritms ir galīgs.
Pieredze liecina, ka praktisku uzdevumu atrisināšanai vaja-

dzīgais iterāciju skaits svārstās no 1,5mlīdz 3m.

5. nodaļa

DUALITĀTE LINEĀRAJĀ PROGRAMMĒŠANĀ

5.1. §. Duālie uzdevumi. Lineārās programmēšanas teorijā un

praktiskajos pielietojumos ievērojama nozīme ir dualitātes princi-
pam. Izmantojot vienu un to pašu sākotnējo informāciju, var for-

mulēt divus dažādus lineārās programmēšanas uzdevumus. Vienu

no tiem sauc par tiešo, otru par duālo uzdevumu. No matemā-

tiskā viedokļa tiešais un duālais uzdevums ir līdzvērtīgi.
Neatkarīgi no duālā uzdevuma ekonomiskās interpretācijas tā

atrisinājums, kuru, kā vēlāk redzēsim, iegūst vienlaicīgi ar tiešā

uzdevuma atrisinājumu, satur daudz tādas informācijas, kas nepie-
ciešama tiešā uzdevuma matemātiskā modeļa jutīguma analīzei.
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Modeļa jutīguma analīze, kuru aplūkosim 5.3 §, ir saistīta ar

atbilžu meklēšanu, piemēram, uz šādiem jautājumiem:

1) vai atrastais optimālais plāns paliek nemainīgs, ja izmaina

kādu koeficientu tiešā uzdevuma sākotnējā matemātiskajā modelī;

2) kādas sekas ir ierobežojumu sistēmas vairāku vai pat visu

brīvo locekļu izmaiņai tiešā uzdevuma sākotnējā matemātiskajā
modelī v. c.

Dualitātes jēdziena noskaidrošanai aplūkosim uzdevumu 1.2.1°,
kura tiešais matemātiskais modelis formulēts ar izteiksmēm

(1.2.2)— (1.2.4). Neatkārtojot šī tiešā uzdevuma ekonomisko un

ģeometrisko interpretāciju, kā arī 'tā atrisinājuma aprakstu, kas

dots 4.1. § un tabulās (4.2.1)—(4.2.4), formulēsim duālā uzde-

vuma matemātisko modeli.

Pieņemsim, ka ux ir ražošanas resursa Л, vienības cena, bet

u
2, «з un ы

4
— attiecīgi resursu A2, Л3 un Л4 vienību cenas. Tā

kā cena kā resursa vienības vērtības izteiksme naudā nevar būt

negatīva, tad

«īSsO, v ы
3sгo, (5.1.1)

Ja, nosakot resursu vienības aprēķina cenas, ievēro noteikumu,
ka katras produkcijas vienības ražošanai izmantoto resursu vēr-

tība nevar būt mazāka par šīs vienības realizācijas cenu, tad jā-

izpildās nevienādībām

«1+ 2u 2+ 5«3+ ļ
7ы!+ 5«

2+ 5ы
3 5г40. J

Visu ražošanas resursu kopējo vērtību izteic lineāra funkcija

ш =84ы1+69«2+Ю5ы3 +72ы4. (5.1.3)

Uzdevuma 1.2.1° duālo uzdevumu tagad var formulēt šādi. No-

teikt ražošanas resursiem tādas vienību cenas, lai resursu kopvēr-
tība būtu minimālā, bet katras produkcijas vienības ražošanā

izmantoto resursu vērtība nebūtu mazāka par attiecīgo produkci-
jas vienības realizācijas cenu.

Atrisināt tādu uzdevumu matemātiski nozīmē atrast minimumu
lineārajai funkcijai (5.1.3) pie ierobežojumiem (5.1.1), (5.1.2).

Sadu uzdevumu, kā katru lineārās programmēšanas uzdevumu,
var risināt ar simpleksa metodi pilnīgi neatkarīgi no tiešā uzde-

vuma_l.2.l° un pilnīgi neatkarīgi no tiešajā uzdevumā lietotajiem
nezināmo apzīmējumiem vai to ekonomiskās interpretācijas.

Apzīmējot diferences starp produkcijas vienības vērtību ap-

rēķina cenās un šīs vienības realizācijas cenu ar un v

ierobežojumu sistēmu (5.1.2) var pārrakstīt šādi:

-t'i-30-f «1+2«2+5«3-|-4«4 =0, ļ
-У2-40+7ы,+ 5« 2+s«з =0. J
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Minimizacijas uzdevuma vieta var maksimizēt mērķa funkciju

w= -84wi-69m2-105«3-72u4.

Sastādot pirmo iterācijas tabulu sašaurinātajā pierakstā un

risinot doto duālo uzdevumu ar simpleksa metodes algoritmu pa-

zīstamajā veidā, optimālo atrisinājumu iegūst pēc 3. iterāciju
soļa. Tas redzams tabulās (5.1.4)— (5.1.7).

(5.1.4)

(5.1.5)

(5.1.6)

(5.1.7)

+ 1

—

-1 ы, и 2 | и31 ы4 (I)

-70 -8 -7 -10 -4 М

0 84 69 105 72 О

s

w

-ci 30

40

1

7

2

5

4

О

1

25

-1 83 68 104 71

+1 -1 «3 "4 (H)

s

w

-10

-630

-6

63

-3

27

-1

21

4

-12

м

0

«3 6

10

1/5

Ш

2/5

3

-1/5

1

4/5 I
-4 ļ

1

2

-625 311/5 132/5 99/5 -61/5 3

+ 1 -1 Vi 1иг\ "4 (III)

s

w

0 0 0 0 0

30

M

0-735 21/2 -9/2 21/2

"3 17/3 1/30

5/3 -1/6

3/10

IJ/2J

-7/30

1/6

14/15

-2/3

1

2«1

0 -2186/3 281/30 -47/10 283/30 439/15 3

+ 1 -1 "i «4 | (IV)

w -720 9 12 2-1

«3 14/3

10/3

2/15

-1/3

-3/5

2

-1/3

1/3

4/3

-4/3

1

2«2

-713 39/5 47/5 11 23 3
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Tabulā (5.1.7) nolasāms duālā uzdevuma vienīgais optimālais

bāzes atrisinājums maxw=— 720, ja V2=ul =vl=vi
=0 un «

3
=

=14/3, «2=lo/3. Tā kā min ш= — max w, tad, apmainot visu ta-

bulas (5.1.7) nulltās rindas elementu zīmes, pārkārtojot rindu

un kolonnu numerāciju un atmetot skaitļošanas kontrolei lietoto

3. rindu, duālā uzdevuma optimālā atrisinājuma tabulu (5.1.7)

var pārrakstīt šādi:

(5.1.8)

Salīdzināšanas nolūkā pārrakstīsim ari tieša uzdevuma 1.2.Г

optimālā atrisinājuma tabulu (4.2.4):

(5.1.9)

Salīdzinot tabulas (5.1.9) un (5.1.8), redzams, ka tiešā uzde-

vuma mērķa funkcijas maksimāla vērtība ir vienāda ar duāla

uzdevuma mērķa funkcijas minimālo vērtību:

max z=min w.

Duālā uzdevuma optimālā atrisinājuma tabulu iegūst no tiešā

uzdevuma atrisinājuma tabulas — un otrādi, ja 1) samaina tabu-

las rindas ar kolonnām un 2) visus tabulas elementus reizina ar

— 1. Tas nozīmē, ka nekad nav vajadzības risināt atsevišķi tiešo

un duālo uzdevumu. Ja ir atrisināts viens no šiem uzdevumiem,
tad no tā atrisinājuma tabulas viegli nolasāms vai iegūstams otra

uzdevuma atrisinājums.
Abu savstarpēji duālo lineārās programmēšanas uzdevumu

ierobežojumu sistēmas var apvienot vienā simpleksa metodes iterā-

ciju tabulā, kuru sauksim par duālo iterāciju tabulu. Tam nolū-

kam tiešā uzdevuma bāzes mainīgo kolonnai blakus jāpievieno
duālā uzdevuma nebāzes mainīgo kolonna un tiešā uzdevuma
nebāzes mainīgo rindai blakus

—
duālā uzdevuma bāzes mainīgo

+ 1 -1 v 2 "i «4 (IV)

720 -12 -9 -9 -24 0

«2 10/3

14/3

1/3

-1/3

-1/3

2/15

2

-3/5

-4/3

4/3

1

2
«а

+ 1 -1 !>2 Vi (IV)

г 720 10/3 14/3

*г

12

9

9

24

-1/3

1/3

-2

4/3

1/3

-2/15

3/5

-4/3

1

2

3

4

У\

У*



61

rinda. Ja vienu no šiem uzdevumiem lasa pa tabulas rindām, tad

otrs jālasa pa kolonnām.

Tā, piemēram, uzdevuma 1.2.1° un tā duālā uzdevuma pirmās
iterāciju tabulas var apvienot un pierakstīt šādā duālā iterāciju
tabulā:

Sa uzdevumu para pedeja duāla iterāciju tabula ir šada:

(5.1.10)

Tabula (5.1.10) pa rindām nolasāma tiešajam uzdevumam at-

bilstošā vienādojumu sistēma

10 14 1
2 -720+^ty2+у г/3 =0,

X\- 12--1- У2+-1-Уз=0,

1 2
x - 9+

у г/г =0,

3

г/i- 9- 2г/2+
цт г/з=0,

4 4
г/4

- 24+-

3
- г/г-у <7з =0.

levietojot г/2=Уз=0, iegūstam 2=720, Xi
=12, лг2=9, y\ =9, г/4 =24.

-1 w

+ 1 -1 ■v2

+ 1 о -30 -40

Щ

u2

«3

«4

l/l

г/2

г/з

г/4

84

69

105

72

1

2

5

4

7

5

5

0

-1 w из

+ 1 -1 Уз Уг

+ 1 720 10/3 14/3

«4

*1

У\

£/4

12

9

-1/3

1/3

-2

1/3

-2/15

3/59

24 4/3 -4/3
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Pa kolonnām nolasāma duālajam uzdevumam atbilstoša vie-

nādojumu sistēma

-o>+ 720+12ui+ 9y
2 +9ui+24i74=0,

■10 1
-L.

1
О , 4

О

-*«2+l 3
-yi+ -

3
-u2 -2«i+ -

3
-w4=0,

il4 1 2 3 4
-«3+ T+T

ul- 1ģ,2+TUI
-

1
- U4=0.

levietojot Ui =y2=«i =«4=0, iegūstam до=720, ы2 =lo/3, «3=14/3.

Vispār jebkuru tiešo lineārās programmēšanas uzdevumu, kā

redzējām, var formulēt tā, kā formulēts uzdevums 2.1.1°, t. i., šādi.

Maksimizēt lineāru funkciju

n

pie ierobežojumiem
n

£ а{ (i=l,2, ... , p),

% <liiXi>bi (i'=p+l, p+2,. .. , h),
l-i

(i=h+l,h+2, . .., m),

7-1

*js=o (/=l, 2, ...,n),

kur visi Cj un a,-j ir doti reāli skaitļi, bet Xj —
nezināmi

reāli mainīgi lielumi.

Tādu uzdevumu vienmēr var pierakstīt simpleksa metodes ite-

rāciju tabulas (4.4.0) formā. Šādam tiešajam uzdevumam atbil-

stošais duālais uzdevums viegli nolasāms pēc tabulas (4.4.0) un

formulējams šādi.

Minimizēt lineāru funkciju

p h m

w= Vi bitu- Z biUi+ Z b>ui

i-l i-p+l /-Л+l

pie ierobežojumiem

p
h m

Z ūijUļ- Z atjUi+ Z aijtii^tCj
i=l i' =p+ l i-h+l

(/=1,2,...,n),

(i=1,2,. ...A),

«i (t =/z +1, h +2,.... , m) —bez zīmes ierobežojuma.

Jāpiezīmē, ka duālā uzdevuma formulēšanai nav nepieciešams
tiešo uzdevumu iepriekš pārveidot tā, lai visi tā nezināmie un iero-
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bežojumu sistēmas brīvie locekļi būtu nenegatīvi, jo starp katru

tiešo un tam atbilstošo duālo uzdevumu pastāv savstarpēja at-

bilstība, kas parādīta shēmā (5.1.11).

(5.1.11)

Izmantojot šo shēmu, aplūkosim dažus piemērus.
Piemērs 5.1.1°. Tiešajam uzdevumam (4.4.18)— (4.4.20) at-

bilstošo duālo uzdevumu var formulēt šādi.

Minimizēt lineāru funkciju

w=2u\+6«2 +6«3+ 2u 4

pie ierobežojumiem

2ui+3«2+3«3

2u\—
Зы

2
—3«3 +2u 1,

«i + 2« 2
—2«з — 2u4 1,

u^O.

Piemērs 5.1.2°. Tiešajam uzdevumam (4.4.11)— (4.4.13) at-

bilstošo duālo uzdevumu var formulēt šādi.

Tiešais uzdevums Duālais uzdevums

Maksimizācija
Nezināmie я,-

Mērķa funkcijas koeficienti Cj

Minimizācija
Nezināmie «i

Ierobežojumu sistēmas brīvie lo-

cekli Cj

Mērķa funkcijas koeficienti biIerobežojumu sistēmas brīvie

locekli bi

Ierobežojumu sistēmas koefi-

cienti ац,

i-l, 2, m;

/=1, 2, n

Ierobežojumu sistēmas koefici-

enti ац,

j=\, 2 n;
J

i-l, 2, /n

Ierobežojums a<jxj^fr<

Ierobežojums
/=1

Ierobežojums a,jXj= bi Ui — bez zīmes ierobežojuma

аци^с.

m

Ierobežojums £ UjiU,<;c,-

i'=i

j
— bez zīmes ierobežojuma Ierobežojums £ auui= Cj

»=-i
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Minimizēt lineāru funkciju

w=Biii+ 6u2+ 15«3+ 10w
4

pie ierobežojumiem

«1 +«3 +v

U1 +U2+ U3

«2+ И3+И4 =5,

«4^o.

Uzdevums 5.1.1°. Formulēt duālo uzdevumu tiešajam uzde-

vumam (1.3.2) —(1.3.4) un ar simpleksa metodi atrisināt abus

uzdevumus.

Atrisinājums. Tiešajā uzdevumā jāminimizē mērķa funkcija

z=s*i +4at2

pie ierobežojumiem

*i+

400*i+

*2^o.

Duālais uzdevums šajā gadījumā formulējams šādi.

Maksimizēt lineāru funkciju

ffi) =2,5«i+240«
2

pie ierobežojumiem

«i +400«2<5,

1,25«i +80«2<4,

w2^o.

levedot tiešajā uzdevumā nenegatīvus papildu nezināmos ij\

un y 2, šo uzdevumu var izteikt ar vienādojumu sistēmu

-z +0 +s*i +4*2=0,1
-i/i-2,5 +*,+1,25*2=0, (5.1.12)

-#2
- 240 +400* i + 80*2

=0,)

kur * г/2>o.
levedot duālajā uzdevumā nenegatīvus papildu nezināmos vt

un v
2,

šo uzdevumu var izteikt ar vienādojumu sistēmu

w-0- 2,5«- 240г/ 2=0, ļ
C»-5 +Щ+ 400ы2=o, ļ (5.1.13)
u2 -4+1,25«i +80«2=0, ļ

kur «i>o, v2^o.
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Vienādojumu sistēmu (5.1.12) un (5.1.13) pierakstu var ap-
vienot duālā iterāciju tabulā un parastajā kārtībā ar simpleksa
metodes algoritmu risināt maksimizācijas uzdevumu, kā parādīts
tabulās (5.1.14) —(5.1.16).

(5.1.14)

(5.1.15)

(5.1.16)

Tabula (5.1.16) pa rindām nolasāma šada sistēmai (5.1.13)
ekvivalenta vienādojumu sistēma:

ny-8,4286+1,8095o2 +0,23810,=0, ļ
ii

2
- 0,0054- 0,0024v2+0,00300,=0,

«,-2,8571+0,952402-0,19050,=0 )
jeb

w=8,4286-0,2381 0,-1,809502, )
«, =2,8571+0,19050,-0,952402, (5.1.17)

«2
=0,0054 - 0,00300, +0,002402. ļ

-1 z .'/i .'/2

I +I -1 «i \u2 I (I)

+ 1 w -2,5 -240

*2

01

»2

5

4 1,25

I 400 |

80

1

2

(I) а 8 ļ -1,25 239 3

-1

+ 1

+1 ļ w

-1 I ml (II)

3,0000 -1,9000 0,6000 0

У2

Vi

0,0125

3,0000

0,0025

11.05001

0,0025

-0,2000

1

2

(II) 5,0125 -1,8475 -0,5975 3

-1

+ 1 -1 02 (III)

+ 1 VB 8,4286 1,8095 0,2381

Уг

У\

иг

Щ

0,0054

2,8571

-0,0024

0,9524

0,0030

-0,1905

1

2

(1П) | а 10,2911 1,7595 -0,9494 3
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No sistēmas (5.1.17) pirmā vienādojuma redzams, ka maxio=

=8,4280, ja Vļ =v2=0, jo koeficienti pie šiem nezināmajiem ir

negatīvi un katra šo nezināmo palielināšana pamazina w. levie-

tojot Vļ=v2=0 pārējos divos sistēmas (5.1.17) vienādojumos,
iegūstam «i=2,8571 un «2 =0,0054. Tādēļ maksimizācijas uzde-

vuma optimālais atrisinājums, kas nolasāms tabulā (5.1.16), ir

w=8,4286, ja «, =2,8571, «2
=0,0054, Vl =v2=0.

Tabulā (5.1.16) pa kolonnām nolasāma šāda sistēmai (5.1.12)
ekvivalenta vienādojumu sistēma:

-z +8,4286+ 0,0054t/2 +2,8571г/, =0, ļ
-Xi +1,8095- 0,0024г/20,9524г/,+ 0,9524г/,=0,

-a-,+ 0,2381+0,0030i/2-0,1905u,=0 )

jeb

z =8,4286+2,8571 г/,+0,0054w2,

xi =0,2381-0,1905г/,+ 0,0030г/2, (5.1.18)
x2=1,8095+0,9524г/,- 0,0024г/2.

No sistēmas (5.1.18) pirmā vienādojuma redzams, ka 2=8,4286,

ja г/1
=г/2=o, jo koeficienti pie šiem abiem nezināmajiem ir pozi-

tīvi un katra šo nezināmo palielināšana palielina z. levietojot
г/1 =г/2=0 pārējos divos sistēmas (5.1.18) vienādojumos, iegūstam
Xi =0,2381 un л- 2= 1,8095. Tādēļ minimizācijas uzdevuma (1.3.2)—

(1.3.4) optimālais atrisinājums ir 2=8,4286, ja x, =0,2381, x2=

= 1,8095, г/,=г/2 =0. Tas saskan arī ar rezultātu, kuru ieguvām, at-

risinot šo uzdevumu grafiski ar zīmējumu 2.2.

5.2. §. Dualitātes teorēmas. Tā kā jebkuru lineārās program-
mēšanas uzdevumu var pārveidot modificētajā normālformā, tad

pieņemsim, ka tiešais uzdevums formulēts šādi.

Maksimizēt mērķa funkciju

2= Vi CjXj (5.2.1)

pie ierobežojumiem

£ (г=l, 2,.. ~ h<m), (5.2.2)

ļ.OtjĶļī-bi (t-A + l.ft+2,. ...m), (5.2.3)

A-js>o (/=1,2, ...,n), (5.2.4)

kur Cj un ctij ir doti reāli skaitļi.
Tiešajam uzdevumam (5.2.1)— (5.2.4) atbilstošais duālais uz-

devums formulējams šādi.



Minimizēt mērķa funkciju
m

w=Yj biUi (5.2.5)

pie ierobežojumiem
m

} (/=1,2,..., л), (5.2.6)
i=i

(i=1,2,...,«), (5.2.7)

Uļ (l =h+\, h +2,... ,m) —
bez zīmes ierobežojuma. (5.2.8)

levedot papildu nezināmos (i= 1,2,..., h) ierobežojumu
sistēmā (5.2.2), mākslīgos nezināmos (i=/i+l, h +2,...

...,m) ierobežojumu sistēmā (5.2.3) un papildu nezināmos

(/= 1,2,...,n) ierobežojumu sistēmā (5.2.6), abus savstarpēji du-

ālos uzdevumus var apvienot vienā, duālā iterāciju tabulā (5.2.9).

(5.2.9)

Sl tabula sastādīta maksimizācijas uzdevuma risināšanai ar

simpleksa metodi. Risinot tiešo uzdevumu, vienlaicīgi tiek risināts

arī duālais uzdevums.

Lemma I°. Divos savstarpēji duālos uzdevumos nevienam

maksimizācijas uzdevuma plānam atbilstošā mērķa funkcijas vēr-

tība nevar pārsniegt jebkuram minimizācijas uzdevuma plānam
atbilstošo mērķa funkcijas vērtību, t. i.,

n m

Ъ £ bm. (5.2.10)
/=1 ;=i

-1 W 1'2 Vn

!+1 -1 -«2 */i Xn (I)

s —S0 —S[
0 -c,

-s2

-c
2

... —s*

••• — ck

• • ■ —S n

—Cn
0

+ 1 Z

«1

u2 Уг

6i
62

а
и а,2

••• ац ••• a in

ūļļ Ū22 • ■ ■ Ū2h • • ш а2п

1

2

Uh У"

Уь+г

6/,

0Л+1

6/1+2

dh\ Ūh2 ••• 0.hh ••■ Ohn

Л+2
«Л +1

"Л+2

ūh-ļ-1,1 ūh+l,t • • • ал-и,*• • • O/i +l.n

ОЛ+2,1 вЛ+2,2• - - 0/1+2,»•" " 0/i+2,n

Um Ут 6m Omi Om2 • • • Omk ■ ■ • O mn

(I) а а0—
1 01 — 1 02—1 ••• вк— 0n— 1 m+ 1
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Pierādījums. Reizinot katru i- to sistēmas (5.2.2) nevienā-

dību ar bet katru i-to sistēmas (5.2.3) vienādojumu ar щ

(bez zīmes ierobežojuma) un summējot visus šos reizinājumus,
iegūst

mjn \ m

£ )<S М<. (5.2.n)
«■-i \/=i / i-i

Analogi, reizinot katru /-to sistēmas (5.2.6) nevienādību ar

un visus reizinājumus summējot, iegūst

nlm \ n

£X) £ аищ hs £ c} Xj. (5.2.12)
f~\ I j-i

Tā kā nevienādību (5.2.11) un (5.2.12) kreisās puses ir vienādas,

tad ir pareiza nevienādība (5.2.10), ko arī vajadzēja pierādīt.
Lemma 2°. Ja tiešā uzdevuma plānam x*j (/=l, 2, n)

un duālā uzdevuma plānam u*i (i=\, 2, m) izpildās vienā-

dība

n m

£ с,х*>= £ biU
*

v (5.2.13)
i-i i-i

tad x*j (/= 1, 2,..., n) ir tiešā uzdevuma optimālais plāns, bet

u*i (i'=l, 2, m) ir duālā uzdevuma optimālais plāns.

Pierādījums. Saskaņā ar lemmu 1° izpildās šādas nevie-

nādības:

n m

i-l i-l

n m

£ £ Ьф (5.2.15)
i-l i-l

Tā kā ir spēkā vienādība (5.2.13), tad no izteiksmes (5.2.14)
izriet, ka

n n

£ tyf*j> £ Cf»},
i-i i-i

kur Xj (/=l, 2, n)_ ir jebkurš tiešā uzdevuma,plāns. Tādē) sa-

skaņā ar optimālā plāna definīciju x*j (/=l, 2, ..., n) ir tiešā

uzdevuma optimālais plāns.
Analogi, ievērojot vienādību (5.2.13), no izteiksmes (5.2.15)

iegūstam
m m

£ biU*i £ biUu
i-l i-l

kur иi (I=l, 2, m) ir jebkurš duālā uzdevuma plāns. Tādēļ
saskaņā ar optimālā plāna definīciju «*,- (I=l, 2 m) ir duālā

uzdevuma optimālais plāns, un lemma 2° ir pierādīta.
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Teorēma 1° (pirmā dualitātes teorēma). Ja tiešajam uzde-

vumam eksistē optimālais plāns x*j (/=l, 2, n), tad ari duā-

lajam uzdevumam eksistē optimālais plāns «*,• (I=l, 2, m),
un Ir spēkā vienādība

n m

Z CjX*)*= Z biU*i. (5.2.16)
fSi i=i

Ja turpretim tiešā uzdevuma mērķa funkcija savā definīcijas

apgabalā ir neierobežota, tad duālā uzdevuma ierobežojumu sis-

tēma ir nesaderīga. Ja tiešā uzdevuma ierobežojumu sistēma ir

nesaderīga, tad vai nu duālā uzdevuma mērķa funkcija ir neiero-

bežota, vai arī ierobežojumu sistēma ir nesaderīga. (Pierādījumu
sk. 9.5. §.)

Teorēma 2° (otrā dualitātes teorēma). Tiešā uzdevuma plāns

x*j (/=l, 2, n) un atbilstošā duālā uzdevuma plāns v*
{ (i=l,

2, ..., m) ir optimālie tad un tikai tad, ja izpildās nosacījumi

1) -v
:i: j|Z au"*i- c j) =ū-

-2) и*\%***}-Щ =0-
Pierādījums. Pieņemsim, ka x*j (/=l, 2,

.... n) ir uz-

devuma (5.2.1) —(5.2.4) optimālais plāns un ы*
г- (t'=l, 2, m)

ir uzdevuma (5.2.5)—(5.2.8) optimālais plāns. Tad nevienādību

(5.2.11), (5.2.12) vietā stājas vienādības

nnlm \

(5.2.17)

m min \

IЬ>и*<=lи*Лlаи
х*А. (5.2.18)

i=l i=l \y=i /

No vienādības (5.2.17) izriet, ka

%x*j^a u =0,

bet, tā kā visi reizinājumi **j ļŽ а;.;"*> с;| ir nenegatīvi, tad

ir izpildīts pirmais nosacījums. Analogi, izmantojot vienādību

(5.2.18), var pārliecināties, ka ir izpildīts otrais nosacījums. Līdz

ar to nosacījumu nepieciešamība ir pierādīta.
Pieņemsim, ka %*,■ (/= 1, 2,. .., n) ir uzdevuma (5.2.1)—

(5.2.4) 'atbalsta plāns, v*
t- (t=l, 2, m) ir uzdevuma (5.2.5)—

(5.2.8) atbalsta plāns un šie atbalsta plāni apmierina pirmo un
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otro nosacījumu. Summējot pirmos nosacījumus pec /, bet otros

nosacījumus pēc i, iegūstam

n m n

£ Z aijU*iX*j = Z CjX*jt
i-i i-i i-i

m n m

Z Z a
ij

x*
i
u*i = Z biU*i,

i-i i-i i-i

no kurienes

n m

Z Z biU*i.

Līdz ar to nosacījumu pietiekamība un visa teorēma 2° ir pierā-
dīta.

5.3. §. Lineārās programmēšanas modeļu jutīguma analīze.

lepriekš (4.5. §) jau minējām, ka duālā uzdevuma atrisinājums
ļauj analizēt tiešā uzdevuma matemātiskā modeļa jutīgumu pret
izmaiņām, kādas izdara, piemēram, ar tiešā uzdevuma mērķa
funkcijas koeficientiem vai ierobežojumu sistēmas brīvajiem lo-

cekļiem.
Analīze pamatojas uz šādiem faktiem:

a) optimālā atrisinājuma (simpleksa metodes pēdējās iterāci-

jas tabulas) nulltās rindas koeficienti pie tiešā uzdevuma papildu

nezināmajiem ir vienādi ar attiecīgajām duālā uzdevuma nezi-

nāmo optimālajām vērtībām;

b) koeficienti pie tiem tiešā uzdevuma primārajiem nezināma-

jiem Xj, kas pēdējā tabulā palikuši nebāzes mainīgo lomā, ir vie-

nādi ar starpību starp duālā uzdevuma /-tā ierobežojuma kreiso

un labo pusi, ja šajā ierobežojumā ievieto duālā uzdevuma opti-
mālā plāna vērtības.

So faktu ilustrācijai aplūkosim šādu tiešo uzdevumu.
Maksimizēt

z=4x, + 5x2+ 9x3 +lla (5.3.1)

pie ierobežojumiem

xi+ x2+ x3+ x 15,

7xi + 5x2+ 3x3+ 2x4 < 120, \ (5.3.2)

3x1 + 5x2+lox3 +15x 4<loo,

Xs*o (/=l, 2, 3, 4). (5.3.3)

Saskaņā ar tiešā un duālā uzdevuma savstarpējās atbilstības

shēmu duālais uzdevums formulējams šādi.

Minimizēt

ш=ls«l + 120и2+ЮOы3 (5.3.4)



pie ierobežojumiem

Uļ + 7u2+ 3u 4,

«i +5«2+ 5,

Ul+ 3u
2
+]ou 9, ļ

< 5-
3
-
5 )

Ы1 + 2ы2+ls«з^ll,

UiļzO (/=l, 2, 3). (5.3.6)

Apzīmējot starpības starp tiešā uzdevuma ierobežojumu sistē-

mas (5.3.2) labajām un kreisajām pusēm ar (t=l, 2, 3) un

starpības starp duālā uzdevuma ierobežojumu sistēmas (5.3.5)

kreisajām un labajām pusēm ar (/=l, 2, 3, 4), abus uzde-

vumus var apvienot šādā simpleksa metodes duālā iterāciju ta-

bulā:

(5.3.7)

Risinot maksimizācijas uzdevumu ar simpleksa metodi, tabulai

(5.3.7) seko šādas duālās iterāciju tabulas:

(5.3.8)

(5.3.9)

-1 w «i v2 Ра Vi

I +1 - 1 X] Х2 Хг I w

+ 1 0 ļ -4 -5 -9 -11 I 0

«i

«2

«3

i/l

У2

УЗ

15

120

100

1 *

3

1

5

5

1

3

10

■■■iģ
2

IJ51

1

2

3

(I) I * 234 L i

-i 1 «3 ļ

|+i -i Ml! (II)

+ 1 220/3 -9/5 -4/3 -5/3 11/15

«1

u2

i/i

i/2

*4

25/3

320/3

20/3

| 4_/5J
33/5

1/5

2/3

13/3
1/3

1/3

5/3
2/3

-1/15

-2/15

1/15

1

2

3

(П) 31 582/3 24/5 -6/15

-1 "301 «1

ļ+l
ТГ1Т

-1 .'/i 1*з1 У» (III)

1)05/12 ļ 9/4 1/6 -11/12 7/12

«i

f4

*1

Уг

125/12 5/4

455/12 -33/4

55/12 -1/4

5/6

-7/6

1/6

5/12
-13/12

| 7/121

-1/12
5/12

1/12

1

2

3

(III) | о 144 -6 -1 -2 4
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(5.3.10)

Tabulā (5.3.10) nolasāms tiešajam uzdevumam (5.3.1)—(5.3.3)
ekvivalents uzdevums.

Maksimizēt

695 13 3 11 5
/С о,,ч

z= — l--jx2-—x
4 --jy3 (5.3.11)

pie ierobežojumiem

50 10 5 5 1
xt=* -=-.

——- x
2 +—

Xļ+~Yуз,

325 ,61 6 13 4

y 2=~+-yyi+^rx2——-уз, Л (5.3.12)

55 3 2 12 1

хз=— +-f ļfi- Ту"*2 "fx*
—ТУ*>

Jtj>t) (/=l, 2, 3, 4); (i=l, 2, 3). (5.3.13)

Tabulā (5.3.10) nolasāms arī duālajam uzdevumam (5.3.4)—

(5.3.6) ekvivalents uzdevums.

Minimizēt

695 50 325 55
M*tA\

!t'=-y-+ylll +—w2+ (5.3.14)

pie ierobežojumiem

13 10 61 3
«1= — +yUI--y«2-y V 3,

3 5 6 2

t'2= у +y fi-y «2H-y 03,

11 5 ,3 ,2

1
< 5 3 ls >

04= у у Уl+у«2 +уУз,

5 1 4 1

«з= у—7 o, +y u2+y Уз,

и<>o (i=l, 2); (/=l, 2, 3, 4). (5.3.16)

-1 V» 04 «3

+1 -1 *2 .</-< | (IV)

+ 1 I 2 695/7 13/7 3/7 ii/7 5/7 О

«2 г/2

03 Л'З

50/7
325/7

55/7

10/7
-61/7

-3/7

5/7
-6/7

2/7

-5/7
13/7

12/7

-1/7

4/7
1/7

1

2

3

(IV) | а 1118/7 -48/7 -3/7 24/7 2/7
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No izteiksmēm (5.3.11)— (5.3.13) izriet, ka tiešā uzdevuma

mērķa funkcijai z ir maksimums 695/7, ja t/i=X2=*4= «3=0,

a-,
=50/7, #2

=325/7 un x3=55/7. No izteiksmēm (5.3.14) —(5.3.16)
savukārt izriet, ka duāla uzdevuma mērķa funkcijai w ir mini-

mums 695/7, ja oi =«2= o3=0, «i = 13/7,' o
2
=3/7, o4=ll/7 un

«3=5/7. Šādas duālā uzdevuma nezināmo vērtības apmierina vi-

sus ierobežojumus (5.3.5) un minimizē mērķa funkciju w. Tiešām,

ЫЗ/7+ 3-5/7=28/7= 4,

1-13/7+ 5-5/7=38/7> 5, I
1-13/7+lo-5/7=63/7= 9, (

(5.3.17)

1 -13/7+-15-5/7=88/7> 11.

Starpības starp sakarību (5.3.17) kreisajām un labajām pusēm ir

38
_

3
л

88
..

11
v\ =0, v

2=-j
—s=y,03=0, u

4
=

y
—11 =-y ■

Pieņemsim, ka tiešā uzdevuma mērķa funkcijas (5.3.1) koefi-

cienti iegūst pozitīvus pieaugumus 8, (/=l, 2, 3, 4). Tad šādus

pieaugumus iegūst arī duālā uzdevuma ierobežojumu sistēmas

(5.3.5) labās puses un pirmās duālās iterācijas tabulas (5.3.7)
vietā stājas šāda tabula;

(5.3.18)

Duālās iterāciju tabulas (5.3.10) vietā savukārt rodas tabula

(5.3.19), kura atšķiras no tabulas (5.3.10) tikai ar tās nulltajā
rindā ierakstītajiem lielumiem, kas viegli konstruējami, ja ir jau
iegūta tabula (5.3.10).

(5.3.19)

-1 W Dl t)2 Vi

-1 *1 х2 Х| (О

+ 1 2 -4-6, -5-б2 -9-б3 -11-б4
О

"i
"2

Ух

Уг

Уг

15

120

100

1 ,

7

3

5

5

3

10

1

2

15

1

2

3

-1 t>2 «а

-1 ,'/| *4 Из (IV)

+ 1

695

7

+f63 +

+0-б2

13

T
+

--§•*»+
+о-б2

3

Т+

+ļo,+
+4б3 -

ii_
7

-f.,+

+-7-О3-

J5
_

7

+уб3+

+0-6;-64

1I
—

V\
"2 У2

Хз

50/7

325/7
55/7

10/7

-61/7
-3/7

5/7

-6/7
2/7

-5/7

13/7
12/7

-1/7

4/7
1/7

i

2

3
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No tabulas (5.3.19) redzams, ka tabula (5.3.10) atrastie opti-
mālie plāni nemainās, ja izpildās nosacījumi

13 10 з
n

ļ
—+—

Oi
—

yO3

И 5 jo
* (5.3.20)

у—у6,+ -у-бз-б4^o,

levietojot izteiksmēs (5.3.20) 6i =63=0, iegūstam un

Tas nozīmē, ka dotā uzdevuma optimālais atrisinājums
nemainās, ja tiešā uzdevuma mērķa funkcijas koeficientu pie x 2
palielina par jebkuru pozitīvu skaitli, kas nav lielāks kā 3/7, un

koeficientu pie x4 — par jebkuru pozitīvu skaitli, kas nav lielāks

kā 11/7.

levietojot izteiksmēs (5.3.20) 62=63=64=0, iegūstam

13 ,10 . 13 )
— jeb &i>-Jq'

у+y jeb
-j,

11 5
„
. ,

—— jeb 6,<y,

у-у jeb 6,<5.

Tas nozīmē, ka optimālais plāns nemainās, ja tiešā uzdevuma

mērķa funkcijas koeficientam pie xx pieskaita jebkuru skaitli 61

no intervāla

-3/5^6,^11/5.

Analogi, ievietojot izteiksmēs (5.3.20) 61 =62=64=0, atrodam,

ka optimālais plāns nemainās, ja tiešā, uzdevuma mērķa funkcijas
koeficientam pie x 3 pieskaita jebkuru skaitli 63 no intervāla

-1 s£ 13/3.

Ja pieņemam, ka tiešā uzdevuma ierobežojumu sistēmas

(5.3.2) labās puses iegūst pozitīvus pieaugumus p\ (i:—1,2,3), tad

šādus pieaugumus iegūst arī duālā uzdevuma mērķa funkcijas
(5.3.4) koeficienti un pirmās duālās iterācijas tabulas (5.3.7)
vietā stājas šāda tabula:



(5.3.21)

Duālas iterācijas tabulas (5.3.10) vietā savukārt rodas tabula

(5.3.22), kura atšķiras no tabulas (5.3.10) tikai ar tās brīvo lo-

cekļu kolonnā ierakstītajiem lielumiem, kas viegli konstruējami,
ja ir jau iegūta tabula (5.3.10).

(5.3.22)

No tabulas (5.3.22) redzams, ka tabula (5.3.10) atrastie optimālie
plāni nemainās, ja izpildās nosacījumi

+уВз+ ļ (5.3.23)

levietojot izteiksmēs (5.3.23) Bi =63 =0, iegūstam, ka B

Tas nozīmē, ka optimālais atrisinājums nemainās, ja tiešā uzde-

vuma ierobežojumu sistēmas (5.3.2) otrās nevienādības labo pusi
samazina par jebkuru pozitīvu skaitli, kas nav lielāks kā 325/7.

- ! Vļ »a

I +1 -1 V.1 (I)

+ 1 l Z 0 -4 — 5 -9 -11

«i

"3

i/l

i/2

i/3
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120+B 2

ЮО+63

7

3

1

5

5

i? 5
-

f

3
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1

2
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2

3

-1 Dl "3 I
I +' -1 У1 *2 v., (IV)

+ 1 z

695 13 5
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Я j.
1 А

P3



76

levietojot izteiksmes (5.3.23) 62=83=0, iegūstam

f jeb 6,^-5,

325 61
ft л.

Г 325

-j j-si>o jeb Pi<-ģļ-,

Ķ-y 6,3*0 jeb •
Tas nozīmē, ka optimālais plāns nemainās, ja ierobežojumu sistē-

mas (5.3.2) pirmās nevienādības labajai pusei pieskaita jebkuru
skaitli p, no intervāla

-5^6,^325/61.

Analogi, ievietojot izteiksmēs (5.3.23) 61 =82= 0, atrodam, ka

optimālais plāns nemainās, ja ierobežojumu sistēmas (5.3.2) tre-

šās nevienādības labajai pusei pieskaita jebkuru skaitli рз no

intervāla

- 325/4<p3< 150/7.

5.4. §. Kantoroviča atrisinošo reizinātāju metode. Sī metode,
kas publicēta 1939. gadā, vēsturiski ir pirmā vispārīgā lineārās

programmēšanas uzdevumu atrisināšanas metode. L. Kantorovičs

parādīja, ka ar ražošanas jaudu izmantošanas optimālo plānu
cieši saistīta īpašu reizinātāju sistēma (duālo novērtējumu sis-

tēma). Tās atrašana noved pie uzdevuma atrisinājuma, tādēļ tā-

dus reizinātājus sauc par atrisinošajiem reizinātājiem.
Risināšanas process sākas ar kādu aptuvenu sākuma novērtē-

jumu sistēmu, kuru pēc tam saskaņā ar uzdevuma nosacījumiem
pakāpeniski koriģē un uzlabo. Pēc galīga soļu skaita iegūst opti-
mālo plānu un arī duālo novērtējumu sistēmu.

Piemērs 5.4.1°. Pieņemsim, ka jāizpilda divi dažādi darbi

A un В. To izpildīšanai noteiktā laika vienībā (piemēram, vienā

dienā) paredzētas trīs mašīnas
— I, 11, 111. Katrai mašīnai ir

sava ražība. Mašīnu ražība darba uzskaites vienībās dota ar šādu

tabulu:

(5.4.1)

Darbu apjomi vispārīgajā gadījumā var būt dažādi. Vienkār-

šības labad pieņemsim, ka abu darbu kopapjomiem šajā piemērā
jābūt vienādiem. Vienošanās starp organizāciju, kura darbus pa-

Darba veidi

А

В

м

■■1 -v ' '

30

60

MašīnaMašīna

II III

60 30

90 80

А

В
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sūta, un organizāciju, kas darbus izpilda, ir tāda, ka darbu ap-
maksa izdarāma pēc savstarpēji saskaņotām, abām pusēm pieņe-
mamām cenām, slogojot mašīnas tā, lai tām būtu maksimālā

dienas ražība. Uzdevums
— izpildīt šo vienošanos.

Atrisinājums. Lai darbu novērtējumi būtu abām pusēm pieņe-
mami, tad vispirms jāņem vērā darbietilpība. Ja visas trīs ma-

šīnas norīkotu darbā A, tad tās dienā ražotu 30 +60 + 30=120

darba uzskaites vienības, bet darbā В turpretim 60 +90+80=

=230 vienības. Acīmredzot darbs A ir sarežģītāks un nocenojams
augstāk nekā darbs B. Tādē| ir dabiski izvēlēties tādus darbu

novērtējumus, kas būtu apgriezti proporcionāli mašīnu summārai

ražībai, t. i., kā pirmo jeb sākuma novērtējumu sistēmu izvēlēties

skaitļus Ai=c/120 un A,2=c/230, kur с —
kaut kāds proporciona-

litātes koeficients. Ja proporcionalitātes koeficientu ņem vienādu

ar c= 12-23, tad novērtējumi ir ?ч=2,3 darbam A un }.2=\,2 dar-

bam B. Reizinot ar šiem novērtējumiem tabulā (5.4.1) uzrādīto

mašīnu ražību, iegūst summu, kas jāmaksā par attiecīgās mašīnas

izpildīto darbu. Atbilstošie darba plāna varianta skaitļi apkopoti
tabulā (5.4.2).

(5.4.2)

Pirmajā plāna variantā redzamie mašīnu dienas darba novēr-

tējumi rāda, ka mašīnai II izdevīgāks ir darbs A, jo max (138,

108) = 138,kas tabulā iezīmēts ar taisnstūri. Analogi max(69, 72) =

=72 un max(69,96) =96. Tādēļ mašīnām lun 111 izdevīgāks ir

darbs B. Tad mašīnas dienā paveic darbā А
— 60, bet darba В —

140 vienības. Šis plāns ir pieņemams darba izpildītājam, bet nav

pieņemams pasūtītājam, jo 60==M40, un pasūtītājs pieprasa, lai

abi darbi būtu paveikti vienādā apjomā. Analizējot pirmo plāna

variantu, redzams, ka vismazākā atšķirība ir starp mašīnas I die-

nas darba novērtējumiem.
Darbu izpildītājam un arī pasūtītājam nevar būt iebildumu, ja

daļu no mašīnas I dienas slodzes pārceļ no darba В uz darbu А

с.2

О,

I i
Q>

Mašīnu

irba nov
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li

,īnu dier

dalījum
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ar nosacījumu, ka mašīnas I dienas darba novērtējumi abos dar-

bos ir vienādi. So nosacījumu var realizēt ar papildu reizinātāja
72/69 palīdzību. Reizinot pirmā plāna varianta darba A novērtē-

jumu ar 72/69, iegūstam jaunus darbu novērtējumus

Я,=^| -2,3=2,4; Я2=1,2.
ЬУ

levērojot, ka proporcija ki : X2=2 : 1 saglabājas, ja

Xi =2/3 un X2 =l/3,

lietosim šos skaitļus kā jaunus darbu novērtējumus. Ar šādiem

novērtējumiem iegūstam jaunu plāna variantu (2), kas arī parā-
dīts tabulā (5.4.2). Kā redzams, mašīnas I dienas darbu novērtē-

jumi otrajā plāna variantā abos darbos ir vienādi. Ja to darba

dienas daļu, kurā mašīna I veic darbu A, apzīmē ar X\\, tad atli-

kusī dienas daļa, kurā šī mašīna veic darbu B, ir (1—X\\). Darbā

В visu dienu tiek ieslēgta arī mašīna 111, bet darbā A ari visu

dienu — mašīna 11. Pieprasot, lai abu darbu apjoms būtu vienāds,

jāizpildās nosacījumam

30xv +60 =60(l-x,i)+80. (5.4.3)

Atrisinot vienādojumu (5.4.3), iegūstam хц
=8/9. Tātad no

g
darba laika mašīna I jāizmanto darbā .4, tai paveicot 30-

--(8
\ l

1—ģ-ļ -60 =-ģ -60

darba vienības. Izpildīto darbu apjomi plāna otrajā variantā_ ir

vienādi, kas atbilst uzdevuma nosacījumiem. Mašīnas šajā plāna
variantā izmanto tikai tādos darbos, kuros tām ir visaugstākais
dienas darba novērtējums. legūtais plāns ir optimālais. Atrisi-

nošie reizinātāji (duālie novērtējumi) šajā piemērā ir =2/3 un

X2= l/3. Šo skaitļu vietā, protams, var lietot arī jebkurus citus

divus skaitļus, kuru attiecība ir 2 : 1.

Lai formulētu šī uzdevuma matemātisko modeli, apzīmēsim ar

Хц to darba laika daļu, kurā t'-tajā darbā norīkota /-tā mašīna.

Aplūkojamā piemērā ir divi darbi un trīs mašīnas. Tātad /=1,2;
/=1,2,3. Saskaņā ar uzdevuma nosacījumiem summa 30хц +

+60x-i2+ 80x2 3 nevar būt mazāka par pirmā darba (A) kopējo
apjomu, kuru apzīmēsim ar x

O. Analogi arī summa (darba В ko-

pējais apjoms) 60x2i+90x22+ 80x23 nevar būt mazāka par xO. Bez

tam katras mašīnas norīkojumu ilgumu summa nevar pārsniegt
pilnu darba laika ilgumu. levērojot to, tiešā uzdevuma matemā-

tisko modeli var formulēt šādi.
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Maksimizēt z=Xo pie ierobežojumiem

ЗОхц +60х1 2+ЗОхlзsгл;о,

60X21+90X22+80X23^3X0,
хц+х2,<l, (5.4.4)

Xl2+ X22==S 1,

*13+Х23^l,

ед>o (t=l,2; /=1,2,3).

levedot nenegatīvus papildu nezināmos (i= 1, 2,..., 5),
šo uzdevumu var izteikt ar vienādojumu sistēmu, kurā maksimi-

zējams z:

z -x0=0,

У\ +x0— 30x] | —60xi2— 30xi 3 =0,

У2+x0—
60x

2i— 90x22
—

80x
23 =0,

Уг+хи + x2,-l=0, ( 5-4-5)

У4+Хl2+ X22 -I=o,

У5+Х-13+ x23 -l=o.

Atbilstošais duālais uzdevums ir šāds.

Minimizēt ay =«
3+M4+«5 pie ierobežojumiem

«1 +«23з1; — 60ы 2+"зЗзО;

-30«,+ызsгo; -90«2 +«45г0;

-60«,+ -80«2+
( 5-4-6)

-30«1+«53э0; ыг-3зo (г'=l,2, ...,5).

levedot nenegatīvus papildu nezināmos ОоЗгО, (г'=l,2;
/=1,2,3), šo uzdevumu var izteikt ar vienādojumu sistēmu, kurā

minimizējams w:

— W+«3+ «4+«5=0,
— v0

— 1 +«i+u2= 0,
— un —30«i+«3 =0,
—

Vļ2~ 60«!+И4=0,

-u,3 -30« 1+«5= 0, ļ
( 5

-
4J)

— 021o
21

—
60ы

2+"з= 0,
— 022

— 90«2+«4=o,

— U23
— 80«2+«5 =0.

Vienādojumu sistēmas (5.4.5) un (5.4.7) var apvienot vienā

duālā iterāciju tabulā (5.4.8):
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(5.4.8)

Pec 7 iterāciju soļiem iegūst pedejo (astoto) duālo iterāciju
tabulu (5.4.9):

(5.4.9)

Tabula (5.4.9) nolasāms tieša uzdevuma plāns xl2=l, x2i =l/9,
2

л'2з=l, л'ц
=8/9, xo=86-ģ-. Pārējie nezināmie vienādi ar nulli. Ša~

2
dam plānam atbilstošā mērķa funkcijas z= x 0vērtība 86-3- ir mak-

simālā, jo mērķa funkcijas izteiksme, kas nolasāma tabulā (5.4.9),
ir

2 2 2 1 2
2=86-3 —3 г/1-26-3 «5--3 Уг-б-д-АПэ- 10.v22-40w4-20«3-

Ši izteiksme sasniedz maksimumu, kad visi tās argumenti ir nulle,

jo katra nenegatlvā argumenta palielināšana šajā izteiksmē sa-
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mazina mērķa funkcijas vērtību. Tātad optimālo mašīnu noslo-

gojumu iegūst, ja pirmajā darbā (A) izmanto otro mašīnu visu

darba dienu (xi 2
= 1), bet otro mašīnu 8/9 no darba dienas (x2i =

=8/9). Otrajā darbā (6) pirmā mašīna jāizmanto 1/9 darba die-

nas (*2i = l/9), bet trešā mašīna visu darba dienu (х2з=l).
Tabulā (5.4.9) nolasāms ari duālā uzdevuma atrisinājums

2 2
mino.'=86—, ja «i =2/3, «2=l/3, «з=20, «

4
=40, «5=26-5-, u

i3
=

о о

2
=6— , 022=Ю, УO=Оl2= У2l=У23=Уll =0.

/

Vienkāršs tabulas (5.4.9) salīdzinājums ar tabulas (5.4.2) otro

variantu rāda, ka duālā uzdevuma optimālā plāna elementi «i=2/3

un «2=l/3 nav nekas cits kā atrisinošie reizinātāji Ai=«i =2/3
un žl2=«2=l/3. Duālā uzdevuma optimālā plāna elementi «

3
=20,

2
«4 =40 un «5= ir attiecīgi mašīnu I, II un 111 dienas darba

duālie novērtējumi. Salīdzinājums parāda, ka konkrētajā piemērā
atrisinošo reizinātāju metode daudz ātrāk noved pie uzdevuma at-

risinājuma nekā simpleksa metode. Atrisinošo reizinātāju metodes

efektivitāte pastāv apstāklī, ka daudzos speciālgadījumos lineārās

programmēšanas uzdevuma optimālo atrisinājumu ar šo metodi

iegūst ātrāk nekā ar citām šādu uzdevumu atrisināšanas metodēm.

6. nodaļa

TRANSPORTA UZDEVUMA ATRISINĀŠANAS METODES

6.1. §. Transporta uzdevuma ierobežojumu sistēmas un mērķa
funkcijas īpašības. Klasisko transporta uzdevumu vispārīgā veidā

vienmēr var formulēt šādi.

Minimizēt lineāru funkciju
m n

Z= £ £ СцХц (6.1.1)
i-l /=1

vai maksimizēt lineāru funkciju
m n

ž=E S (-сц)хц (6.1.2)
i=i fZļ

pie ierobežojumiem

f. (t'=l,2;V:,,m). (6.1.3)
/-i

m

£ x„<&, (/=1,2, ...,n), (6.1.4)
i=i

x (i'=l,2, /= 1, 2,.. ~ n), (6.1.5)

kur 0; —
noliktavu krājumi, bj — patērētāju pieprasījumi.
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Tada gadījuma, ja patērētāju pieprasīto kravas vienību kop-
n

summa £ bj pārsniedz noliktavās esošo kravas vienību kop-
/•-i

summu £ ūi, uzdevuma ierobežojumu sistēma (6.1.3)—(6.1.5)

nav saderīga. Lai uzdevumam butu kaut viens reāls bāzes atri-

sinājums, tad jāizpildās dabiskam nosacījumam

m n

£ £ bj.
i=l ļ-l

Lietojot šādam gadījumam 1.1. § un 2.2. § aprakstītos formā-

los paņēmienus, klasisko transporta uzdevumu vienmēr var for-

mulēt kanoniskajā formā, t. i., tā, kā formulēts uzdevums (1.1.7)—

(1.1.11), kuru šeit atkārtosim.

Minimizēt lineāru funkciju

m n

z= £ E сах а (6.1.6)
1-1 /=1

pie ierobežojumiem

£ Xij =ai (i=1,2,...,m), (6.1.7)

m

(/=1,2,..., л), (6.1.8)
i-l

x„>o (/=1,2, ...,m; /=1,2, ...,n), (6.1.9)

m n

£ ai= £ bj, (6.1.Ю)
i=i /=i

kur ūi — krājumi, bj — pieprasījumi.
Kā katru lineārās programmēšanas uzdevumu, arī klasisko

transporta uzdevumu var atrisināt ar simpleksa metodes algo-
ritmu. Sāda uzdevuma pirmā reducētā iterācijas tabula attēlota

zīmējumā 6.1. Sajā tabulā uzskatāmi izpaužas viena no uzde-

vuma raksturīgākajām īpatnībām. Starp visiem tāda uzdevuma

atrisinājumiem ir vismaz viens optimālais atrisinājums, kurā visi

nezināmie ir veseli skaitļi, ja vien at- (i'= 1, 2,. .., m) un bj
(/= 1, 2,.. ~n) ir veseli skaitļi. lerobežojumu sistēmas īpatnība
ļauj ievērojami vienkāršot transporta uzdevuma iterāciju tabulas

un arī šāda uzdevuma risināšanas algoritmu. Atmetot vieninie-

kus un nulles (tukšās vietas), ar kurām aizpildīta zīmējumā 6.1.

attēlotā tabula, transporta uzdevuma mērķa funkcijas koeficien-

tus un nezināmos sakārto m rindās un n kolonnās atbilstoši no-

liktavu un patērētāju skaitam. Tā izveidoto tarifu matricu un ne-
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Zīm. 6.1.

Zīm. 6.2.

zināmo plāna matricu ieraksta kopīgā tabulā, kas attēlota zīmē-

jumā 6.2. Tabulu noslēdz noliktavās esošo kravas vienību

kolonna un patērētāju pieprasīto kravas vienību rinda. Tādas tabu-

las konkrēts piemērs ir arī uzdevuma (1.1.10) sākotnējās infor-

mācijas tabula (1.1.1), kurā gan nav nezināmo apzīmējumu хг].
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Konkrētu transporta uzdevumu iterāciju tabulās nezināmo apzī-
mējumus parasti neraksta. Tiem paredzētajās vietās raksta tikai

bāzes mainīgo skaitliskās vērtības, attiecīgi iezīmējot tās tabulas

rūtiņas, kurās atrodas mērķa funkcijas koeficienti pie bāzes mai-

nīgajiem.
Teorēma I°. Transporta uzdevumam ir vismaz viens plāns

tad un tikai tad, ja izpildās vienādība (6.1.10).
Pierādījums. Pieņemsim, ka х,,3г0 (i'=1, 2,.. ~m;

/=1,2,..., n) ir transporta uzdevuma plāns. Tā kā

m n n m

Z Z Xij= Z Z x
ijy

i= l /=1 /=1 i=l

m n

bet šīs izteiksmes kreisā puse ir ZQ; un 'arj ā puse ir Z bj, tad

i*i /=i

nepieciešami jāizpildās vienādībai (6.1.10).

Pieņemsim, ka izpildās vienādība (6.1.10), un pierādīsim,_ ka

ar to pietiek, lai transporta uzdevumam būtu vismaz viens plāns.
Lai to pierādītu, atliek pārliecināties, ka vērtības

Xij
= (t'=1,2,...,m; /=1,2, ...,n)

v

apmierina ierobežojumus (6.1.7)—(6.1.8), ja

q= ž z ь
i=i /-i

Tiešām,

n fl '

Z *fj=T) Zb
J=ai ('=l.2, .. . , /72),

i-l
4 l-\

Z *v=

77 Z a*=ft; (/=1,2,..., л),
i-i 4 i-i

Līdz ar to teorēma ir pierādīta.
Lemma I°. Ja щ (i'=l,2 щ /=1,2, ...,«) & rfo/ās,

ber c'<j (i=1,2,...,m; /= 1, 2,..., n) — transformētas tarifu
matricas elementi un pt (/=1,2,..., m), g} (/=1,2, n) ir kaut

kādi reāli skaitli, tad mērķa funkciju (6.1.6) var izteikt ar for-
mulu

m n m n

2= Z Z Z aiPi+ Z Mi, (6.1.n)
&i im) i=i /-i

kur

c'u=Zii-(Pi+qi)- (6.1.12)
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Pierādījums. Izsakot no vienādības (6.1.12) со
=с',,+

+Pi+ <7j un ievietojot šo izteiksmi mērķa funkcijas izteiksmē

(6.1.6), iegūst formulu

m n m n m n

г=Е Z Z Z РгХц+Ъ Z (6.1.13)
(= 1 ;-l i-l ļml i-l /—{

Bet, ievērojot sakarības (6.1.7)— (6.1.8), pastāv vienādības

m n m n m

Z Z Pi*i)= Z pi Z *«*■ Z p.«i
i-l ;-l l-l j-l i-l

un

m n n m n

Z Z QjXij= Z <7j Z *«= Z 4jb}-
i-i i-i i-i i-i j-i

Ņemot vērā šīs vienādības, redzams, ka no izteiksmes (6.1.13)
izriet formula (6.1.11), ko arī vajadzēja pierādīt.

Lai saīsinātu formulas (6.1.11) rakstību, ievedīsim apzīmēju-
mus

m n

z'= Z Z c'ijXij (6.1.14)
i=i i-i

un

m n

K*=Y,aiPi+lb jqi. (6.1.15)
i-i /-i

Tad mērķa funkcija ir divu lielumu summa:

z=z' +K. (6.1.16)

Kā redzams, skaitlis X, kas definēts ar formulu (6.1.15) un kas

m n

savukārt ir divu saskaitāmo K\= Z a>P" un = Z bjqj summa,
i-i i-i

nav atkarīgs no nezināmo Хц vērtībām, bet tikai no brīvi izrau-

dzītajiem reālajiem skaitļiem p; un Oj, kā arī no noliktavu krāju-
miem di un patērētāju pieprasījumiem bj. Tādēļ, lai atrastu min z,

pietiek aprēķināt skaitli К pēc formulas (6.1.15) un pie dotā uz-

devuma ierobežojumiem minimizēt lineāro funkciju (transformētā
uzdevuma mērķa funkciju) z', kas definēta ar formulu (6.1.14).
Acīm redzami

min z=min z'+X

jebkuriem brīvi izraudzītiem reāliem skaitļiem p,- un q}
, kas iz-

mantoti skaitļa- К aprēķināšanai.



86

Ņemot pi=mm (Сц, ci 2,. .., Cm), bet o,- =0 un aprēķinot с?ц
ar formulu (6.1.12), iegūst transformēto tarifu matricu,kuras katrā

rindā ir vismaz viena nulle. Analogi, ņemot р г =0, bet <7j =min

(rij, c2i,.. ~ c
mj), katrā transformētās tarifu matricas kolonnā at-

radīsies vismaz viena nulle.

Transformēsim, piemēram, uzdevuma 1.1.1° tarifu matricu

(1.1.2) tādā jaunā matricā, kurā nebūtu neviena negatīva ele-

menta, bet katrā rindā un katrā kolonnā būtu vismaz viena nulle.

Sim nolūkam katrā matricas rindā jāatrod vismazākais skaitlis.

Pirmajā rindā tāds ir pi=min (8, 7, 6, 9, 5) =5, otrajā rindā

p2 =min (4, 10, 8, 3, 6) =3, trešajā rindā p3
=min (2, 3, 6, 5, 3) =2,

ceturtajā rindā p4 =min (5, 4, 8, 9, 7) =4. Atņemot skaitļus p b p 2,
p3

un p4
no visiem attiecīgās rindas elementiem, iegūst jaunu,

pa rindām transformētu tarifu matricu

"3 2 1 4 0"

17 5 0 3

0 14 3 1
(6ЛЛ7)

_1 0 4 5 3

Matricas (6.1.17) katrā kolonnā vismazākie skaitļi ir c7i =0, o2=0,

q3=\, <74 =0, Ģ5 =0. Atņemot tos no visiem attiecīgās kolonnas

elementiem, iegūst pa rindām un kolonnām transformēto tarifu

matricu

3 2 0 4 0"

«- i \
3 3

\ <*»•»

_1 0 3 5 3_

Matricas С katrā rindā un katrā kolonnā ir vismaz viena

nulle. Atvietojot tabulā (1.1.1) tarifu matricu (1.1.2) ar transfor-

mēto tarifu matricu (6.1.18), iegūst jauna, pārveidota uzdevuma

sākotnējo tabulu

(6.1.19)

Sajā tabulā nav atkārtoti noliktavu un patērētāju apzīmējumi,
bet ir pierakstīti visi turpmākam uzdevuma risinājumam nepiecie-
šamie skaitļi, t. i., visi tarifu matricas elementi, kā arī noliktavu

krājumi ax=AQ, a2 =54, аз
=36, cx4=50 un patērētāju pieprasījumi

6, =32, 62 =48, o3=62, 64=11 un /j 5=27.

3

1

о

-у.

2

7

1

0

о

4

3

3

4

0

3

5

0

3

1

3

40

54

36

50

I 32 48 62 11 27 I 180
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Lai pie dotajiem ierobežojumiem (1.1.5)—(1.1.6) minimizētu

mērķa funkciju z, kas dota ar izteiksmi (1.1.4), pietiek minimizēt

pārveidota uzdevuma mērķa funkciju

z'= 3xn + 2x 12+0-xI3+ 4x 14+ 0-Xis+

+ 1-Х2l+ 7X22 + 4Х23+0-Х24+ 3*25+
(6 1 20)

+0-X3l +1 -X 32+ 3x33+ 3X 34+ 1 -A'3s+

+ 1 •Х
41 +0-Х42 + 3X43+ 5X 44+ ЗХ4S.

Mērķa funkcijas (1.1.4) un (6.1.20) šajā gadījumā ir saistītas ar

formulu

z=z'+696, (6.1.21)

jo, tarifu matricu transformējot, tika pieņemts, ka skaitļi р,- (pa
rindām) un qj (pa kolonnām) attiecīgi ir 5, 3, 2, 4 un 0, 0, 1, 0, 0.

Tādēļ saskaņā ar formulu (6.1.15) К=К\+К2, kur ĀTi=5-40+-

+ 3-54 + 2-36 + 4-50 =634 un /f2=l-62. Tātad A>634+ 62 =696.

Raugoties no uzdevuma risināšanas darba kopapjoma viedokļa,
tikko aprakstītā tarifu matricas transformēšana ne vienmēr ir

visizdevīgākais šī darba vienkāršošanas paņēmiens. Risināšanas
darba apjoms ir būtiski atkarīgs no tā, cik izdevīgs ir pirmais
atrastais atbalsta plāns. Jo mazāka ir diference starp mērķa fun-

kcijas skaitliskajām vērtībām optimālajā un bāzes atrisinājumā,

jo izdevīgāks ir atrastais atbalsta plāns.
Lai atrastu izdevīgu atbalsta plānu, dažkārt (īpaši tad, ja

tarifu matricas kolonnas pēc elementu skaita ir ievērojami garā-
kas par rindām) ir lietderīgi transformēt vispirms kolonnas un

pēc tam rindas.

Atbalsta plānu jebkuram transporta uzdevumam var atrast ar

dažādām metodēm. Dažas no tām aplūkosim nākošajā paragrāfa.

6.2. §. Atbalsta plāns transporta uzdevumā. Šajā paragrāfā
aplūkosim dažas vienkāršākās transporta uzdevuma atbalsta plāna
atrašanas metodes.

I°. Diagonālā metode. So metodi mēdz saukt arī par

«ziemeļrietumu» stūra metodi. To var lietot jebkurā gadījumā ne-

atkarīgi no tā, vai tarifu matrica iepriekš ir transformēta vai nav.

Lai noskaidrotu diagonālās metodes algoritmu, atradīsim kon-

krēta transporta uzdevuma atbalsta plānu, pieņemot, ka šāda uz-

devuma sākotnējā informācija dota ar tabulu (6.1.19). Tabulas

(6.1.19) «ziemeļrietumu» stūrī atrodas tarifu matricas elements

c'n =3. Tā ir maksa par katras kravas vienības nosūtīšanu pa
maršrutu (1, 1), t. i., pa maršrutu no pirmās noliktavas uz

pirmo patēriņa vietu. Acīm redzami pirmās noliktavas krājums
(40 kravas vienības) ir pietiekams, lai pilnīgi apmierinātu pirmā
patērētāja pieprasījumu (32 kravas vienības), jo 40>32. Tā kā

pa maršrutu (1, 1) nosūtāmo kravas vienību skaits transporta
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uzdevumā apzīmēts ar x
v, tad Xn =min (32, 40) =32. legūto re-

zultātu var atzīmēt sākuma informācijas tabulā šādi:

Pēc pirmā patērētāja pieprasījuma apmierināšanas pirmajā no-

liktavā paliek 40 —32 =8 kravas vienības. Izslēdzot no uzdevuma

pirmo patērētāju ar minētajām 32 kravas vienībām, jāizslēdz arī

maršruti (2, 1), (3, 1) un (4, 1), kas paliek nenoslogoti. Pilnīgi
analogurīcību turpina ar tabulu (6.2.1):

(6.2.1)

Tabulas (6.2.1) «ziemeļrietumu» stūri atrodas tarifu matricas

elements c'i2=2. Tā ir maksa par katras kravas vienības nosūtī-

šanu pa maršrutu (1, 2). Pa šo maršrutu var nosūtīt Xi2 =min

(8, 48) =8 kravas vienības. Tad pirmās noliktavas krājumi ir vie-

nādi ar nulli. Vēl paliek neapmierināts otrā patērētāja pieprasī-
jums pēc 48 —8= 40 kravas vienībām. Izslēdzot no uzdevuma

pirmo noliktavu, jāizslēdz ari pārējie maršruti, kuri saistās ar šo

noliktavu, t. i., maršruti (1, 3), (1, 4) un (1, 5). Pilnīgi analogu
rīcību turpina ar tabulu (6.2.2):

(6.2.2)

Tabulas (6.2.2) «ziemeļrietumu» stūrī atrodas tarifu matricas

elements c'ņ— 7. Pa maršrutu (2, 2) nosūta x22
=min (40, 54) =40

kravas vienības. Analogu rīcību turpina ar tabulu (6.2.3):

(6.2.3)

ļ_3ļ
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2
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Aprakstīto rīcību soli pa solim turpinot un iegūtos rezultātus

apvienojot, rodas šāda tabula:

(6.2.4)

Tabula (6.2.4) nolasāms viens no iespējamiem dota uzdevuma

atbalsta plāniem:

л:,,=32, xi2=8, *22 =40, ļ
*23=H, A- 33=36, Аз =12, (6.2.5)

X44= 11, *45=27. J

Visi pārējie 12 nezināmie šajā atbalsta plānā vienādi ar nulli.

Šim atbalsta plānam atbilstošā mērķa funkcijas vērtība ir z'\=

=3-32 + 2-8 +7-40 + 4-14 + 3-36 + 3-12 + 5-11 +3-27=728.

Lietojot diagonālo metodi, tieši tadu pašu atbalsta plānu
(6.2.5) iegūtu uzdevumam 1.1.1°. Tikai mērķa funkcijas vērtība,
kas atbilst šim atbalsta plānam, būtu zi =8-32 +7-B+lo-40+8X

Xl4+6-36 +8-12 +9-ll+7-27=1424. Tātad z,=728 +696= 1424,
kas saskan ar formulu (6.1.21).

Tabulā (6.2.4) ir noslogoti 8 maršruti (iezīmētās rūtiņas), bet

nenoslogoti 20 —B=l2 maršruti. Noslogoto maršrutu skaits tātad

ir par 1 mazāks nekā noliktavu un patērētāju skaita summa

4 + 5= 9.

2°. Minimālā elementa metode. Atšķirībā no diago-
nālās metodes, kas atbalsta plāna atrašanu saista ar elementu

novietojumu tarifu matricā, minimālā elementa metodē maksimāli

noslogo vispirms tos maršrutus, kam ir minimālā tarifa likme

(tarifu matricas elements). Ļoti bieži tomēr tarifu matricas mini-

mālais elements nav nosakāms viennozīmīgi. Tā, piemēram, tabulā

(6.1.19) minimālais elements ir nulle, bet nulles šajā tabulā ir

vismaz pa vienai katrā rindā un katrā kolonnā. Šādā gadījumā
par minimālo elementu pieņemama tāda nulle, kas savā rindā

un kolonnā ir vienīgā. Ja tas nav iespējams, tad par minimālo

elementu pieņemama tāda nulle, kuras rindā un kolonnā ir mi-

nimālais nu||u skaits. Tabulā (6.1.19) tādas nulles, kas savā rindā

un kolonnā ir vienīgās, ir c'24 =0, c'3i=0 un c'42=0. Viens no šiem

elementiem, piemēram, c
/

24
=0 jāpieņem par minimālo. Maršrutu

(2, 4) var noslogot ar X24=min (11, 54) = 11 kravas vienībām un

no tabulas izslēgt ceturto patērētāju ar pārējiem tam atbilstoša-

|.3 |32

|2|
8

1 ЦТ"
0 1

1 О

0 4 0

ļTļ M
о з

[Ур6
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jiem maršrutiem (1, 4), (3, 4) un (4, 4). Analogu rīcību turpina
ar tabulu (6.2.6):

(6.2.6)

Tabulā (6.2.6) tādas nulles, kas savā rindā un kolonnā ir

vienīgās, ir c'3i=0, c'
4
2=0. Noslogojot maršrutu (3, 1) ar x3i =

=min (32, 36) =32 kravas vienībām un maršrutu (4, 2) ar x
42

=

=min (48, 50) =48 kravas vienībām, no tabulas var izslēgt pirmo
un otro patērētāju ar tiem atbilstošajiem maršrutiem un analogu
rīcību turpināt ar tabulu (6.2.7):

(6.2.7)

Nākošajā solī
— pec maršruta (1, 3) noslogošanas ar x

i3
=

=min (62, 40) =40 kravas vienībām paliek tabula (6.2.8):

(6.2.8)

Tabula (6.2.8) minimālais elements ir c'35=1. Pec maršruta

(3, 5) noslogošanas ar ;t35
=min (4, 27) =4 kravas vienībām paliek

tabula (6.2.9):

(6.2.9)

Tabula (6.2.9) atkal ir trīs vienādi minimālie elementi. Tie katrs

savā rindā un kolonnā nav ari vienīgie. Noslogojot maršrutu
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(2, 5) ar X25
=min (23, 43) =23 kravas vienībām, paliek vēl marš-

ruts (2, 3) ar д-23 =20 un maršruts (5, 3) ar x53=2 kravas vienī-

bām. Atrastos rezultātus apkopojot, iegūst tabulu (6.2.10):

(6.2.10)

Tabula (6.2.10) nolasāms šads atbalsta plāns:

*»3-40, x23=20, x24=l 1, x25=23, ļ
дг3 1 =32, x35=4, a42 =48, .v43 =2, J (6.2.11)

pārējie 12 nezināmie ir vienādi ar nulli. Sim atbalsta plānam at-

bilstošā mērķa funkcijas vērtība ir 2'i =4-20+ 3-23+1-4 + 3-2=

= 159. Atbalsta plāns (6.2.11) apmierina visus uzdevuma 1.1.Г

ierobežojumus, un tam atbilstošā šī uzdevuma mērķa funkcijas
vērtība Z\ saskaņā ar formulu (6.1.21) ir z\ = 159+696 =855.

Atbalsta plāns (6.2.11) tātad ir labāks par atbalsta plānu

(6.2.5), kas atrasts ar diagonālo metodi, jo 855<1424.

6.3. §. Atbalsta plāna pakāpeniska uzlabošana ar sadalījumu
metodi. Katrā transporta uzdevumā atbalsta plānu skaits ir ga-

līgs lielums, kuru var aprēķināt ar formulu (sk. 9.7. §)

rm+ n-i
=

(mn)\
mn (m+n-l)\(mn-m-n + l)\ '

Te m ir noliktavu skaits, bet n — patērētāju skaits. lepriekšējā
paragrāfā aplūkotajam piemēram atbalsta plānu skaits ir

C2o
8
=

ģ~
-'120 000.

Ja no visiem atbalsta plāniem atrasts viens, tad katru reizi rūpīgi
jāpārbauda, vai šis plāns nav uzlabojams.

Lai atrastu atbalsta plāna uzlabošanas metodi, aplūkosim uz-

devuma 1.1.1° atbalsta plānu (6.2.11), kas atrasts ar minimālā

elementa metodi un nolasāms tabulā (6.2.10). Atrastā atbalsta

plāna uzlabošanas iespēju pārbaudei var lietot tabulu (6.2.10)
vai arī uzdevuma 1.1.1° sākotnējās informācijas tabulu, kurā iezī-

mēti noslogotajiem maršrutiem atbilstošie netransformētās tarifu
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matricas elementi, pierakstot atbalsta plāna nezināmo vērtības,
kā parādīts tabulā (6.3.1):

(6.3.1)

Tabula (6.3.1) ir noderīga tarifu matricas transformāciju un

mērķa funkcijas vērtību aprēķinu pareizības pārbaudei. Tiešām

aprēķinot tabulai (6.3.1) atbilstošo mērķa funkcijas vērtību, iegūs
Zi=6-40 + 8-20 +3-ll+6-23+ 2-32 + 3-4+ 4-48 + 8-2=855. S
skaitlis ir vienāds ar iepriekšēja paragrāfa beigas aprēķināto ver

tību 2i =855, kas iegūta ar formulu (6.1.21). Gadījumā, ja abi re

zultāti nav vienādi, tad aprēķinos pie|auta kļūda, kas jāatrod v

jāizlabo.
Tabulā (6.3.1), tāpat kā tabulā (6.2.10) un katrā citā atbalst

plānu saturošā tabulā, kur

nezināmo skaits ir 4-5 =20

jābūt 4-1-s—l=B iezīmētiem

maršrutiem. Pa noslogota
jiem maršrutiem transportē
jamo kravas vienību dau

dzumi ir uzdevuma bāze

mainīgo skaitliskās vērtība

Pārējie 20 — B=l2 nezinām

ir nebāzes mainīgie, kur

skaitliskās vērtības atbalsta

plānā vienādas ar nulli. Tos

tabulā neiezīmē.

Katra kravas vienība,kuru

no atbalsta plānā iezīmēta

maršruta pārliek uz kādu
neiezīmētu maršrutu, rada

izmaiņas vismaz 3 iezīmēto

maršrutu noslogojumos. T

sekas ir arī pozitīvs vai ne

gatīvs mērķa funkcijas pie
augums, t. i., kopējo trans

porta izmaksu palielināšanā
vai samazināšanās. Tā, pie
mēram, ja tabulā (6.3.1) ne

iezīmēto maršrutu (1,1) no

slogo ar vienu kravas vieZīm. 6.3.
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nību, tad šī vienība jāatņem no maršrutu (1, 3) un (3, 1) no-

slogojumiem, bet, ja to dara, tad savukārt par vienu kravas vie-

nību jāpalielina maršrutu (2, 3) un (3, 5) noslogojumi. Beidzot,

ja palielina maršrutu (2, 3) un (3, 5) noslogojumu, tad jāsama-
zina maršruta (2, 5) noslogojums. Tā rodas noslēgta ķēde (cikls)

(1, 1), kas attēlota zīmējumā 6.3. Sajā ciklā ietilpst maršruti

(1, 1), (1, 3), (2, 3), (2, 5), (3, 5) un (3, 1) ar tarifiem c
v =8,

ti3 =6, c23 =8, c25 =6, c35=3 un c3i =2.

Definīcija I°. Par ciklu matrica sauc tadu tas elementu

virkni, kurā katri divi (bet ne trīs vai vairāk) blakus esošie vir-

knes locekļi atrodas vienā šis matricas rindā vai kolonnā. Virknes

pirmais un pēdējais loceklis atrodas vienā rindā vai vienā ko-

lonnā. Šādas virknes locekļus sauc par cikla virsotnēm.

Cikla grafiskā attēla līnijas posmi pie katras cikla virsotnes

veido taisnu leņķi.

Zīmējumā 6.3 ar (2, 1) apzīmēts tabulas (6.3.1) elementam

£2i =4 atbilstošais cikls (2, 1), (2, 5), (3, 5), (3, 1), un tajā pašā

zīmējumā ar atzīmi (4, 1) attēlots elementam c4l=5 atbilstošais

cikls (4, 1), (4, 3), (2, 3), (2, 5), (3, 5), (3, 1).
Neiezīmēto tarifu matricas elementu sauc par šim matricas

elementam atbilstošā cikla pirmo virsotni. Otra, trešā un visas

turpmākās cikla virsotnes ir iezīmētie matricas elementi. Cikla

virsotņu kopskaits vienmēr ir pāru skaitlis, kas nav mazāks

par 4.

Tās cikla virsotnes, kam kārtas numuri ir nepāru skaitļi 1, 3,

5,..., veido tarifu matricas elementu virkni, kuru sauc par pozi-
tīvo puskēdi pretstatā negatīvajaipuskēdei. Negatīvo pusķēdi veido

cikla virsotnes, kuru kārtas numuri ir pāru skaitļi 2, 4, 6,... .
Ja cikla pirmajai virsotnei atbilstošajam maršruta noslogo-

jumam (kas vienāds ar nulli) pieskaita vienu kravas vienību, tad

tā jānoņem no visiem negatīvajai pusķēdei atbilstošajiem maršru-

tiem un jāpieskaita ne vien cikla pirmajai virsotnei, bet arī visām

pārējām pozitīvās pusķēdes virsotnēm atbilstošajiem maršrutu

noslogojumiem. Tas nozīmē, ka katra kravas vienība, kuru noņem

negatīvajai pusķēdei un pieskaita pozitīvajai puskēdei atbilstoša-

jiem maršrutu noslogojumiem, samazina mērķa funkcijas vērtību

par visu negatīvās pusķēdes virsotnēs esošo tarifu matricas ele-

mentu kopsummu, bet, no otras puses, palielina mērķa funkcijas
vērtību par visu pozitīvās pusķēdes virsotnēs esošo tarifu matri-

cas elementu kopsummu.
Tā, piemēram, tabulas (6.3.1) neiezīmētam elementam Сц = 8

atbilstošā cikla negatīvās pusķēdes virsotnēs atrodas tarifu matri-

cas elementi cl3=6, c25=6 un c3[ =2. To summa ir 6+6 + 2=14.

Pozitīvās pusķēdes virsotnēs atrodas tarifu matricas elementi

Ci i=8, С2з =8 un c35 =3. To summa ir 8+ 8+ 3=19. Tātad vienas

kravas vienības pieskaitīšana maršruta (1, 1) noslogojumam rada

mērķa funkcijas vērtības pieaugumu par 19—14=5 vienībām. Tā-

dēļ maršrutam (1, 1) atbilstošā nezināmā X\\ izslēgšana no
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tabulas (6.3.1) nebāzes mainīgajiem, kuru vērtība atbalsta plānā
vienāda ar nulli, apmaiņai pret kādu no bāzes mainīgajiem radītu

mērķa funkcijas vērtības pieaugumu par Дцл-ц vienībām. Те Ац=

=B—6+B—6+3—2= 19— 14=5. Skaitli Лц =5 sauc par maršruta

(1, 1) novērtējumu.
Jebkura maršruta (i, j) novērtējumu A,j var iegūt, izveidojot

šim maršrutam, resp., tarifu matricas neiezimētam elementam dj

atbilstošo ciklu. Izveidotajā ciklā pēc kārtas ar alternējošām zī-

mēm algebriski summē visus šl cikla virsotnēs esošos tarifu matri-

cas elementus. Cikla pirmajai virsotnei liek zirni «+», otrajai
« —», trešajai «+» utt.

Aplūkojamā piemērā A2i =4—6 + 3—2= —1; A4i=s—B+B—6 +

+3—2=0. Analogi atrodami visi pārējie tabulas (6.3.1) nebāzes

maršrutu novērtējumi. Tie sakopoti tabulā (6.3.2):

5 5 □ 8 1

□ 2 1 5 □
(63-2)

0 □ □ 6 1

Pozitīvie nebāzes maršrutu novērtējumi norāda, ka šiem marš-

rutiem atbilstošie nezināmie nav apmaināmi lomām ar kādu no

bāzes nezināmajiem. Tāda apmaiņa atbalsta plānu nevis uzlabotu,
bet gan pasliktinātu, jo palielinātos šim plānam atbilstošā mērķa
funkcijas vērtība. Tas nozīmē, ka rakstības saīsināšanas nolūkā

pietiek, ja pozitīvo novērtējumu vietā tabulā (6.3.1) liek punktu.
Tāds rakstības saīsinājums ļauj apvienot tabulas (6.3.1) un (6.3.2)
vienā tabulā:

(6.3.3)

Tabulā (6.3.2), tātad arī apvienotajā tabulā (6.3.3), ir tikai

viens nebāzes maršruts ar negatīvu novērtējumu A2i=— 1. Tas

nozīmē, ka katra kravas vienība, kuru no šim maršrutam atbil-

stošā cikla negatīvās pusķēdes virsotnēm pārvieto uz pozitīvās
pusķēdes virsotnēm, samazina mērķa funkcijas vērtību par vienu

tarifa vienību. Sim maršrutam atbilstošais cikls (2, 1) ar 4 vir-

sotnēm attēlots zīmējumā 6.3. Ja mazāko no negatīvās pusķēdes
maršrutu noslogojumiem, t. i., min (23,32) =23 pieskaita abām
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pozitīvās pusķēdes virsotnēm un atņem no abām negatīvās pus-

ķēdes virsotnēm, tad iegūst jaunu, uzlabotu atbalsta plānu, ku-

ram atbilst samazināta mērķa funkcijas vērtība 2
2
=832. Sis at-

balsta plāns nolasāms tabulā (6.3.4):

(6.3.4)

Sastādot visiem tabulas (6.3.4) nebāzes maršrutiem atbilstošos

ciklus un aprēķinot katram maršrutam tā novērtējumu, iegūtie
rezultāti atzīmēti tajā pašā tabulā (6.3.4).

Kā redzams, tabulā (6.3.4) nav neviena tāda nebāzes maršruta,
kura novērtējums būtu negatīvs. Tādēļ tālāka atbalsta plāna uz-

labošana nav iespējama un tabulā (6.3.4) nolasāmais atbalsta

plāns ir optimālais. Tātad uzdevuma 1.1.1° optimālais atrisinā-

jums ir

Xi3
= 40, A'2i=23, x23=20, x

24=11,

x3ļ =9, x35=27, x42=48, x43=2,

visi pārējie nezināmie šajā plānā vienādi ar nulli un min 2=832.

Aprakstīto transporta uzdevuma atbalsta plāna uzlabošanas

un optimālā plāna atrašanas paņēmienu sauc par sadalījumu me-

todi lineārajā programmēšanā. Sadalījumu metode ir transporta
uzdevuma ierobežojumu sistēmas īpatnībām piemērots simpleksa
metodes paveids.

Viena atbalsta plāna nomaiņu ar tam sekojošu nepasliktinātu
atbalsta plānu sauc par iterācijas soli. Sākot uzdevuma 1.1.1°

atrisināšanai vajadzīgo iterācijas procesu ar atbalsta plānu
(6.2.11), optimālo plānu, kā redzējām, iegūst pēc viena iterācijas
soļa izpildes. Ja šo procesu sāktu no atbalsta plāna (6.2.5), tad

būtu vajadzīgi vismaz 8 iterācijas soļi, lai iegūtu optimālo plānu.

Transporta uzdevumam ir viens vienīgs optimālais plāns, ja
visi optimālā plāna nebāzes maršrutu novērtējumi ir pozitīvi. Ja

kaut viens no šiem novērtējumiem ir nulle, tad uzdevumam ir vis-

maz vēl viens optimālais atbalsta plāns un bezgalīgi daudz opti-
mālo plānu, kas nav atbalsta plāni. Tādi alternatīvi optimālie
plāni ir arī uzdevumam 1.1.1°, jo optimālā plāna tabulā (6.3.4)
nebāzes maršruta (3, 3) novērtējums ir nulle. Sastādot šim

maršrutam atbilstošo ciklu (3, 3), (3, 1), (2, 1), (2, 3), no tā

negatīvajām virsotnēm (3, 1) un (2, 3) atņemot min (9,20) =9
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kravas vienības un kieskaitot tas pozitīvajam virsotnēm, iegūst
jaunu atbalsta plānu, kurš nolasāms tabulā (6.3.5):

(6.3.5)

Tabulā (6.3.5) nolasāmais atbalsta plāns arī ir optimālais. Tam

atbilstošā mērķa funkcijas vērtība ir vienāda ar iepriekšējo, minz =

= 832. Sī uzdevuma optimālā mērķa funkcijas vērtība nemainās

arī tad, ja no maršrutam (3, 3) atbilstošā cikla negatīvajām vir-

sotnēm atņem un pozitīvajām virsotnēm pieskaita tikai daļu no

negatīvo virsotņu minimālā noslogojuma, t. i., ja negatīvo vir-

sotņu noslogojumu samazina par 9K vienībām un par tikpat daudz

vienībām palielina pozitīvo virsotņu noslogojumu. Те к ir jeb-
kurš no daļskaitļiem 1/9, 2/9, . .., 8/9. Tā, piemēram, ja л=2/9,
tad iegūst plānu, kas nolasāms tabulā (6.3.6):

(6.3.6)

Tabulā (6.3.6) nolasāmais plāns nav atbalsta plāns, jo iezī-

mēto maršrutu skaits ir 9>B, bet tam atbilstošā mērķa funkcijas
vērtība ir vienāda ar min z=832.

Aprakstot sadalījuma metodi lineārajā programmēšanā, tika

pieņemts, ka atbalsta plāns nav singulārs, t. i., ka neviens no

bāzes mainīgajiem nav nulle. Singularitāte transporta uzdevumam

tomēr ir bieža parādība. Tā rodas katrreiz, ja, pirmo atbalsta

plānu meklējot, kādas noliktavas Ai krājumi a, ir vienādi ar pa-

tēriņa vietas Bj pieprasījumiem bj un nezināmo Хц izvēlas par

bāzes mainīgo. Tādā gadījumā maršruta (i, /) rindā vai kolonnā

tūdaļ jāiezīmē vēl viens bāzes maršruts ar noslogojumu 0. Pre-

tējā gadījumā samazinās bāzes mainīgo skaits, kuram katrā

atbalsta plānā jābūt vienādam ar noliktavu un patēriņa vietu

skaita summu mīnus 1.

Singularitāte parādās arī tad, ja bāzē ieslēdzamam maršrutam

atbilstoša cikla negatīvajās virsotnēs ir divi vai vairāki vienādi
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mazākie maršrutu noslogojumi. Tādā gadījumā no bāzes mainī-

gajiem izslēdz tikai vienu negatīvo virsotni, bet pārējās atstāj
bāze ar noslogojumu 0.

Teorēma 1° (par ciklu). Ja matricā, kurai ir m rindas un

n kolonnas (m#l, пф\), iezīmē brīvi Izraudzītus m+n elemen-

tus, tad vienmēr var konstruēt ciklu, kura virsotnes ir vismaz

daļano iezīmētajiem elementiem.

Pierādījums. Minimālais rindu un kolonnu skaits pēc
teorēmas nosacījuma ir m=2, n —2. Šādam gadījumam, kurā iezī-

mēto elementu skaits nav mazāks par 4, teorēma ir pierādīta, jo
visi 4 elementi ir cikla virsotnes.

Pieņemsim, ka m>2 un n>2, ka teorēma ir pareiza m+n— 1

brīvi izraudzītiem iezīmētiem elementiem matricā, kuras rindu un

kolonnu skaita summa ir m +n—l, un pierādīsim, ka tā ir pareiza
arī m+ n brīvi izraudzītiem iezīmētiem elementiem matricā, kurai

ir m rindas un n kolonnas.

Pie]ausim, ka kādā (mXn) tipa matricas rindā (kolonnā) ir

viens vienīgs iezīmēts elements. Ja izsvītro šo rindu (kolonnu),
matricas rindu (kolonnu) skaits par vienu samazinās, bet par

vienu samazinās arī iezīmēto elementu skaits. Tādēļ šādā gadī-

jumā saskaņā ar pieņēmumu var konstruēt ciklu, kura virsotnes

ir vismaz daļa no iezīmētajiem elementiem.

Ja (тХп) tipa matricā nav tādas rindas vai kolonnas, kurā
būtu tikai viens no iezīmētajiem m +n elementiem, tad katrā rindā

(kolonnā) ir vismaz divi iezīmēti elementi vai arī nav neviena

tāda elementa. Atzīmējot vienu no iezīmētajiem elementiem ar

«+» un nosaucot to par cikla 1. virsotni, savienosim šo virsotrii

ar tajā pašā rindā (kolonnā) esošo otro elementu, nosaucot to par

2. virsotni. 2. virsotni savienosim ar tajā pašā, kolonnā (rindā)
esošo otro elementu, nosaucot to par 3. virsotni, utt. Tādu savie-

nošanu nevar turpināt neierobežoti, jo iezīmēto elementu skaits\

ir galīgs. Pēc galīga pagriezienu skaita jāatgriežas kolonnā 1
(rindā), kurā atrodas ar zīmi «+» atzīmētais elements, un ciklsl
noslēdzas.

Tā kā teorēma ir pareiza gadījumam m+n=4, tad, pēc pie-
rādītā, tā ir pareiza arī gadījumiem m+n =5, m+n=6 utt. Tātad1
tā ir pareiza jebkurai matricai, kuras rindu un kolonnu skaits ir

lielāks par 1.

6.4. §. Potenciālu metode un dualitāte. Maršrutu novērtējumu
atrašana ar iepriekšēja paragrāfa aprakstīto sadalījumu metodi
liela nezināmo skaita gadījumā ir ļoti apgrūtinoša. Vienkāršāka
ir potenciālu metode, kura pamatojas uz šādu teorēmu.

Teorēma P. Transporta uzdevuma plāns хц (i=1, 2,..., m;

/= 1, 2,..., n) ir optimāls, ja eksistē tādi skaitļi щ (1= 1,2,... ,m)
un Vj (/= 1, 2,. .., n), ka visiem maršrutiem Izpildās nosacījums

Ui +VjS^cih (6.4.1)



bet visiem slogotajiem maršrutiem
— nosacījums

Ui +Vj =Cij, (6.4.2)

kur Cjj ir maršruta (i, j) tarifs.
Pierādījums. Pieņemsim, ka ir atrasti tādi skaitļi v,=

=u*i un Vj =v*j, kas apmierina teorēmas nosacījumus, un pierā-
dīsim, ka tad transporta uzdevuma plāns Xļj

=x*ij (i'=1, 2,..., m;

/= I, 2,. .., n) ir optimālais.
Tā kā skaitļi p, un q, formulās (6.1.11) —(6.1.12) ir jebkuri

reāli skaitļi, tad to vietā šajās formulās var ievietot dotos skait-

ļus u*i un v*j un formulas pārrakstīt šādi:

z =z' +Ķ*, (6.4.3)

kur

m n

2 = Z Z C*ijXļj,
i-l fS\

m n

/(*=£ fli"*i+Z bjv* h

C*i
J
=Ci;-(«*i + f*

j)>o.

Ja maršruts [i, j) ir slogots, t. i., ja Хц =х*ц>o, tad w*,+
+u*j=c,j un c*jj =0, bet, ja maršruts (i, /) nav slogots, tad

Xij=x*ij =0. Tas nozīmē, ka pie dotajiem u*i un v*j funkcijas z'

vērtība formulā (6.4.3) ir nulle un mērķa funkcija z sasniedz

savu apakšējo robežu Ķ*. Tātad Xij=x*ij (i= 1,2,..., m; /=

=1,2, ...,n) ir optimālais plāns, ko ari vajadzēja pierādīt.
Teorēma 2° (apgrieztā teorēma). Ja x*

tJ
- (i'= 1, 2,.. ~m,

/=1,2,..., n) ir klasiskā transporta uzdevuma (6.1.6)—(6.1.10)

optimālais plāns, tad vienmēr eksistē skaitļi «*
t- (i= 1, 2,..., m)

цп v*j (/= 1, 2,..., n), kas apmierina nosacījumus (6.4.1)—

(6.4.2).
Pierādījums. Klasisko transporta uzdevumu var formu-

lēt kā duālo uzdevumu šādam tiešajam lineārās programmēšanas
uzdevumam.

Maksimizēt

m n

w= £ ат+ £ bjV } (6.4.4)
i-l fmi

pie ierobežojumiem

Ui + (6.4.5)

(i'=l,2, ...,m; /=1,2, ...,n),

«i un Vj
— bez zīmes ierobežojuma (6.4.6)

vai

Д
о =

г +и
3
)3-0. (6.4.7)
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Ja x*ij (i'=1, 2,..., m; /= 1,2,... ,n) ir tiešajam uzdevumam

(6.4.4)— (6.4.6) atbilstošā duālā uzdevuma (6.1.6)—(6.1.10) opti-
mālais plāns, tad saskaņā ar pirmo dualitātes teorēmu 5.2.lv

arī tiešajam uzdevumam eksistē optimālais plāns иг
=ы*,- (i=

=1,2,..., m) un Vj=v*j (/= 1, 2,..., n), kurš apmierina nosa-

cījumus (6.4.5). Šim plānam atbilst lineārās funkcijas w maksi-

mālā vērtība, kas ir vienāda ar funkcijas z minimālo vērtību. Tā

kā uzdevumam (6.1.6)—(6.1.10) vienmēr eksistē optimālais atri-

sinājums, tad vienmēr eksistē tādi skaitļi v* { (i= 1,2,..., m) un

v*j (/= 1, 2,..., n), kuri apmierina nosacījumus (6.4.1) —(6.4.2),
ko arī vajadzēja pierādīt.

Tiešo teorēmu 1° un apgriezto teorēmu 2° var apvienot vienā

pamatteorēmā par potenciāliem. Formulēsim to.

Teorēma 3°. Transporta uzdevuma plāns Xļj (i= 1,2,..., m;

/= 1, 2,
.. .

, n) ir optimālais tad un tikai tad, ja eksistē tādi skaitļi
щ (1= 1,2,..., m) un Vj (/= 1,2,..., n), kuri apmierina nosacī-

jumus

Ui+ Vj= Cij visiem хц>o,

Ui + visiem x,j= 0.

Skaitļus Uļ, u
2

u
m

sauc par krājumu potenciāliem, bet vu

v2vn
— par pieprasījumu potenciāliem.

Lai pārbaudītu, vai kādu iegūtu atbalsta plānu var uzlabot,
tad vispirms jāatrisina potenciālu noteikšanas vienādojumu sis-

tēma (6.4.2), t. i., jāatrod tādi skaitļi «i, u2,..., um un vlt v 2,..., v„,
kas apmierina visus vienādojumus (6.4.2). Sajā ļoti vienkāršajā
lineārajā vienādojumu sistēmā nav vairāk kā m+n— 1 lineāri ne-

atkarīgu vienādojumu ar m+n nezināmajiem. Tādai vienādojumu
sistēmai ir bezgalīgi daudz atrisinājumu, jo vienmēr vienu nezi-

nāmo var izvēlēties brīvi un pēc tam pakāpeniski citu pēc cita

atrisināt lineārus vienādojumus x+a=b, kur a un b ir jau at-

rasti, zināmi skaitļi. Paskaidrosim to ar piemēru, atrodot tabulai

(6.2.10) vienu no bezgalīgi daudzajām potenciālu kopām, kas ap-

mierina nosacījumus (6.4.2). Atrisināmā potenciālu noteikšanas

vienādojumu sistēma ir šāda:

U\ + v3=0,

«2 =4,

u2 +v 4 =0,

u
3 +Vl =0, (6AB)

«3

«4 +V2 =0,

u 4 + из
=3.

Lai atrisinātu šādu vienādojumu sistēmu, kurā ir 8 vienādo-

jumi ar 9 nezināmajiem, vienu nezināmo var izvēlēties brīvi.
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.Parasti visbiežāk sastopamo nezināmo izvēlas vienādu ar nulli.

Ņemot, piemēram, oß =o, sistēmā (6.4.8) nolasām, ka «i =0, «2=4

tin «4=3. levietojot ta atrastās potenciālu vērtības pārējos šīs

sistēmas vienādojumos un tos pēc kārtas atrisinot, iegūstam vienu

no potenciālu kopām, kas apmierina vienādojumu sistēmu (6.4.2).
Tāda kopa ir «i =0, «

2=4, u
3 =2, u

4=3, Vļ =—2, v2=—3, v3=0,

Vi=— 4un ys
=—1. Atrastos potenciālus pieraksta tajā pašā ta-

bulā (6.2.10), kurā iezīmēti bāzes maršruti ar tiem atbilstošajiem
tarifiem un bāzes nezināmo (maršrutu slogojuma) vērtībām. Tā

rodas tabula (6.4.9):

(6.4.9)

Lai atrastu potenciālu kopu, kas apmierina visus sistēmas

,(6.4.2) vienādojumus, nav nepieciešams šo sistēmu atsevišķi izrak-

stīt. Tā bez grūtībām nolasāma tabulā (6.2.10), jo katrs šai tabulā

iezīmētais tarifu matricas elements ir tā vienādojuma labā puse,
kura kreisajā pusē atrodas iezīmētajam maršrutam atbilstošā krā-

jumu potenciālu un pieprasījumu potenciālu summa. Ja brīvi pie-

ņemts viens no potenciāliem, piemēram, v3=0, un pierakstīts ta-

bulā (6.4.9), tad šajā tabulā tūdaļ var ierakstīt arī Wi =0, и
2
= 4

un «4=3. Ja tabulā ierakstīts ы2 =4, tad jābūt o
4 =—4 un v

s
=—1,

bet, ja i>5
=—1, tad «3=2 un tālāk vx=—2. Tā kā u4

=3 jau tabulā

ierakstīts, tad v2=—3 un visi vajadzīgie 9 potenciāli ir atrasti.

Pēc tam ar formulu

A<j »i) (6.4.10)

aprēķina visu nenoslogoto maršrutu novērtējumus, kas saskan ar

tabulā (6.3.2) ierakstītajiem novērtējumiem, kurus ieguvām, iz-

mantojot sadalījumu metodi. Tiešām,

Au=3-(-2+o)=s,

д2l=1-(4-2) =-1,

Д
44
=5- (3-4) =6,

.i, A45=3-(3-l) =l.

О)
-2 -3 О -4 -1
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Atbalsta plāna uzlabošana pēc novērtējumu atrašanas neatšķi-
ras no ta paņēmiena, kuru lieto sadalījumu metodē.

Apvienojot tabulu (6.3.2) ar tabulu (6.4.9) un neizrakstot po-
zitīvo novērtējumu skaitliskas vērtības, iegūstam šādu dotā trans-

porta uzdevuma iterāciju tabulu:

(6.4.11)

Nākošais, uzlabotais atbalsta plāns un tam atbilstoša potenciālu
sistēma parādīta tabulā (6.4.12):

(6.4.12)

Tabula (6.4.12) nolasāmais plāns ir optimālais, jo visu neno-

slogoto maršrutu novērtējumi ir nenegatlvi. Sim plānam atbilstošā

mērķa funkcijas vērtība ir z'= 1-23+ 4-20 + 3-2 +1 -27= 136.

Tabulā (6.4.12) nolasāmais optimālais plāns saskan ar tabulā

(6.3.4) nolasāmo optimālo plānu. Risinot uzdevumu ar netrans-

formētu tarifu matricu, iegūtais minz =832 atšķiras no minz'=l36

par skaitli /(=696, kas aprēķināts 6.1. §; min z= 136 +696 =832.

6.5. §. Aproksimācijas metode. Noslēdzot 6.2. §, atzīmējām, ka

parasti transporta uzdevuma atbalsta plāns, kuru atrod ar mini-
mālā elementa metodi, ir labāks par atbalsta plānu, kas atrasts

ar diagonālo metodi. Vēl efektīvāka ir aproksimācijas metode at-

balsta plāna atrašanai, jo ar šo metodi atrastais atbalsta plāns
bieži vien sakrīt ar optimālo plānu vai ir ļoti tuvs optimālajam
plānam. Līdz ar to ievērojami saīsinās atbalsta plāna uzlabošanas

process, kurš jāveic ar potenciālu metodi vai arī ar sadalījumu
metodi. Neiztirzājot aproksimācijas metodes vispārīgo pamatojumu,
aplūkosim šīs metodes pielietojumu konkrētā uzdevumā. Tam no-

lūkam izmantosim uzdevuma 1.1.Г sākotnējās informācijas tabulu

(1.1.1), transformējot tarifu matricu pa rindām un kolonnām, kā
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aprakstīts 6.1. §, un atvietojot doto tabulu (1.1.1) ar tabulu

(6.1.19), kuru šeit atkārtosim kā tabulu (6.5.1):

(6.5.1)

Aproksimācijas metodes pirmajā solī aprēķina divu vismazāko

elementu diferences katrā rindā un katrā kolonnā. Mūsu piemērā
tās ir šādas:

j 0-0 =0, I 1-o=l,
2. 1-o=l, II 1-o=l,

3. 1-o=l, 111 3-0 =3,

4. 1-o=l, IV 3-0 =3,

V 1-o=l.

Ar šīm diferencēmpaplašina tabulu (6.5.1):

(6.5.2)

Vislietākā no atrastajām diferencēm norāda rindu vai kolonnu,

kuras vismazākais elements Ir tā maršruta tarifs, kurš meklējama
atbalsta plānā Ir maksimāli noslogojams.

Atrastās tarifu diferences ekonomiski nozīmē transporta izde-

vumu samazinājumu par tik tarifa vienībām uz katru kravas vie-

nību, cik liela ir dotā diference kādai noliktavai (tarifu matricas

rindai) vai patērētājam (tarifu matricas kolonnai).
Aplūkojamā piemērā maksimāli slogojamais maršruts meklē-

jams tabulas (6.5.2) 111 vai IV kolonnā, jo šīm kolonnām atbilst

vienādas (vislielākās) diferences 3. Izvēloties no tām 111 kolonnu,
maksimāli jāslogo maršruts (1, 3), jo tam atbilst 111 kolonnas
vismazākais tarifs 0. Noslogojot maršrutu (1, 3) ar xi3=

=min (40,62) =40 kravas vienībām, no tabulas var izslēgt 1. no-

liktavu ar visiem tai atbilstošajiem maršrutiem. Analogu rīcību

turpina nākošajā solī ar tabulu (6.5.3). Turpmākajā diferenču ap-

rēķināšanā nav ņemami vērā jau noslogoto maršrutu tarifi.

(6.5.3)

Г.

2.

3.

1

3

1
о

1

2

7

1

0

0

4

3

3

4

0

3

5

0

3

1

3

40

54
36

50

I 32 48 62 11 27 | 180

III IV

1.

2.

3.

4.

3

1

0

1

2

7

1

0

0

4

3

3

4

0

3

5

0

3

1

3

40 0

54 1

36 i

50 I

32 48 62 11 27 1 180

II III IV

1.

2.

3.

4.

1

о

1

7
1

О

Ш
40 •

4 О

3 3

3 5

3
1

3

54 1

36 1

50 1

! 32 4S 22 11 27 | 140

3



103

Tabula (6.5.3) maksimālā diference atbilst IV kolonnai, kuras
mazākais elements ir maksimāli slogojamā maršruta (2, 4) tarifs.

Slogojot šo maršrutu ar x24
=min (11, 54) =11 kravas vienībām, no

tabulas var izslēgt IV kolonnu ar visiem tai atbilstošajiem marš-

rutiem. Analogu rīcību turpina ar tabulu (6.5.4):

(6.5.4)

Nākošajā solī iegūst tabulu (6.5.5):

(6.5.5)

Aprakstītais paņēmiens soli pa solim jāturpina tik ilgi, kamēr

visas 180 kravas vienības ir sadalītas pa maršrutiem. Gala rezul-

tātā rodas tabula (6.5.6):

(6.5.6)

Salīdzinot tabulu (6.5.6) ar tabulu (6.3.5), redzams, ka ar

aproksimācijas metodi atrastais atbalsta plāns šajā piemērā ir arī

optimālais.
6.6. §. Diferenciālo renšu metode. Diferenciālo renšu metodi

transporta uzdevuma atrisināšanai proponējis A. Lurjē un teorē-

tiski pamatojis A. Brudno*. Sai metodei ir ciešs sakars ar

* Брудно А. Л. Метод дифференциальных рент Лурье для определе-

ния плана оптимальных перевозок. — «Докл. АН СССР», 1960, т. 131, № 6,

с. 1238—1241.
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Kantoroviča atrisinošo reizinātāju metodi. Paskaidrosim diferen-

ciālo renšu metodi ar to pašu piemēru, kuru izmantojām, izklāstot

sadalījuma metodi un potenciālu metodi. Sākotnējo informāciju,
kas dota ar tabulu (1.1.1), šajā gadījumā ir lietderīgi pierakstīt
tā, ka parādīts tabulā (6.6.1), atstājot pagaidām neaizņemtu ko-

lonnu D un rindu Д:

(6.6.1)

Apzīmējumi. Pieņemsim, ka vispārīgā gadījumā ir dota

klasiskā transporta uzdevuma tarifu matrica (с,-.,-) (mxn) un šajā
matricā dažiem elementiem ir apvilkts taisnstūrītis. Katram tā

apzīmētam elementam, kuru turpmāk sauksim par rūtiņu, atbilst

noteikts iezīmēts maršruts.

Definīcija 1° (izsvītrojamība). lezīmēto maršrutu vai rū-

tiņu sistēmu sauc par izsvītrojamu, ja rūtiņas var sanumurēt tā,
lai katra no tām atrastos tādā matricas rindā vai kolonnā, kurā

nav rūtiņu ar lielākiem numuriem. Tādu numerāciju sauc par

izsvītrojošu.
Izsvītrošanas algoritms AI. Izvēlas rūtiņu, kas savā

rindā vai kolonnā ir vienīgā (ja tāda ir), apzīmē to ar numuru 1

un Izsvītro. Pēc tam no atlikušajām rūtiņām atkal Izvēlas rūtiņu,
kas savā rindā vai kolonnā Ir vienīgā (ja tāda ir), apzīmē to ar

numuru 2 un izsvītro. Analogi Izsvītro rūtiņas ar numuriem 3, 4

uit.

Ja rūtiņu sistēma ir izsvītrojama, tad ar algoritmu AI iegūst
rūtiņu izsvītrojošo numerāciju. Neizsvītrojamas rūtiņu sistēmas

gadījumā algoritms AI noved pie tādas matricas, kurai katrā rindā

un katrā kolonnā paliek iezīmētas vismaz divas rūtiņas.
Rūtiņu sistēma ir izsvītrojama tad un tikai tad, ja iezīmēto

rūtiņu skaits matricā nepārsniedz skaitli m+n —1, kur mXn ir

dotās matricas rindu un kolonnu skaita reizinājums.
Definīcija 2°. Skaitļus р.,- (i= 1, 2,..., m) sauc par nolik-

tavu jaudu (vai krājumu а,) atlikumiem, bet а; (/= I, 2,..., n)
par patērētāju kapacitāšu (vai pieprasījumu bj) atlikumiem, ja
л-,;sзО ir maršrutu (i, j) noslogojumi un

n

Va
=cn- Z *«^O,

'm ļ (6.6.2)

a.j =bj— £ Xij^o.
i-l

Nolikta

Patērētāji

и
32 48 42 11 27

40

54

36

50

8

4

2

5

7

10

3

4

6

8

6

8

9

3

5

9

5

6

3

7



105

Algoritms A2. Pieņemsim, ka ir dota pēc algoritma Al
sanumurēta rūtiņu sistēma, ka Xjj=0 visiem maršrutiem, kas nav

iezīmēti, ka ji°i=ai un a°j=Oj«n ka x
h
=Xi( h), m, kur ar i(k) un

j(k) apzīmēta tā rinda un kolonna, kurā atrodas rūtiņa ar nu-

muru k. Tad visu iezīmēto maršrutu noslogošanu Izdara rūtiņu
numuru kārtībā pēc formulas

**=min(uf-;, eļg) (£=1,2,...). (6.6.3)

Pēc tam kad visi sanumurētajām rūtiņām atbilstošie maršruti

saskaņā ar algoritmu A2 ir noslogoti, katrai noliktavai var dot

pozitīvu vai negatīvu raksturojumu atkarībā no tā, kāda ir dotās

noliktavas jauda salīdzinājumā ar tai piesaistīto patērētāju kapa-
citāti.

Definīcija 3°. Doto noliktavu un tai atbilstošo tarifu mat-

ricas rindu sauc par pozitīvu, ja, palielinot šīs vienas noliktavas

jaudu par A>o, nevar palielināt dotajai rūtiņu sistēmai atbilstošo

iezīmēto maršrutu summāro noslogojumu. Pretējā gadījumā no-

liktavu un tai atbilstošo tarifu matricas rindu sauc par negatīvu.

Rūtiņas, kuras atrodas pozitīvā (negatīvā) rindā, sauc par pozi-
tīvām (negatīvām).

Pieņemsim, ka 1) Sp ir izsvītrojamo rūtiņu sistēma, 2) о ir

pozitīva, bet Ķ — negatīva šīs sistēmas rūtiņa, kas abas atrodas

vienā tarifu matricas kolonnā. Tādā gadījumā rūtiņu sistēmām

Sp un Sp —Ķ atbilstošo iezīmēto maršrutu summārie noslogojumi

un noliktavu raksturojumi ir vienādi.

Pieņemsim, ka 1) Sp un Sp+ o ir izsvītrojamas rūtiņu sistē-

mas, 2) rūtiņa о atrodas pozitīvā sistēmas Sp rindā un tada tas

kolonnā, kurā nav nevienas pozitīvas rūtiņas, 3) abām rūtiņu
sistēmām atbilstošo iezīmēto maršrutu summārie noslogojumi ir

vienādi. Tādā gadījumā ir spēkā šādas statiskas pazīmes nolik-

tavu raksturošanai: 1) tā sistēmas Sp +o rinda, kura_ atrodas rū-

tiņa о, ir negatīva, 2) negatīvas ir visas tas sistēmas Sp +o

rindas, kuras ir negatīvas sistēmā Sp.
Pieņemsim, ka noliktavu jaudu kopsumma ir vienada_ ar patē-

rētāju kapacitāšu kopsummu un pēc algoritma Al iezīmēto marš-

rutu noslogošana izdarīta saskaņā ar algoritmu A2. Tada gadī-

jumā pastāv šādas statiskas pazīmes noliktavu raksturošanai:

1) ja u.;>o, tad i-tā rinda ir pozitīva; 2) ja о,>o, tad visas /г-tajā
kolonnā iezīmētās rūtiņas ir negatīvas; 3) ja kolonna ir viena

pozitīva rūtiņa, tad visas rūtiņas, kuram atbilstošie iezīmētie

maršruti ir ar pozitīviem noslogojumiem, ir pozitīvas.

Pieņemot, ka klasiskais transporta uzdevums formulēts tā, ka

noliktavu jaudu kopsumma ir vienāda ar patērētāju kapacitāšu

kopsummu, aplūkosim soli pa solim vienu diferenciālo renšu me-

todes ciklu šāda uzdevuma atrisināšanai.

Sākotnējo rūtiņu sistēmu, kurā ietilpst tik rūtiņu, cik kolonnu

ir tarifu matricai, veido pirmajā ciklā. Sajā ciklā lieto doto tarifu
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matricu (Су) (mX-) *■ (с1ц) (тхп) un katra tas stabiņā iezīme vienu

minimālo elementu. legūto n rūtiņu sistēmu apzīmēsim ar Sl.
Aplūkojamam piemēram (6.6.1) atbilstošajā rūtiņu sistēma Sl
ietilpst 5 rūtiņas, kas iezīmētas ar taisnstūriem tabulā (6.6.4):

(6.6.4)

Tabulā (6.6.4) izdarīta rūtiņu numerācija saskaņā ar algo-
ritmu Al un šīm rūtiņām atbilstošo iezīmēto maršrutu noslogo-
šana saskaņā ar algoritmu A2: jc 3!=32, x32=4, xl3

=40, x24=11

un x35=0. Atbilstoši definīcijai 3° kolonnā D uzrādīti noliktavu

raksturojumi šajā ciklā. Pozitīvas ir otrā un ceturtā noliktava ar

uzviju +43 un +50, bet negatīvas — pirmā un trešā noliktava

ar deficītiem —22 un —71. Pirmajā ciklā šajā piemērā tātad ne-

sadalītas paliek 93 kravas vienības. lezīmēto maršrutu summārais

noslogojums ir 32+ 4 +40+11+0=87 kravas vienības.

Pirms p-tā cikla sākuma (p>l) ir zināma iepriekšējā, p—l
cikla rūtiņu sistēma Sp- 1

un sistēmai Sp-1 atbilstošie noliktavu

raksturojumi, kā arī p—l-ajā ciklā lietotā tarifu matrica

( cPii) (mxn) • Kārtējais, p-tais cikls sākas ar soli Г.

Solis I°. Sajā soli veido p-tā cikla rūtiņu sistēmu Sp: 1) ko-

lonnā, kurā nav nevienas pozitīvas rūtiņas, atrod vienu vismazāko

pozitīvas rindas elementu aPļ'j'. Rūtiņa (i', /') pieder pie p-tā
cikla rūtiņu sistēmas Sp; 2) rūtiņu sistēmā Sp-1 atmet tās nega-

tīvās rūtiņas, kuras atrodas vienā kolonnā ar kādu pozitīvu rūtiņu.
Visas pārējās sistēmas Sp-1 rūtiņas, kas papildinātas ar rūtiņu
(f, /'), sastāda rūtiņu sistēmu Sp.

Solis 2°. Saskaņā ar algoritmu Al izdara izsvītrojošo nume-

rāciju rūtiņu sistēmā.

Solis 3°. Saskaņā ar algoritmu A2 pēc solī 2° izdarītās nu-

merācijas izdara iezīmēto maršrutu noslogošanu. Ja visas kravas

vienības sadalītas, tad process ir noslēdzies. Pretējā gadījumā
jāizpilda solis 4°.

Solis 4°. Saskaņā ar definīciju 3°, izpildot soli 3°, kā arī iz-

mantojot statiskas pazīmes, atrod visu noliktavu raksturojumus.
Var izmantot arī šādu pazīmi noliktavu raksturošanai: ja tā rūtiņa
sistēmā Sp, kura nebija sistēmā Sp-1, ir pozitīva (negatīva), tad

visas tas rindas, kuras sistēmā Sp- 1 bija pozitīvas (negatīvas), ir

pozitīvas (negatīvas) ari sistēmā Sp.
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Solis s°. Saja soli veido nākoša, p+l-ma cikla tarifu mat-

ricu (c?j+l )
(mXny

Tam nolūkam 1) aprēķina lielumus

AP=min (mincpij —min cpij), (6.6.5)
/' /' i

kur /' ir tādu kolonnu numuri (sistēmā Sp), kurās nav nevienas

pozitīvas rūtiņas; i' ir pozitīvo rindu numuri (sistēmā Sp), bet

i — jebkuras rindas numurs p-tā cikla tarifu matricā. Lielumu

Ap sauc par starprenti; 2) visiem p-tā cikla tarifu matricas

(cpij) (mxn) negatīvo rindu elementiem pieskaita starprenti Ap, at-

stājot nemainītus visu pozitīvo rindu elementus.

Tā iegūst jaunu, p+l-mā cikla tarifu matricu (c^I

)^tXn)

un izpilda soli 1° ciklā p+l.
Saskaņā ar formulu (6.6.5) tabulas (6.6.4) rindā Д atzīmētas

diferences starp pozitīvo rindu minimālajiem elementiem un to

kolonnās esošajiem vismazākajiem elementiem. Pirmajā kolonnā

šī diference ir 4—2 =2, otrajā 4 —3=l, trešajā B—6=2 un piek-
tajā 6—3 = 3. Ceturtajā kolonnā atrodas pozitīva rūtiņa, tādēļ tai

diference nav aprēķināma. Tā kā min {2,1,2,3} =1, tad saskaņā
ar formulu (6.6.5) tabulai (6.6.4) atbilstošā starprente ir A1=l.

Pieskaitot atrasto starprenti A'= l visiem pirmā cikla tarifu

matricas negatīvo rindu elementiem, bet nemainot visu pozitīvo
rindu elementus, iegūst otrā cikla tarifu matricu, kas redzama
tabulā (6.6.6):

(6.6.6)

Otrā cikla pirmajā solī iepriekšējā cikla rūtiņām pievienota
rūtiņa (2, 1). Maršrutu noslogojums izsvītrojošās rūtiņu nume-

rācijas kārtībā ir xi3 =40, x24 =11, *35
=27, jc32 =9, x3i =d, x2i =32.

Noliktavu novērtējumi sakrīt ar pirmā cikla novērtējumiem. Nesa-

dalīto kravas vienību kopskaits ir 61. Otrā cikla starprente ir 0.

Tādēļ trešā cikla tarifu matrica, kas redzama tabulā (6.6.7), neat-

šķiras no otrā cikla tarifu matricas:

(6.6.7)
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Trešā cikla pirmajā soli no otrā cikla jāatmet negatīvā rūtiņa
(3, 1), jo tā atrodas vienā kolonnā ar pozitīvo rūtiņu (2, 1). No

jauna trešajā ciklā figurē rūtiņa (4,2). Nesadalītas paliek 22 kra-

vas vienības. Arī šī cikla starprente ir 0.

Ceturtais cikls attēlots tabulā (6.6.8):

(6.6.8)

Ceturtajā ciklā ir 7 rūtiņas. No jauna iesaistīta rūtiņa (3,3).
Maršrutu noslogojumi izsvītrojošās numerācijas kārtībā ir x

)3
=40,

Jt
2i =32, jc 24=11, Хзs=27, x33=9, А'зг=o un .v 42

=48. Sim ciklam ir

divas pozitīvas un divas negatīvas rindas, diferenciālā starprente
ir 1. Nesadalītais kravas vienību skaits ir 13.

Piektajā ciklā, kā redzams tabulā (6.6.9), ir jauna tarifu mat-

rica, bet rūtiņu skaits nepalielinās. No jauna iesaistīta rūtiņa
(4,3), bet atmesta negatīvā rūtiņa (3,2), kas atrodas vienā ko-

lonnā ar pozitīvo rūtiņu (4,2).

(6.6.9)

Process šaja piemēra noslēdzas ar sesto ciklu, kas attēlots ta-

bulā (6.6.10):

(6.6.10)
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Tabulā (6.6.10) izsvītrojošās numerācijas kārtībā nolasāms'

optimālais transporta plāns: Xi3 =40, X2i =32, л:42=48, л'4з =2,

A'24=ll, x
34=27, %

35
=27, x33=9, х 2з=ll. Ja dotā transporta uzde-

vuma noliktavu jaudu kopsumma ir vienāda ar patērētāju kapaci-
tāšu kopsummu un, risinot šo uzdevumu ar diferenciālo renšu

metodi, līdz p-tajam ciklam nav sadalītas visas kravas vienības,

tad var pierādīt, ka 1) tarifu matrica
(mXn) un rūtiņu sistēma

Sp ir pilnīgi noteiktas; sistēma Sp ir izsvītrojama, un, ja p>l,

tajā ir rūtiņa, kuras nav sistēmā Sp~1; 2) pārejot no p— 1-mā cikla

uz p-to ciklu, nesadalītais kravas vienību skaits nepalielinās; ja
tas nesamazinās, tad pieaug negatīvo noliktavu skaits; 3) visas

sistēmas Sp rūtiņas iezīmē savu kolonnu minimālos tarifu matri-

cas (cPjj) (,„xn) elementus; 4) diferenciālo renšu metode pēc galīga
ciklu skaita noved pie optimālā transporta plāna.

7. nodaļa

TIKLVEIDA PLĀNOŠANAS ELEMENTI

7.1. §. Vispārīgie jēdzieni par grafu un tīklu. Pieņemsim, ka ir

dota punktu kopa X un orientētu loku kopa U, piemēram, 6 pun-

ktu kopa

X={Ph
P

2, Рз, Pa, Ps, Pe) (7.1.1)

un 15 orientētu loku kopa, kuri savieno dotos punktus:

U={(l,l), (1,2), (1,3), (1,5), (1,6), (2,1),

(2.3) , (3,1), (3,2), (3,5), (4,1), (6,3),

(6.4) , (6,5), (6,6)}. (7.1.2)

Definīcija I°. Par grafu sauc doto punktu un orientētu

loku kopu

G=(X, 0).

Grafu var attēlot grafiski, patvaļīgi izvietojot dotos punktus

plaknē (vai telpā) un savienojot tos ar jebkuras formas un ga-

ruma lokiem. Tā, piemē-
ram, grafu, kuru veido

punktu kopa (7.1.1) un

loku kopa (7.1.2), var attē-

lot plaknē tā, kā parādīts

zīmējumā 7.1, vai arī tā,
kā parādīts zīmējumā 7.2.

Punktu kopas X ele-

mentus Pi (i=1,2,...)
sauc par grafa virsotnēm

(vai mezgliem). Ja vir- ■ Zīm. 7.1.



sotņu skaits ir galīgs naturāls skaitlis,
tad grafu sauc par galīgu. Grafu var ana-

lītiski definēt ar tā virsotņu saistības (in-
cldences) matricu. Aplūkojamā piemērā
dotā grafa virsotņu saistības matrica ir

'1 1 1 0 1 П

10 10 0 0

_._

1 1 0 0 1 0
y-

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

_

0 0 1 1 1 I
_

Virsotņu saistības matrica ir kvadrā-

tiska matrica, kuras rindu un kolonnu

skaits (matricas kārta) ir vienāds ar vir-

sotņu skaitu. Tās elements ац
=0, ja starp

virsotnēm Pj un Pj nav orientēta loka, un

aij=\, ja virsotni P\ un virsotni Pj sa-

vieno orientēts loks (/,/).
Grafu var definēt arī ar loku saistības

(incidences) matricu. Aplūkojamā piemērā
dotā grafa loku saistības matrica ir šāda:

L=

"1 1 1 1 1-1 0-1 0 0-1 0 0 0 0"

0 -1000 11 0 -1000000

00 -1 000 -1 111 0 -1 000

"0000000000 1 0 -1 00

000 -1 00000 -1000 -1 0

.0 000 -1 000000 1111.

Loku saistības matricai L= (/,*) <mxn)
ir tik rindu, cik grafam

virsotņu, un tik kolonnu, cik grafam loku. Matricas elements l,k

ir 1, —1 vai 0 atkarībā no tā, vai virsotne P\ ir attiecīgi loka

(i, j) sākums, gals vai arī šī virsotne nepieder pie loka.

Ja divas grafa virsotnes P, un Pj savieno loks, kura sākums

ir jebkura no šīm divām virsotnēm, tad saka, ka starp šīm vir

sotnēm ir šķautne. Divas virsotnes sauc par blakus virsotnēm, j
starp tām ir šķautne. Tādē] šķautnes jēdziens ir ekvivalents а

neorientēta grafa jēdzienu. Tā, piemēram, starp virsotnēm Pi un

P
2 zīmējumā 7.1 ir šķautne. Šķautne ir ari, piemēram, starp vir

sotnēm Pļ un P6, bet tās nav, piemēram, starp virsotnēm P

un P 4.
Divus lokus sauc par blakus lokiem, ja tiem ir kopīga virsotne

Šķautņu virkni, kuras katram loceklim ir kopīga virsotne а

nākošo locekli, sauc par ķēdi. Loku virkni, kurā katra loka gala
punkts ir tam sekojošā loka sākumpunkts, sauc par ceļu. Katr
ceļš ir ķēde, bet ne katra ķēde ir ceļš. Aplūkojamā piemērā {(1,2)

Zīm. 7.2.
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(2,3), (3,5), (6,5)} ir ķēde, bet nav ceļš. Ceļš ir, piemēram,
{(1,2), (2,3), (3,5)}, un tā ir arī ķēde.

Noslēgtu ķēdi sauc par ciklu, bet noslēgtu ceļu — par kontūru.

Katra kontūra ir cikls, bet ne katrs cikls ir kontūra. Jēdzieni

šķautne, ķēde un cikls tātad atšķiras no jēdzieniem loks, ceļš uti

kontūra tikai ar to, ka pēdējiem ņem vērā orientāciju.
Par ceļa (vai kontūras) garumu sauc tajā iesaistīto loku skaitu.

Cilpa ir kontūra, kuras garums ir 1. Cilpa tātad ir loks, kura gals
sakrīt ar sākumu. Tā, piemēram, zīmējumā 7.1 un 7.2 cilpas ir

loki (1, 1) un (6,6).
Grafu sauc par sakarīgu, ja starp jebkuram divām ta virsot-

nēm eksistē vismaz viena ķēde. Tāds, piemēram, ir zīmējumā 7.1

attēlotais grafs. Grafu sauc par cieši sakarīgu, ja starp katrām

divām tā virsotnēm eksistē vismaz viens ceļš. Zīmējumā 7.1 attē-

lotais grafs nav cieši sakarīgs, jo nav ceļa, kas savienotu virsotni

Ps ar kādu citu šī grafa virsotni.

Simetriska grafa gadījumā katras divas blakus virsotnes Pj
un Pj savieno divi savstarpēji pretimvērsti loki (i, j) un (/, i).
Ja katras divas blakus virsotnes Pj un Pj savieno tikai viens no

diviem iespējamiem, savstarpēji pretimvērstiem lokiem (»,/) vai

(/, i), tad grafu sauc par antisimetrisku. Acīm redzami katrs

grafs, kurā nav nevienas kontūras, ir antisimetrisks.

Galīgu, sakarīgu grafu, kuram ir vismaz divas virsotnes un

nav ciklu, sauc par koku. Tas ir grafs, kuram ir m virsotnes un

m— 1 loks.

Pieņemsim, ka sakarīgā grafā, kurā nav kontūru, starp virsot-

nēm Р[ un Pj ir ceļš, kura garums nav nulle. Tad virsotni Pj

sauc par priekšteci un Pj — par pēcteci. Pēctecībai ir divas rak-

sturīgas īpašības:
1) pēctecība ir antisimetriska — ja P; ir Pj priekštecis, tad

Pj nevar būt Pj priekštecis;

2) pēctecība ir transitīva — ja Pj ir Pj pēctecis un Ph ir P
}

pēctecis, tad Pk ir arī P
t pēctecis. Tas nozīme, ka katlā sakarīga,

galīgā antisimetriskā grafā var visas virsotnes sanumurēt to pēc-

tecības kārtībā.

Galīgu, sakarīgu antisimetrisku grafu sauc par tiklu, ja
1) grafam ir viena un tikai viena virsotne (avots jeb ieeja),

kurai nav priekšteču;

2) grafam ir viena un tikai viena virsotne (satece jeb izeja),
kurai nav pēcteču;

3) katram grafa lokam atbilst noteikts nenegatīvs skaitlis t
i} ,

kuru sauc par šī loka caurlaides spēju.
Grafu vai tīklu sauc par sakārtotu, ja tā virsotnes sanumurē-

tas to pēctecības kārtībā.

7.2. §. Sakārtota grafa virsotņu numerācija. levērojot pēcte-
cību, visas galīga, sakarīga, antisimetriska grafa virsotnes var

sadalīt kārtās. Vienā kārtā ietilpstošās virsotnes savā starpā
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nesaista neviens šāda grafa loks. Nulltajā kārtā ietilpst tās virsot-

nes, kurām nav pēcteču. Tīkla gadījumā tāda virsotne (izeja) ir

viena vienīga. Ja nosvītro visus tos lokus, kuru galapunkti ir

nulltās kārtas virsotnes, tad izveidojas tādas virsotnes, kam nav

pēcteču. Tās ir 1. kārtas virsotnes. 1. kārtas virsotnes tātad ir

nulltās kārtas virsotnēm blakus esošie priekšteči. Nosvītrojot vi-

sus lokus, kuru galapunkti ir 1. kārtas virsotnes, atklājas 2. kār-

tas virsotnes utt. Sādu nosvītrošanu turpina tik ilgi, kamēr atklā-

jas virsotnes, kurām nav neviena priekšteča. Tās ir grafa visve-

cākās kārtas virsotnes, kuras mēdz saukt arī par nulltā ranga

virsotnēm. Tīklam ir viena un tikai viena pēdējās kārtas vai nulltā

ranga virsotne.

Visas galīga, sakarīga, antisimetriska grafa virsotnes var sa-

kārtot arī pēc to rangiem. Nulltā ranga virsotnes ir tās, kurām

nav priekšteču. Nosvītrojot lokus, kuru sākumpunkti ir nulltā

ranga virsotnes, izveidojas tādas virsotnes, kam nav priekšteču.
Tās ir 1. ranga virsotnes. 1. ranga virsotnes tātad ir nulltā ranga

virsotnēm blakus esošie pēcteči. Nosvītrojot visus lokus, kuru sā-

kumpunkti ir 1. ranga virsotnes, atklājas 2. ranga virsotnes utt.

Sādu nosvītrošanas procesu turpina tik ilgi, kamēr atklājas
virsotnes, kurām nav vairs neviena pēcteča. Tās ir visaugstākā

ranga, resp., nulltās kārtas virsotnes.

Zīmējumā 7.3 attēlotā grafa virsotnes pēc to rangiem sadalās
šādi: nulltais rangs — P3; 1. rangs —Pu P7; 2. rangs — P4;

3. rangs —
P5, P&; 4. rangs —

P2; 5. rangs — P6.

Zīm. 7.3.

Grafu teorijas praktiskie pielietojumi plānošanā daudzos gadī-

jumos vienkāršojas, ja dotā grafa virsotnes numurē, tās iepriekš
sakārtojot pēc to rangiem vai kārtām. TādēJ aplūkosim vienu no

iespējamiem analītiskajiem algoritmiem virsotņu sakārtošanai pēc
to kārtas vai ranga, pieņemot, ka antisimetrisks grafs ir dots ar

tā virsotņu saistības matricu (kas atbilst zīmējumā 7.3 attēlotajam
grafam).
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Tam nolūkam izmanto matricu V, kā parādīts tabulā (7.2.1),
pierakstot pie katras šīs matricas rindas v» un katras kolonnas

Vj attiecīgo virsotņu Pi resp. Pj apzīmējumus P\, P2 P&:

(7.2.1)

Sastādot visu matricas V rindu —
vektoru u

l' (sk. 9. 1. §) summu

r°=2u!', iegūst vektoru r°=(l, 2, 0, 3, 2, 4, 1, 2), kura trešā

koordināte ir 0. Tas nozīme, ka P3 ir nullta ranga virsotne. Pec

tam aprēķina vektora r' =r°— u
3 nenegatīvās koordinātes, starp

kurām parādās divas jaunas nulles. kas atbilst virsotnēm Pi un

P7. Tās ir pirmā ranga virsotnes. Nākošajā solī aprēķina vektora

r
2=r' —i»1

— у
7 nenegatīvās koordinātes, starp kurām ir viena jauna

nulle, kas atbilst virsotnei P4. Tā ir otrā ranga virsotne. So pro-

cesu soli pa solim turpinot, aprēķina vektorus r
3
=r

2
-u

4; r
4
=

=r
3_

i;
5_

1,8. r
5
=r

4_
1,2 Attiecīgo aprēķinu rezultāti un tiem at-

bilstošais virsotņu sadalījums pēc rangiem parādīts tabulas (7.2.1)

pagarinājumā.
Ja grafa virsotnes sanumurētas ta, ka neviens vecāka ranga

virsotnes numurs nav mazāks par jaunāka ranga virsotnes nu-

muru, tad grafu var saukt

par sakārtotu. Viena un ta

paša ranga ietvaros virsotnes

var sanumurēt patvaļīgi.
Sanumurējot zīmējumā

7.3 attēlotā grafa virsotnes

to rangu kārtībā, iegūst jau-
nu, sakārtotu grafu, kas at-

tēlots zīmējumā 7.4. Tā vir-

sotnes apzīmētas ar kārtas

skaitļiem 1,2,. .., 8, kas ie-

rakstīti aplīšos. Salīdzināša- Zīm. 7.4.

P, Ра Рь Pe Pi P*

Pi

Рг

Л
я5

р,
р,

р,

О

О

I

О

о

о

о

о

1

о

о

о

1

о

о

о

о

о

о

о

о

о

о

о

1

о

1

о

о

о

1

о

1

о

о

1

о

о

о

о

о

1

о

о

1

о

1

1

о

о

1

о

о

о

о

о

о
о

о

1

о

о

1

о

Rangsļ Virsotnes

r 1

r2

r
3

1
о

2

2

1

1

о

о

*

*

3

2

о

2

2

1

о

4

4

3

3

1

о

1

о

2

2

1

О

0

1

2

3

4

5

P»

Pu Pi
Pa

Рь, Рь

P»
r

5



114

nai zīmējuma 7.4 blakus jaunajiem virsotņu apzīmējumiem at-

tēloti arī sākotnējie nesakārtotā grafa virsotņu apzīmējumi
P\, P2, •■ •, P8-

Sakārtota antisimetriska grafa virsotņu saistības matrica ir

augšējā trīsstūrmatrica, t. i., tāda kvadrātiska matrica, kuras visi

elementi, kas atrodas zem galvenās diagonāles, ir vienādi ar nulli.

Zīmējumā 7.4 attēlotā grafa virsotņu saistības matrica pierakstīta
tabulā (7.2.2):

(7.2.2)

Attiecīgo loku saistības matricu var pierakstīt tā, kā paradīts
tabulā (7.2.3):

(7.2.3)

7. 3. §. Darbu plāna attēlošana ar tīkla grafiku. Pielietojot
grafu teoriju plānošanas un vadības jautājumu risināšanā, bieži

izmanto tīkla grafikus, kas darbu plānu padara pārskatāmāku un

atvieglo tā izpildes vadību. Tīkla sastādīšanai jāzina veicamo

darbu savstarpējā secība un katra atsevišķa darba izpildīšanai

nepieciešamais laiks. Ja tīkla loku caurlaides spēju identificē ar

darba izpildīšanai nepieciešamo laiku, tad tīkla loku sauc par
darbu (vai operāciju), bet tīkla virsotnes

— par notikumiem.

Darbu, kas sākas notikumā N{ un beidzas notikumā apzīmē-
sim ar (i, i), bet tā izpildīšanai nepieciešamo laiku

— ar /;>
Ja darba (i, /) visgarākais jeb t. s. pesimistiskais laiks ir

ūļj, visīsākais jeb optimistiskais laiks ir Ьц un visvarbūtīgākais
laiks ir mij, tad, veidojot tīkla grafiku, laikus Uj visiem i un /

aprēķina pēc formulas

Uj=-ļ- (ūiļ +4m,j+Ь
{} ). (7.3.1)
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Pieņemsim, ka 10 dažādu

darbu komplekss attēlots ar sa-

kārtotu tikla grafiku, kas re-

dzams zīmējumā 7.5. Tīkla loki

šajā gadījumā nozīmē atseviš-

ķus darbus, bet loku caurlaides

spējas —
darba laikus, kas zī-

mējumā 7.5 atzīmēti pie katra

loka (darba).
Jēdzienā darbs ietilpst katrs

process, kam vajadzīgs zināms

laiks un resursi. Šajā jēdzienā ietilpst arī gaidīšanas laiki, kas

neprasa materiālus resursus. Var būt arī fiktīvie darbi, kas ne-

prasa nedz materiālus resursus, nedz laiku, bet norāda secību,
kurā kāds darbs var sekot aiz cita darba. Fiktīvs, piemēram, ir

darbs (4
:

5) zīmējumā 7.5. Tas nozīmē, ka darbu (5, 6) nevar

sākt, iekāms nav nobeigti visi darbi, kuru noslēgumā realizējas
notikums jV

4. Fiktīvos darbus, kuru laiks vienāds ar 0, tīkla gra-
fikā parasti attēlo ar svītrlīnijām.

Notikums atšķirībā no darba nav process, kam vajadzīgs laiks

un materiāli resursi. Tas ir moments, kurā sākas vai beidzas kāds

atsevišķs darbs vai darbu grupa.

Izšķir vienkāršus un mezgla notikumus. Vienkāršs ir tāds no-

tikums, kurā nebeidzas neviens darbs vai arī beidzas tikai viens

darbs un tūdaļ pēc tam sākas arī tikai viens darbs. Mezgla no-

tikumi ir visi tie notikumi, kas nav vienkārši.

Г. Paralēli darbi. Pareizi veidotā tīklā nevar būt kon-

tūru. Katrs atsevišķs darbs (loks) var savienot divus un tikai

divus blakus notikumus. Ja starp diviem blakus notikumiem Ni

un Nj veicami vairāki paralēli darbi, t. i., tādi darbi, kas sākas

notikumā Ni un beidzas notikumā Nj, tad tīklā ievedami vienkārši

papildu notikumi, kuros sākas (vai arī beidzas) fiktīvi darbi, kā

parādīts, piemēram, zīmējumā 7.6.

Zīm. 7.5.

Zīm. 7.6.
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2 . Viena darba

vairāki posmi. Ja kā-

dam darbam (i, j) ir vai-

rāki cits citam sekojoši

posmi (i,p), (p,k), (k,j)
un darba (/, r\) uzsākšanu

netraucē iepriekšējā darba

(i, j) posmi (p, k) un

(k,j), bet darba (/, r2)
uzsākšanu netraucē posms

(k, /), tad darbs (i, j) sa-

dalāms ar papildu notiku-

miem, kā parādīts zīmē-

jumā 7.7.

3°. Neatkarīgi darbi. Ja N t ir mezgla notikums, kurā

beidzas vairāk nekā viens darbs un daži darbi pec šī notikuma

nav atkarīgi no notikuma N{ iestāšanās, tas attēlojams ar papildu
notikuma un fiktīva darba palīdzību, kā parādīts, piemēram, zī-

mējumā 7.8.

Acīmredzot ievērojamas grūtības tīkla sastādīšanā rada atse-

višķu darbu savstarpējās secības un sakarības izveidošana, t. i.,
notikumu saistības matricas sastādīšana. Sī uzdevuma veikšana

var saistīties ar īpašiem pētījumiem, jo praksē vienai un tai pa-
šai darbu sistēmai var būt daudz tīklveida plānošanas modeļu
un tie var būt dažādi veidoti. Lielas darbu sistēmas tīklveida

plānošanas modeļa sastādīšanu parasti sāk ar uzdevuma formu-

lēšanu un plāna struktūras koka sastādīšanu. Plāna struktūras

koka principiālās shēmas piemērs parādīts zīmējumā 7.9.

Zīm. 7.7.

Zīm. 7.8. Zīm. 7.9.
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Sākotnējai notikumu numerācijai pastāv dažādas notikumu

kodēšanas sistēmas. To izvēlē izšķiroša nozīme ir izveidotajam
plāna struktūras kokam. Pieņemot, ka katrā blokā nav vairāk
ka 99 notikumi, zīmējumā 7.9 attēlotajam kokam atbilstu piec-
zīmīgi notikumu numuri ijkll, kur i apzīmē apakšsistēmu, / —

kompleksu, k
— apakškompleksu, //

—
notikumu dotajā blokā.

Ta, piemēram, otrās apakšsistēmas pirmā kompleksa otrā apakš-
kompleksa 76. notikums apzīmējams ar sākotnējo numuru 21276.

Analogi numurs 10032 nozīmē pirmās apakšsistēmas 32. noti-

kumu utt.

7.4. §. Tīklveida plāna izpildes dekretētais laiks, minimālais

laiks un kritiskais ceļš. Katra sastādīta darbu plāna izpildīšanai
nepieciešams noteikts laiks. Izšķir plāna izpildes dekretēto laiku

un minimālo laiku. Par dekretēto laiku sauc to plāna izpildes
laiku, kura sākuma un beigu momenti noteikti ar augstāku va-

dības orgānu rīkojumiem. Reālos apstākļos dekretētais laiks nevar

būt mazāks par minimālo laiku. Par minimālo laiku sauc to darbu

laiku summu, kas nepieciešama, lai paveiktu visus darbus, kuri

veido kritisko ceļu. Par kritisko sauc tādu ceļu, kas sākas pir-
majā notikumā (tīkla ieejā) N\ un beidzas noslēguma notikumā

(tīkla izejā) N
m, ja visu uz šī ceļa esošo darbu laiku summa ir

vislielākā salīdzinājumā ar katru citu ceļu starp notikumiem N\

un N
m. Visus darbus, kuri atrodas uz kritiskā ceļa, sauc par

kritiskajiem darbiem.

Tātad kritisko ceļu veido tikai kritiskie darbi. Ja uz kāda

ceļa atrodas kaut viens nekritisks darbs, tad ceļš nav kritisks.

Katra sakārtota darbu plāna izpildīšanas minimālo laiku un

kritisko ceļu var noteikt, atrisinot relatīvi vienkāršu uzdevumu.

Lai formulētu šo uzdevumu, apzīmēsim ar U laika momentu, kura

nav palicis neizpildīts neviens darbs, kas beidzas notikuma Nļ

(i= 1, 2,..., m). Šajā momentā var uzsākt jebkuru darbu (i, /),
kurš sākas notikumā N

it
beidzas notikumā N) un kura ilgums ir

tij. Laika momentu r, sauksim par notikuma Ni visagrāko iestā-

šanās laiku.

Izmantojot šādus apzīmējumus, sakārtota darbu plāna izpil-
dīšanas minimālo laiku var aprēķināt ar lineārās_ programmēša-
nas metodi. Tam nolūkam jāatrisina šāds lineāras programmē-
šanas uzdevums. Atrast minimumu funkcijai.

x=-ti +tm (7.4.1)

pie ierobežojumiem

+ ta, (7.4.2)

kuru skaits ir vienāds ar plānā ieslēgto darbu skaitu.

Tā, piemēram, lai aprēķinātu zīmējumā 7.5 attēlotā darbu
plāna izpildes minimālo laiku ar lineārās programmēšanas me-

todi, jāatrisina šāds uzdevums.
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Atrast minimumu lineārai funkcijai.

T—fi+J, (7.4.3)

pie ierobežojumiem

t3>t\ +5, ts^zt4+0,

t3>t2 +3, t6>t3+4, (7.4.4)

<4>*a+2, t6>U+b,

t4^t3+6, t6>t5+
3.

Tā kā uzdevuma (7.4.3), (7.4.4) mainīgajiem lielumiem U nav

zīmes ierobežojumu, tad visi duālā uzdevuma ierobežojumi ir vie-

nādojumi un attiecīgo duālo uzdevumu var formulēt šādi.

Atrast maksimumu lineārai funkcijai

Z=Xi2+5Xi3 + 3.V23+2.1C24+6X34+5X35+

+ 0-х4 5+4л:зб+5*46+ 3x56 (7.4.5)

pie ierobežojumiem

*12 +*13=1,
— Xx2+ X2 ļ+X24=Q,
—

X\ļ
—

Х23 +Хз4 +Хзs+Хзб
=0,

fi,
— X2 4

—

Хз4+Х45 +Х46 =0, ( • • )

" Х35 — Х
4 ъ+Хь&=О,

— — *46 —#56 =— 1,

(7.4.7)

(i=1,2,... ,5; /=2,3, ...,6).

lerobežojumu sistēmā ir tik vienādojumu, cik virsotņu (no-
tikumu) ir tīklā, un tik nezināmo, cik loku (darbu) ir šajā tīklā.

lerobežojumu sistēmas (7.4.6) koeficientu matrica ir sakārtotā

tīkla loku (darbu) saistības matrica. Tas uzskatāmi redzams uz-

devuma (7.4.5) — (7.4.7) pirmajā iterācijas tabulā (7.4.8):

(7.4.8)

+ 1 -1
1

2
1
3

2

3

2

4

3

4

3 4

5 5

3

6

4

6

5

6 (I)

-1 — 5 -3 -2 -6 -5 О -4 -5 -3
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0

0

0
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1

-1

1

-1

1

-1

1

-1

1

-1

1

1

-1 -1

1

-1

1

-1

1

-1

1

2

3
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6
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Tabulā (7.4.8) nezināmo хц vietā divās rindās ierakstīti šo

nezināmo indeksi. Pirmais indekss ir darba (i, j) sākuma noti-

kuma, bet otrais
— beigu notikuma numurs. Ar i>< (t=l, 2,..., 6)

tabulā (7.4.8) apzīmēti mākslīgie bāzes mainīgie. Izpildot piecus
simpleksa metodes iterāciju soļus, iegūst tabulā (7.4.8) dotā lineā-

rās programmēšanas uzdevuma optimālo atrisinājumu, kas no-

lasāms tabulā (7.4.9):

(7.4.9)

Tā kā mērķa funkcijas z maksimālā vērtība 2=16 ir vienāda

ar duālā uzdevuma (7.4.3), (7.4.4) mērķa funkcijas т minimālo

vērtību, tad dotā darbu plāna izpildes minimālais laiks ir x=l6.

Tāds laiks ir nepieciešams, lai paveiktu darbus (1, 3), (3, 4) un

(4, 6), kuri veido šī darbu plāna kritisko ce|u.

7.5. §. Tīklveida plāna parametri un to atrašanas algoritmi.
lepriekšējā paragrāfā redzējām, ka tīklveida plāna izpildes mi-

nimālo laiku un kritisko ceļu var atrast ar simpleksa metodes

algoritmu. Sis algoritms tomēr nav praktiski izdevīgs tīklveida

plāna parametru noteikšanai. Tas kļūst acīm redzams, ja aplū-

kojam uzdevumu (7.4.1), (7.4.2) un tā konkrēto piemēru (7.4.3),

(7.4.4).
Darba plāna pirmā notikuma visagrākās iestāšanas laiku t\

var vienmēr pieņemt par laika skaitīšanas sākuma momentu, t. i.,

/, =0. (7.5.1)

Tad vispārīgā gadījumā x=t
m, t. i., pēdējā notikuma visagrākās

iestāšanās laiks ir vienāds ar visa darbu plāna izpildes minimālo

laiku un

tj= max (ti + tij), (7.5.2)

киг (i, /) ir loks (darbs), kas sākas virsotnē (notikumā) JV* un

beidzas virsotnē (notikumā) Nj, bet Uf ir to loku (darbu) apakš-
kopa, kuri beidzas notikumā Nj.

-1 Х|2 *24 *35 *45 Хае (VI)

16

X ]8

*23

Х$4
А'46

л'56

Об

1

О

1

1

О

о

1

-1 1

'1 о 1

1

-1
1

-1

1

1

I

2

3
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(i
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Pielietojot šadu algoritmu (7.5.1)—(7.5.2) uzdevumam (7.4.3),
(7.4.4), iegūstam

/i=0,

r 2=max(o+l) = 1,

/3=max(o +5; I+3) =5,

r 4=max(l+2; 5+6) = 11, (7.5.3)

5
=max(s +5; 11 +0) = 11,

/6=max(s +4; 11+5; 11+3)= 16.

Tātad konkrētajā piemērā pēdējā notikuma N
6 visagrākās

iestāšanās laiks ir 6
= 16. Tas arī ir šī darbu plāna izpildīšanas

minimālais laiks т=l6.

Lai noskaidrotu, kuri no darbu plānā iesaistītajiem darbiem

ir kritiski, jāņem vērā, ka kritisko darbu laiku summa ir vienāda

ar visa plāna minimālo izpildīšanas laiku т un katra tāda noti-

kuma aizkavēšanās, kurš atrodas uz kritiskā ceļa, aizkavē plāna
izpildīšanu, attiecīgi palielinot т. Notikumus, kuri atrodas uz kri-

tiskā ceļa, sauc par kritiskajiem notikumiem. Kritiskā notikuma

Ni visagrākās iestāšanās laiks U ir vienāds ar šī notikuma vis-

bālākās iestāšanās laiku t%
Nekritiskā notikuma visagrākās iestāšanās laiks nesakrīt ar

tā visvēlākās iestāšanās laiku. Par nekritiska notikuma Nj visvē-

lākās iestāšanās laiku t*j sauc to laika momentu, kurā obligāti

jāuzsāk visi tie darbi, kas sākas notikumā Nj. Katra notikuma Nj
aizkavēšanās aiz tā visvēlākās iestāšanās laika t*j aizkavē visa

plāna izpildīšanu un attiecīgi pagarina minimālo plāna izpildī-
šanas laiku т.

Laika intervālu

Rj =t*j-tj, (7.5.4)

t. i., starpību starp nekritiskā notikuma Nj visvēlākās un visagrā-
kās iestāšanās laiku, sauc par notikuma Nj iestāšanās laika re-

zervi. Kritiskā ce]a notikumiem iestāšanās laika rezerve ir vie-

nāda ar nulli.

Darbu plāna pirmais notikums Nļ un pēdējais notikums N
m

vienmēr ir kritiski notikumi. Tādēļ

fi=f*i=0, (7.5.5)

r
m
=/*

m
=T ; (7.5.6)

un

/*,= min (t*j-tij), (7.5.7)
С /lef'i

kur (;', /) ir darbs, kas sākas notikumā Ni un beidzas notikumā

Nj, bet Ui+ ir to darbu apakškopa, kuri sākas notikumā Агг-.
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Pielietojot algoritmu (7.5.5)—(7.5.7) uzdevumam (7.4.3),
(7.4.4), iegūstam

/*6=l6,

r*
5
=min (16-3) = 13,

/* 4 =min (16-5; 13 —0) = 11,

/* 3=min (16-4; 13-5; 11-6) =5, ( 7-5-8)

2
=min (11-2; 5-3)=2,

<*i-min ( 5-5; 2— 1) =0.

levietojot skaitļus (7.5.8) un (7.5.3) formulās (7.5.4), atrodam

visu aplūkojamā piemēra notikumu iestāšanās laika rezerves:

Я,=/?з =#4=#б=0, bet P
2
=2-l =l un Ps=l3-ll=2. Tas no-

zīme, ka zīmējuma 7.5 attēlota darbu plāna kritiskie notikumi ir

Nļ, N
3, N4 un N

6, kritiskais ceļš iet caur šiem notikumiem un kri-

tiskie darbi ir (1, 3), (3, 4) un (4, 6). Visi pārējie 7 darbi ir ne-

kritiski. Nekritiski ir ari notikumi N2 un N5.

Bez minimālā laika т un notikuma Ni iestāšanās laika rezer-

ves par tīkla parametriem sauc

1) darba (i, /) agrāko sākumu

Uj*s=tu (7.5.9)

2) darba (i, j) agrākās beigas

ti?b =ti+t
i}, I (7.5.10)

3) darba (i, j) vēlākās beigas

vb
=/% (7.5.11)

4) darba (i, j) vēlāko sākumu

tij
vs

=t*j-iih (7.5.12)

kur ti — notikuma 7V, visagrākās iestāšanās laiks, t*j —
notikuma

Nj visvēlākās iestāšanās laiks un Uj —
darba (г', /) izpildīšanas

laiks.

Svarīgi tīklveida plāna parametri ir darbu laiku rezerves,

kuras definēsim ar šādām formulām:

1) darba (i, j) pilnā laika rezerve

Я„Р* t*)rU-tt} (7.5.13)

jeb

)p= ) (7.5.14)

jeb

p =^vs-^as; (7.5.15)
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2) darba (i, j) brīva laika rezerve

(7.5.16)

jeb

RifMi-bfb', (7.5.17)

3) darba (i, j) neatkarīgā laika rezerve

Ri}
*= max[o; (7.5.18)

Izmantojot formulas (7.5.9) —(7.5.18), tabulā (7.5.19) apko-

poti zīmējumā 7.5 attēlotā tīklveida darbu plāna parametri:

(7.5.19)

Kritiskajiem darbiem visas laiku rezerves ir vienādas ar nulli.

Nekritiska darba {i, j) pilnā laika rezerve Rif ir tas laiks,

par kuru var atlikt šī darba uzsākšanu, nepagarinot tīklveida

darbu plāna izpildīšanas minimālo laiku т. Ja izsmelta darba

(i, /) visa pilnā laika rezerve, tad šis darbs kļūst kritisks.

Nekritiska darba (i, j) brīvā laika rezerve /?ij b ir tas laiks, par
kuru var atlikt šī darba uzsākšanu, nemainot šim darbam seko-

jošo darbu agrāko sākumu tj. Pilnās un brīvās laika rezerves ir

vienādas visiem tiem nekritiskajiem darbiem, kuri beidzas kritis-

kajos notikumos.

Nekritiska darba (i, j) neatkarīgā laika rezerve Rij 11 ir tas

laiks, par kuru var atlikt šī darba uzsākšanu, nemainot to darbu

(h, i) vēlākās beigas f*«—4iTl'. kuri beidzas darba (i, j) sākuma

notikuma Nu kā arī nemainot darbam (i, j) sekojošo darbu (/, k)
agrāko sākumu tj=tjhM.

Ja_ ar formulām (7.5.9)—(7.5.12) definētos laika momentus

atzīmē ka citu citam sekojošus punktus uz laika ass t (zīm. 7.10),
kur nekritiska darba (i, j) izpildīšanai nepieciešamo laiku ta at-

tēlo orientēts nogrieznis AC, tad darba (г, /') pilno laika rezervi

Ni

kt

ti-

ni ī

tu ti t*i /ijab tu"' Л.;8

1

1

2

2

3

3

3

4

4

5

2

3

3

■1

4

5

6

5

6

6

1

5

3

2

6

5

4

О

5

3

О

о

1

1

5

5

5

11

11

11

О

0

2

2

5

5

5

11

11

13

1

5

5

11

11

11

16

11

16

16

2

5

5

11

11

13

16

13

16

16

1

5

4

3

11

10

9

11

16

[4

1

О

2

9

5

8

12

13
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13

1

о

1

8

0

3

7

2

0

2

0

0

1
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7

О

О
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о

о
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7

о

1

7
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Rip attēlo nogrieznis CE, bet brīvo laika rezervi — nogrieznis
CD=CE —

DE. Tā ir diference starp darba (i, j) beigu notikuma

Nj visvēlākās iestāšanās laiku t*j un šī notikuma visagrākās iestā-

šanās laiku tj, jo no definīcijas formulām (7.5.13) un (7.5.16) iz-

riet, ka Rij'P—Rijl) =t*j — tj. Kritiskajiem darbiem šī diference ir

vienāda ar nulli.

Zīm. 7.10.

Sakārtota tīkla parametru aprēķināšanai ērti izmantojama
darbu laiku saistības matrica. Par darbu laiku saistības matricu

sauksim notikumu (tīkla virsotņu) saistības matricu, kurā visi

tie elementi ац, kas vienādi ar 1, atvietoti ar attiecīgajiem darbu

laikiem tu. Tos darbu laikus, kas vienādi ar 0, darbu laiku saistī-

bas matricā apzīmēsim ar 0. Tā, piemēram, zīmējumā 7.5. attē-

lotā tīkla darbu laiku saistības matrica ir

"0 1 5 0 0 0
"

003 2 0 0

0 0 0 6 5 4
/7r omr =

0 0 0 00 5 ( 75-2°)

000 0 0 3

о о о о о 0
_

Lai aprēķinātu tīkla parametrus, darbu laiku saistības matrica

pierakstāma tabulas formā:

(7.5.21)

1 2 3 4 5 6 ļ.

1

2

3

4

5

6

О

О

О

О

О

О

1

О

о

о

о

о

5

3

О

О

О

О

о

2

6

О

О

О

О

О

5

0

О

О

О

о

4

5

3

О

О

1

5

11

11

16

I о 2 5 11 13 16
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Tabulas (7.5.21) kolonnu /; aizpilda pakāpeniski pa rindām
no augšas uz leju saskaņā ar algoritmu (7.5.2). Aplūkojamā pie-
mērā šis algoritms realizējas ar formulām (7.5.3). Tā, piemēram,
lai atrastu kad jau aizpildītas pirmās 3 rindas, tad katrā

no šīm rindām jāsummē 4. kolonnā ierakstītais skaitlis ar U ko-

lonnā ierakstīto skaitli. Tā atrod summas 0, 3 un 11. Lielākā

summa ir meklējamais skaitlis 4
=11. Lai atrastu nākošo para-

metru =11, tad jāsummē 5. kolonnas pirmie 4 skaitļi ar atbil-

stošajiem ti kolonnas pirmajiem 4 skaitļiem. Tā atrod summas 0,

1, 10, 11. Lielākā no tām ir meklējamais £5= 11.

Tabulas (7.5.21) t*j rindu aizpilda pakāpeniski pa kolonnām

no labās puses uz kreiso pusi saskaņā ar algoritmu (7.5.7). Kad

ir aizpildīta visa kolonna /; un ir atrasts darbu plāna izpildes
minimālais laiks т,

kas šajā piemērā ir = 16, šo skaitli

ieraksta t*j rindas pēdējā, t. i., 6. kolonnā. Lai atrastu /*5, tad

no r*6=l6 jāatņem 5. rindas skaitlis 3, kas atrodas 6. kolonnā.

Diference I*s= 16 —3=13 ir meklējamais skaitlis. Lai atrastu, pie-
mēram, t*2, tad no jau atrastajiem rindas t*j skaitļiem jāatņem
2. rindas attiecīgajās kolonnās esošie skaitļi. Mazākā no atrasta-

jām diferencēm 16 —0, 13—0, 11—2, 5— 3 ir skaitlis 5—3= 2. Sis

skaitlis ir meklējamais r*2= 2.

8. nodaļa

PARAMETRISK Ā UN DAĻVEIDA LINEĀRĀ PROGRAMMĒŠANA

8.1. §. Matemātiskās programmēšanas uzdevums, kura lineā-

rās mērķa funkcijas koeficienti ir viena parametra lineāras fun-

kcijas. Pieņemsim, ka vispārīgā formā ir dots šāds matemātiskas

programmēšanas uzdevums.

Atrast maksimumu funkcijai

2= t {ci + c"
i t)xi (8.1.1)

pie ierobežojumiem

(t=l,2, ...,p<h), (8.1.2)
;=I

n

Y>aijXjļzbi (t =p+1,..., h<m), (8.1.3)
/-i

n

£ацХl =Ьг (i=h+\,...,m), (8.1.4)

(/=1,2,...,«), (8.1.5)

kur а,,-, Ь c'j un c"j ir doti reāli skaitļi, bet x, — nezināmi

reāli lielumi un t ir reāls lielums, kas mainās noteiktā intervālā.
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Tads matemātiskas programmēšanas uzdevums ir viens no

visvienkāršākajiem nelineārās programmēšanas uzdevumiem. So
uzdevumu sauksim īsi par parametriskās programmēšanas uzde-

vumu.

Parametriskās programmēšanas uzdevuma mērķa funkciju
(8.1.1) vienmēr var izteikt šādi:

z=2'+z"t, (8.1.6)
kur

n

Z c'iX}, (8.1.7)
i-i

z"=£c"i*i- (8.1.8)
i-i

Izvēloties patvaļīgi kādu no iespējamām parametra t vērtī-

bām, piemēram, t=k, un ievietojot šo vērtību izteiksmē (8.1.1),
iegūst parasto lineārās programmēšanas uzdevumu, kuru formu-

lēsim šādi.

Atrast maksimumu lineārai funkcijai

n

z
h
= Z (8.1.9)

/=1

pie ierobežojumiem (8.1.2) —(8.1.5), kur

qj =c'j +c"jk (/=l, 2,. .. , n). (8.1.10)

Tādu uzdevumu var atrisināt ar parasto simpleksa metodi.

So uzdevumu risinot, ir lietderīgi visās iterāciju tabulās nulltās

rindas vietā ievest 3 rindas, kuras apzīmēsim ar 0, 0' un 0".

Pirmās iterācijas tabulas rindā 0 raksta funkcijas (8.1.9) koe-

ficientus č7j, rindā 0' — funkcijas (8.1.7) koeficientus c'j un rindā

0" — funkcijas (8.1.8) koeficientus c",. Meklējot maksimumu fun-

kcijai (8.1.9), rindās 0, 0' un 0" ierakstītos koeficientus pārveido

saskaņā ar parasto simpleksa metodes algoritmu. Ja dotā_ uzde-

vuma ierobežojumu sistēma nav saderīga, tad parametriskās pro-

grammēšanas uzdevumam nav neviena atrisinājuma.
Ja ierobežojumu sistēma ir saderīga un pēdējās iterācijas ta-

bulas rindā 0 visi nebāzes mainīgo koeficienti ir nenegatīvi, tad

šīs tabulas brīvo locekļu rindā 0 nolasāms_ funkcijas (8.1.9), t. i.,

2ft, maksimums. Sis maksimums ir vienāds ar skaitli cto+

kur a
0

nolasāms pēdējās iterācijas tabulas brīvo locekļu rinda o',

bet po — rindā 0".

Reizinot visus pēdējās iterācijas tabulas rindas 0" elementus

Pj ar t un pieskaitot šos reizinājumus rindas 0' elementiem ctj,

iegūst pārveidotu funkcijas (8.1.1) izteiksmi

n

2=ao + Z (oj + (8.1.11)
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No šīs izteiksmes izriet, ka a0+pV ir funkcijas (8.1.1) maksi-

mums pie visām tām parametra t vērtībām, kuras apmierina no-

sacījumus

aj+Bjr>o (/=1,2, ...,n). (8.1.12)

Nevienādību sistēmas (8.1.12) atrisinājumu intervāla

(8.1.13)

galapunktus k 0 un k\ nosaka, risinot atsevišķi to nevienādību sis-

tēmas (8.1.12) apakšsistēmu, kurā Bj>o, un apakšsistēmu, kurā

Р;<o.

Ja Bj>o, tad un

Pj

k o= maxļ-f) = (8.1.14)
3j>o \ Pj / Pjo

Ja Bj<o, tad un

Pj

*i- = -fi. (8.1.15)
P,<o \ Pj / Pji

_

Ja nevienādību sistēmā (8.1.12) visi tad / maiņas inter-

vāls uz apakšu nav ierobežots, t. i., kQ=
— 00.

Ja turpretim visi tad / maiņas intervāls nav ierobežots
uz augšu, t. i., kļ = +00.

Ar nevienādībām (8.1.13) ir noteiktas robežas, kurās var iz-

mainīties dotās mērķa funkcijas (8.1.1) parametrs r, nemainot

fiksētai parametra vērtībai t= k atbilstošo optimālo plānu. Katrai
t vērtībai, kas pieder pie intervāla k protams, atbilst

sava maksimālā mērķa funkcijas vērtība

max z= a0+ (8.1.16)

Ja kādas iterāciju tabulas nulltajā rindā ir negatīvs skaitlis,

piemēram, au+ un zem tā esošajā ierobežojumu sistēmas

koeficientu kolonnā nav neviena pozitīva skaitļa, tad mērķa
funkcija Zk, kas definēta ar izteiksmi (8.1.9), ir neierobežota. Tas

tomēr nenozīmē, ka dotā uzdevuma mērķa funkcija z, kas definēta

ar izteiksmi (8.1.1) resp. (8.1.6), ir neierobežota pie visām citām

parametra t vērtībām, kuras nav vienādas ar pirmajā risināšanas

posmā pieņemto parametra t vērtību t=k. Kad p tad ccv +

+ visiem un mērķa funkcija z ir neierobežota pie
Pu

visām parametra vērtībām, kuras aizpilda intervālu +00.
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Ja turpretim Bu>o, tad au+ Bui<o visiem t<: —~ un funkcijai г

nav maksimuma pie visiem t, kuri aizpilda intervālu — oo^;r<

< —

тр-
Kāda ir funkcijas z optimālā vērtība, ja t=—-^-.tasjā-

pu pu

noskaidro atsevišķi. Tam nolūkam jāaprēķina iterāciju tabulas

nulltās rindas elementi, ievietojot k vietā skaitli ļ—-jpj un turpi-

not risinājumu iepriekš aprakstītajā kārtībā.

Intervāla (8.1.13) galapunktus, t. i., punktus r=&
0 un t=ku

sauc par parametra raksturīgajiem punktiem.

Ļaujot parametram t atstāt intervālu (8.1.13) uz augšu, t. i.,

ņemot t lielāku par skaitli k\, skaitlis aji +Рлг: ir mazāks par nulli,
kad Bji<;o. Ja tajā iterāciju tabulas kolonnā, kurā atrodas skaitļi
•ctji un Bji, ir kaut viens pozitīvs ierobežojumu sistēmas koeficients,
jāturpina uzdevuma risināšanas nākošais posms. Tam nolūkam

jāpārrēķina iterāciju tabulas nulltās rindas elementi, ievietojot
skaitļa t= k vietā skaitli t= kx un turpinot uzdevuma risināšanu

iepriekš aprakstītajā kārtībā līdz tam iterāciju solim, kurā iegūst

jaunu parametra vērtībai t=k\ atbilstošo optimālo atrisinājumu
vai arī pārliecinās par jaunās mērķa funkcijas zui neierobežotību.

Jaunajā 2. risināšanas posmā iegūtā pēdējā iterācijas tabula

dod iespēju iepriekš aprakstītajā kārtībā noteikt intervālu

2, kura robežās var mainīties mērķa funkcijas (8.1.1) resp.

(8.1.6) parametrs t, nemainot fiksētai parametra vērtībai t=k\

atbilstošo optimālo plānu.
Pietiekami daudz reižu atkārtojot šādus risināšanas posmus,

iegūst monotoni augošu raksturīgo punktu virkni kO,k\, k2,..., k
r.

Ļaujot parametram t atstāt sākumā iegūto intervālu (8.1.13)
uz apakšu, t. i., ņemot / mazāku par skaitli ko, analogā veidā

iegūst monotoni dilstošu raksturīgo punktu virkni k-\, /г_ 2 k_
s.

Apvienojot abas tā iegūtās raksturīgo punktu virknes, rodas

dotā parametriskās programmēšanas uzdevuma (8.1.1)—(8.1.5)

raksturīgo punktu monotoni augoša virkne

&_, Au*h), •• •. k
-u

ko, ku
k2,...,kr. (8.1.17)

Katri divi blakus esošie raksturīgo punktu virknes (8.1.17) lo-

cekļi nosaka to intervālu, kurā var mainīt uzdevuma (8.1.1)—

(8.1.5) parametra t vērtību, t. i., var izmainīt šī uzdevuma mērķa
funkcijas koeficientus un tiem atbilstošo mērķa funkcijas vērtību,
nemainot optimālo plānu.

Tādā gadījumā, kad, formulējot kādu parametriskās program-
mēšanas uzdevumu, ir iepriekš zināms parametra t maksimālais

maiņas intervāls uzdevuma risināšanu sāk ar vienu

no šī intervāla galapunktiem. Tad nav jāmeklē tie raksturīgie
punkti, kuri atrodas ārpus dotā maksimālā intervāla robežām.
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Uzdevums. Atrast maksimumu funkcijai

z=(s-t)x l+ (t-B)x2
-x

3 (8.1.18)

pie ierobežojumiem

-Xi+ x2+ 2x3^\2,

Xļ + 2x 2
- x (8.1.19)

(/=1,2,3),

kur t ir reāls mainīgs parametrs.
Atrisinājums. Mērķa funkciju (8.1.18) var pārrakstīt šādi:

z=z'+ z"t, (8.1.20)

kur

z'= sxi-Bx2-x3, (8.1.21)

z"=-xi+x 2. (8.1.22)

Tā kā pēc uzdevuma nosacījumiem parametra t vērtība var būt

jebkurš reāls skaitlis, tad uzdevuma risināšanas pirmajā posmā
pieņemsim, ka t=k=0. Saskaņā ar šo pieņēmumu pirmajā posmā
jāatrod maksimums lineārai funkcijai zo=sxi — 8x2—x 3 pie iero-

bežojumiem (8.1.19). levedot attiecīgus papildu nezināmos, pār-
veidojam doto ierobežojumu sistēmu kanoniskajā formā un sa-

stādām sākuma iterācijas tabulu

(8.1.23)

Izpildot vienu iterāciju soli ar galveno elementu 1, kas tabula

(8.1.23) apvilkts ar taisnstūri, iegūstam tabulu (8.1.24):

(8.1.24)

+ 1 -1 (I)

-8 -1 -2 1 м

20
г'

О

О

о

-5 8

-5 8

Ш -i

1

1

О

О
(У

О"г"

-Уг

11'

8

-1

1

1

2

2

-1
1
2

11 3 -11 15

+ 1 -1 Уг х2 ■V,) (И)

м

г0

г'

z"

40 !
40 !

-8

-5

-5

1

18
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-3

-4

-4

1

0

О'

О"

У\ 20 ļ
8 I

-1

-1

3

2

ш
-1

1

2

99 -12 37 -8
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Tabulā (8.1.24) nolasāms atbalsta plāns: X\ =8, x2=x3=0. Tam

atbilstošā funkcijas z0 vērtība 40 nav šīs funkcijas maksimums,

jo nulltajā rindā ir negatīvi skaitļi —5 un —4. Tā kā zem ne-

gatīvā skaitļa esošajā ierobežojumu sistēmas koeficientu kolonnā

nav pozitīva skaitļa, tad funkcija z
0 var augt neierobežoti. Fun-

kcija z ir neierobežota pie visām tām parametra t vērtībām, kuras

apmierina nevienādību —5+ r<;o vai —oo</;<;s.
Lai noskaidrotu, vai mērķa funkcijai z pie parametra vērtības

f=s ir maksimums, tad tabulas (8.1.24) rindā 0 nolasāmā fun-

kcija z
o
=z'+ 0-z" jāaizstāj ar funkciju z

5
=z' +sz" un jāmeklē

funkcijas z
5

maksimums. Risināšanu turpinām ar tabulu (8.1.25).

(8.1.25)

Tabulā (8.1.25) nolasāmais plāns Xļ =8, х
2
=л:з=0 ir optimāls

ne vien vērtībai r=5, bet arī visām tām t vērtībām, kuras apmie-
rina nevienādības -5+ -4-ИsгО, t. i., Гsгs,

jeb un max2=40-Br. Atvietojot tabula

(8.1.25) funkciju z5 ar z6=z' +6z", iegūstam tabulu (8.1.26), ku-

rai seko tabula (8.1.27):

(8.1.26)

(8.1.27)

+ 1 -1 Vi Хг х3 (III)

г'

г"

о

40

-8

0
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1
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О'

0"

.'/1

Xl

20

8

-1

-1

3

2

1
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2

+ 1 -1 .'/2 x2 (IV)
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2
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О
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Tabula (8.1.27) nolasāmais plāns xļ =x3= 0, =4 ir optimāls
visām tām parametra vērtībām, kuras apmierina nevienādības

1 3 1

4-y/S>o, -9+ jeb 6</s=B un max2=

= -32 + 4r. Atvietojot tabulā (8.1.27) funkciju zs ar 28=2'+8z",
iegūst tabulu (8.1.28). Tai seko tabula (8.1.29):

(8.1.28)

(8.1.29)

Tā kā tabulas (8.1.29) rindā 0" visi nebāzes mainīgo koefi-

cienti ir nenegatīvi, tad visiem t no intervāla +oo šajā ta-

bulā nolasāmais plāns ir optimāls un ar jebkuru / no šī intervāla

max z= —96+ 12/. Raksturīgo punktu virkne uzdevumam (8.1.18),
(8.1.19) tātad ir fi=s, /2=6, /3=8. Ja parametra vērtības sakrīt

ar raksturīgajiem punktiem, uzdevumam var eksistēt alternatīvi

■optimālie plāni.

8.2. §. Matemātiskās programmēšanas uzdevums, kura lineā-

rās ierobežojumu sistēmas brīvie locekļi ir viena parametra lineā-

ras funkcijas. Tādu uzdevumu vispārīgā veidā vienmēr var for-

mulēt šādi.

Atrast maksimumu lineārai funkcijai

n

z= £ CļXļ (8.2.1)
/-1

+ 1 -1 !)2 X\ (VI)
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pie ierobežojumiem

£ + b"it (i=1,2,... ,p<h), (8.2.2)
/-i

£ + Ь"<г (t =p + 1,...,n<m), (8.2.3)

n

£ ад=/У< +Ь"<г (i =ft+1,...,m), (8.2.4)

(/=1,2,...,«), (8.2.5)

kur Xj ir nezināmi reāli lielumi un t —
reāls lielums, kas mainās

noteiktā intervālā. Pārējie lielumi ir doti reāli skaitļi.
Uzdevuma (8.2.1)—(8.2.5) risināšanu vienmēr var veikt ar

iepriekšējā paragrāfā aprakstīto metodi, ja dotā uzdevuma vietā

risina tam atbilstošo duālo uzdevumu.

Parametriskās programmēšanas uzdevumu var vēl paplašināt
dažādos virzienos, ievedot vairākus parametrus vai aplūkojot
lineāras mērķa funkcijas koeficientus (ierobežojumu sistēmas brī-

vos locekļus) kā nelineāras viena parametra funkcijas. Var ap-
lūkot arī tādus parametriskās programmēšanas uzdevumus, kuru

ierobežojumu sistēmas koeficienti ir kāda parametra funkcijas.
Sos jautājumusneiztirzāsim.

8.3. §. Daļveida lineārā programmēšana. Par daļveida lineā-

rās programmēšanas uzdevumu sauc tādu matemātiskās program-

mēšanas uzdevumu, kura mērķa funkcija ir divu lineāru funkciju

dalījums, t. i.,

c'\X\ + c'
2X2+...+C'nXn Zļ

/о о1 \
Z~

c"lxl +
c"

2
x

2+.. .+ c"nxn ~Z2 '

bet šīs funkcijas definīcijas apgabalu vispārīgā gadījumā nosaka

lineāru vienādojumu vai nevienādību sistēma:

n

X (t=1,2,.. . ,p<h), (8.3.2)
y=i

£ (t'=p+1,..., rt<m), (8.3.3)
/=1

П

£ aijXj =bi(i=/z+1,..., m), (8.3.4)
/=1

Xj>o (/=1,2,..., Л), (8.3.5)

kur a,„ c'j un c"j ir dotie reālie skaitļi, bet Xj — nezināmi

reāli lielumi.

Uzdevumā jāatrod maksimums (vai minimums) nelineārai fun-

kcijai (8.3.1) pie ierobežojumiem (8.3.2)—(8.3.5). Šādā uzdevumā
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mērķa funkcijas (8.3.1) saucējs z2 pie ierobežojumiem (8.3.2) —

(8.3.5) noteiktā apgabalā nevar būt vienāds ar nulli. Tas nozīmē,
ka dotajā apgabalā funkcija z2 savu zīmi nemaina.

Sajā paragrāfā parādīsim, ka tādu nelineārās programmēša-
nas uzdevumu var atrisināt ar simpleksa metodi, soli pa solim

izpildot vienkāršus papildu aprēķinus katrā simpleksa metodes

iterāciju solī pēc tam, kad parastajā kārtībā ir atrasts kāds no

dotā uzdevuma atbalsta plāniem.
Ar daļveida lineārās programmēšanas uzdevumiem ekonomikā

jāsastopas, ja mērķa funkcija (optimalitātes kritērijs) ir produk-

cijas ražošanas rentabilitāte.

Lai atrisinātu daļveida lineārās programmēšanas uzdevumu ar

simpleksa metodi, tad parastajā kārtībā sastādāmās simpleksa
metodes iterāciju tabulās nulltās rindas vietā ieved divas rindas,
kuras apzīmēsim ar 0' un 0". Pirmās iterāciju tabulas rindā 0'

raksta mērķa funkcijas (8.3.1) lineārā skaitītāja z\ koeficientus

c'j, bet rindā 0" — saucēja z2 koeficientus c"j. Šo abu rindu ele-

mentus katrā iterāciju solī pārveido pilnīgi analogi tam, kā pār-
veido jebkuras iterāciju tabulas rindu elementus. Pieņemsim, ka

pēc v iterāciju soļiem no bāzes mainīgo skaita ir izslēgti visi māk-

slīgie un ar mīnusa zīmi ierakstītie papildu nezināmie. Tas no-

zīmē, ka dotā uzdevuma ierobežojumu sistēma ir saderīga un

attiecīgais bāzes atrisinājums nolasāms pēc v soļiem iegūtajā
iterāciju tabulā, kura vispārīgā gadījumā var būt šāda:

(8.3.6)

Tabula (8.3.6) nolasāmajam atbalsta plānam atbilst mērķa
funkcijas z vērtība, kuru apzīmēsim ar

(8.3.7)

Ja ar kādu tabulas (8.3.6) elementu brh >o kā ar galveno ele-

mentu izpildītu vēl vienu iterācijas soli, lai iegūtu citu atbalsta

+ 1 -1 xn

2| l'n

2i 0"n

...

Vr 6r0

b,„ 0

bn ■■■

bn

bih

brh

b ln

...

b mk Ьтп
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plānu, tad jaunajā tabula nolasāmajam atbalsta plānam atbilstu

funkcijas z vērtība, kuru apzīmēsim ar

Qt.+l=|£±L, (8.3.8)

kur saskaņā ar simpleksa metodes algoritmu

n,
_n, q'kbr0

4 v+l
—Ч v т

—

,
Orh

„
. \ (8.3.9)

V v+l— V v Г .
Orh

Viena tāda iterācijas soja rezultātā mērķa funkcija iegūst pie-
augumu

&z=Qv+l -Q v

jeb, ņemot vērā formulas (8.3.7)—(8.3.9),

Saskaņā ar simpleksa metodes galvenās rindas noteikšanas

algoritmu attiecība Q=b
ro/brh ir nenegatīvs skaitlis. Pēc uzde-

vuma nosacījuma mērķa funkcijas saucēja zīme ierobežojumu ap-

gabalā nevar mainīties. Tādēļ Q"c -Q"«+i>o un Az zīme ir vie-

nāda ar determinanta

Q\ Q"v
d k

=Q'b q"k-Q"vq'k=
,

qk q k

zīmi. Tas nozīmē, ka funkcija z iegūst pozitīvu pieaugumu, ja
nākošā iterācijas soļa izpildīšanai galveno elementu var izvēlēties

tādā kolonnā, kurai atbilstošais determinants

Q"v Q'v
-dk

=

„ ,
=Q" vq'h-Q'vq"k (8.3.11)

qk q к

ir negatīvs. Ja tajā iterācijas tabulā, kurā nolasāms kāds atrasts

atbalsta plāns, nav tādas kolonnas, kurai atbilstošais determi-

nants (8.3.11) ir negatīvs, tad šajā tabulā atrodams mērķa fun-

kcijas z maksimums. To aprēķina ar formulu (8.3.7) resp. (.8.3.8).
Ja tajā iterācijas tabulā, kurā nolasāms atrastais atbalsta

plāns, nav tādas kolonnas, kurai atbilstošais determinants (8.3.11)
ir pozitīvs, tad šajā tabulā atrodams mērķa funkcijas z minimums.

To aprēķina ar formulu (8.3.7) resp. (8.3.8).
Uzdevums 8.3.1°. Atrast maksimumu funkcijai
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pie ierobežojumiem

—2xi +5jc2 + x3=£ī 3, |
-2xi+7x2+ 3x3

i
(8.3.13)

2xi-3x
2+ 3x335 t, ļ

Xj>o (/=1,2,3).

Atrisinājums. levedot attiecīgus papildu nezināmos, pārveido-
jam doto ierobežojumu sistēmu kanoniskajā formā un sastādām

sākuma iterācijas tabulu:

(8.3.14)

Izdarot vienu iterāciju soli ar galveno elementu 3, kas tabulā

(8.3.14) apvilkts ar taisnstūri, iegūstam jaunu iterācijas tabulu

(8.3.15) . Tās beigās pievienosim rindu, kurā ierakstīti turpmāk
izpildīto blakus aprēķinu rezultāti:

(8.3.15)

+ 1 -1 (I)

-1 -2 -з Л1

г, 0 -2 -1 -3

22 0 -1 -3 -4 0"

У2

3

12

1

-2

-2

2

5

7

-3

3

UI

1

2

3

14 -8 -4 4

+ 1 -1 Уз (П)

0 0 M

2l 1 -i ~1 0'

2j 4/3 5/3 -7 -4./3 0"

Vi

8/3

11

1/3

-8/3

-4

6

10

-1

1/3

1

-1/3

1

2

3*3

46/3 -16/3 -7/3 4

z=3/4 -5/3 5/3 5
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Pielīdzinot tabulas (8.3.15) nebāzes mainīgos nullei, nolasām

atbalsta plānu X[ =x2=0, x
3=l/3. Šim plānam atbilstošā mērķa

funkcijas vērtība 2=3/4 iegūstama, izdalot tabulā esošo 2i= l ar

2
2
=4/3. Pārējie tabulas (8.3.15) papildu rindā 5 ierakstītie skaitļi

ir determinanti, kas katrai kolonnai aprēķināti pēc formulas

(8.3.11), jo

А4П 1
5 5

_d2 =

4

..(_ 4)-l.(-7)=ļ,

- d3=4-(-i)-i-(-4)=o.
Tā kā tabulas (8.3.15) 5. rindā ir negatīvs skaitlis ( —5/3),

tad funkcijas (8.3.12) vērtību var palielināt, ja nākošā iterācijas
soļa izpildīšanai par galveno izvēlas kolonnu, kurā atrodas šis

negatīvais skaitlis. Izdarot nākošo iterāciju soli ar galveno ele-

mentu 2/3, kas tabulā (8.3.15) apvilkts ar taisnstūri, un pēc ite-

rācijas soļa izpildīšanas jau aprakstītajā kārtībā no jauna aizpil-
dot papildu rindu 5, iegūst tabulu (8.3.16):

(8.3.16)

Tā kā tabulas (8.3.16) papildu rindā 5 nav neviena negatīva
determinanta, tad 2=2 ir meklējamais dotā uzdevuma mērķa fun-

kcijas maksimums. To šī funkcija sasniedz, ja argumentu vērtības

ir X] =1/2, х2=лг3
=0.

Uzdevums 8.3.2°. Atrast iepriekšējā uzdevuma mērķa fun-

kcijas (8.3.12) minimumu pie ierobežojumiem (8.3.13).

Atrisinājums. Uzdevuma risinājuma sākums saskan ar tabulām

(8.3.14), (8.3.15), bet tabulā (8.3.15) par galveno jāizvēlas tāda

kolonna, kurā atrodas papildu rindas 5 pozitīvs skaitlis. Tāds

+ 1 -1 хг хг Уг (III)
I

I *■ -4 -1 О'

*г 1,2 -5/2 -9/2 -1/2 О"

.'/1

xt

4

13
1/2

4

6
3/2

2

4

-3/2

-1

-1

-1/2

1

2

3

18 | -5 -5 4

2=2 5/2 5/2 О 5



skaitlis ir 5/3, un nākošais iterācijas solis jāizpilda ar galveno
elementu 6. Pēc šāda iterācijas soļa iegūst tabulu (8.3.17):

(8.3.17)

Tā kā tabulas (8.3.17) papildu rindā 5 nav neviena pozitīva
determinanta, tad г=5/8 ir meklējamais mērķa funkcijas mini-

mums. To šī funkcija sasniedz, ja argumentu vērtības ir xi =0,
x2=4/9 un x

3=7/9.

+ 1 -1 X\ .'/i Уз (ИГ)

25/9 -16/9 2/3 -7/9

40/9 -13/9 7/6 -17/18 0"

Уг

Хз

4/9
59/9

7/9

-4/9
4/9

2/9

1/6
-5/3

1/6

1/18
4/9

-5/18

1
2

3

14 -4 -1/2 -5/2 I 4

2=5/8 -35/9 -5/18 -5/6 5
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II DAĻA

LINEĀRĀS PROGRAMMĒŠANAS

TEORIJAS PAPILDINĀJUMI

9. nodaļa

LINEĀRĀS PROGRAMMĒŠANAS UZDEVUMU PLĀNU KOPA

9.1. §. n-dimensiju vektoru telpas un izliektas punktu kopas
jēdzieni. Analītiskajā ģeometrijā par vektoru sauc orientētu tais-

nes nogriezni. Vektora projekcijas uz taisnleņķa koordinātu sistē-

mas asīm sauc par vektora koordinātēm. Trīsdimensiju telpā vek-

toru a viennozīmīgi definē kā triju sakārtotu skaitļu kopu (ai,
о-ъ a 3). Pēc analoģijas ar trīsdimensiju telpas vektoru n sakārtotu

skaitļu kopu (a\, a2,
an ) sauc par n-dimensiju vektoru. Skait-

ļus ūļ, a
2, ..., a

n
sauc par n-dimensiju vektora koordinātēm.

Ņemot vērā, ka jebkura rādiusvektora koordinātes ir vienādas ar

vektora galapunkta koordinātēm, termini «punkts» un «vektors»

turpmāk lietoti kā sinonīmi. Vektora koordinātes var pierakstīt
kolonnā (ailē), rakstot tās numuru kārtībā citu zem citas, vai arī

rindā, rakstot tās citu aiz citas.

Ja vektora koordinātes pierakstāmas kolonna, tad tā apzīmē-
šanai lietosim latīņu alfabēta mazos burtus pustrekna iespieduma
bez indeksa vai arī ar indeksu apakša pie burta, ar kuru apzīmēts

vektors, piemēram,

ai "ļ Г O-lk

a2
a2 v

_

a n J L °nft
_

Ja vektora koordinātes pierakstāmas rindā, tad tā apzīmēšanai
lietosim latīņu alfabēta mazos burtus pustreknā iespiedumā ar

burtu T vai kādu citu indeksu augšā pie burta, ar kuru apzīmēts

vektors, piemēram, a
T= (ūi, a2,..., an ) vai a

h=(аы, ащ,..., ahn)-
Ja o

T=(ai, a2, a„)_, tad (o
T ) T=(ai, a2, а„) т

=а.

Saskaņā ar šiem apzīmējumiem jebkuras taisnstūrveida skaitļu
tabulas (matricas) rinda vai kolonna ir vektors.
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Divi vektori a=(au a 2, a„) T
un b= (bx, b2, bn ) T ir

vienādi, t. i., o=b, tad un tikai tad, ja visiem t=l, 2, n izpil-
dās vienādība ūi =bū ja un aļSsb, ja а,^Ь,-.

Par vektora a= (a\, a
2,..., а„) т reizinājumu ar skaitli с sauc

vektoru

са= (саь ca2, •• •, c«n)T. (9.1.1)

Par vektoru a= (ai, a2, а п) т
un &= (& b b 2, fr„) T

summu sauc vektoru

а +Ь=(а,+ г>,, а2+&2, ап
+ &п)т- (9.1.2)

Par divu vektoru a= (au a2,.. ~ an ) T
un 6= (bi, b2,..., 6

n) T

skalāro reizinājumu sauc skaitli

n

а
тЬ =Ь т

о= S ( 9Л-3>

Skaitli |c| =Уат
а=Уа21+а

2
2+.. .+a

2
„ sauc par vektora

а= (аь а2, ..., а„) т moduli vai garumu. Vektoru a°, kura modulis

ļa°ļ =l, sauc par vienības vektoru.

Izteiksmi

X\ūi +x 2a2+... +x
nan

=6 (9.1.4)

sauc par vektoru sistēmas а
ь

а
2, ..., an

lineāru kombināciju, bet

skaitļus X\, x2, ..., x
n

— par šīs lineārās kombinācijas koeficien-

tiem. levērosim, ka izteiksme (9.1.4) ir viens no lineāru algebrisku

vienādojumu sistēmas pierakstiem, ja vektori а,- (t'= 1, 2, n)

ir vienādojumu sistēmas koeficientu matricas kolonnas, b —
brīvo

locekļu vektors un дс= (x v x 2, x n ) —
sistēmas atrisinājums.

Vektoru, kuram visas koordinātes ir nulles, sauc par nullvek-

ioru. To apzīmēsim ar о vai o
T.

Vektoru sistēmu аь а2, ah sauc par lineāri atkarīgu, ja

vektoriālajam vienādojumam

Xļūi +x 2a2+. .. +x kūk=o (9.1.5)

eksistē netriviāls atrisinājums (x\, x 2,..., х
к ) т

Фо. Vektoru sis-

tēmu oi, a2, ūh sauc par lineāri neatkarīgu, ja vektoriālajam
vienādojumam (9.1.5) nav netriviālu atrisinājumu. Lineārā atka-

rība vai neatkarība tātad ir vektoru sistēmas, bet ne atsevišķa šīs

sistēmas vektora īpašība.
Kopas jēdziens pieder pie matemātikas pamatjēdzieniem, kas

nav definējami ar citiem, vienkāršākiem jēdzieniem. Vārdu «корал
bieži sastopam arī ikdienas valodā. Vispār, ja objekts A kaut kā

definē objektus a, b, c, ... un, otrādi, ja objekti а, b, c, ... savu-

kārt definē objektu A, tad šo savstarpējo sakarību var izteikt ar

vārdiem: kopa A sastāv no elementiem a, b, с Atkarībā no

kopai piederošo elementu daudzuma izšķir galīgas un bezgalīgas
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kopas. Kopa ir galīga, ja tas elementus var sanumurēt un nu-

muru skaits nav neierobežots. Elementa a-piederību pie kopas Л

apzīmē ar simbolu oe! Kopu sauc par tukšu, ja tajā nav ne-

viena elementa. Tukšu kopu apzīmē ar simbolu 0. Ja katrs kopas
A elements pieder arī kopai B, tad A ir kopas В apakškopa. To

pieraksta ar simboliem А
=

£ vai ВэЛ. Ja vienlaicīgi А £ В un

ВеЛ, tad raksta A=B vai B=A un saka, ka kopas Л un В ir

vienādas. Ja tās nav vienādas, tad var rakstīt АфВ.
Par divu kopu Л un Б apvienojumu (jeb summu) sauc kopu

S=A\JB, kuras katrs elements pieder kopai Л vai kopai В (vai
abām šīm kopām).

Par divu kopu šķēlumu (jeb reizinājumu) sauc kopu M=A(]B,
kuras katrs elements pieder kā kopai Л, tā arī kopai B.

Ja M=A(]B=0, tad kopām Л un В nav neviena kopīga ele-

menta. Tādas kopas sauc par disjunktlvām kopām.
Par kopu Л un В starpību sauc kopu D=A\B, kuras katrs

elements pieder kopai Л, bet neviens tās elements nepieder ko-

pai B.

Ja kopa Л ir kopas G apakškopa, tad par kopas Л paplldkopu

(attiecībā uz kopu G) sauc kopu A =G\A.
Ja aplūkojam bezgalīgas punktu kopas plaknē, tad visiem tikko

definētajiem jēdzieniem ir uzskatāma ģeometriska interpretācija,
kas attēlota zīmējumā 9.1.

n-dimensiju vektoru kopu E
n, kuras elementiem ir īpašības, kas

definētas ar formulām (9.1.1)— (9.1.3), sauc par n-dlmenstju Eik-

llda telpu, ja šajā kopā eksistē lineāri neatkarīga n vektoru sis-

tēma un katra šai kopai piederošā n+l vektoru sistēma ir lineāri

atkarīga.
Par telpas E

n
bāzi sauc katru lineāri neatkarīgu n vektoru

sistēmu. Jebkuru telpai E
n piederošu vektoru var viennozīmīgi

izteikt kā bāzes vektoru lineāru kombināciju. Viena no visparocī-

gākajām telpas E
n

bāzēm ir vienības vektoru sistēma (ortonor-
mēta bāze):

ei=(1,0,...,0) T,

e2=.(o'.
l

:v".'
o)T

: (9- 1-6)

e„=(0, 0,...,1)
T.

Lineārās programmēšanas teorijā svarīga nozīme ir izliektas

(konveksas) kopas jēdzienam. Sis jēdziens savukārt cieši saistīts

ar n-dimensiju Eiklīda telpas punkta apkārtnes un nogriežņa jē-
dzieniem.

Definīcija I°. Par punkta a e-apkārtnl sauc visu to punktu

x kopu, kuru attālums \a-x\ no punkta a ir mazāks par dotu

pozitīvu skaitli c.

Definīcija 2°. Punktu x sauc par punktu kopas X\, x 2,...



140

Zīm. 9.1.

. .., xp izliektu lineāru kombināciju, ja x=hxi +Х2Х2 +■■ . +h
p
x

p,
kur Я;sгo (i= 1, 2, .. . ,p) un Ai + /\,2+.. .+K

P
= 1.

Tā, piemēram, ja ir doti divi punkti a=(2;4)T
un 6= (8; 2) T,

tad izteiksme Яа+(l—X)6, kur O<Жl, ir jebkura punktu о

un 6 izliekta lineāra kombinācija (zīm. 9.2).
Definīcija 3°. Par nogriezni, kas savieno punktus x\ un x2

и-dimensiju telpā, sauc visu to punktu kopu, kuru rādiusvektorus

x nosaka formula

ж=-А*l+ <1-Я)*2, o</l<l (9.1.7)

jeb
*=/\i*i+/\2*2, Ai +A2

= 1- (9.1.8)

Ņemot vērā definīciju 2°, jebkurš nogriežņa (x\, x 2) punkts
x ir tā galapunktu izliekta lineāra kombinācija. Šeit un arī tur-

pmāk tiek pieņemts, ka *i=^x2, resp., ka nogrieznis nav sarucis

par vienu punktu.
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Zīm. 9.2.

Definīcija 4°. n-dimensiju telpas E
n apakškopu К sauc par

izliektu kopu, ja no punktu а ее К un b ее Ķ piederības pie К iz-

riet, ka nogrieznis (a, b) Ir kopas Ķ apakškopa, resp., (a,b) s Ķ.

Saskaņā ar šo definīciju, piemēram, riņķis ir izliekta punktu

kopa, bet riņķa līnija nav izliekta punktu kopa. Vienu atsevišķu

n-dimensiju telpas punktu uzskata par izliektu kopu, kurā ietilpst
tikai viens elements.

Vispārīgā gadījumā visus izliektas kopas punktus var sadalīt

divās grupās: iekšējos un virsmas punktos.

Definīcija s°. Punktu аее К sauc par Izliektas kopas Ķ

iekšējo punktu, ja eksistē tāds e>o, ka a visa г-apkārtne pieder

pie kopas K.

Definīcija 6°. Punktu oe/( sauc par izliektas kopas Ķ

virsmas punktu, ja ši punkta а г-apkārtnē pie jebkura e>o ietilpst

gan kopas К iekšējie punkti, gan ari tādi punkti, kuri nepieder pie

kopas Ķ.

Izliekta kopa ir noslēgta, ja pie tās pieder visi šīs kopas vir-

smas punkti.

Starp izliektas kopas virsmas punktiem īpaša nozīme ir t. s.

ekstremālajiem punktiem jeb virsotnēm. Izliektas kopas К virsmas

punktu p sauc par virsotni, ja nav tāda nogriežņa (а,
kura viduspunkts sakristu ar punktu p.

Tā, piemēram, zīmējumā 9.3 attēlotais daudzstūris veido iz-

liektu punktu kopu K. Punkti xx ее К un x2se Ķ ir šīs kopas iek-

šējie punkti, bet ЖзЕЕ/С un *4 Кir virsmas punkti. Virsmas

punkts xs ее К ir virsotne.

Izliektas kopas dimensiju skaitu nosaka lineāri neatkarīgo vek-

toru skaits sistēmā (x — kur a ir brīvi izraudzīts

kopas К elements, bet x ēК — katrs šīs kopas elements. Tas

nozīmē, piemēram, ka punkts ir nulldimensionāla, nogrieznis —

viendimensionāla,riņķis — divdimensionāla, lode — trīsdimensio-

nāla izliekta punktu kopa.



142

Zīm. 9.3.

Definīcija 7°. Izliektu kopu К sauc par neierobežotu, ja
katram punktam atbilst tāds vektors Кфо, ka punkts
(x+ К pie jebkura pēc patikas liela Pretējā gadījumā
К ir ierobežota kopa.

Definīcija B°. Izliektu kopu sauc par izliektu daudzskaldni

(vai poliedru), ja tā ir ierobežota un tai ir galīgs virsotņu skaits.

Tā, piemēram, tetraedrs ir izliekts daudzskaldnis, bet lode tāda

nav, jo tās virsotņu skaits ir bezgalīgi liels.

9.2. §. Matricu algebras elementi. Divas matricas A
(mXn)

=

=(ац)(тхп) un В (mX n)
= (Ьц)_шхп) ir vienādas, A=B, ja tām ir

vienāds rindu skaits m, vienāds kolonnu skaits n un ja visi mat-

ricas A elementi ац (I=l, 2, m; /=l, 2, n) ir vienādi

ar attiecīgajiem matricas В elementiem bij=aij. Ja visiem iun /

izpildās nevienādības tad bet, ja visiem t un / iz-

pildās nevienādības tad Matricu, kurai visi ele-

menti vienādi ar 0, sauc par nullmatrtcu. To apzīmēsim ar O.

Apmainot lomām matricas rindas ar kolonnām, iegū-
sim jaunu matricu Л7„Хт)> kuru sauc P ar matricas A transpo-

nēto matricu. Saskaņā ar transpozīcijas definīciju (AĪ
)

T=A.

Pierakstot vienā taisnstūrveida tabulā blakus matricas -4
(mX„)

un В
(mX s).

kam ir vienāds rindu skaits, iegūst blokmatrlcu

C[mx{n+s)) =[A\B], kurai ir m rindas un n+s kolonnas. Mat-

ricas A un В šādā gadījumā sauc par matricas С apakšmatricām.

Analogi matricas D( rXP)
un F

(s xP ),
kam ir vienāds kolonnu skaits,

var būt apakšmatricas blokmatricai

G[(^)x pl =[-|-]=[dt |ft]t.

Matricu A= (ац) (mXn) un B= (Ьц) (mXn) summa ir matrica

C =A+B, kuras elementi Сц =ац + Summa lr_ definēta tikai

vienāda tipa matricām, t. i., tādām matricām, kurām nav dažāda

rindu vai kolonnu skaita.

Matricas A= (atj)(mxn) reizinājums ar skaitli с ir matrica cA,



kuras elementus iegūst, reizinot katru matricas A elementu ūij

ar skaitli c.

Matricu A= (ац) (mX„) un B=(Ьц) (nXp) reizinājums ir matrica

C =AB= (Cij) imXp ).
Tās elementus aprēķina pēc formulas

Cij= Z а {кЬк] =а*Ьl.

Sajā formulā a
{ ir matricas A i'-tā rinda, bet bj ir matricas В

/-tā kolonna. Matricu reizinājums AB ir definēts tikai tad, ja А

kolonnu skaits ir vienāds ar В rindu skaitu. Matricu reizināju-
mam ir tik rindu, cik to ir pirmajai, un tik kolonnu, cik to ir

otrajai no reizināmajām matricām. Matricu reizinājumam ir aso-

ciatīvā un distributīvā īpašība, bet vispārīgā gadījumā nav komu-

tatīvās īpašības, t. i., vispār АВФВА. Tādē], pierakstot matricu

reizinājumu, jāievēro reizinātāju kārtība, jo, piemēram, ja matri-

cas В kolonnu skaits nav vienāds ar matricas A rindu skaitu, tad

reizinājums BA neeksistē, kaut ari eksistētu AB. Matricu reizinā-

juma transpozīcijai pastāv sakarība (AB)T
=ВТАТ.

Matricu A{nxn) sauc par n-tās kārtas kvadrātisku matricu. Sīs

matricas rindu un kolonnu skaits ir vienāds. Kvadrātiskas matricas

elementus, kuru rindas un kolonnas numuri ir vienādi, sauc par

galvenās diagonāleselementiem.

Kvadrātisku matricu, kurai visi elementi ir nulles, izņemot gal-
venās diagonāles elementus, sauc par diagonālmatricu.

Diagonālmatricu, kuras visi galvenās diagonāles elementi ir

vieninieki, sauc par vienības matricu. To apzīmēsim ar E. Acīm

redzami E=[e\, e2, en], kur (i=l, 2, n) ir vienības

vektori (9.1.6).
Vienības matrica ir komutatīva ar jebkuru tās pašas kārtas

kvadrātisku matricu, t. i., EA=AE.

Ja matrica В ir komutatīva ar matricu A un reizinājums
AB =BA ir vienības matrica, tad В sauc par matricas A inverso

matricu. To apzīmē ar A'1. Saskaņā ar definīciju AAlA~lA =AA~l =

=E. Ja A~l eksistē, tad A ir nesingulāramatrica.

Ja ir definēts matricu A un В reizinājums AB un šīm matri-

cām eksistē inversās matricas A~l un B~l, tad (AB)~X=B~lA~l .
Matricu A sauc par simetrisku, ja A=AT, bet par antisimet-

risku, ja A= —AT.
Ja Л un В ir blokmatricas, tad, ievērojot vajadzīgos nosacī-

jumus, to summas un reizinājuma veidošanai var izmantot attie-

cīgās apakšmatricas (blokus). Divu vienāda skaita, tipa un izvie-

tojuma blokos sadalītu matricu A un В summu iegūst, saskaitot

šo matricu attiecīgos blokus kā patstāvīgas matricas. Tā, piemē-
ram, matricu

Г А п iAi2ļ Г В,, ļ 8,2
А

— —r—— un B= ---- -! b-| A 2i ļ A 22 \ l B2i ļ 822B22
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summa ir

Г Ац+Ви ļ Ai2+ ļ
A+B=\—з --—— ——

| A2\+B2\ i A22+822 J '

ja bloku un B;j tipi visiem i un / ir vienādi.

Blokmatricu A un В reizinājumu veidojot, jāievēro cits nosacī-

jums. Reizinājums AB ir blokmatrica

Г AuBn +Al2B2i j Außi2 +Ai2822 ļ
L »ивц +A22B2\ \ A 2\B\2 +A22B22 ]'

ja vien attiecīgo bloku reizinājumi eksistē, t. i., ja bloka Aih ko-
lonnu skaits ir vienāds ar bloka Bhi rindu skaitu visiem i, jun k.

9.3. §. Lineārās programmēšanas plānu kopas īpašības.
Lietojot matricu un vektoru simboliku, jebkuru lineārās pro-

grammēšanas uzdevumu var formulēt šādi.

Atrast maksimumu lineārai funkcijai

z(*)=ctjc (9.3.1)

pie ierobežojumiem

Ax=b (9.3.2)

xļzo, (9.3.3)

kur A ir dotā matrica ar m rindām un n>m kolonnām, с — dots

n-dimensiju telpas E
n vektors, x —

nezināms telpas E
n vektors,

bet
—

dots m-dimensiju telpas vektors.

Pieņemsim, ka matricas A pirmās m kolonnas (vektori) a,

(/=l, 2, m) veido lineāri neatkarīgu vektoru sistēmu, kas ir

viena no m dimensiju telpas bāzēm. Atbilstoši šādam pieņēmu-

mam sadalīsim matricu A blokos, apzīmējot ar В bloku, kurā

ietilpst matricas A pirmās m kolonnas, bet ar D — bloku, kurā

ietilpst atlikušās n—m kolonnas. Tad izteiksmē A=[B'\D] matrica

B= (a,j) (m xm)ir m-tās kārtas nesingulāra kvadrātiska matrica, bet

D — taisnstūra matrica ar m rindām un n—m kolonnām. Atbil-

stoši tam sadalīsim arī vektorus с un л: blokos: c= (c B \cD) un

x= (*втl*l>т) т- Pēc tam uzdevumu (9.3.1), (9.3.2) var pārrakstīt
šādi.

Atrast maksimumu lineārai funkcijai

z(x) =c
B
xB+c

D
xD (9.3.4)

pie ierobežojumiem

Bxß +DxD
=b, (9.3.5)

x
ß lS*o,

(9.3.6)
x

v '
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Reizinot vienādojumu (9.3.5) no kreisas puses ar inverso mat-

ricu B~\ iegūstam vienādojumu

x
ß +B1DxD =BIb. (9.3.7)

Vektoru x, kas apmierina ierobežojumus (9.3.2), (9.3.3), sauc par
dotā uzdevuma plānu, bet vektoru *а=(лгв

т 1ot) t — par šī uz-

devuma atbalsta plānu. Katrā atbalsta plānā ietilpst m lineāri

neatkarīgu vektoru sistēma. Par optimālo plānu sauc tādu vek-

toru x*, kurš apmierina uzdevuma ierobežojumus un kuram ir

pareiza vienādība max z(x) =z(x*).
Atbalsta plānu xA sauc par singulāru, ja kaut viena no vek-

tora xb koordinātēm ir nulle.

Izsakot x
B

no vienādības (9.3.7) un ievietojot izteiksmē (9.3.4),

iegūstam

z(x) =c
BB-'b- {c BB-ID-cD)xD. (9.3.8)

Ja pieņemam apzīmējumus

dT
=c

bB-i d_c
d (9.3.9)

un

u
T
=c

BB-', (9.3.10)

tad izteiksmi (9.3.8) varam pārrakstīt šādi:

z(*)=u T&-dT*D. (9.3.11)

No izteiksmes (9.3.11) izriet, ka z(x) skaitliskā vērtība var

būt lielāka par u
T6 tad un tikai tad, ja kaut viena no vektora d

koordinātēm ir negatīva un šai koordinātei atbilstošā vektora xD

koordināte ir pozitīva. Ja neviena no vektora d koordinātēm nav

negatīva, tad, ievietojot izteiksmē (9.3.8) xD=o, iegūstam dota

uzdevuma optimālo atrisinājumu

maxz(x)=c B (9.3.12)

ja xB=B lb un xD =o. (9.3.13)

Reizinot vienādību (9.3.9) no labās puses ar (n-m)-tās kār-

tas vienības matricu, iegūstam n-m formulas vektora d koor-

dinātu aprēķināšanai:

(9.3.14)

kur

z}=cBB-laj (9.3.15)

un Oj ir matricas A /-tā kolonna. Skaitļus, kuri aprēķināti ar for-

mulām (9.3.14), mēdz saukt par
dota uzdevuma vektoru novērtē-

jumiem. Vektoru novērtējumus var pierakstīt arī šadi:

dj-utas-C}, (9.3.16)
kur

„t=c
bß-i. (9.3.17)
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Vektoru novērtējumi kārtējā simpleksa metodes iterāciju tabula

nav nekas cits, kā pārveidotie mērķa funkcijas koeficienti, resp.,

nulltās rindas elementi, kad dotajā iterācijas tabulā ir nolasāms

uzdevuma atbalsta plāns. Bāzes vektoru novērtējumi ir vienādi

ar nulli.

Teorēma I°. Lineāras programmēšanas uzdevuma plānu

kopa ir izliekta kopa.

Pierādījums. Pieņemsim, ka lineārās programmēšanas uz-

devums ir kanoniskajā formā (9.3.1), (9.3.2) un ka šim uzdevu-

mam eksistē vismaz divi plāni x\ un x 2. Tad Ax\ =b, ja
un Ax2=b, ja x Plānu X\ un x 2 lineāra kombinācija x =

=A*i+(l-A.)* s arī ir plāns, jo A[Xx{+ (1 -r\)x2 )=Xb+ (1 -l)b =

=6. Tā kā saskaņā ar definīciju x=Kxļ +(1 — K)x2, ja
ir izliekta punktu kopa, tad teorēma ir pierādīta.

Apzīmējot ar a
l (i=l, 2, m) lineārās programmēšanas

uzdevuma ierobežojumu sistēmas (9.3.2) matricas A rindas, šī

uzdevuma izliektā plānu kopa К ģeometriski nozīmē hiperplakņu
о'ж=Ь,- (i=l, 2, m) norobežoto pustelpu šķēlumu, ja x=

=(Xļ, x 2, xn ) Sis šķēlums, ja tas nav tukša kopa, ir

izliekts daudzskaldnis (poliedrs) n-dimensiju telpas E
n «nenega-

tīvajā oktantā». Jēdziens telpas E
n «nenegatīvais oktants» šeit

lietots pēc analoģijas ar trīsdimensiju telpas pirmo oktantu De-

karta ortogonālajā koordinātu sistēmā. Pēc tās pašas analoģijas
lineāru algebrisku vienādojumu a

T
x=b, kurā nezināms ir vektors

x=(x u x 2, x
n) T, sauc par hiperplakni n-dimensiju telpā. Hi-

perplaknes analogs trīsdimensiju telpā ir plakne, bet divdimensiju
telpā tās analogs ir taisne.

Teorēma 2°. Ja ir zināms, ka vektoru sistēma a,j (/=l, 2, ...

..., k) ir lineāri neatkarīga un X\a\+x 2a2+.. .+ хлоь=ao, kur visi

(/=l, 2, k), tad punkts x= (xv x 2, x
h,0, 0)T

ir izliektas plānu kopas К virsotne. Te x ir n-dimensiju telpas E
n

punkts, kura pēdējās n— k koordinātes ir vienādas ar nulli.

Pierādījums. Pieņemsim, ka punkts x nav plānu kopas
virsotne. Tā kā x ir plāns, bet pēc pieņēmuma nav kopas virsotne,
tad tas var būt kāda nogriežņa (x\, x2punkts un to var

izteikt kā punktu x\ un x 2 izliektu lineāru kombināciju x=

=Xxi+ (1 — X)x2,
kur o<A<l. Tā kā *, un x 2 ir plāni, tad

Axļ=b un Ax2=b, kur X\= [xv, x2u xh\, 0, 0) T
un

x2=(x12,
x22, x

k2, 0, 0) T jeb x
U ūļ+x2\a2 +.. .+x

h{
a

h=a0

un X\2ū\+x22a2+... +Xh2ūh =ao. Tas nozīmē, ka vektors oo ir iz-

teikts ar divām dažādām vektoru sistēmasoj(/= 1,2,..., k) lineārām

kombinācijām, kas nav iespējams, jo vektoru sistēma pēc teorēmas

nosacījuma ir lineāri neatkarīga. Tādēļ x=X\=x2 nevar būt kāda

nogriežņa (x\, x 2viduspunkts un tas ir kopas К virsotne,
ko arī vajadzēja pierādīt.

Teorēma 3°. Ja x=(x u x 2, x n) T ir lineārās programmē-
šanas plānu kopas К virsotne, tad vektori ej, kuru koeficienti
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lineārajā kombinācijā Xļū\ +x 2a2+.. .+ x„an
=b ir pozitīvi,

veido lineāri neatkarīgu vektoru sistēmu.

No tā izriet, ka gadījumā, ja punkts x= (x\, x 2, .... x„) T ir

plānu kopas К virsotne, starp tā koordinātēm (/=1,2,...
..., n) nav vairāk kā m<n pozitīvu skaitļu.

Pierādījums. Neierobežojot vispārīgumu, pieņemsim, ka

pozitīvas ir punkta x pirmās k koordinātes. Tad

ХIОI +x 2a2+.■ ■+хкак
=аO. (9.3.18)

Pieņemsim, ka eksistē tāda vektoru Cj (/=l, 2, k) lineāra

kombinācija, kas vienāda ar o:

Xiax +X2a2 +
...

+Xhah=o, (9.3.19)

kur vismaz viens no koeficientiem Х}фО.
Šāds pieņēmums nozīmē, ka vektoru sistēma а, (/= l, 2, ..., k)

ir lineāri atkarīga. Teorēma būs pierādīta, ja konstatēsim, ka šis

pieņēmums ir nepareizs un noved pie pretrunas. Lai to pierādītu,
fiksēsim kādu pēc patikas mazu skaitli X>o un reizināsim ar to

vienādības (9.3.19) abas puses. Pieskaitot un atņemot iegūtos re-

zultātus no izteiksmes (9.3.18), iegūstam

y-i /-1

*■ к

Z Xjūj
— X Vi Xj(ij =ao.

i-\ i-i

Tas nozīmē, ka vienādojumam (9.3.18) ir divi atrisinājumi:

*i=*(*i+U|, x2+XX2, xh+XXk, 0, 0) T

, ļ
x2={x l -XXu

x
2-XX2, x

h -XXh, 0, 0) T. / (• " ,

Tā kā visi tad X var izvēlēties tik mazu, lai vektoru x\ un

x 2 pirmās k koordinātes būtu pozitīvas un šie vektori_ būtu dota

lineārās programmēšanas uzdevuma plāni. No izteiksmēm (9.3.20)
izriet, ka punkts

1 , 1
+ -^X 2

ir punktu xi un x 2 viduspunkts. Tas ir pretrunā ar teorēmas nosa-

cījumu, ka x ir plānu kopas К virsotne. Tātad pieņēmums, ka

vektoru sistēma a} (/= 1, 2,..., k) ir lineāri atkarīga, noved pie

pretrunas; līdz ar to teorēma ir pieradīta.
Tā kā m-dimensiju telpā nevar būt tāda lineāri neatkarīga

vektoru sistēma, kurā būtu vairāk nekā m vektori, tad tikko pie-
rādītā teorēma apgalvo, ka katrai plānu kopas К virsotnei atbilst

m-dimensiju vektoru sistēmas alt a
2, ..., a„ apakšsistēma ar
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vektoriem, kura ir lineāri neatkarīga. Ja k= m, tad tādas
lineāri neatkarīgas m vektoru sistēmas eksistence ir pierādīta.

Pieņemsim, ka k<Lm un ka eksistē lineāri neatkarīga vektoru

sistēma a\, a2, ол, а
к+\, ar. Ja r<.m, tad m—r vektori

ir vektoru a\, ,ar
lineāras kombinācijas, bet tas ir pretrunā ar

m lineāri neatkarīgu vektoru apakšsistēmas eksistenci sistēmā

ai, .. ~ an- Tādēļ r= m.

Apvienojot pierādītās teorēmas un secinājumus no tām, varam

apgalvot, ka x= (xt,x2,..., x„)r ir izliektas kopas Ķ virsotne tad

un tikai tad, ja ši punkta pozitīvās koordinātes ir koeficienti pie
lineāri neatkarīgas vektoru apakšsistēmas izteiksmē X\ū\+x 2a2+

+.. . +x
nan

=ao.

Sāds apgalvojums ļauj izdarīt secinājumu, ka katram lineā-

rās programmēšanas uzdevuma atbalsta plānam atbilst kāda no-

teikta plānu kopas К virsotne, un otrādi, katrai plānu kopas vir-

sotnei atbilst viens noteikts atbalsta plāns.
Bez pierādījuma atzīmēsim, ka jebkuru izliektas kopas punktu

var izteikt kā šīs kopas virsotņu izliektu lineāru kombināciju.
Teorēma 4°. Lineārās programmēšanas uzdevuma mērķa

funkcija sasniedz maksimumu kādā plānu kopas К virsotnē. Ja

mērķa funkcija sasniedz maksimumu divās vai vairākās virsotnēs,
tad tāds pats maksimums ir visos plānu kopas punktos, kuri Ir šo

virsotņu izliekta lineāra kombinācija.

Pierādījums. Pieņemsim, ka dotā lineāras programmē-
šanas uzdevuma plānu kopa К ir izliekts daudzskaldnis ar p vir-

sotnēm xi°, x 2°,..
.,
x

P
°

un apzīmēsim optimālo plānu ar x*, ku-

ram atbilst mērķa funkcijas maksimums:

max z(x) =z(x*).

Pieņemsim, ka x* nav plānu kopas К virsotne. Tādā gadījumā
x* var izteikt kā šīs kopas virsotņu izliektu lineāru kombināciju:

x*= j\ (9.3.21)

p

kur visiem /un £ Xj=l.
i~i

levietojot x* izteiksmi (9.3.21) mērķa funkcijas z(x) izteiksme,

iegūstam

z(x*) =hz(Xl°) +X2z(x2°) +•
..

+ lpz(xp°). (9.3.22)

Vislielāko no p skaitļiem z(x }°) (/= 1, 2,.. ~ p) apzīmēsim
ar ļx. Izteiksmes (9.3.22) labā puse nesamazināsies, ja visus z(x}°)
atvietosim ar v.. Izdarot tādu atvietošanu, iegūstam

z(x*) + X2ļi +... + Xp[i
=

ļi,

jo visi un Л1+Л2+. . .+A
P
= 1.
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Tā kā visiem ie/(, tad z(x*)=\i. Tātad mērķa
funkcija sasniedz maksimumu kādā no plānu kopas Ķ virsotnēm,

un līdz ar to teorēmas pirmais izteikums ir pierādīts.
Lai pierādītu teorēmas otro izteikumu, pieņemsim, ka mērķa

funkcija sasniedz maksimumu q virsotnēs x\°, x 2°,.. ~ x
q

°. Tad

z(Xj°)=\i visiem ]—1,2,...,q. Ja x ir kāda punktu Xj° (/=
=1,2 q) izliekta lineāra kombinācija

Q

x= Vi ал
0,

ч

kur un Vi ctj=1, tad

j'-i

z(x) =aiz(xi°) +a 2z(x2°) +. . . +a
qz(x q

°) =

=p,(ai +a2+. • . + a
q) = |л,

ko arī vajadzēja pierādīt.

Saskaņā ar pierādītajām teorēmām lineārās programmēšanas
uzdevuma optimālais plāns Ir kāds no atbalsta plāniem.

9.4. §. Atbalsta plānu veidošana. Pieņemsim, ka uzdevumā

(9.3.1)—(9.3.3) vektoru sistēma 0,, a2
a

m
ir m-dimensiju tel-

pas bāze un xa= (xbt\ot) t ir šī uzdevuma atbalsta plāns.
Tad ir spēkā vienādība

A'iOi+x2a2 +... +xmam
=b. (9.4.1)

Jebkuru vektoru ah (m + kurš nepieder pie bāzes

vektoriem, var izteikt kā bāzes vektoru lineāru kombināciju:

y\kūi +y 2 ha2 +. ..
+ymham=ah, (9.4.2)

kur yh =B-[ah
=(У\к, У2к, ■■

■, Утк) т
un B= (аь а2, .. . ,om ) T ir no

bāzes vektoriem sastādīta, nesingulara matrica.

Reizināsim vienādību (9.4.2) ar kādu pozitīvu skaitli 0 un

atņemsim iegūto rezultātu no vienādības (9.4.1). Tad iegūstam

(xl-Qyik )ai+ (x2-Qy2h)a2 +. . .+

+ (xm-Qymk)am+Qah =b. (9.4.3)

No izteiksmes (9.4.3) izriet, ka vektors

x'= (a"i —буи; x2-Qy2h; xm-Qy mh; 9; 0; ...; 0) T (9.4.4)

ir dotā uzdevuma plāns, ja izpildās nosacījumi

e>o.} <945»
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Lai izpildītos nosacījumi (9.4.5), tad skaitlis 8 jāizvēlas inter-

vālā

o<e<min—, (9.4.6)
/ </ifc

kur attiecības minimumu meklē visiem i, kam atbilstošā koordi-
nāte ijih ir pozitīva.

Pieņemsim, ka izteiksmes (9.4.6) labajā pusē atrastais mini-

mālais skaitlis ir

6o=—, y,k>o. (9.4.7)
Угк

Ar tādu 8=8o vektora (9.4.4) r-tā koordināte ir vienāda ar

nulli.

Lineārajā algebrā ir pazīstama šāda teorēma. Ja vektoru sis-

tēma ū], ū2, ..., dm ir kādas vektoru sistēmas К bāze un izteiksmē

ūk=Xļūļ +x2ū2+... +x
m
a

m
koeficients pie kāda nobāzes vektoriem

nav nulle, tad, izslēdzot šo vienu vektoru no bāzes un liekot tā

vietā vektoru ak X, iegūst jaunu sistēmas К bāzi.

levērojot to, vektors x'= ļ"ģ~J *r J auns dotā uzdevuma at-

balsta plāns, kurā

*-l m

x'b= Z (*;-еoг/гь)а;+ е oа,;+ £ (*<-воl/<к)в*-
i-l i-k+\

Aprēķināsim šim atbalsta plānam atbilstošo mērķa funkcijas
vērtību

k-l m

г(х'в) = Z Ci(Xi-Qoyih ) +chQ
o+ Z Ci{Xi-B0yik)

i-i i-k+i

jeb
mI m \

г(х'в) = Z ctXi -6oļ Z Citjih-ChJ . (9.4.8)

и

Tā kā izteiksmē (9.4.8) Z CiXi =c
B
xB ir vecajai bāzei atbilstošā

i-i

mērķa funkcijas vērtība z(x) un

m

Z Ciijik -ck
=c

ß
yh

- c
h
=c

BB~lak-ch=dh,
i-l

tad

z{x'B)=z(x ß)-Bodk, (9-4.9)

kur 9o>o un dh ir vektora a
h novērtējums. Ja šis novērtējums ir

negatīvs, tad no izteiksmes (9.4.9) izriet, ka

z{xß) <z(x'b).
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Tas nozīmē, ka, ievedot bāzē jaunu vektoru, kam ir negatīvs no-

vērtējums, aprakstītajā kārtībā iegūst jaunu atbalsta plānu, ku-

ram atbilst palielināta mērķa funkcijas vērtība.

Ja <4=0, tad z(x'B) =z(xß )■ Ja neviena no vektora ak koordi-

nātēm nav pozitīva, tad nav iespējams atrast pozitīvu 9, kas iz-

slēgtu no bāzes vektoru sistēmas о,- (/= 1,2,..., m) kaut vienu

šīs sistēmas vektoru apmaiņā pret а&. Tādā gadījumā lineārās

programmēšanas uzdevumam nav optimālā atrisinājuma.

9.5. §. Pirmās dualitātes teorēmas pierādījums. Sī teorēma tika

formulēta 5.2. § (teorēma 1°). Lai šo teorēmu pierādītu, formulē-

sim tiešajam lineārās programmēšanas uzdevumam (9.3.1)—

(9.3.3) atbilstošo duālo uzdevumu šādi.

Atrast minimumu lineārai funkcijai

w(u)=bT
u (9.5.1)

pie ierobežojumiem

(9.5.2)

Pieņemsim, ka ar simpleksa metodi ir atrasts tiešā uzdevuma

optimāiais plāns ж* un ka tas ir atbalsta plāns x
A
=(хв

т ļoT) T.
Tad

z(**)=c T**, (9.5.3)

bet saskaņā ar sakarībām (9.3.12) un (9.3.17)

z(x*)=c*B-lb=u
r b =bT

u. (9.5.4)

Tā kā x* ir tiešā uzdevuma optimālais plāns, tad visi sim-

pleksa metodes pēdējās iterācijas tabulā esošo m-dimensiju vek-

toru novērtējumi dj=u
T

a.j—Cj ir nenegatīvi, t. i.,

4*-»*4-e*>o, (9.5.5)

kur dT=(dv
d 2,...,d n ).

No izteiksmes (9.5.5) izriet, ka AT Tas savukārt nozīmē,
ka и ir duālā uzdevuma plāns. Tā kā no izteiksmēm (9.5.3),

(9.5.4) izriet, ka

c
T** =6 T

u, (9.5.6)

tad saskaņā ar 5.2. § pierādīto lemmu 2° v izteiksmē (9.5.6) ir

duālā uzdevuma optimālais plāns.
Ja tiešā uzdevuma mērķa funkcija uz augšu nav ierobežota,

tad saskaņā ar 5.2. § lemmu 1° jāizpildās nosacījumam
No šāda nosacījuma izriet, ka duālā uzdevuma plānu kopa ir 0.
Ja duālā uzdevuma mērķa funkcija uz apakšu nav ierobežota, tad

saskaņā ar 5.2. § lemmu 1° jāizpildās nosacījumam — 00.

No tā izriet, ka tiešā uzdevuma plānu kopa ir 0. Ar to 5.2. § teo-

rēma 1° ir pierādīta.
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9.6. §. Singularitātes problēma. So problēmu un ar to saistīto

saciklošanās problēmu pieminējām 4.5. § un atzīmējām (bez pie-
rādījuma), ka saciklošanos var novērst, ja, lietojot simpleksa
metodi, ievēro 4.2. § aprakstīto galvenās rindas noteikšanas

priekšrakstu. Aplūkosim šī priekšraksta matemātisko pamatojumu.
Pieņemsim, ka lineārās programmēšanas uzdevumā (9.3.1) —

(9.3.3) dažas no vektora b koordinātēm ir nulles. Tādu uzdevumu

sauc par singulāru. Saciklošanos var novērst, ja nodrošina vien-

nozīmīgu galvenā elementa izvēli katrā simpleksa metodes iterā-

ciju solī.

Pieņemsim, ka e>o ir pēc patikas mazs skaitlis, un definē-

sim vektoru 6o= (c, e
2,e

3, ..., cme
m ) T

>o, kur m vienāds ar matri-

cas A rindu skaitu. Tad vektors b'=b+b o>o. Ja vektoru b iz-

teiksmē (9.3.2) atvieto ar vektoru b', singularitāte ir novērsta.

Izteiksmes (9.3.7) labajā pusē tādā gadījumā ir vektors B~lb'=

=B~l (6+&o), kura koordinātes ir m-tās kārtas polinomi

Bi(e)=Bio+Biie+Bi2e
2 +... + Bime

m (9.6.1)

(i=l,2, ...,m).

Skait|i Bn, Bi2, •• •, B im
izteiksmē (9.6.1) ir inversās matricas B~x

i-tās rindas elementi.

Pieņemsim tālāk, ka simpleksa metodē galvenais elements jā-
izvēlas /-tajā kolonnā un ka šajā kolonnā ir divi elementi gr un

gs, no kuriem viens jāizvēlas par galveno. Atbilstošās attiecības ir

6r
=Mii

=e,.o+erl e+e,.2 e
2 +...+e™em

,

Л, (9.6.2)
e

s=-^p=e.s(
)+es,e+es2e

2+.. .+esme
m.

No vienādību (9.6.2) labās puses polinomu koeficientiem var

izveidot matricu

[8,-0
8
ri

...
e

rmļ
6S0 6sļ ...

BsmJ8 smJ

Matricas (9.6.3) elementiem vismaz vienā kolonnā jābūt atšķirī-

giem. Pretējā gadījumā matricai В jābūt singulārai, kas nav iespē-

jams. Tātad, ja izvēlas pietiekami mazu c, tad 6
r =7=Bs. Ja pārlūko-

jam matricas (9.6.3) rindas no kreisās puses uz labo pusi un

atrodam /г-tajā kolonnā atšķirīgus elementus, tad

e
r
>e

s
, kad e,.h>esft,

un

e
r
<9

s, kad B,. ft <Bsft,

jo pie maziem c polinoma augstākās kārtas locekļus var atmest.
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Singularitāte ģeometriski nozīme, ka vairākiem atbalsta plā-
niem atbilst viena un tā pati izliektās plānu kopas virsotne.

9.7. §. Transporta uzdevuma matricas rangs. Aplūkojot trans-

porta uzdevuma ierobežojumu sistēmu (6.1.7), (6.1.8), redzam, ka

šajā lineārajā vienādojumu sistēmā visi koeficienti pie nezināma-

jiem ir vai nu vieninieki, vai nulles. Tas uzskatāmi parādīts zī-

mējumā 6.1. Sistēmas matricai A ir m-n kolonnas un m+n

rindas.

Ja saskaita transporta uzdevuma ierobežojumu sistēmas matri-

cas A pirmās m rindas kā vektorus, tad iegūst m-n-dimensiju
vektoru e

T
=(1, 1,..., 1), kuram visas koordinātes ir vieninieki.

Tādu pašu vektoru e
T iegūst, ja saskaita šīs matricas pēdējas n

rindas. Tas nozīmē, ka jebkura no matricas A_m+n rindām ir

pārējo m+n—l rindu lineāra kombinācija. Tātad matricas А

rangs r nav lielāks par m +n—l, t. i.,

+n-l. (9.7.1)

Nosvītrojot matricas A pēdējo rindu un s =m-n—(m +n—l)
kolonnas, paliek m+n— 1-ās kārtas augšējā trijstūrmatrica

"1 0 0 0 11 ••• 1
"

0 1 0
•••

000 •••0

00 1 •••
000

•••
0

D= 00 0 •■• 1 00 ■•• 0

000 ••• 0 1 0 ■•• 0

000 ••• 00 1 •••0

0 00 •••
000 ••• 1

_

Matricas D determinants |£>| = 1 ir matricas A m+n- 1-ās

kārtas minors. Tā kā šis minors nevar but vienāds ar nulli, tad

ierobežojumu sistēmas matricas A rangs nevar but mazāks par

m +n — 1, t. i.,

+n-1. (9.7.2)

No sakarībām (9.7.1), (9.7.2) izriet, ka r—m+n— 1. Tas no-

zīmē, ka katra klasiskā transporta uzdevuma ierobežojumu sistē-

mas (6.1.7), (6.1.8) vispārīgā atrisinājuma x koordinātes Хц

(i=1, 2,..., m; /=1,2,. .., n) vienmēr var izteikt kā s=m-n —

—(m+n—l) brīvi izraudzītu parametru tk (k= 1, 2,. .., s) lineā-

ras funkcijas. Pielīdzinot šos s parametrus nullei, iegūst transporta
uzdevuma atbalsta plānu. Tādēļ transporta uzdevuma atbalsta

plānu skaits ir galīgs lielums. So skaitu var aprēķināt ar 6.3. §
sākumā minēto formulu.
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10. nodaļa

SIMPLEKSA METODES VARIANTI

10.1. §. Duālā simpleksa metode. Ja, formulējot lineārās pro-

grammēšanas uzdevumu vispārīgā veidā, neizvirza prasību, lai

visas ierobežojumu sistēmas brīvo lo.cekļu vektora koordinātes

būtu nenegatīvās, tad jebkuru lineārās programmēšanas uzde-

vumu var izteikt šādi.

Atrast maksimumu lineārai funkcijai

z(x)=c*x (10.1.1)

pie ierobežojumiem

A

't"\ 00...*)

kur c
T
=(ci, c 2,..., cn ) un 6= (bu

b
2,..., &

m) T ir doti vektori,

А — dota (mXn) tipa matrica un *= (x v
x 2, ..., x„) T ir nezināms

vektors.

Sādu uzdevumu vienmēr var pierakstīt tabulas formā:

(10.1.3)

Tabulā (10.1.3) papildu vektora y
= (t/i, y 2,..., y m) T visas

koordinātes ir nenegatīvās, jo Ax+y=b. Ja šajā tabulā visas vek-

toru c
T

un b koordinātes ir nenegatīvās, tad optimālais atrisinā-

jums ir z(x)=o ar *
T
=o

T
un y

T
=6T. Atšķirības labad sauksim

līdz šim aplūkoto simpleksa metodi par parasto, bet šeit aplūko-

jamo — par duālo simpleksa metodi.

Duālajā simpleksa metodē risināšanas algoritmu sadala divos

atsevišķos posmos. Pirmajā posmā tabulā (10.1.3) pierakstīto vie-

nādojumu sistēmu transformē tā, lai visas pārveidotā vektora с

koordinātes būtu nenegatīvās. Risinājuma otrajā posmā, ja iespē-
jams, panāk, lai visas pārveidotā vektora b koordinātes būtu ne-

negatīvās. Ja tas nav iespējams, uzdevuma plānu kopa ir tukša.

Risināšanas pirmajā posmā vispirms jāizvēlas tabulas galvenā
rinda. Par tādu var izraudzīties jebkuru rindu, ja vien tās krus-

tojumā ar kolonnu, kurā ir vektora с negatīva koordināte, atrodas

pozitīvs skaitlis. Galvenais elements ir tas izraudzītās galvenās

rindas skaitlis a rh,
kuram atbilst 9fc=min — ™

——. Te /ir to

;s/ | Urj | CLrk

indeksu kopa /, kuriem attiecība 6j=——<0 ir negatīvs skaitlis.

+ 1 -1

О _ст O-tā rinda

ь А т rindas



155

Ja izdara vienu iterācijas soli ar tādā veidā izraudzītu galveno
elementu, brīvo locekļu kolonnā esošā pārveidotā vektora koordi-

nāte iegūst pretēju zīmi, bet pārējās šī vektora koordinātes patur
savas zīmes. Pirmajā risināšanas posmā vektora koordinātu zīmes

var būt dažādas. Kad pirmais risināšanas posms noslēdzies, visas

pārveidotā vektora с koordinātes Cj ir nenegatīvās.
Otrajā posmā par galveno rindu jāizvēlas tā rinda, kurai at-

bilst kāda no pārveidotā vektora V negatīvajām koordinātēm.
Galvenais elements šajā risināšanas posmā ir tas izraudzītās

I C
r i I с''ь

r-tas rindas elements a'rh, kuram atbilst B'fc=min
—f- =—-f-. Te

уе
/ | О t}\ иrk

J ir to indeksu kopa, kuriem attiecība 9j= ir nepozitīvs
skaitlis.

Piemērs 10.1.1°. Atrast maksimumu lineārai funkcijai

z= —sxļ — l2x2+sл:з

pie ierobežojumiem

x1+10x
2
-4.v

-2xi- 4x 2+ 2x3< 8,

-3xi+

X\, x 2, x

Pārrakstīsim doto uzdevumu tabulas formā:

(10.1.4)

Nulltajā rindā ir viens negatīvs koeficients ( —5). Sī koeficienta
kolonnā pozitīvs skaitlis ir tikai 2. rindā. Tādēļ uzdevuma risinā-

šanas pirmajā posmā galvenais elements ir tabulā (10.1.4) ar

taisnstūri apvilktais skaitlis 2. Izpildot ar šo elementu vienu iterā-

ciju soli, iegūstam tabulu (10.1.5):

(10.1.5)

+ 1 -1 Х\ х2 (I)

2 12 -5 Г 0
—

Ух

У2

11

8

-16

1

-2

-3

10

-4

4

-4

ш
-2

1

2

3

2 ļ 21 -10 4

+ 1

z

-1 «1 ■V. Уз | (П)

20 5/2

Vi

Хз

27

4

-8

-3

-1

I-51

2

-2

О

2

1/2

1

1

2

3Уз

42 -10
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Tā kā nulltajā rindā nav negatīvu skaitļu, tad risināšanas pir-
mais posms ir noslēdzies.

Tabulas (10.1.5) brīvo locekļu kolonnā ir tikai viens negatīvs
skaitlis (—8) un tā rindā savukārt ir tikai viens negatīvs skaitlis

( —5), tāpēc šis skaitlis ari jāizvēlas par galveno elementu. Izpil-
dot nākošo iterāciju soli, iegūstam tabulu (10.1.6):

(10.1.6)

Tabula (10.1.6) parastajā kartība nolasāms dota uzdevuma

optimālais atrisinājums:

2
max

=20, ja Xi= 1,6, x2=0,x3=5,6.

10.2. §. Modificētā simpleksa metode. Pieņemsim, ka lineārās

programmēšanas uzdevums dots normālformā:

z(x) =c
T
*-vmax,

(10.2.1)

Tādu uzdevumu, kā zināms, var vienmēr pierakstīt ar tabulu

(10.1.3).Pārveidojot šo uzdevumu kanoniskajā formā, to varam

izteikt šādi:

z(*)=c T*+oT ļ
Ах+Еу=Ь (10.2.2)

j

kur E ir m-tās kārtas vienības matrica un y= (t/i,...,y m)T ir pa-

pildu nezināmo vektors.

No uzdevuma (10.2.2) koeficientiem veidojas blokmatrica

L, Щ " °
7

| (10.2.3)
L Ь i A ļ E J

No matricas Lo kolonnām var sastādīt vienības blokmatricu

Н»Ш (1024>

+1 -1 Уз Х2 "2 (III)

г 20 5/2

Ух

х3

159/5

28/5

-3/5

-1/5

-1/5

2

-2

0

7/5

3/10

-1/5

1

2

38/5

58 -2 3 4
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Matricas B0 kolonnas (vektori) ir m+ 1-dimensiju telpas bāze.

Apmainot šīs bāzes vektorus pēc s iterāciju soļiem ar matricas L 0
citiem vektoriem, iegūst jaunu bāzi

Ит|~Л "0.2.5)

Tad matricas L 0 kolonnas (vektorus) jaunajā bāzē nosaka matrica

L,=BrxL O (10.2.6)
Tā kā

" ЩЩ
tad, reizinot matricu LO, kas definēta ar (10.2.3), no kreisas puses
ar B

s~\ iegūstam

\№Ъ\П*АЩтЦ (Ю.2.8)
L D~lb ļ DIA ļ D-1 J

Atbilstošā simpleksa metodes iterāciju tabula pēc s soļiem tā-

tad ir šāda:

(10.2.9)

Vektora и koordinātes ir vektoru x
T

un y
T koordinātu apakš-

kopa.
Tabula (10.2.9) atšķiras no parastās simpleksa metodes iterā-

ciju tabulas tikai ar to, ka šajā tabulā parādās ari visi bāzes

vektori (kolonnas).
Parastajā simpleksa metodē katru matricas Ls

elementu aprē-
ķina pēc pilna matricas L

s-\
elementu pieraksta. Modificētajā

simpleksa metodē nepievērš uzmanību visiem matricas Ls
elemen-

tiem, bet tikai tām matricas L
s

kolonnām (vektoriem), kurām pie-
der vektora y

T koordinātes. Sie vektori ir inversās matricas B
s
~l

kolonnas. So vektoru koordinātes aprēķina parastajā kārtībā,

pārējos matricas L, elementus var aprēķināt ar formulu (10.2.6),

ja vispār ir nepieciešams šos elementus aprēķināt. Parasti tādas

nepieciešamības nav.

Rezumējot teikto, formulēsim šādu modificētās simpleksa me-

todes algoritmu.
f. solis. Pieraksta uzdevumu (10.2.2) sākuma tabulas formā:

(10.2.10)

+ 1 -1

z d^D-b dD Л-с т | dTZ)~1

I D1

+ 1 -1

I
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2. solis. Izvēlas galveno elementu, kas var būt vektora —c
T

vismazākā negatīvā koordināte. Praksē bieži galveno elementu

izvēlas tajā kolonnā, kurā sastopama vektora —c
T

pirmā negatīvā
koordināte. Pēc galvenā elementa izvēles aprēķina to vektoru

koordinātes, kuri pieder vektoram y
r:

(10.2.11)

3. solis. Aprēķina brīvo locekļu kolonnas elementus un null-

tās rindas elementus:

(10.2.12)

4. solis. Ja nulltajā rindā visi vektoru x
r

un y
T koeficienti

ir nenegatīvi, tad ir iegūts optimālais plāns max z(x) =dTD~'fr

pie v=D_l b. Pretējā gadījumā, kad nulltās rindas /-tajā kolonnā

ir negatīvs skaitlis, iegūst šīs kolonnas elementus, reizinot mat-

ricas A /-to kolonnu Aek no kreisās puses ar matricu D-1.

2., 3. un 4. soli atkārto tik daudz reižu, kamēr iegūst optimālo

plānu vai arī pārliecinās, ka dotā uzdevuma plānu kopa ir tukša.

Modificētās simpleksa metodes priekšrocība ir tā, ka matricas

L
s

elementu aprēķināšanai izmanto uzdevuma sākotnējās informā-

cijas datus.

Šī iemesla dēļ samazinās noapaļošanas kļūdu ietekme. Izņē-
mums ir inversās matricas D-1 aprēķināšana, bet par tās ele-

mentu pareizību katrā solī ir iespējams pārliecināties, sastādot

reizinājumu DD~K Šim reizinājumam jābūt identiski vienādam ar

vienības matricu E. Bez tam izrādās, ka, risinot lineārās pro-

grammēšanas uzdevumu ar modificēto simpleksa metodi elektro-

niskajā skaitļošanas mašīnā, vispār vajag mazāk operatīvās atmi-

ņas šūnu nekā tad, ja uzdevumu, kam ir tāds pats sākotnējās
informācijas apjoms, risinātu ar parasto simpleksa metodi. Modi-

ficētajai simpleksa metodei ir īpašas priekšrocības, ja matricas А

kolonnu skaits ievērojami pārsniedz rindu skaitu.

Ja lineārās programmēšanas uzdevums nav dots normālformā,
tad, kā zināms (sk. 2.2. § punktu 3°), šādu uzdevumu vienmēr

var pārveidot modificētajā normālformā.

+ 1 -1

D

+ 1 — 1 x'<'

d^D~l

О'
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Tada gadījuma uzdevumu var formulēt šadi:

z(x) =c
T
*->-max,

(6,>0),
Л2*2=62 (& (10.2.13)

X=(jC,j X2) T^O.

No uzdevuma (10.2.13) koeficientiem var izveidot blokmatricu

°[Ъļ А \ E \
kur b=(o ļbi ļ Ь2)

т; Л=(-с
т1 Л, |Л2)

Т

,
в0=е

тЬ2, в=е
тЛ2;

ar е
т apzīmēts vektors (rinda), kuram visas koordinātes ir vie-

ninieki.

Ja lieto šādu simboliku, uzdevums reducējas uz aplūkoto nor-

mālformā dota uzdevuma risināšanas algoritmu, tikai uzdevuma

risinājumam ir divi posmi. Pirmajā posmā maksimizē sekundāro

mērķa funkciju un atrod atbalsta plānu, ja vien šī uzdevuma

plānu kopa nav tukša.

Otrajā posmā maksimizē dotā uzdevuma mērķa funkciju, ievē-

rojot, protams, tos šīs funkcijas koeficientu pārveidojumus, kas

iegūti pirmajā posmā.
Piemērs 10.2.Г. Lietojot modificēto simpleksa metodi, atrast

maksimumu lineārai funkcijai

z=2xi — 2x2—*з+ *4

pie ierobežojumiem

2*l+4*2+ *3 100,

*i +s*з s£2oo,

*2 +4*3+2*4 =200,

*i + *2 + *4 = 150,

*j>o (/=1,2,3,4).

Sajā gadījumā uzdevums dots modificētajā normālformā un tā

risināšanas pirmajā posmā jāmaksimizē sekundārā mērķa funkcija
s= -350 +*i+2*2+4*з +3*4, lai iegūtu dotā uzdevuma atbalsta

plānu.
levedot papildu nezināmos i/i un y2

un mākslīgos palīgnezi-

nāmos уз un y4, sastādām sākuma tabulu:

(10.2.14)

+ 1 -1 X| Xj x< .'/1 .'/2 Уг i/4 I
-350 -1 -2 -4 з I 0 о \m

0 ļ -2 -1 | 0 о I 0

ļļļ

i7?

1/4

100

200

200

150

2

1

0

1

4

0

1

1

5

4

0

0

0

2

1

1

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

0

0 1

0 2

0 3

1 4
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Tabulu (10.2.14) īsuma labad sauksim par lielo tabulu. Par

mazo sauksim tādu tabulu, kurā ietilpst nesingulāra kvadrātiska

matrica, kas no kreisās puses ir reizināma ar lielās tabulas mat-

ricu. Sākumā tā ir vienības matrica. Mazajā tabulā, ar kuru iz-

pilda modificētās simpleksa metodes iterāciju sojus, katrā solī

pievieno atbilstoši pārveidotu brīvo locekļu kolonnu un galveno
kolonnu. Mūsu piemērā pirmā mazā tabula ir (10.2.15):

(10.2.15)

Izpildot parastajā kārtībā vienu iterāciju soli, iegūst jaunās
mazās tabulas matricu un šai tabulai atbilstošo brīvo locekļu ko-

lonnu:

(10.2.16)

Lai noteiktu jaunai tabulai (10.2.16) pievienojamo galveno
kolonnu, nav nepieciešams aprēķināt visus vektoru novērtējumus,
t. i., visus rindas M elementus. Pietiek atrast tādu /, kuram at-

bilstošais skalārais reizinājums mHj ir negatīvs. Te ar то
2 apzī-

mēta r-tā iterāciju soļa mazās tabulas matricas pirmā rinda, bet

ar h — jebkura lielās tabulas kolonna, izņemot mākslīgajiem ne-

zināmajiem atbilstošās koeficientu kolonnas.

Tā kā vektoru m
2= (1; 0; 0; 0; 1,5; 0) un /,= (-1; -2; 2; 1;

0; 1) T skalārais reizinājums ir —1, tad nezināmā xx koeficientu

s г tļi Уг Уз У* -1

5 1 О о о о О -350 I _3 ļ м

—

г О 1 о о о о о -1 1°
У\

Иг

О 0 1

ООО

ООО

ООО

о

1

о

о

о

о

1

о

о

о

о

1

100

200

200

150

0 1

1 2

Ш з

1 4

Уз

Vi

ООО о 0 О 299 -1 li

п s Z г/2 i/з i/4 -1

1 о о о 1,5 0 -50 -1

о 1 о о 0.5 о | 100 -2

i/l

У2

о

о

о

о

о

о

о

о

1

о

о

о

о

1

о

о

о

—0,5

0,5

-0,5

0

0

0

1

100

100

100

50

2

1

О

Щi/4

0 О о о 0,5 0 399 0
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kolonna pēc tās reizināšanas no kreisās puses ar mazās tabulas

matricu pievienojama tabulai (10.2.16) kā galvenā kolonna.

levērosim, ka tabulas (10.2.16) brīvo locekļu kolonna arī iegūs-
tama, reizinot lielās tabulas brīvo locekļu kolonnu no kreisās

puses ar mazās tabulas matricu.

Nākošajā iterāciju solī iegūst jaunu mazo tabulu (10.2.17):

(10.2.17)

Tā kā sekundārās mērķa funkcijas maksimums saskaņā ar ta-

bulu (10.2.17) ir nulle, tad ir atrasts dotā uzdevuma atbalsta

plāns un modificētās simpleksa metodes pirmais posms aplūko-
jamā piemērā ir noslēdzies.

Otrajā posmā kā lielajā, tā mazajā tabulā atmet sekundārās

mērķa funkcijas rindu. Mazajā tabulā bez tam atmet arī pirmo
kolonnu. Pēc tam nosaka un pievieno mazajai tabulai galveno ko-

lonnu. Iterāciju soļus atkārto tik daudz reižu, cik nepieciešams,
lai iegūtu optimālo plānu vai ari lai pārliecinātos, ka mērķa fun-

kcija dotajā apgabalā ir neierobežota. Aplūkojamā piemērā tālāk

seko tabulas (10.2.18) un (10.2.19) (sk. 162. lpp.).

(10.2.18)

Vektora m
5 =(l;0,2;0; -0,3; 1,6) skalārie reizinājumi ar lie-

lās tabulas kolonnām ir skaitļi 0; 4,1; 0; 0; 0,2; 0; -0,3; 1,6.

Saja skaitļu kopā vienīgais negatīvais skaitlis ir —0,3, bet tas ir

koeficients pie mākslīgā nezināmā y3,
kas nevar būt bāzes

III 2 У\ Уг Уз г/4 I _1
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mainīgais. Tadeļ ar tabulu (10.2.19) ir atrasts dota uzdevuma opti-
mālais atrisinājums: maxz =200, ja *i =50, x2=Q, Хз=0, -V4=loo.

(10.2.19)

Piemērs 10.2.2°. Lietojot modificēto simpleksa metodi, atrast
atbalsta plānu lineārai nevienādību sistēmai

5.Vi — 2*2+ *з+ 2*
4
— xs^3,

#1+ *2_2X3+3*4—2x 1,

—3*l+ *2~ *3+ *4~3*5^3,

(/=1,...,5).

Pārveidojot doto nevienādību sistēmu kanoniskajā formā ar

attiecīgajiem papildu un mākslīgajiem nezināmajiem, sastādām

lielo tabulu ar sekundāro mērķa funkciju, kura šajā gadījumā ir

s= — 1 +*i +*2
— 2*з +3*4— 2*5+y2:

(10.2.20)

Sai lielajai tabulai atbilstoša pirmā mazā tabula ir šada

(10.2.21)

z У1 У2 Уз I _1

i 0.2 0 -0,3 1,6 ļ 200

О
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Izpildot vienu iterāciju soli, iegūstam

(10.2.22)

Tā kā jau pēc pirmā iterāciju soļa ir iegūts sekundārās mērķa
funkcijas maksimums, kas vienāds ar 0, tad dotajai nevienādību

sistēmai ir pēdējā iterāciju tabulā nolasāmais atbalsta plāns:

x l=x2=x3=x5=0, лг4 =l/3, ja #1 =7/3, «/2
=

i/2=0 un y3=8/3.

II s Vi Vi -1
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IIIDAĻA

NELINEĀRĀS PROGRAMMĒŠANAS

UN SPĒĻU TEORIJAS ELEMENTI

11. nodaļa

NELINEĀRĀS PROGRAMMĒŠANAS VISPĀRĪGIE JĒDZIENI

11.1. §. Dažādi matemātiskās programmēšanas uzdevumu tipi.
Matemātiskās programmēšanas uzdevumu vispārīgā veidā var

formulēt šādi.

Atrast vislielāko vai vismazāko vērtību reālai n argumentu

mērķa funkcijai

f(xux2 x n ) (11.1.1)

pie m ierobežojumiem

Gi(xv x2,...,x„)^bi (/*=1,2,...,p<A), (11.1.2)

С;(.гьл-2, ...,а-п)>6£ (*=/>+l,...,A<m), (11.1.3)

Gi(x u
x

2} ...,xn ) =bi (t=A+l,...,m), (11.1.4)

kur ir doti reāli skaitļi.
Tā kā naturālieskaitļi n un m nav savstarpēji saistīti, tad nav

izslēgts arī tāds gadījums, ka ierobežojumu nav. Parasti mate-

mātiskās programmēšanas uzdevumos vismaz viena daļa no nezi-

nāmajiem Xj (/= 1, 2,..., n) nevar būt negatīvi skaitļi. lerobežo-

jumi var būt ari tāda rakstura, ka visiem nezināmajiem vai ari

daļai nezināmo jābūt diskrētiem, piemēram, veseliem skaitļiem.
lespējams ari tāds gadījums, ka visi nezināmie Xj vai ari daļa no

tiem ir citu mainīgu lielumu funkcijas. Ja bez izņēmuma visas sa-

karības (11.1.1)—(11.1.4) ir lineāras, uzdevumu var atrisināt ar

kādu no I vai II daļā aplūkotajiem simpleksa metodes variantiem.

Ja kaut viena no sakarībām (11.1.1) —(11.1.4) ir nelineāra vai

ari pastāv nezināmo diskrētības nosacījums, uzdevumu (11.1.1) —

(11.1.4) sauc par nelineārās programmēšanas uzdevumu.

Starp nelineārās programmēšanas uzdevumiem īpaša nozīme

ir t. s. klasiskajiem optimizācijas uzdevumiem. Tie ir tādi nelineā-

rās programmēšanas uzdevumi, kuru ierobežojumu sistēmā

(11.1.2)—(11.1.4) nav nevienādību, bet var būt tikai (11.1.4) tipa
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ierobežojumi, turklāt ierobežojumu skaitam jābūt vismaz par vienu

mazākam nekā nezināmo skaits n, mērķa funkcijai un visos iero-

bežojumos dotajām funkcijām jābūt nepārtrauktām un vismaz di-

vas reizes diferencējamām. Klasisko optimizācijas uzdevumu īpat-
nība ir tā, ka šie uzdevumi vismaz principā ir atrisināmi ar dife-

renciālrēķinos pazīstamām relatīvo ekstrēmu atrašanas metodēm.

Šīs metodes tomēr saistītas ar tādām skaitļošanas grūtībām, kuru

pārvarēšana bieži vien kļūst praktiski neiespējama. Tādēļ klasis-

kajiem optimizācijas uzdevumu atrisināšanas paņēmieniem ir maza

praktiskā nozīme ekonomiski matemātisko metožu pielietojumos.
Tie paliek nozīmīgi kā citu, efektīvāku metožu teorētiskas analīzes

pamati.

Definīcija Г. Funkciju f(xu
x 2,..., xn), resp., /(*), kuras

definīcijas apgabals ir izliekta punktu x kopa X, sauc par iz-

liektu šajā apgabalā, ja jebkuriem diviem punktiem X\ e= К un

x un jebkuram Xno intervāla Izpildās nevienādība

f[Xxl+ (l-X)x2]^Xf(xi) + (\-X)f(x2 ). (11.1.5)

Definīcija 2°. Funkciju f(x) sauc par ieliektu Izliektā de-

finīcijas apgabalā X, ja jebkuriem diviem punktiem x\ e= К un

x un jebkuram Xno intervāla izpildās nevienādība

}[Xxl + (\-X)x2 }^Xf(x]) + (\-X)f(x2). (П.1.6)

Izliektu funkciju f(x) ir izdevīgi saukt par izliektu uz apakšu,

bet ieliektu funkciju — par izliektu uz augšu.

Uz apakšu izliektas viena argumenta funkcijas grafiskā attēla

loks atrodas zem hordas, kas šo loku savelk, bet uz_ augšu izliek-

tas funkcijas loks — virs savelkošās hordas. Lineāras funkcijas
var uzlūkot kā izliektas gan uz augšu, gan uz apakšu visā to

definīcijas apgabalā.
Nelineārās programmēšanas apakšnodaļu, kura nodarbojas ar

izliektu funkciju minimizāciju vai ieliektu funkciju maksimizaciju,
sauc par Izliekto programmēšanu.

Izliektās programmēšanas uzdevumu risināšanai pastāv vairā-

kas skaitliskās metodes, kas bāzējas uz priekšstatiem, kuri saistās

ar visstraujākā krituma vai visstraujākā kāpuma (gradienta) vir-

zieniem mērķa funkcijas definīcijas apgabalā.
Pat tādiem nelineārās programmēšanas speciālgadījumiem, ku-

ros ierobežojumu sistēma (11.1.2)—(11.1.4) ir lineāra, praktiski
noderīgi skaitliskās atrisināšanas algoritmi pastāv tikai speciāliem
mērķa funkcijas tipiem. Viens no tādiem nelineārās programmē-
šanas veidiem ir t. s. kvadrātiskā programmēšana. Kvadrātiskās

programmēšanasuzdevumu vispārīgā veidā var formulēt šādi.

Atrast vislielāko vai vismazāko vērtību funkcijai

/(*)=c T
*+*

TD*
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pie ierobežojumiem

Ах=Ь,

х^о,

kur A ir dota (тХп) tipa reālu skaitļu matrica, D
— simetriska

n-tas kārtas matrica, c
T

un — doti vektori, x —
nezināms

n-dimensiju vektors.

Definīс i j a_3°. Funkciju f(xu x 2,..., xn) sauc par separablu,
ja pastāv identitāte

n

f(Xļ,X2, ..
. ,X n)= £ fi(Xi),

i-l

kur fi(Xi) ir viena argumenta funkcijas.
Nelineārās programmēšanas uzdevumus, kuru mērķa funkcija

un ierobežojumu sistēmā dotās funkcijas ir separablas, sauc par

separablās programmēšanas uzdevumiem.

Daudzos praktiski nozīmīgos uzdevumos sastopamie parametri
nav determinēti, bet ir gadījuma lielumi. Tādus uzdevumus sauc

par stohastiskās programmēšanas uzdevumiem.

Pie nelineārās programmēšanas uzdevumiem pieder ari tādi

matemātiskās programmēšanas uzdevumi, kuru mērķa funkcija un

ierobežojumu sistēmas izteiksmes ir lineāras, bet pastāv nosacī-

jums, ka visiem vai vismaz dažiem nezināmajiem optimālajā atri-

sinājumā jābūt veseliem skaitļiem. Tādus uzdevumus sauc par
diskrētās programmēšanas uzdevumiem. Šādus uzdevumus var

atrisināt, atkārtoti pielietojot simpleksa metodi, ja soli pa solim

attiecīgi pārveido lineāro ierobežojumu sistēmu. Kā tādi praktiski

nozīmīgi uzdevumi atrisināmi, to aplūkosim 12. nodaļā.

11.2. §. Jēdziens par globālo un lokālo maksimumu un mini-

mumu. Definīcija P. Saka, ka funkcija f(x), kuras definīci-

jas apgabals ir noslēgta lineārās n-dimensiju Elkllda telpas E
n

punktu kopa X, sasniedz globālu maksimumu punktā x* es X, ja

jebkuram izpildās nevienādība Funkcija sa-

sniedz globālu minimumu, ja f(x)^f(x*).
Ja punktu kopa К ir slēgta un ierobežota, tad nepārtraukta

funkcija f(x) noteikti sasniedz gloli(ālu maksimumu (minimumu)
vienā vai vairākos punktos Ja"l(9pa К ir neierobežota, tad

funkcijai f(x) var arī nebūt globāla maksimuma (minimuma) ne-

vienā punktā xe= K.

Definīcija 2°. Saka, ka funkcija f(x), kura definēta visos

punktos kada noteikta telpas E
n punkta x 0 Ъ-apkārtnē, sasniedz

šaja punkta lokālu maksimumu, ja eksistē tāds skaitlis c, o<e<6,
ka katram x, kam o<ļ*-*o| <c, izpildās nevienādība
f(x)^f(x o). Ta sasniedz lokālu minimumu, ja f(x)^f(x o ).

Ja funkcijai f(x) ir globāls maksimums (minimums) punktā
x* vai lokāls maksimums (minimums) punktā xQ, tad funkcijai
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— }(x) ir globāls minimums (maksimums) punkta x* vai lokāls

minimums (maksimums) punktā xņ.

11.3. §. Nelineārās programmēšanas uzdevuma ekonomiskās

interpretācijas piemērs. Kā piemēru aplūkosim uzdevuma 1.2.Г

variantu, pieņemot, ka sākotnējā informācija ir dota ar tabulu

(1.2.1) bez šis tabulas pēdējās rindiņas. Par optimālo uzskatīsim

to ražošanas plānu, kuram atbilst maksimālā peļņas summa. Peļņa
kā starpība starp uzņēmuma vairumcenu un produkcijas pilno

pašizmaksu dažādu iemeslu dēļ var būt mainīgs lielums.

Pieņemsim, ka aplūkojamā piemērā peļņa no katras produkci-

jas B2 vienības ir 30 rbļ. neatkarīgi no saražoto šīs produkcijas
vienību skaita, turpretim peļņa no katras produkcijas Savienības
ir mainīgs lielums. Par pirmām 3 produkcijas B

x
vienībām peļņa

no katras vienības ir 40 rbļ., par nākošām 4 vienībām —
38 rbļ.,

bet par visām turpmākajām —
35 rbļ. Tādiem nosacījumiem at-

bilstošā optimālā ražošanas plāna sastādīšanas uzdevuma mate-

mātiskajā modelī mērķa funkcijas definīcijas apgabalu gan var

noteikt ar lineāru nevienādību sistēmu (1.2.3), (1.2.4), bet šaja

apgabalā mērķa funkcija nav lineāra. Šis piemērs ir ļoti elemen-

tārs izliektās programmēšanas uzdevums. To var atvietot ar šadu

lineārās programmēšanas uzdevumu.

Atrast maksimumu mērķa funkcijai

2=40хц +38*12+35*i3+30*2

pie ierobežojumiem

*11+ *12 + *13 +7*2 84>

2*n +2*i2+2*i 3+ 69,

s*п +5*12+5*1 3 +5*2 105,

4*n +4*i2+4*i3 К 72
>

xn 3,

*i2 4,

kur *n, *i2, *i 3ir palīgnezināmie; to summa *n+*i2+ -*:i3=*i ir

produkcijas Bx vienību skaits, bet *2
— produkcijas B2 vienību

skaits.

Vispārinot aplūkoto piemēru, pieņemsim, ka

a i} ir i-tā ražošanas faktora (i-l, 2, m) patēriņa norma

vienas /-tās (/=l, 2, n) produkcijas vienības ražo-

šanai,

Xj
— /-tās produkcijas vienību daudzums,

bi — i-tā ražošanas resursa krājumu apjoms,

fj(Xj) — peļņa no vienas /-tā veida produkcijas vienības.

Tad uzņēmuma maksimālās peļņas iegūšanas uzdevums formu-

lējams šādi.
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Atrast globālomaksimumu separablai funkcijai

n

/(*)= Z XifA*i)
i-i

pie ierobežojumiem

Z (i =1, 2,..., m),
i-i

Xj>o (/=1,2, ...,n).

11.4. §. Nelineārās programmēšanas uzdevumu ģeometriskās

interpretācijas piemēri. Tāpat kā lineārajā programmēšanā, ari

nelineārās programmēšanas uzdevumiem ir uzskatāma ģeomet-
riska interpretācija ortogonālā koordinātu sistēmā plaknē, ja uz-

devumamir tikai divi nezināmie.

Uzdevums 11.4.1°. Atrast globālo maksimumu un globālo
minimumu funkcijai

2=3*l +5*2

pie ierobežojumiem

9*i 2+ 25*2
2<225,

3*, + 5*2 15, (11.4.1)

*2^o.

Uzdevuma grafiskais atrisinājums attēlots zīmējumā 11.1.

Mērķa funkcijas definīcijas apgabals ir izliekta punktu kopa, kuru

no vienas puses norobežo uz augšu izliekts elipses loks starp
punktiem (0; 3) un (5; 0), bet no otras puses — taisnes nogriez-
nis starp tiem pašiem punktiem. Mērķa funkcija šajā uzdevumā
ir lineāra, un tās līmeņa līnijas ir taišņu saime, kas perpendiku-
lāra pret vektoru (3; 5).

Zīm. 11.1.



Ja (x*u x*
2) ir dotā uzdevuma plāns, kuram atbilst mērķa

funkcijas globālais maksimums z*, tad no zīmējuma 11.1 izriet,

ka jāizpildās vienādībām

z*=3x*i +s**2,

9(x*,)
2 +25(x*2) 2

=225,
{U42)

X*l =-| X*2.
Vienādojumu sistēmas (11.4.2) trešo vienādojumu iegūst, sa-

līdzinot dotās elipses pieskares virziena koeficientu, resp., atvasi-

dx 9x

nājuma -

г
-

2

-=—тгс
— vērtību punktā (x*u

x*2 ), ar mērķa funkcijas
dx\ 2Ьх2

līmeņa līniju virziena koeficientu ( — 3/5). Atrisinot vienādojumu

sļ/2 3V2
sistēmu (11.4.2), iegūstam 2* =15y2, ja x*i=—|-un x* 2 .

Mērķa funkcijas globālais minimums ir jebkurā punktā uz

taisnes nogriežņa, kas savieno punktus (0; 3) un (5; 0).
Uzdevums 11.4.2°. Atrast globālo maksimumu un globālo

minimumu funkcijai

/(x) =(x,-6) 2 +(x2-2) 2

pie ierobežojumiem

X! + 2x 8,

3*i+ x
2s£ls,

*i+ x 1,

X\, x2~^o.

Atšķirībā no iepriek-
šējā piemēra šajā uzde-

vumā nelineāra ir mēr-

ķa funkcija, kuras lī-

meņa līnijas ir riņķa

līnijas ar centru pun-

ktā O' (6; 2). lerobežo-

jumu sistēmu turpretim
veido tikai lineāras fun-

kcijas. Kā redzams no

zīmējuma 11.2, visma-

zākais rādiuss ir tai

riņķa līnijai, kuras pie-
skare ir taisne 7*l, bet

pieskaršanās punkts ne-

pieder pie dotās mērķa
funkcijas definīcijas Zīm. 11.2.
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apgabala. Nākošā, riņķa līniju centram tuvākā ir taisne T2, kuras
virziena koeficients ir -3. Tam jābūt vienādam ar atbilstošās
riņķa līnijas pieskares virziena koeficientu pieskaršanās punktā. Ja

pieskaršanās punkta koordinātes ir x*\ un x*2,
tad jāizpildās vie-

nādībām

/(**) = (x*i -6) 2 + (x*2-2) 2,

3.v*, +x*2=15,

_£!i_-_6
=_

(11A3)

x*2-2

Atrisinot vienādojumu sis-

tēmu (11.4.3), iegūstam x*i =

==4,5 un x*2=l,s, kam at-

bilst mērķa funkcijas globā-
lais minimums f(x*) =2,5.

Vistālāk no līmeņa līniju
centra atrodas definīcijas ap-

gabala punkts (0;4), kuram

atbilst mērķa funkcijas glo-
bālais maksimums 2=40.

Ja nelineārās program-
mēšanas ierobežojumu sis-

tēmā ietilpst nelineāras fun-

kcijas, tad plānu kopa var

nebūt izliekta. Tā var saturēt

pat vairākus atsevišķus ap-

gabalus, kā tas ir, piemēram,
zīmējumā 11.3. Tajā attēlots mērķa funkcijas f(x) definīcijas ap-

gabals, kuru nosaka ierobežojumi

( Xl -2)x

xi, x2^o.

Zīm. 11.3.

12. nodaļa

DAŽAS NELINEĀRAS PROGRAMMĒŠANAS UZDEVUMU

ATRISINĀŠANAS METODES

12.1. §. Klasiskā nelineārās programmēšanas uzdevumu atrisi-

nāšanas metode. Klasiskajā lokālā relatīvā ekstrēma teorijas uz-

devumā jāatrod n argumentu funkcijas f(x) vislielākā vai visma-

zākā vērtība pie ierobežojumiem Gi(x)=bi (г'=l, 2, ..., m<n).
Funkcijas f(x) un Gļ(x) (t=l, 2, m) pēc pieņēmuma pieder

pie funkciju kopas C. Ar С mēdz apzīmēt visu to funkciju kopu,
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kuras līdz ar saviem pirmās kārtas parciālajiem atvasinājumiem
ir nepārtrauktas funkcijas.

Tādu uzdevumu atrisināšanai var izmantot Lagranža neno-

teikto koeficientu metodi. Saskaņā ar šo metodi jāsastāda La-

granža funkcija
m

F(*,*W(*)+l li[bi-Ģ f(x)] (12.1.1)

un jāpielīdzina nullei visi tās parciālie atvasinājumi pēc vektoru

x=(x v
x

2,x„) T
un 1= (l v 12,...,l2,..., l

m) koordinātēm:

m

dxj dxļ ZJ dxj

dF^,l)
=bi-Gi(x)=o (t=1,2,...,m). (12.1.3)

Skait]us lv /2, lm sauc par Lagranža reizinātājiem.
Atrisinot vienādojumu sistēmu (12.1.2), (12.L3), iegūst fun-

kcijas f(x) stacionāro punktu koordinātes. Tie ir punkti, kuros

funkcijai f(x) var būt lokāls maksimums vai minimums. Salīdzi-

not savā starpā visas funkcijas lokālā maksimuma (minimuma)

vērtības, atrod globālo maksimumu (minimumu).
Uzdevums 12.1.1°. Atrast lokālo relatīvo maksimumu funkci-

jai z =3xl + 5x
2 pie ierobežojuma 9xi

2+ 25x
2
2
=225.

Lai uzdevumu atrisinātu, sastādām tam atbilstošo Lagranža

funkciju

F =3*i + 5x2+/1(225- 9x, 2
- 25x

2
2

)

un pielīdzinām nullei visus trīs tās parciālos atvasinājumus:

3- =0, I

5-50/iX2=0, (12.1.4)
9x, 2+ 25x 2

2-225 =0. ļ

Atrisinot vienādojumu sistēmu (12.1.4), iegūstam divus stacio-

_ /5У2 3f2\ _ /-5У2. -3y2\ . . ....

naros punktus P\i ~2~)' PA—2
—

—2—)' kuriem

stošās vērtības ir Zi=15y2, z2=
— \s}/2. Lokālais mak-

simums г=lsУ2, kuru funkcija z sasniedz punktā ar koordinātēm

X]= -^ļ~-, x2
= , šajā gadījumā ir ari globālais maksimums.

12.2. §. Jēdziens par gradienta metodi. Pieņemsim, ka z=

= ir n argumentu funkcija ar definīcijas apgabalu K.
Tad katram x= (x b

x 2,..., x n ) T
var aprēķināt pirmās kārtas
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а
••• • дг ,-j-v

.. - r, . •..
atvasinājuma vērtības

— (/= 1, 2,..., n). Vektoru, kura koordi-

nātes ir funkcijas z=ļ(x) pirmās kārtas parciālie atvasinājumi,
sauc par šis funkcijas gradientu. To apzīmē ar gradz vai Vz. No

šiem simboliem turpmāk lietosim apzīmējumu

Vz— f Z Z dz \

\dxļ ' dx2
' "'' дх

пI • \■ ■ )

Funkcijas z=f(x) definīcijas apgabalā fiksētam punktam
«ft=(-Vi/i, x

2h, х
п и) т atbilstošo šīs funkcijas gradientu turpmāk

dz

apzīmēsim ar Vzk,

ta noradot, ka parciālo atvasinājumu

(/= 1, 2,..., n) skaitliskās vērtības aprēķinātas pie Xj
=xjh (/=

=1,2, ...,n). Ja gradienta koordinātes pierakstāmas kolon-

nas formā, tad lietosim simbolu VzhT.
Ģeometriskā interpretācijā gradients ir vektors, kas perpendi-

kulārs pret pieskaru hiperplakni funkcijas z=f(x) līmeņa virsmai

Zkr=f(x) punktā xv- Divu argumentu funkcijas gradients ir per-

pendikulārs pret šīs funkcijas līmeņa līnijas pieskari pieskaršanās

punktā. Kā piemēru aplūkosim divu argumentu funkciju z=X\ ,
x 2

kuras definīcijas apgabals dots ar nevienādībām a-i
2+.v2

X x2 >o. Sīs funkcijas gradients jebkurā definīcijas apgaba-

lam piederošā punktā x=(x u x 2) T ir Vz=(l, -—=-). Zīmējumā

Zīm. 12.1.
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12.1 attēlots funkcijas definīcijas apgabals un taja iezīmētas

līmeņa līnijas, kas vilktas caur punktiem *i=(0; 1) T, *
2=(l;2) T,

*3
=(2; 2)T

, *4
= (3; 4)?, *5

=(4; 2)*, x6
=(4,7; 1,7)T.

lezīmēto līmeņa līniju gradienti minētajos punktos attiecīgi ir

Vzi=(l;l), Vz
2=(1;0,25), Vz3 =(1; 0,25), Vz4

=(1; 0,0625),
V25=(1; 0,25), Vz6= (1; 0,346).

Gradienta versums jebkura mērķa funkcijas definīcijas apga-
bala punktā norāda šīs funkcijas visstraujākā kāpuma virzienu.

Pretējais ir visstraujākā krituma virziens.

Pieņemsim, ka funkcijas z=f(x) gradients Vz0
kādā brīvi iz-

raudzītā plānu kopas punktā x 0 nav nullvektors un ka izliektas

programmēšanas uzdevums vispārīgā veidā formulēts šādi: atrast

vislielāko vērtību n argumentu funkcijai

z=f(x) (12.2.2)

pie ierobežojumiem

ļ/i=Gi(x)<o (i=l,2, ...,m). (12.2.3)

Lai izveidotu tādu uzdevuma (12.2.2), (12.2.3) plānu virkni

xO, x\, X2,. .., kuriem atbilst monotoni augoša mērķa funkcijas
vērtību virkne z<j, z\, z%,..., pieskaitīsim vektoram x 0 tam atbil -
stošo gradientu VzOT,0

T
,

kas reizināts ar skaitli r o>o. Vektors x\=

=x0+ T apmierina visus dotā uzdevuma ierobežojumus

(12.2.3) tad, ja skaitlis t0 ir vienādojumu

t/io=Gi(*o+ T )=o (t=l,2, ...,m) (12.2.4)

vismazākā pozitīvā sakne *.

Ja tāda sakne eksistē un tā ir /*
0, tad, ievietojot vektora x

vietā ierobežojumos (12.2.3) vektoru jc
1=x0+r*oVz0

T

, jāizpildās
nevienādībām

-Bi<(h(*i)<d (ie/,), (12.2.5)

kur parametrs ei>o ir pietiekami mazs pozitīvs skaitlis. Ar Ix

šeit apzīmēta to indeksu i kopa, kuriem izpildās nevienādība

(12.2.5). Tā kā gradienta virzienā funkcijas z vērtība aug, tad

vektoram x\ atbilstošā funkcijas vērtība Zi>z o.
Ja vienādojumiem (12.2.4) nav pozitīvu sakņu, tad punkts x0

atrodas uz plānu kopas robežas tādā vietā, ka mērķa funkcijas

pieaugums tās gradienta virzienā no šī punkta nav iespējams. Ejot

gradienta virzienā, mēs nonāktu ārpus plānu kopas, t. i., nonāktu

tādā punktā, kura koordinātes neapmierina kādu no ierobežoju-
miem (12.2.3). Ja vienādojumiem (12.2.4) nav pozitīvu sakņu,
tad x0=x{ un eksistē vismaz viena no nevienādībām (12.2.5). Tā-

dēļ varam pieņemt, ka virknē xi,Xi, visi punkti atrodas uz

* Šie vienādojumi jāatrisina ar kādu no pazīstamām vienādojumu aptuve-
nās atrisināšanas metodēm.
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plānu kopas robežas un mērķa funkcijas pieaugums tās gradienta
virzienā no šiem punktiem nav iespējams.

Pieņemsim, ka esam atraduši punktu Xh, kas apmierina nevie-

nādības

-I*<А*<o (ie/i), (12.2.6)

kur yih= Gi(xh), еь>o — pietiekami mazs skaitlis un Ik — in-

deksu i kopa, kuriem izpildās šīs nevienādības.

Lai atrastu tādu punktu *й+ь kurā izpildās prasība
jānosaka virziena vektors Гй un soļa koeficients th, ar kuriem

xh+i =xh+thrh. (12.2.7)

Vektors Гй= (г]й, г2й, ..., гпй) т nosakāms, vadoties no prasības,
lai tā virzienā pieaugtu mērķa funkcija z=f(x) un lai šis virziens

vestu uz plānu kopas iekšējiem punktiem. So prasību ģeometriskā

interpretācija ir tāda, ka leņķiem starp vektoru Гй un to funkciju
gradientiem, kuras apmierina nevienādības (12.2.6), jābūt platiem.
Platam jābūt arī leņķim starp vektoru Гй un — Vzft. Tas nozīmē,
ka vektoru Vyik (i eE h) skalārajiem reizinājumiem ar vektoru Гй

jābūt negatīviem. Negatīvam jābūt arī skalārajam reizinājumam
— Vzft

T
-i-fc. Bez tam vektora Гй modulim jābūt ierobežotam. Sīs

prasības apmierina šāda lineārās programmēšanas uzdevuma at-

risinājums.
Maksimizēt lineāru funkciju

v =

nu (12.2.8)

pie ierobežojumiem

-УгйтТй+т]й<o, j
Vyik

T
-r

h+r) (lēilh), ļ (12.2.9)

M<l (/=l, 2,..., n). )

Kad uzdevums (12.2.8), (12.2.9) ir atrisināts un ir atrasts

virziena vektors rk ar tam atbilstošo max v=\]*h, jānosakaJormula
(12.2.7) vajadzīgais soļa koeficients tk. Sis skaitlis ir vienādojumu

Gi(xh+thrh )=o (i=1,2,...,m) (12.2.Ю)

vismazākā pozitīvā sakne.

Ja tāda sakne eksistē un tā ir t*k, tad, ievietojot vektora x

vietā ierobežojumos (12.2.3) vektoru xu+\ =xk+t*hrk, jāizpildās
nevienādībām

(teH/ft+l ), (12.2.11)

kur yiļh+] =Gi(xh+\); бй+l>o ir parametrs, kas nosakāms atka-

rībā no tā, kāda ir diference ей— п*й. Ar /h+i apzīmēta indeksu i

kopa, kuriem izpildās nevienādības (12.2.11).
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Parametra ea+i>o noteikšanai nevienādībās (12.2.11) izšķir-
sim 2 gadījumus: a) —Tļ*ft<o; b) —пД^О.

Gadījumā a ņemam ел+l=efe, bet gadījumā b — е& +1 =0,5е&.
Ja max v =Tļ*ft =Tļ*h+i=0, tad xk+\ ir dotā uzdevuma optimā-

lais plāns un max z=f(xk+\).

Funkcijai z=f(x) ir maksimums z* punktā x* tad un tikai

tad, ja Vz* ir kolineārs ar to hipervirsmu y*i =0 gradientu Vy*i

summu, uz kurām atrodas punkts x*.

Rezumējot izklāstu par gradienta metodi, formulēsim vienu

no iespējamiem algoritmiem izliektās programmēšanas uzdevumu

(12.2.2), (12.2.3) atrisināšanai ar šo metodi.

Gradienta metodes algoritms sastāv no sākotnējā sofa un tam

sekojošiem iterāciju soļiem. Sākotnējā solī pilnīgi brīvi jāizraugās
kāds plānu kopas punkts дсo, jānosaka parametrs ei>o, jāatrod
Vz0, jāatrisina vienādojumi Gi(xo+toVzo ) =0 (»= 1,2,.... ~tn) un

jāatrod šo vienādojumu mazākā pozitīvā sakne t*j. Tad Xļ=Xo +

+ r*
0Vz0 ir plānu kopas robežpunkts, kas apmierinanevienādības

(12.2.6), ja k=l. Ja **0 neeksistē, tad Xi=xo un tālāk seko iterā-

ciju soļi.
1. solis. Aprēķināt atrastam plānu kopas robežpunktam x

k

atbilstošos zu un у^-
2. solis. Noteikt pietiekami mazu parametru eft>o un atrast

šim Eh atbilstošo indeksu i kopu Ik, kura izpildās nevienādības

(12.2.6).
3. solis. Aprēķināt Vzh

un Vyik (*€Е/*).
4. solis. Sastādīt un atrisināt lineārās programmēšanas uz-

devumu (12.2.8), (12.2.9), t. i., atrast maxD=iļ*ft un mērķa fun-

kcijas pieauguma virziena vektoru ru-

5. solis. Atrast vienādojumu (12.2.10) mazāko pozitīvo
sakni t*h-

6. solis. Atrast xh+\=Xh+ t*hrh ar šim punktam atbilstošiem

z
h+ļ

un gtMi (i= 1, 2,...,m).
7. solis. Noteikt jaunu parametru efe+i

=eh, ja ел
—rļ*h<o,

vai es+i =o,sefe, ja е^-пЛ^гО.
Sie 7 soļi veido vienu iterāciju. Atvietojot katra solī indeksu

k ar £+1, iterācijas jāatkārto tik reižu, cik nepieciešams, lai

iegūtu optimālo plānu ar vajadzīgo precizitāti. To raksturo para-

metrs Eh un attiecīgo gradientu kolinearitāte noapaļojumu kļūdu
robežās.

Piemērs 12.2.1°. Maksimizēt funkciju

z=Xi-~ (12.2.12)

pie ierobežojumiem

yi
==Xl

2
+x

2
2 ]

y2=
<0, (12.2.13)

уг
шт -л-2 <0. j
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Atrisinājums. Pieņemsim par sākuma punktu x0=(4; 2) T

un par sakuma parametru ci=0,1. Tad visi yt ir mazāki par eb

tāpēc *0 ir planu kopas iekšējs punkts (sk. zīm. 12.1) un funkcija
z visstraujākokāpumu, neizejot ārpus plānu kopas, iegūst tās gra-
dientu virzienā. Vz un Vi/i (i =1,2,3) pie jebkura x ir

ЩЩ
Vyi= (2*i; 2x2),

l
(12.2.14)

Vy2=(-1;0),

Vy3=(0;-1).

Saskaņā ar izteiksmēm (12.2.14) punktam *0 =(4;2) T atbil-

stošas gradientu vērtības ir Vz0=(1; 0,25); V/yi0=(8;4); Vy2

un Vl/3 pie jebkura x ir nemainīgi vektori. Punktam x 0 atbilstošā

mērķa funkcijas vērtība ir z0=4 —0,5=3,5. Tās pieaugumu iegū-
sim, ievietojot x 0 vietā x\= (4-M0; 2+0,25f0)T. Soja koeficients

r*o=0,523 ir vienādojuma (4+r0 ) 2 + (2+0,25/
0 ) 2-25=0 mazākā

pozitīvā sakne. Tādēļ x, =(4,52; 2,13)T; Zi=4,05; Ум
=—0,03, resp.,

—0,1 <— 0,03<0. Tātad punkts X\ atrodas uz plānu kopas robe-

žas. Ar to sākotnējais solis ir noslēdzies, un jāizpilda iterāciju
soļi.

1. iterācija. Л solis: *,= (4,52; 2,13)T
; Zi =4,05; yn =-0,03;

г/21 =— 4,52; y3i
=—2,53.

2. solis:
ci =0,l; /i={l}.

3. solis: Vz,= (l; 0,220); Vt/n=(9,04; 4,26).
4. solis: Maksimizēt и= гц pie ierobežojumiem — Гц —0,220r2i+

+ 9,04ru+ 4,26r2i+Tļi<o; Гц<l; -ri,< 1; г 1; -г2l<l.
Atrisinot šo 4. soļa lineārās programmēšanas uzdevumu, atrod

n*i =0,23; Гц=0,45, r2l
=-l, t. i., r,= (0,45; -1)

T.
5. solis: sola koeficients t*i =0,19 ir vienādojuma (4,524-

-+0,45ri) 2+(2,13-0
2-25=0 mazākā pozitīvā sakne.

6. solis: x2=(4,60; 1,94) T; z2
=4,09; t/i2=—0,08; г/22=-4,60;

i/32=
- 1,94.

7. solis: e2=0,1, jo ci=0,1, n*, =0,23 un 0,1 -0,23=-0,13<0.

2. iterācija. 1) x2= (4,60; 1,94)T
; z2=4,09; г/, 2 =-0,08.

2) е2
=0,1;/2={1}. 3) Vz2

= (1; 0,266); Vty, 2
=(9,20; 3,88). 4) Mak-

simizēt f=Tļ2 pie ierobežojumiem — ri 2
—0,266г

2г+ 9,20ri
2+

+3,88r22+ r —r, 1; Г2 2<l; — rst<£l< Atrisinot šo

4. soļa lineārās programmēšanas uzdevumu, atrod n*2 =0,14; r2
=

=(0,41;-1)T. 5) 2=0,15 ir vienādojuma (4,60+0,4H2 )
2+

+ (1,94-/2)
2 -25=0 mazākā pozitīvā sakne. 6) x3

= (4,66; 1,79)T;
2-3=4,10; i/i 3=-0,08. 7) e3

=0,1, jo e2=0,l; iļ*2
=0,14 un

0,1-0,14=-0,04<0.
3. iterācija. 1) *3

= (4,66; 1,79) T; z
3
=4,10; г/,2=-0,08.

2) e3
=0,l; 7 3={1}. 3) Vz3

= (1; 0,312); Vty, 3
= (9,32; 3,58).

4) Tļ *3=0,07; r3=(0,39; -1) T. 5) r*3
=0,12. 6) *4

= (4,71; 1,67) T
;

z
4
=4,lll; £/i4= —0,03. 7) e4=0,5e3=0,05, jo е3-г|*з=0,03>0.
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4. iterācija. 1) ж4
=(4,71; 1,67)T; z4

=4,ll; tyu=-0,03.
2) 64 =0,05; /

4={l}. 3) Vz4=(l; 0,358); V«/14
=(9,42; 3,34).

4) T]% =0,02; r4
=(-0,34; 1)T. 5) r*4=0,03. 6) *5=(4,70; 1,70) T;

z
5
=4,112; yls =-0,02. 7) e5=0,025.

5. iterācija. 1) *5
=(4,70; 1,70)T; z

5
=4,ll; t/15

=0,02.

2) 65 =0,025; /s={l}. 3) Vz5
=(1; 0,346); Vi/15

=(9,40; 3,40).
4) Tļ*s=0,014; r

5=(0,36;-1)T. 5) г*5
=0,05. 6) x6

=(4,72; 1,65)T;
26=4,114; i/ 16

=0,00. 7) e6
=0,012.

6. iterācija. 1) *6
=(4,72; 1,65)T

; z6
=4,114; t/i6

=0,00.
2) e6

=0,012; /6 ={l}. 3) Vz6=(l; 0,367); Vyl6
=(9,44; 3,30).

4) T)*6=0,016; re= (-0,351; 1) T. 5) Nav tāda pozitīva f6, kas

apmierinātu vienadojumusyi6=0 (i= 1,2,3). Tadeļ *6=*5
=(4,72;

1,65)T
un z

6=z5=4,114.
Atbilde. Dotā uzdevuma (12.2.12), (12.2.13) optimālais at-

risinājums ir z* =4,114, ja **=(4,72; 1,65) T. Noapaļojumu kļūda
nepārsniedz c=0,013.

12.3. §. Gomori metode diskrētajā programmēšanā. Praksē

bieži jāsastopas ar tādiem matemātiskās programmēšanas uzde-

vumiem, kuros vismaz dažu nezināmo lielumu vērtības var būt

tikai veseli skaitļi. Šādus diskrētās programmēšanas uzdevumus,
kad mērķa funkcija un ierobežojumi ir lineāri, mēdz atrisināt pa-

rastajā kārtībā, nepievēršot uzmanību diskrētības nosacījumiem.
Pēc optimālā plāna atrašanas nezināmos lielumus, kuriem jāiz-

pilda diskrētības nosacījumi, vienkārši noapaļo līdz tuvākajiem

veselajiem skaitļiem. Tāda prakse, ja nezināmo_ vērtības ir relatīvi

lieli skaitļi, parasti attaisnojas. Tomēr nereti tada veida var iegūt

aplamus un pilnīgi nepieņemamus rezultātus, īpaši tad, ja nezi-

nāmie var pieņemt tikai divas vērtības: 0 vai 1.

Aplūkosim lineāra diskrētās programmēšanas uzdevuma risinā-

šanas algoritmu, ko sauc par Gomori algoritmu (metodi). To var

izmantot tādu uzdevumu risināšanai, kuri vispārīgā veidā formu-

lējami šādi:

z= с
т
дс->- max, \

А*=Ь, Х>о,
} <'2.3Л)

Xj — veseli skaitļi (je/j), (12.3.2)

Te lietoto simbolu nozīme ir tāda pati kā 9. nodaļā. /, ir to in-

deksu / kopa, kuriem atbilstošajām vektora x koordinātēm Xj jā-
būt veseliem skaitļiem.

Tā kā lineāru vienādojumu sistēmu Ax=b vienmēr var pār-
veidot tā, lai visi matricas A elementi būtu veseli skaitļi, tad uz-

skatīsim, ka šis nosacījums ir izpildīts jau uzdevuma (12.3.1),
(12.3.2) formulējumā. Saskaņā ar Gomori algoritmu vispirms risina

uzdevumu (12.3.1), ignorējot diskrētības nosacījumus (12.3.2).
Sādu uzdevuma (12.3.1), (12.3.2) apakšuzdevumu turpmāk ap-
zīmēsim ar G O. Ar apzīmējumiem (9.1.12), (9.1.13) uzdevuma
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G
0 optimālais atrisinājums ir 2*0=c

BB-'b, ja bāzes mainīgie
xB

=B~lb un nebāzes mainīgie xD =o. Ja vektora x
B

koordinātes

Xj (/e/i) ir veseli skaitļi, tad uzdevums (12.3.1), (12.3.2), kuru

turpmāk apzīmēsim ar G, ir atrisināts. Ja turpretim kāda no vek-

tora xB koordinātēm Xj (/e=/i) ir daļskaitlis, tad jārisina uzde-

vums G\. Pirms šī uzdevuma formulēšanas jādefinē daži palīgjē-
dzieni un jāpieņemtiem apzīmējumi.

Definīcija I°. Par reāla skaitļa a veselo daļu sauc lie-
lāko veselo skaitli [a], kas apmierina nevienādību [a]^a.

Definīcija 2°. Par reāla skaitļa a daļveida daļu sauc

skaitli a— [a).

Piemēri: [6] =6; [6,2]=6; F-|ļ-l;
[-6]=-6; [-6,2]=-7;[-ļ]=-2.

So skaitļu daļveida daļas ir attiecīgi 0; 0,2; 2/3; 0; 0,8; 1/3.
Saskaņa ar definīcijām 1° un 2° vienmēr ir spēkā nevienādība

kur t=a—[a] ir reāla skaitļa a daļveida,daļa.
Definīcija 3°. Par nevienādībai + a2

x
2+.. . +an

x

atbilstošo Gomori šķēlumu sauc nevienādību t\X\-\-t2
x

2+...
.. .+ t

n
x

n>t, kur ti =ai-[ai] (i= 1, 2,.. ~n)un t =b-[b] ir skaitļu
at un b daļveida daļas.

• 4 2 7 5
Piemērs. Nevienādībai хх —

Ъх
2Л--=- x 3

—

T x 4sC — atbil-
o о 4 2

1 2 11
stošais Gomori šķēlums ir х{ +0х2+—x3+—х resp., vie-

-5 4 2 7
nadojumam х5

—-^-+-^х 1
— 5х2+ -^х3 —r*4=0 atbilstošais Go-

Z о 0 4

11 2 1
mori šķēlums ir —g

— +0x2+x3+ — x4=0, kur .v

16 5 4

un g^sO.
Tagad varam atgriezties pie uzdevuma G\ formulēšanas. Uzde-

vumu Gļ iegūst, ja uzdevuma Go pēdējo iterācijas tabulu papil-
dina ar vienu jaunu ierobežojumu. Jaunais ierobežojums jāformulē
kā uzdevuma Go pēdējā iterācijas tabulā nolasāmajam vienādo-

jumam atbilstošais Gomori šķēlums. Šķēluma sastādīšanai eksistē

dažādi priekšraksti. Vienkāršākais no tiem ir sastādīt Gomori šķē-
lumu, kas atbilst tam ierobežojumu sistēmas vienādojumam, ku-

ram pēdējā iterācijas tabulā ir lielākais brīvais loceklis. Pagari-
not ar šo šķēlumu kā ar papildu ierobežojumu pēdējo iterācijas
tabulu, iegūst uzdevuma G{ pirmo iterācijas tabulu. Ja arī uzde-

vuma Gļ optimālais atrisinājums neapmierina visus uzdevuma G

nosacījumus, tad pilnīgi analogi jāsastāda uzdevums G 2 utt. Sādu

uzdevumu sastādīšana un atrisināšana jāatkārto tik reižu, cik ne-

pieciešams, lai iegūtu uzdevuma G atrisinājumu vai arī lai pār-

liecinātos, ka atrisinājums neeksistē. Uzdevumam G nav atrisinā-

juma, ja neeksistē atrisinājums kādam no uzdevumiem GO, Git
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G2,... Jāievēro, ka vienādojumam a
T
x=b nav atrisinājuma, ja b

nav vesels skaitlis, bet visas vektora o
T koordinātes ir veseli

skaitļi un visām vektora x koordinātēm arī jābūt veseliem skait-

ļiem.
Piemērs 12.3.1°. Maksimizēt z =3a-i + 3a-

2+
13лг

3 pie ierobe-

žojumiem -3*l+6х2+ 6*i -Зх
2+7х х (/=1,2,3),

visiem Xj jābūt veseliem skaitļiem.
Atrisināju m_s. Apzīmējot doto uzdevumu ar G, risināsim

tam atbilstošo lineārās programmēšanas uzdevumu GO, kura pirmā
simpleksa metodes iterācijas tabula ir šāda:

(12.3.3)

Ar * un tabulā (12.3.3) apzīmēti papildu nezināmie,
kas pēc uzdevuma G nosacījumiem var arī nebūt veseli skaitļi.
Izpildot trīs iterācijas, iegūstam uzdevuma G0 pēdējo iterācijas
tabulu:

(12.3.4)

Tā kā uzdevuma G
0 optimālajā atrisinājumā a"i =a-

2
=8/3, kas

nav veseli skaitļi, tad sastādīsim tabulas (12.3.4) 1. rindai atbil-

stošo Gomori šķēlumu un jaunas tabulas veidā formulēsim uzde-

vumu G\. Sis uzdevums, tāpat kā uzdevums Go, ir maksimizācijas
uzdevums, kurš nolasāms tabulā (12.3.5):

(12.3.5)

+ 1 — 1 Xļ Xļ x3 (IG0 )

О -3 -3 -13 О2

8

8

-3

6

6

-3

Ш
7

1

2*5

15 -1 -1

+ 1 (IVGo)

16 1

X\

8/3

8/3

1/9

2/9
7/3
7/3

2/9

1/9

1

2

61/3 1/3 14/3 1/3

+ 1 -1 *5 X» (IG>)

16

x2 8/3

8/3

1/9 7/3 2/9

2/9 7/3 1/9

-2/9 I-1/3 1 -1/9

1

2

3gi -2/3

а 59/3 1/9 13/3 2/9



Tabulā (12.3.5) ir papildu nezināmais Gomori šķēlumā,
ar kuru pagarināta uzdevuma G

0 ierobežojumu sistēma.

Ja lieto duālo simpleksa metodi, tabulai (12.3.5) seko tabulas

(12.3.6), (12.3.7):

(12.3.6)

(12.3.7)

Tabulā (12.3.7) nolasāmais uzdevuma G{ optimālais atrisinā-

jums ari neapmierina visus uzdevuma G ierobežojumus, jo jc2
=

=1/6 ir daļskaitlis. Tādēļ jāsastāda un jāatrisina uzdevums G2.
Tabulas (12.3.7) brīvo locekļu kolonnā lielākais skaitlis ir 3/2,
kas atrodas 2. rindā. Tādēļ jāsastāda šajā rindā nolasāmajam vie-

nādojumam atbilstošais Gomori šķēlums. Pievienojot šo Gomori

šķēlumu tabulai (12.3.7), iegūst uzdevuma G
2 formulējumu, kas

nolasāms kā funkcijas z maksimizācijas uzdevums tabulā (12.3.8):

(12.3.8)

+ 1 -1 *5 (71 *4 (I1G,)

14 | 1/3 2/3

*2 -2 -13/9

-2 F4/3I

2 2/3

7

7

-3

-5/9

-2/3

1/3

1

2

3

11 -25/9 13 -11/9 !

+ 1 -1 х4 (ИЮ,)

27/2 1/4 19/4 1/2

*1

1/6 -13/12
3/2 -3/4

1 1/2

-7/12
-21/4

1/2

1/6
1/2

О

1

2

3

91/6 -25/12 -19/12 1/6

+ 1 -1 *1 8\ *4 (Юг)

2 27/2 1/4 19/4 1/2

1/6

3/2

1

-1/2

-13/12

-3/4

1/2

-1/4

-7/12

-21/4

1/2

-3/4

1/6

1/2

О

ГТ72]

i

2

3

4

Xi

44/3 I -7/3 -7/3 -1/3
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Ja lieto duālo simpleksa metodi, tabulai (12.3.8) seko uzde-

vuma Go optimālā atrisinājuma tabula (12.3.9):

(12.3.9)

Uzdevuma G
2 optimālais plāns apmierina visus dotā uzdevuma

G nosacījumus. Tādēļ tā atrisinājums ir arī uzdevuma G optimā-
lais atrisinājums: maxz=l3, ja *i =0, x2=0 un x3=\.

Šī paragrāfa sākumā tika izteiktas kritiskas piezīmes par pa-

ņēmienu, kad vienkārši noapaļo uzdevuma G
0 optimāla atrisinā-

juma rezultātus, lai iegūtu veselos skaitļos izteiktu plānu. Cik

aplama var būt tāda prakse, rāda tikko atrisināta konkrētā uzde-

vuma rezultāti.

Ja noapaļotu tabulā (12.3.4) nolasāma uzdevuma G
0 optimālā

plāna skaitļus, tad iegūtu Xi*=3, x2=3; x3=0, kam atbilstoša z

vērtība ir 18. Tāds paņēmiens ir'nederīgs ta vienkārša iemesla

dēļ, ka šie veselie plāna skaitļi neapmierina dota uzdevuma iero-

bežojumus. Bez tam šie skaitļi rada maldīgu iespaidu, it kā dotas

mērķa funkcijas vērtība varētu sasniegt skaitli 18. Noapaļojot uz

leju,' t. i., pieņemot Xi =x2=2, rodas maldīgs priekšstats, ka mak-

simālā z vērtība ir tikai 12.

Noslēdzot šo paragrāfu, jāatzīmē, ka gadījuma, ja kādā no

aprakstītā algoritma uzdevumiem G
h (6=2,3,4,...) pēdējā iterā-

cijas tabulā starp bāzes mainīgajiem parādās skaitļi g,, kuru

indekss i mazāks par k, tad tās tabulas rindas, kuras šādi g; at-

rodas, var vienkārši izsvītrot. Tādēļ neviena no uzdevumiem Gb

ierobežojumu rindu skaits nevar pārsniegt n +l, ja vektoram x ir

n koordinātes.
12.4. §. Jēdziens par dinamiskās programmēšanas metodi. Ar

nosaukumu dinamiskā programmēšana mēdz apzīmēt īpašu mate-

mātiskās programmēšanas uzdevumu skaitliskās atrisināšanas me-

todi. Tādu nosaukumu metodei devis tās autors R. Bellmans un

viņa līdzgaitnieki. Dinamiskās programmēšanas rašanās saistīta

ar dažu daudzsoļu vadības procesu optimizācijas pētījumiem, tā-

dēļ arī ieviesies no angļu valodas pārņemtais metodes nosaukums.

Dinamiskā programmēšana kā matemātiskās programmēšanas
uzdevumu skaitliskās atrisināšanas metode principiāli atšķiras no

visām iepriekš minētajām metodēm, un tai ir universāls raksturs.

Teorētiski ar šo metodi var aizstāt visas tās matemātiskās

pogrammēšanas uzdevumu atrisināšanas metodes, kuras aplūkotas

4-1 -1 A'l gl (IIG2)

13

X2

xt

x3

X,

О

1

1

1

-7/6
-1

1/2
1/2

-5/6

-6

1/2
3/2

1/3

1

О

-2

1

2

3

4

15 -13/6 -11/6 -2/3
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šīs grāmatas iepriekšējos paragrāfos un nodaļās, bez tam dina-

miskas programmēšanas metode ir noderīga arī tādu uzdevumu

risināšanai, kuros nav izpildīti iepriekšējos paragrāfos un nodaļās
aplūkoto skaitlisko metožu pielietošanas iespēju nosacījumi. Vienu

no tādiem uzdevumiem vispārīgā veidā var formulēt šādi.

Uzdevums 12.4.1°. Maksimizēt funkciju z= fi (x{) +

+... +/„(*„) pie ierobežojumiem a\Xi +a2Xļ+... + anx visi

(/= 1,2,... ,n) ir veseli skaitļi, aj>o.
Šādam uzdevumam ir vienkārša ekonomiskā interpretācija. Pie-

ņemsim, ka mūsu rīcība ir atkarīga no kāda ražošanas resursa

(zemes platības, darbaspēka, naudas līdzekļiem vai kāda cita re-

sursa). So resursu var izmantot ar n dažādiem ražošanas paņē-

mieniem, kurus sauksim par tehnoloģijām. Resursa izmantošana

ar kādu no tehnoloģijām dod zināmu ienākumu, kuru var novērtēt

ar paša šī resursa vienībām vai ari ar pavisam citādām mērvie-

nībām, pārvēršot, piemēram, visu ienākumu naudas izteiksmē.

lenākums ir atkarīgs kā no izmantotā resursa daudzuma, tā ari

no pielietotās tehnoloģijas. Optimālās plānošanas uzdevums ir

izmantot doto resursu tā, lai gūtu maksimālo ienākumu. Dinamis-

kās programmēšanas metodē pieņem, ka a) ienākumu fj(Xj), kuru

iegūst no resursa daudzuma Xj izmantošanas pēc /-tās tehnoloģi-

jas, var izmērīt ar kopīgu mērvienību visiem /=1,2, ...,n;

b) ienākums fj(Xj), kuru iegūst no /-tās tehnoloģijas pielietošanas,
nav atkarīgs no tā, kādi resursu daudzumi izdalīti izmantošanai

pēc citām iespējamām tehnoloģijām; c) kopīgo ienākumu no re-

sursa izmantošanas pēc dažādām iespējamām tehnoloģijām var

noteikt kā to ienākumu summu, kurus iegūst no atsevišķām teh-

noloģijām. Siem nosacījumiem un interpretācijai pilnā mēra atbilst

uzdevuma 12.4.Г formulējums.

levērojot uzdevuma 12.4.1° ekonomisko interpretāciju, šo uz-

devumu var aplūkot arī kā n soļu vadības procesu, kurā attie-

cīgo lēmumu izdalīt noteiktu resursa daudzumu x,, kas izmanto-

jams pēc /-tās tehnoloģijas, pieņem /-tajā solī. Uz šo faktu tad

arī pamatojas dinamiskās programmēšanas metode. Vispirms ri-

sina viensoļa, tad divsoļu, trīssoļu uzdevumu utt., kamēr galu galā
nonāk pie n soļu uzdevuma.

Lai tādu uzdevumu hierarhiju izveidotu, fiksē vienu no iespē-
jamām x n

vērtībām un aprēķina anx„.

No uzdevuma 12.4.1° formulējuma izriet, ka

n-l

£ ajXj^b-an xn (12.4.1)
y=i

un

n-l

max X fi(Xj)=<fn-
l(b-anxn). (12.4.2)

*i *„_, /»!



183

Maksimums izteiksmē (12.4.2) jāaprēķina pēc visiem tiem ve-

selajiem nenegatīvajiem xj (/— 1,2,...', n— Г), kuri apmierina ne-

vienādību (12.4.1). Pieņemot, ka ir atrasta funkcijas ц>п-\(Ь — ап
х

п )
vērtība visiem pieļaujamiem xn, t. i., x n vērtībām 0, 1, 2,

[b/an ], var aprēķināt visiem x
n

atbilstošās vērtības funkcijai

F
n (x„) =/„(*„) +(f„-i(b-a nxn ). (12.4.3)

Lielākā no Fn(xn ) vērtībām ir dotās mērķa funkcijas z maksimālā

vērtība

2*=maxF„(.v„). (12.4.4)

Izteiksmē (12.4.3) nezināma ir funkcija op„_i (b— anx n). Lai to

atrastu, ievērosim, ka jebkuram veselam pozitīvam skaitlim Ķ ir

spēkā vienādība

ф„-1«)= max "ifi(x}), (12.4.5)
*1 *n-l

kur maksimums jāaprēķina pēc visiem veselajiem nenegatīvajiem

skaitļiem Xj (/= 1, 2,..., n— 1), kuri apmierina nevienādību

To ievērojot, iegūstam vienādību

фп_,(|)= max [/„_,(*„_!) +<fn-2(Ķ-an-ļX (12.4.7)
*n-l

kur

n-2

Фп-2(п)= max Y,U{Xj). (12.4.8)
*, *„-2 '' =1

Maksimums izteiksmē (12.4.8) jāaprēķina pēc visiem tiem vesela-

jiem nenegatīvajiem Xj (/= 1, 2,..., n —2), kuri apmierina nevie-

nādību

n-2

Z ¥i<4- (12.4.9)

Lielumam xn-i izteiksmē (12.4.7) var būt jebkura no vērtībām

0, 1, 2, [i/an-\]. Tātad, ja zinām funkciju ф,.--2(г|), tad var

aprēķināt funkciju <pn-i(E)- Jāatzīmē, ka dažādām skaitļa | vēr-

tībām, kurām nosaka atbilstošo funkcijas (p n-i(|) vērtību, jāatkārto
maksimuma aprēķināšanas operācija izteiksme (12.4.7).

Lai atrastu nezināmo funkciju cp„_2(š — a
n-\Xn-\) izteiksme
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(12.4.7), tad tikko aprakstītais process jāturpina līdz pēdējam so-

lim, kurā atrod funkciju

<p,(Q)=maxMxi), (12.4.10)

kur Ai vērtības var būt 0, 1,..., [o/ai].
Tātad, lai atrisinātu doto uzdevumu, jāsāk ar (fi(o) aprēķinā-

šanu. Pēc tam jāaprēķina <p2(£),..- ,<pn-2(n)> 4>n-i(i) un bei-
dzot z*.

Dinamiskās programmēšanas metodes efektivitāti raksturo visu

mērķa funkcijas maksimuma noteikšanai pieļaujamo plāna vari-

antu skaita salīdzinājums ar saskaitīšanas darbību skaitu, kas jā-
izpilda, lai vajadzīgo maksimumu atrastu. Veselo nenegatīvo
skaitļu kopā, kuras elementi apmierina uzdevuma 12.4.1° nosacī-

jumus, ir pavisam elementu. Ja n=s un ft=20, tad C24
4
=

= 10 626. Lietojot dinamiskās programmēšanas metodi, tāda uzde-

vuma 12.4.1° atrisināšanai, kurā vektoram x ir n koordinātes un

ierobežotā resursa kopīgais daudzums ir b, vajadzīgo saskaitīšanas

darbību skaitu var noteikt ar formulu s=ftļn+ ——

Ja n= 5 un fc=20, iegūstam s=945. Kaut arī šis skaitlis ir ļoti

liels, tas tomēr ir tikai nepilni 10% no tā skaitļošanas darba

daudzuma, kas vajadzīgs, lai ar tiešu salīdzināšanu atrastu opti-
mālo plāna variantu. Dinamiskās programmēšanas metodes efek-

tivitāte kļūst vēl būtiskāka pie lieliem n, jo katrā solī visas ne-

perspektīvās nezināmo kombinācijas var izslēgt no tālākas to

attīstības.

Dinamiskās programmēšanas metodes pielietošanas ilustrācijai
aplūkosim konkrētu diskrētās programmēšanas uzdevumu, kas

pazīstams ar nosaukumu «ceļojošā tirgoņa uzdevums». Pieņem-
sim, ka ar 0, 1, 2, 3, 4 apzīmētas 5 vietas un ka attālumi starp
šīm vietām doti tabulā (12.4.11):

(12.4.11)

Uzdevums 12.4.2°. Izmantojot tabulā (12.4.11) doto infor-

māciju, sastādīt visīsāko ce]ojuma maršrutu, kas sākas un bei-

dzas vietā 0, ja ceļotājam jāapmeklē katra no pārējām 4 vietām.

Atrisinājums. Ceļojuma maršrutā ir pavisam n=5 posmi.
Principā tādu uzdevumu varētu atrisināt, sastādot visus iespē-
jamos 5! =120 maršrutu variantus, bet tāds atrisināšanas paņē-
miens pie liela n kļūst praktiski neizpildāms. Tādēļ dotā uzde-

vuma atrisināšanu var sākt ar mazāka posmu skaita kombināciju
salīdzināšanu, izslēdzot neperspektīvās nezināmo kombinācijas no

о

1

2

3

4

О

300

250

200

400

300

0

500

350

600

250

500

0

250

200

200

350

250

0

250

400

600

200

250

0
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tālākās attīstības. Visu iespējamo tnsposmu kombināciju novērtē-

jumi apkopoti tabulā (12.4.12):

(12.4.12)

Tabulā (12.4.12) ar + atzīmēti tie varianti, kurus ir jēga tur-

pināt. Varianti, kam tādas zīmes nav, ir neperspektīvi. Tie no

turpmākās attīstīšanas izslēdzami, jo nav jēgas attīstīt, piemē-
ram, maršrutu 0 2 13, kura garums 1100 km, ja maršruta 0123

garums ir 1050 km un abi šie maršruti satur vienas un tās pašas
vietas.

Attīstot un novērtējot tabulas (12.4.12) perspektīvos maršru-

tus, iegūstam tabulu (12.4.13):

(12.4.13)

Attīstot tabula (12.4.13) ar + atzīmētos perspektīvos maršru-

tus, iegūstam tabulu (12.4.14):

(12.4.14)

Atbilde. Optimālie ceļojuma maršruti ir divi. Pirmajā no tiem

vietu secība ir 0 2 4 3 1 0, otrajā tā ir 0 1 3 4 2 0. Minimālais

ceļa kopgarums katrā no šiem maršrutiem ir 1350 km.

Varianti km Varianti km

0 2 3 1

0 3 2 1

0 2 4 1

0 4 2 1

0 3 4 1

0 4 3 1

0 13 2

0 3 12

0 14 2

0 4 12

0 3 4 2

0 4 3 2

850

950

1050

1100

1050

1000

900

1050

1100

1500

650

900

+

+

+

+

0 1

0 2

0 1

0 4

0 2

0 4

0 1

0 2

0 1

0 3

0 2

0 3

2 3

1 3

4 3

1 3

4 3

2 3

2 4

1 4

3 4

1 4

3 4

2 4

1050

1100

1150

1350

700

850

1000

1350

900

1150

750

650

+

+

+

+

+ +

+

+

Varianti km Varfanti km

0 2 3

0 2 4

0 4 3

0 1 3

0 1 4

0 3 4

1 4

1 3

1 2

2 4

2 3
2 1

1450

1400

1500

1100

1350
1150

+

0 1 2

0 1 4

0 2 4

0 1 2

0 1 3

0 3 2

3 4

3 2

3 1

4 3

4 2

4 1

1350

1400

1050

1250

1100
1250

+

+

+

Varianti km

о

о

о

о

1

2

1

1

2 3

4 3

2 4

3 4

4 О

1 О

3 О

2 О

1500

1350

1450
1350
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13. nodaļa

SPĒĻU TEORIJAS ELEMENTI

13.1. §. Spēļu teorijas pamatjēdzieni. Pieņemsim, ka pastāv
visiem zināmi noteikumi (likumi, tradīcijas, apstākļi), kas ir sais-

toši kāda konflikta dalībniekiem. Ar terminu «konflikts» sapratī-
sim parādību, kuras dalībniekiem ir dažādas intereses un iespēja
izvēlēties dažādus darbības variantus atbilstoši savām interesēm.

Matemātikas nozari, kura aplūko konfliktā esošo dalībnieku opti-
mālo lēmumu pieņemšanas formālos modeļus, sauc par spēļu
teoriju. Spēle šādā nozīmē ir konflikta matemātiskais modelis. Lai

aprakstītu konfliktu spēles formā, tad jāzina, kas un kā piedalās

spēlē, kādi ir iespējamie spēles iznākumi, kas un kādā veidā ir

ieinteresēts spēles iznākumos. Konflikta dalībniekus sauc par spē-
les koalīcijām; koalīciju iespējamos darbības variantus

— par to

tīrajām stratēģijām, bet iespējamos konflikta iznākumus
— par

situācijām. Parasti ar terminu «situācija» saprot rezultātu, kāds

rodas, kad katra koalīcija pielietojusi kādu no savām stratēģijām.
Konflikta iznākumā ieinteresētos dalībniekus sauc par interešu

koalīcijām; to intereses pastāv tādās vai citādās situācijas priekš-

rocībās, kuras bieži izteic ar skaitliskiem laimestiem. Dažādo

spēļu klasifikācija ir atkarīga no pieminēto objektu konkretizacijas

un savstarpējām sakarībām, kādas pastāv starp šiem objektiem.

Aplūkosim divu koalīciju (spēlētāju) matricveida spēli ar

summu 0. Tā ir spēle, kura atbilst šādiem noteikumiem:

a) divi pretinieki (spēles koalīcijas) Л un В var izmantot

kāda mērķa sasniegšanai vairākas tīrās stratēģijas; A rīcība esošo

tīro stratēģiju skaits ir m, bet В rīcībā ir n stratēģijas;

b) katrs spēles dalībnieks pazīst visas iespējamas pretinieka

stratēģijas, bet nezina, kuru no tām dotajā situācija pretinieks

izmantos;

c) ja A izmanto savu i-to stratēģiju, bet В savu /-to stratēģiju,
tad A laimests ir рц norēķina vienības, kuras zaudē B, resp., В

laimests ir —pif, abu pretinieku laimestu summa ir nulle, jo

Рц+(-Рн) =0;

d) visi iespējamie laimesti рц (i= 1, 2,.. ~ m; /= 1, 2,. .., n),
kas sakārtoti m rindās un n kolonnās, veido norēķinu matricu

"Pn Pl2 • ■ • Pin ļ
p_ P2l P22 ••• P2n I

- Pml Pm2 ■ ■ ■ Pmn J

Matricveida spēle ir pilnīgi definēta, ja dota norēķinu matrica.

Tā, piemēram, ja dotā norēķinu matrica ir

1-1 3 0 1

P= -1 2 0-1 I (13.1.1)
3 o—l 1 J
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tad A rīcībā ir 3, bet В rīcībā 4 tīrās stratēģijas. Katrs matricas

(13.1.1) elements ir norēķina vienību skaits, kuru iegūst A un

zaudē B. Ja, piemēram, A lieto savu pirmo, bet В savu trešo tīro

stratēģiju, tad laimesta lielums ir 3 norēķina vienības. Tās iegūst
A un zaudē B. Ja A lieto savu pirmo, bet В otro tīro stratēģiju,
tad laimesta lielums ir —1 norēķina vienība. Tas nozīmē, ka А

zaudē, bet В iegūst vienu norēķina vienību.

Līdz šim tika pieņemts, ka aplūkotajā matricveida spēlē katra

spēles koalīcija noteiktā situācijā izmantojusi vienu vienīgu reizi

kādu no savām tīrajām stratēģijām.

Turpmāk aplūkosim t. s. jaukto stratēģiju jēdzienu, kas sais-

tīts ar tīro stratēģiju lietošanas varbūtību sadalījumu. Ja ar xt
(i= 1, 2,. .., m) apzīmē varbūtību (biežumu), ar kuru spēles koa-

līcija A izvēlas savu t'-to tīro stratēģiju, bet ar v}u} (/=1,2,..., n) —

varbūtību, ar kuru В izvēlas savu /-to tīro stratēģiju, tad vektoru

x= (jcb Xļ,..., Xm) sauc par koalīcijas A,_ bet vektoru _v
=

=(ыь и 2, ••
•,un ) par koalīcijas В jaukto stratēģiju. Tā, piemēram,

ja matricveida spēle ir definēta ar norēķinu matricu (13.1.1) un

koalīcijas В jauktā stratēģija ir u= (0,1; 0,5; 0; 0,4), tad tas no-

zīmē, ka В izmanto savu pirmo tīro stratēģiju 10% gadījumu,

otro 50%, trešo 0% un ceturto tīro stratēģiju 40% gadījumu. Jauk-

tās stratēģijas acīm redzami apmierina šādus nosacījumus:

а) b)
(13.i.2)

с) e
T
x =e

Tu=\,

kur e
T ir vektors (1, 1,.. ~ 1), t. i., e= (1, 1,..., 1)T.

Ja matricveida spēle ir definēta ar norēķinu matricu P un koa-

līcijas A jauktā stratēģija ir x, bet koalīcijas В jaukta stratēģija
ir v, tad koalīcijas A laimesta matemātisko cerību izteic skaitlis

x
TPu. Tā, piemēram, ja spēle ir definēta ar matricu (13.1.1), А

jauktā stratēģija ir x= (0,4; 0; 0,6) un В jauktā stratēģija ir v=

=(0,1; 0,5; 0; 0,4), tad A laimesta matemātiska cerība ir

"1-1 3 0"

(0,4; 0; 0,6) -1 2 0-1 (0,1; 0,5; 0; 0,4)*=

3 0-1 1
_

=(2,2; -0,4; 0,6; 0,6) (0,1; 0,5; 0; 0,4)T=0,26.

Tas nozīmē, ka koalīcijas A laimests vienā spēlē šādā gadī-

jumā vidēji ir 0,26 norēķina vienības.

13.2. §. Dažas matricveida spēļu pamatteorēmas. Lemma I°.

Ja Р=(ри) (тхп}
ir divu koalīciju A un В spēles norēķinu mat-

rica, tad

min pijS^x
T

рц, (13.2.1)

kur x un и attiecīgi ir A un В jauktās stratēģijas.
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Pierādījums. Atvietojot visus matricas P elementus ar

min/7,j, iegūstam matricu P'= (min pij) (c) (mXn) un pastāv nevie-

nādība x
rPu^xTP'и=min рц, jo x

rP'u=[xT (e)u]min pij =min рц.

Analogi, atvietojot visus matricas P elementus ar тахр,;, iegūst
matricu P"=* (те&рц) (c) (mXn) un pastāv nevienādība x

T

и — тахpij. Tadeļ min pij, ko an vaja-
dzēja pierādīt.

lepriekšējā paragrāfā aplūkotajā skaitliskajā piemērā atrastā

laimesta matemātiskā cerība 0,26, kā viegli pārliecinājies, atbilst

tikko pierādītajai lemmai I°, jo —1<0,26<3.

Definīcija I°. Matricveida spēli, kas definēta ar norēķinu

matricu P, sauc par atrisināmu, ja eksistē tāds skaitlis v un vek-

tori x 0 un uO, ka visām iespējamām jauktajām stratēģijām x un и

pastāv nevienādības

x
TPuo^v<^xo

rPu. (13.2.2)

Skaitli v sauc par spēles cenu, bet vektorus x 0 un u 0
— par

optimālajām stratēģijām.
Ja spēle ir atrisināma, tad, pielietojot stratēģiju xo, koalīcijas

A laimesta summa nevar būt mazāka par spēles cenu v neatka-

rīgi no tā, kādu no savām jauktajām stratēģijām v pielieto koa-

līcija B. Analogi, pielietojot stratēģiju uO, koalīcijas В zaudējums
nevar būt lielāks par spēles cenu v neatkarīgi no tā, kādu no

savām jauktajām stratēģijām x pielieto koalīcija A.

Lemma 2°. Ja spēle ir atrisināma, tad tās cena ir

v=xo
T
Pm. (13.2.3)

Pierādījums. Saskaņā ar definīciju Г pastāv nevienādības

xq'tPuq^v^xotPuo. No tā izriet, ka d=*o
tPuo, ko arī vajadzēja

pierādīt.
Lemma 3°. Ja spēle Ir atrisināma, tad nevienādības (13.2.2)

Ir ekvivalentas ar nevienādību sistēmu

ve—PT
xo sCo, \

< 13-2-4>

kur e=(1,1,...,l) T.

Pierādījums. levietojot nevienādību (13.2.2) labajā pusē
v=

ej, kur ej ir vienības vektors, kam /-tā koordināte ir 1, bet
visas pārējās koordinātes vienādas ar 0, iegūst (ņemot /=1,2,.. .
..., n) nevienādību sistēmu

v^x0
T Peu

V^X °TPe2
: ■ (13.2.5)

v^xoTPe
n-,
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Nevienādību sistēmu (13.2.5) var atvietot ar nevienādību

veT^x OTP0
TP

jeb

ve-P T
x (13.2.6)

Izteiksme (13.2.6) ir pirmā nevienādība sistēmā (13.2.4). Pilnīgi
analogi pierādāms, ka no nevienādībām (13.2.2) izriet arī nevie-
nādība ve

T
-uOTPT^=0

TPT^=oT.

Tagad spriedīsim otrādi. Pareizinot sistēmas (13.2.4) pirmo
nevienādību no kreisās puses ar и

т
un otro nevienādību no labās

puses ar x, iegūstam nevienādību sistēmu

vu
T
e— u

TPT
xo^u J

o, )

I
(13.2.7)

Tā kā u
T
e=e

Tx=l un u
T
o=o

T
*=0, tad no nevienādībām

(13.2.7) izriet, ka

D-u
TPT

*
o<o, )

,-«oT | <13A*>

Apvienojot nevienādības (13.2.8), iegūstam

x
TPu os^vs^.x o'vPu.

Tātad no nevienādībām (13.2.2) izriet nevienādības (13.2.4),
un otrādi

— no (13.2.4) izriet (13.2.2), t. i., šīs nevienādības ir

ekvivalentas, ko arī vajadzēja pierādīt.
Definīcija 2°. Divas spēles, kas definētas ar norēķinu mat-

ricām P un Q, sauc par stratēģiski ekvivalentām, ja katra pirmās
spēles optimālā stratēģija ir ari otrās spēles optimālā stratēģija —

un otrādi.

Lemma 3°. Divas spēles, kas definētas ar norēķinu matricām

P un Q, ir stratēģiski ekvivalentas, ja P=Q+Q', kur Q'=

=k- (c) („iX n)
ir matrica, kuras katrs elements ir konstants skait-

lis k.

Pierādījums. levietojot izteiksmē (13.2.2) matricas P vietā

matricu Q+Q', iegūst

*TQuO+k [*т (c) Uo]<c v<x0
TQu +k [x0

T (c) u
o]. ( 13.2.9)

Ta ka

*
T (e)it0=*o

T (e)u= 1.

tad no (13.2.9) izriet, ka

x
T Qu0 +ks^v^x0

JQu +k

jeb
x

rīQuo^v'^xoTQu 0,

kur v'=v—k. Lemma pierādīta.
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No lemmas 3° pierādījuma redzams, ka otras spēles cena v'

atšķiras no pirmās spēles cenas v par k norēķina vienībām.

Teorēma I°. Katra matricveida spēle ir atrisināma*.

Pierādījums. Saskaņā ar lemmu 3° varam pieņemt, ka

spēles norēķinu matricas P= (рц) (mXn>
visi elementi ir nenegatīvi.

Ja tas tā nebūtu, tad visiem šīs matricas elementiem vajadzētu

pieskaitīt skaitli к=\тахрц\(рц<.o). Tādēļ pieņemsim, ka

(13.2.10)

un aplūkosim divus savstarpēji duālos lineārās programmēšanas
uzdevumus:

/■=;/->max,

eT*=i' \ (13.2.11)

un

w=z-*- min,

"Te=l, ļ (13.2.12)
ге

т
-и

тРт^от,

zSsO; uT^oT.

Tiešā uzdevuma (13.2.11) atbalsta plāns ir vektors (у \ ж
т) т

=

— (0 | ci
T ) T, bet duālā uzdevuma (13.2.12) atbalsta plāns ir vek-

tors (z ļ u
T ) =(v. ļ ci

T ), kur p, ir maksimālais elements matricas

P pirmajā kolonnā. Tiešām, ja ņemam vērā (13.2.10), tad vektors

(0 ļ ci
T ) T apmierina visus uzdevuma (13.2.11) ierobežojumus un

vektors (v. • ci
T ) savukārt apmierina visus uzdevuma (13.2.12)

ierobežojumus, jo

e
T
ei =1,

e-0-PT
ei=-PT

eis£o,

0=0, e,>o )

un

c,
Te=l, ]

ve
T
-e,

TPT^oT,

e,T^oT. ļ

* So teorēmu literatūrā sauc par Neimana teorēmu. Di. fon Neimana un

O. Morgenšterna 1944. gadā izdotajā grāmatā tika sistemātiski izstrādāta spēju
teorija kā līdzeklis matemātiskai pieejai ekonomiskajā konkurencē.
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Uzdevumu (13.2.11), (13.2.12) vienlaicīgu atrisināšanu var

sakt ar parastas simpleksa metodes iterāciju tabulu:

(13.2.13)

Ka redzams, mākslīgais bāzes mainīgais, kas tabula (13.2.13)

apzīmēts ar ~0, izslēdzas jau pēc pirmā iterāciju so|a. Jau pēc
viena iterāciju soļa arī sekundāra mērķa funkcija s sasniedz savu

maksimumu, kas vienāds ar 0. Tādēļ jau otrajā iterācijas tabula

nolasāmi gan tiešā, gan arī duālā uzdevuma atbalsta plāni. Tabu-

las (13.2.13) n+2-ajā rindā ierakstītas kolonnu kontrolsummas.

Tā kā tiešajam un duālajam uzdevumam eksistē atbalsta plāni,
tad saskaņā ar dualitātes teorēmām šādam uzdevumu pārim ek-

sistē arī optimālie atrisinājumi. Apzīmēsim optimālā plāna vek-

toru tiešajam uzdevumam (13.2.11) ar (y0 \ *o
T ) T

un duālajam uz-

devumam (13.2.12) ar (zoļuo). So uzdevumu optimālas mērķa

funkciju vērtības tad ir max/ =(/0 un min w=zO. Sīs vērtības sa-

skaņā ar pirmo dualitātes teorēmu ir vienādas. Apzīmēsim tas ar

v= yQ
=zO. (13.2.14)

Lai pierādītu, ka optimālo plānu vektoru bloki *o_un vu0
T ir ar

norēķinu matricu (13.2.10) definētās spēles optimālas stratēģijas,

ievērosim, ka saskaņā ar uzdevumu (13.2.11), (13.2.12) ierobežo-

jumiem pastāv vienādības

e
T*o=l, )

т , (13.2.15)
vuOTe0

T
e= 1 J

un nevienādības

ve —PT 1

ие
т
-и oтРт^0

тРт^от. / (13.2.16)

-1 У x\ JC
2 *m (I)

-1 0 -1 -1 -I

0 -1 0 0 0

о 1 0 LU i i

«i о 1 2

«2 0 1 3

И* о 1 ft+1

Oo ļ а' ffi ffj От n+2
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Nevienādības (13.2.16) un (13,2.4) ir identiskas. Vienādības

(13.2.15) atbilst nosacījumiem (13.1.2). Tādēļ v ir ar matricu

(13.2.10) definētās spēles cena, bet x0ir koalīcijas A un Uo koa-

līcijas В optimālā stratēģija. Tā kā šādas stratēģijas un spēles
cenu var vienmēr atrast, atrisinot lineārās programmēšanas uzde-

vumus . (13.2.11), (13.2.12), tad jebkura spēle, kas definēta ar

norēķinu matricu (13.2.10), ir atrisināma, ko ari vajadzēja pie-
rādīt.

No teorēmas 1° pierādījuma izriet šāds secinājums. Katras
matricveida spēles cena ir noteikta viennozīmīgi, bet var būt tā-

das norēķinu matricas, ka vienai vai abām spēles koalīcijām
eksistē vairākas optimālās stratēģijas.

13.3. §. Skaitlisks piemērs. Dota spēle ar norēķinu matricu

(13.1.1). Atrast spēles cenu un abu spēles koalīciju optimālās

stratēģijas.

Atrisinājums. Tā kā matricai (13.1.1) ir ari daži nega-
tīvi elementi, tad atrisināsim dotajai spēlei stratēģiski ekvivalentu
spēli, kuras norēķinu matrica ir

"2 0 4 l
*

P = 0 3 10 (13.3.1)

.4 1 0 2.

Matrica P' iegūta no matricas P, pieskaitot katram tās elementam

skaitli 1. Tas nozīmē, ka ar matricu P' definētās spēles cena ir

par vienu norēķina vienību lielāka nekā dotā uzdevuma cena.

Apzīmēsim ar x
T=(x v x2,x 3) koalīcijas A un ar u

T={u\,u2,

«з, u4 ) koalīcijas В jaukto stratēģiju. Saskaņā ar 13.2. § teorē-

mas 1° pierādījumu uzdevuma atrisinājumu iegūstam ar parasto
simpleksa metodes algoritmu, kā parādīts tabulās (13.3.2)—

(13.3.6).

(13.3.2)

-1 xt Х2 (D

-1 о -1 -1 -1 м

О -1 о о

о

"2

1

О

О

о

о

о

1

t 1

1

1

ш
-2

О

-4

-1

1

О

-3

-1

о

1

-4

-1

О

-2

1

2

3

4

5

"3

"4

а -1 2 -8 -5 -8 6
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(13.3.3)

(13.3.4)

(13.3.5)

(13.3.6)

-1 У (И)

О |
-л О I -1

Х\

Щ

И,

1

2

О

4

1

О

1

Ш
i

i

т\> ■
2

-3

3

1

-2

-Г

4

-1

1

2

3

4

5
"з

7 6

-1 к, (III)

О | -3 -1 О

и:

У

"з

1

2

О

4

1

О

-1

1

-1

-1

1

5

-3

6

И]

.1

-1

-1

5

О

1

2

3

4

5

7 ļ -2 2 6

-1 ttļ "4 *3 (IV)

0,75 0,25 0,75 -1 0

"i

У

0,75

0,75
0,75

2,50

0,25

0,25

0,25
0,25

0,50

-0,25

-0,25
-1,25

0,75

-1,50

0,25

-1

-1

Ш
о

1
2

3

4

5

4,75 0,25 -2,25 6

-1 "2 «4 (V)

1,25 0,35 0,45 0,20 0

У

X)

0,25

1,25
1,25

0,50
0,25

0,15
0,35

0,35

0,10
-0,25

0,05
-1,55

0,45
-0,30

0,25

-0,20
0,20

0,20
0,20

0

1

2

3

4

5

3,75 0,05 -1,65 -0,40 6
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Tabulā (13.3.6) nolasāms tiešā lineārās programmēšanas uzde-

vuma optimālais atrisinājums max/ =w= 1,25, ja X[ =x2=0,25 un

x3=0,50. Sajā tabulā nolasāms arī atbilstošā duālā uzdevuma

optimālais atrisinājums min w=maxf= 1,25, ja Wi =0; «2=0,35;
«з=0,20 un «4=0,45. Tas nozīmē, ka dotajam uzdevumam stratē-

ģiski ekvivalentās un ar norēķinu matricu (13.3.1) definētās spē-
les cena ir u=1,25. Vienīgās optimālās stratēģijas šajā spēlē ir

vektori

*o= (0,25; 0,25; 0,50) T

, ļ
u

0=(0; 0,35; 0,20; 0,45)T. J
(13.3.7)

Dotajā matricveida spēlē, kas definēta ar norēķinu matricu

(13.1.1), vienīgās optimālās stratēģijas ir vektori (13.3.7), bet

spēles cena ir v= 1,25— 1 =0,25.

13.4. §. Lineārā programmēšana kā spēļu teorijas speciālga-
dījums. Pieņemsim, ka matricveida spēle ir definēta ar antisimet-

risku norēķinu matricu P, t. i., ar tādu kvadrātisku matricu, kuras

transponētā matrica PT ir vienāda ar —P.

Definīcija I°. Matricveida spēli sauc par simetrisku, ja tā

ir definēta ar antisimetrisku norēķinu matricu P=—PT.
Teorēma I°. Ar norēķinu matricu P definētas simetriskas

spēles optimālā stratēģija ir vektors xq tad un tikai tad, ja

P*o<o. (13.4.1)

Pierādījums. levietojot nevienādībās (13.2.4) v=o,uo=xo

un —PT
=P, iegūstam nevienādību (13.4.1). Tā kā katra matric-

veida spēle ir atrisināma (13.2. § teorēma P), tad teorēma ir

pierādīta.
No teorēmas 1° pierādījuma izriet šāds secinājums. Simet-

riskas spēles cena v ir vienāda ar nulli un abu spēles koalīciju

optimālās stratēģijas x 0 un u0 ir vienādas.

Pieņemsim, ka ir doti divi savstarpēji duāli lineārās program-
mēšanas uzdevumi

I II

a) f =c
T
x->- max, a) w=u

Tb-*-mln,

b) b) u
T4>cT

, (13.4.2)

c) x>ro. c) uT^oT.

No šo uzdevumu konstantēm var izveidot antisimetrisku blok-

matricu

о А -b

P= -Лт
о с (13.4.3)

Ь т
-с

т 0.
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Pieņemot matricu (13.4.3) par simetriskas spēles norēķinu
matricu, apzīmēsim šīs spēles optimālo stratēģiju ar 3 blokos sa-

dalītu vektoru

*o=(r0
T i *o

T • to)T. (13.4.4)

Saskaņā ar teorēmu 1° vektoram (13.4.4) jāapmierina nevie-

nādība

о A —b r0

~AT
о с s0 s£o. (13.4.5)

bT
-c

T oJL to
.

Nevienādība (13.4.5) ir identiska ar trīs nevienādību sistēmu

Aso <bto, (13.4.6)

ro
T
A^c

T
to, (13.4.7)

6 T
r
0 sSc T

so. (13.4.8)

Teorēma 2°. Ja vektora (13.4.4) koordināte t0 ir pozitīva,
tad uzdevumiem (13.4.2) eksistē optimālie atrisinājumi.

Pierādījums. Ja to>o, tad, reizinot vektorus s
0

un r0 ar

l/to, iegūst vektorus

Ļ*o= (13.4.9)
'0

un

~r0=2 (13.4.10)

Dalot nevienādības (13.4.6) un (13.4.7) ar to, iegūst Ay
un zo^A^c 1. Tas nozīmē, ka vektors yo ir maksimizācijas, bet zo

T

minimizācijas uzdevuma (13.4.2) atbalsta plāns. Dalot nevienā-

dību (13.4.8) ar to, iegūst nevienādību

6T
20<CT

I/o, (13.4.11)

bet saskaņā ar 5.2. § lemmu 1° jāizpildās nevienādībai

с
т
уo^&т

2о. (13.4.12)

No izteiksmēm (13.4.11), (13.4.12) izriet, ka c
T
y0

=& T
z0. Tas no-

zīmē, ka yo ir maksimizācijas, bet zo minimizācijas uzdevuma

(13.4.2) optimālais plāns. Tātad šiem uzdevumiem eksistē opti-
mālais atrisinājums, ko arī vajadzēja pierādīt.

Teorēma 3°. Ja vektori (13.4.9), (13.4.10) Ir uzdevumu

(13.4.2) optimālie plāni, tad ar matricu (13.4.3) definētās simet-

riskās spēles optimālā stratēģija ir vektors (13.4.4).



Pierādījums. Ja vektori
y0

un z0 ir uzdevumu (13.4.2) op-
timālie plāni, tad pastāv sakarības

z0
T
A^c

T,

С
Т

Уо=2о
Т

Ь,

vai

ozQ +AyQ —bsCo,

-ATzo+оуо +cs=Co, (13.4.13)
6T

z0 -c
T
yO +0=0.

Tā kā vektoru
y0

un z0
koordinātes ir nenegatīvās, tad eksistē

pozitīvs skaitlis

'
o= eTzo+U,o+l >o

un izpildās sakarības t0z0
=ro, toyo=80, e

T
r0 +e T

so + *o= 1-

Reizinot izteiksmes (13.4.13) ar tO, iegūst sakarību sistēmu

ОГо +ABO —bt 1

— АТ
ГO +O80

+ct J
6 T

r0 -c
T
s0 +0/0= 0 ļ

jeb

[о
A—b r0

-Лт
о с «о <o. (13.4.14)

6 T
-c

T оJlto
.

Saskaņā ar teorēmu 1° izteiksme (13.4.14) nozīmē, ka ar mat-
ricu (13.4.3) definētās simetriskās spēles optimālā stratēģija ir

vektors *o=(r0
T ļ So

T ļ *o)
T> ko arī vajadzēja pierādīt.

Lineārās programmēšanas uzdevums tātad ir speciālgadījums
divu koalīciju (spēlētāju) matricveida spēlei ar summu 0. Katram
lineārās programmēšanas uzdevumam atbilst pilnīgi noteikta si-

metriskā spēle. Tā vienmēr ir atrisināma, un tās optimālo stratē-

ģiju var izteikt formā (13.4.4). Lineārās programmēšanas uzdevu-

miem (13.4.2), kas atbilst ar matricu (13.4.3) definētai simetriskai

spēlei, eksistē optimāls atrisinājums tikai tad, ja spēles optimālās

stratēģijas koordināte t0 ir pozitīva.
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