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Au370

KHHra HBJineTCH btophm nepepa6oTaHHUM h

AonojiHeHHbiM H3flaHneM BuiueAMeH b 1964 roay
khhth «Bbicuiaa MaTeMaTHKa».

Uejlb KHHTH 03H3KOMHTb ļHTaTejieft C 06lHHM

KypcoM BbicmeH MaTēMaTHKH b nojiHOM o6teMe

nporpaMMbi ajih cTy.neHTOB 3KOHOMHiecKHx cneun-

ajībHOCTeft bhcuihx yie6Hbix 3aßeAenHft. H3Jio>Ke-

HHe MaTepnajia AaHHoft nporpaMMbi nocīpoeHo raK,
ITO6bI KHHTOH MOMH 6bl nOJIb3OB3TCH H CTyfleHTbl

apyrnx cneuHajībHOCTeft, H3ywaiomHX ochobh bhc-

tueft MaTēMaTHKH no nporpaMMaM, oTJiHnaiomHMcsi

ot 3KOHOMHwecKHx cneuHajībHOCTeii. TaK, Hanpit-

Mep, eio MoryT no;ib3oßaTbCH cīy,neHTbi jiecoxo3HH-

CTßeHHofl, cpapMau.eßTH4ecKoH, arpoHOMHqecKoii h

300TexHHqecK0ft cneuHajībHOCTH, a Taime cīyaeHTbi

TexnnKyMOß, nponycKan no «ejiaHHio hjih Mepe

Heo6xoflHMocTH rjiaßbi, pa3,nejibi, naparpacpbi h

ynpa>KneHHH, KOTopbie b TēKCTe o6ū3HaieHbi 38e3-

-aotkoh*. Ka>K/ibift khhi-h co,n,ep>KHT 3Ha-

miTejibHoe hhcjio pa3petueHHbix npHMēpoß h 3aKan-

MHBaeTCH ynpa>KHenHsiMH jum caMOCTOHTejibHoro

H3yMeHHn npoftAeHHoro MaTepiīajia.
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PRIEKŠVĀRDS 2. IZDEVUMAM

Grāmatas otrais izdevums atšķiras no pirmā izdevuma ar to,
ka jaunajā izdevumā atbilstoši programmai ietverta ari rindu teo-

rija, vektoru algebras elementi, analītiskā ģeometrija telpā un

lineārās algebras elementi, kā iepriekšējā izdevumā nebija.

Grāmata atbilst augstskolu ekonomisko specialitāšu augstākās
matemātikas vispārīgā kursa programmai, bet to var izmantot

arī mežsaimniecības, farmācijas, agronomijas, zootehnikas v. c.

fakultāšu studenti, kuri apgūst augstāko matemātiku pēc minimā-

lās programmas. Tajās specialitātēs, kurās augstāko matemātiku

māca pēc visšaurākās programmas, kā, piemēram, agronomijas un

zootehnikas fakultātēs, studējošie var izlaist tās daļas, paragrāfus

un vingrinājumus, kas tekstā apzīmēti ar *.

Šo grāmatu var izmantot arī tehnikumu audzēkņi.-

Grāmatas 8.—16. nodaļu sarakstījis N. Brāzma, 27.—29. no-

daļu A. Brigmane, ievadu, 1.—6. un 19.—26. nodaļu —A. Kras-

tiņš, bet 7., 17. un 18. nodaļu —
J. Rāts.
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IEVADS

Matemātikas kā patstāvīgas zinātņu nozares raksturīgās iezī-

mes ir tās abstraktums, loģiskā stingrība un ļoti plašās pielieto-
šanas iespējas.

«Bet nekādā ziņā tīrā matemātikā cilvēka saprāts neoperē tikai

ar saviem paša radījumiem un izdomājumiem. Skaitļa un figūras
jēdzieni nav nekur citur ņemti kā no reālās pasaules. Desmit

pirkstu, ar ko cilvēki mācījušies skaitīt, t. i., izdarīt pirmo arit-

mētisko operāciju, ir viss kas cits, tikai ne prāta brīvs radījums.
Lai skaitītu, tad ir nepieciešami ne tikai skaitāmie priekšmeti,
bet arī jau spēja, aplūkojot šos priekšmetus, abstrahēties no vi-

sām to pārējām īpašībām, izņemot skaitli, bet šī spēja ir ilgas
vēsturiskas attīstības un pieredzes rezultāts. Kā skaitļa, tā arī

figūras jēdzieni ir aizgūti
m
vienīgi no ārējās pasaules, bet nav

radušies galvā tīrās domāšanas ceļā. Vajadzēja būt lietām ar

noteiktu formu un vajadzēja šīs formas salīdzināt, iekams varēja
iegūt jēdzienu par figūru. Tīrās matemātikas objekts ir reālās

pasaules telpiskās formas un kvantitatīvās attiecības, tātad ļoti
reāls materiāls. Tas, ka šis materiāls sastopams ļoti abstraktā

formā, var tikai vāji apslēpt tā rašanos no ārējās pasaules.»*
Vēsture māca, ka matemātisko zinātņu attīstība vienmēr bijusi

cieši saistīta ar cilvēku sabiedrības un ražošanas spēku attīstību.

Matemātikas pozitīvo lomu cilvēces kultūras, zinātnes un tehnikas
attīstībā nav iespējams pārvērtēt, jo gandrīz katrs cilvēku prāta
un roku darinājums tā vai citādi ir saistīts ar noteiktu aprēķinu.
Jau senās Ēģiptes zemkopība Nīlas ielejā diktēja ģeometrijas
attīstību zemes mērīšanas nolūkiem, ūdens krātuvju un hidroteh-

nisku būvju celtniecībai. Celtniecība savukārt stimulēja mehānikas

attīstību, kas nedalāmi saistīta ar matemātiskiem aprēķiniem.

* F. Engelss, Anti-Dīrings. LVI, 1947, 41. lpp. (kursīvs autoru).
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Astronomiskie novērojumi, kalendārs, saules pulkstenis un citas

ikdienas dzīves nepieciešamības ir tas dzinējspēks, kas noteica

matemātikas attīstību tās sākuma posmā.
Matemātiskās metodes vairākus gadu simteņus lietoja tikai

astronomijā, fizikā un dažās citās zinātnēs. Sīs zinātnes savu-

kārt diktēja matemātikas attīstības ceļus un prasīja, lai mate-

mātika risinātu tikai šo zinātņu attīstībai svarīgos uzdevumus.

Tagad stāvoklis radikāli izmainījies. Mūsu dienās matemātis-

kās metodes dziļi iespiedušās gandrīz visās zinātņu nozarēs.

Matemātiku izmanto fizikā un tehnikā, bioloģijā un medicīnā,
astronomijā un ķīmijā, ekonomikā un lauksaimniecībā, valodnie-

cībā un demogrāfijā utt., un tās savukārt liek matemātikai mek-

lēt arvien jaunas attīstības perspektīvas.

Nemākulīga matemātisko metožu lietošana var ievazāt apla-
mības dažādās zinātņu nozarēs. Turpretim pareiza matemātisko

metožu lietošana palīdz pilnveidot zinātni, un tā tikai tad sa-

sniedz pilnību, ja tai izdodas pielietot matemātiku.*

Matemātiski formulētas dabas parādību un norišu likumsaka-

rības ir drošs pamats stihisko dabas spēku pakļaušanai cilvēka

apzinātai darbībai un to izmantošanai cilvēces labā.

Tādēļ arvien lielāka vērība tiek pievērsta matemātisko zinā-

,šanu līmenim un visdažādāko specialitāšu pārstāvju matemātis-

kai kultūrai. Arvien vairāk vietas daudzveidīgo augstskolu mā-

cību plānos ieņem augstākā matemātika. Kaut arī matemātikai

ļoti bieži ir tikai palīgloma dažādu jautājumu risināšanā, to

nedrīkst uzlūkot kā gatavu recepšu krājumu, no kura attiecīgās
nozares speciālists vajadzīgā brīdī paņems un pielietos tieši vi-

ņam noderīgo. Mācoties matemātiku, vissvarīgākais uzdevums

ir piesavināties iemaņu domāt ar tiem priekšstatiem un jēdzie-
niem, kuri veido attiecīgā matemātikas kursa saturu.

Tai matemātikai, kuru pieņemts saukt par elementāro un ku-

ras vienkāršākie pamata rezultāti veido tagadnes skolas kursu,
ir ļoti ilgs vēsturiskās attīstības laiks. Par elementārās mate-

mātikas (ģeometrijas, algebras un trigonometrijas) periodu skaita

apmēram 2000 gadus ilgu laika posmu, kurš noslēdzās XVII g. s.

ar «augstākās» matemātikas rašanos.

Elementārās matemātikas periodu savukārt var sadalīt divos

posmos: ģeometrijas periods (līdz mūsu ēras II g. s.) un algebras
prevalācijas periods (no II līdz XVII g. s.).

Elementārā matemātika, īpaši ģeometrija, kuras sākumi atro-

dami ap VI g. s. pirms mūsu ēras Ēģiptē un Tuvo Austrumu ze-

mēs, piedzīvoja augstu uzplaukumu senajā Grieķijā — Eiklīda,
Arhimēda, Apolonija v. c. darbos. Elementārā ģeometrija, kuru

tagad māca skolas kursā, ar maz izņēmumiem apkopota jau
111 g. s. pirms mūsu ēras Eiklīda darbos. Grieķiem bija zināmi

arī trigonometrijas sākumi. Tie devuši savu daļu arī algebras

*
«BocnoMHnaHHH o MapKce h SHrenbce», rocno.iHTH3.naT, 1956, 66. lpp.
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sākumam, bet Arhimēda darbi laukuma un tilpuma aprēķināšanā
jau cieši pieslēdzās «augstākās» matemātikas nozarei — inte-

grālrēķiniem.
Apolonija pētījumi par konusa šķēlumiem — elipsi, hiperbolu

un parabolu savukārt cieši pieslēdzās analītiskajai ģeometrijai,
kura arī ir augstākās matemātikas nozare.

Grieķi it kā izsmēla elementārās ģeometrijas iespējas, un ar

to izskaidrojams tas, ka mūsu ēras sākumā spožais ģeometrijas
progress apsīka. To nomainīja algebras un trigonometrijas at-

tīstības sākumi Ptolemaja, Diofanta v. c. darbos.

Ar grieķu kultūras norietu matemātikas attīstības centrs pār-

vietojās uz Indiju, Vidusāziju un arābu zemēm. Ģeometrijas at-

tīstībai šo zemju zinātnieki pakalpoja ar to, ka saglabāja grieķu
darbus turpmākām paaudzēm, bet aritmētikas uņ algebras laukā

spēra platu soli uz priekšu.
Vārds «algebra» pirmo reizi lietots arābu matemātiķa un

astronoma Muhameda ibn Musa Al-Horezmi (Muhameda
Mūsas dēla no Horezmas) sacerējumā IX g. s. Eiklīda, Ptolemaja,
Al-Horezmi darbi tulkoti latīņu valodā XII g. s. no arābu valodas,
un tikai XVI g. s. eiropiešu zinātne pārspēja savu priekšteču
darbus.; Sai laikā Vjets (1591. g.) ieviesa skaitļu apzīmēšanu
ar burtiem, Nepērs (1614. g.) izgudroja logaritmus, Brigs
(1624. g.) izskaitļoja pirmās decimāllogaritmu tabulas. Tajā pašā
laikā Eiropā parādījās kombinatorika un Ņūtona binoma formula.

Līdz ar to it kā noslēdzās konstanto lielumu matemātikas — ele-

mentārās matemātikas periods. Turpmākiem sasniegumiem ele-

mentārajā matemātikā ir ciešs sakars ar «augstāko» matemā-

tiku
— mainīgo lielumu matemātiku.

*Sākot ar XVII g. s., vadošo lomu matemātikā ieņem mainīga
lieluma, funkcijas un robežas jēdzieni. Mainīgā lieluma un funk-

cijas jēdzieni radāstad, kad dabas zinātnē centrālo vietu ieņēma
kustības pētīšana. Šie jēdzieni neradās pēkšņi Dekarta, Ņū-
tona, Leibnica vai Fermā galvā, bet tie ir vispārīgās
attīstības rezultāts. Saka, ka Ņūtons bija spiests «izgudrot» dife-

renciālrēķinus un integrālrēķinus, lai rastu iespēju attīstīt me-

hāniku.

Nav nejaušība, ka gandrīz vienā laikā radās trīs jaunas ma-

temātikas disciplīnas: analītiskā ģeometrija, diferenciālrēķini un

integrālrēķini. Tas bija laiks, kad Eiropā pārgāja uz kapitālis-
tiskās ražošanas formu, kad radās Kopernika mācība par helio-

centrisko pasaules sistēmu, kad Keplers atklāja, ka planētas
griežas ap Sauli pa elipsēm, kad Galilejs veidoja modernās mehā-

nikas pamatus, kad atklāja, ka no lielgabala izšautas lodes ceļš
ir parabolautt.

Sākot ar XVII g. s. beigām, norisinājās ārkārtīgi strauja vis-

dažādāko augstākās matemātikas nozaru attīstība, kura cieši

saistīta ar sava laika dabas zinātņu un tehnikas attīstību. Ļoti
liela nozīme šajā attīstībā ir Pēterburgas zinātņu akadēmijas
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loceklim Leonardam Eileram (1707—1783), franču matemāti-

ķiem Ž. Lagranžam (1736—1813), O. Košī (1789—1857),
krievu matemātiķiem N. Lobačevskim (1792—1856),
M. Ostrogradskim (1801— 1861), P. Cebiševam (1821—

1894) un daudziem citiem.

Novilkt stingru robežu starp elementāro un augstāko mate-

mātiku nav iespējams. Tomēr pastāv dažas raksturīgas pazīmes,
kas atšķir vēsturiski radušos matemātikas kursu, kuru sauc par

elementāro matemātiku, no tām dažādajām matemātikas nozarēm,

kuras apzīmē ar kopīgu vārdu — augstākā matemātika. Svarī-

gākās no šīm pazīmēm jau pieminējām, pieskaroties dažiem ma-

temātikas vēsturiskās attīstības posmiem. Elementārā matemātika

nodarbojas galvenokārt ar nemainīgiem (konstantiem) lielumiem,

sadalot tos zināmos un nezināmos. Turpretim augstākā matemā-

tika, neatmetot lielumu sadalīšanu zināmos un nezināmos, gal-

veno vērību pievērš mainīgiem lielumiem un to savstarpējai
sakarībai un atkarībai. Elementārās matemātikas atsevišķas

zares veidojušās cita no citas neatkarīgi. Turpretim augstākā
matemātika veidojusies uz algebrisko un ģeometrisko metožu dzi-

ļas sintēzes pamata.
Ja to matemātiku, kuru māca vidusskolās, sauktu par elemen-

tāro, bet to, kuru pēc dažādām programmām māca dažāda tipa
tehniskās augstskolās, sauktu par augstāko, tad kā īpašs matemāti-

kas attīstības etaps jāskaita mūsdienu matemātika, kas radusies,
plaši sazarojusi un kolosāli izaugusi XIX un XX gadu simtenī.

Tā ir studiju objekts fizikas-matemātikas fakultātēs.

Modernās matemātikas etapa sākumu iezīmē dziļas, kvalita-

tīvas izmaiņas visās matemātikas pamatnozarēs: algebrā, ģeo-

metrijā, matemātiskā analīzē. Izmaiņu raksturu ļoti spilgti izteic

neeiklīda ģeometrijas rašanās piemērs. Eiklīda ģeometriju tūk-

stošiem gadu visi uzskatīja par vienīgi iespējamo loģiski nevai-

nojami uzbūvēto ģeometrijas sistēmu, kurā ikviena patiesība ir

citu, iepriekš pierādītu patiesību loģiskas sekas. Sī ģeometrija
balstās uz 5 aksiomām un 5 postulātiem.

Aksiomas. 1. Divi lielumi, kas vienādi ar vienu un to pašu
trešo lielumu, ir vienādi savā starpā. 2. Ja vienādiem lielumiem

pieskaita vienādus lielumus, tad summas arī ir vienādas. 3. Ja

no vienādiem lielumiem atņem vienādus lielumus, tad starpības
arī ir vienādas. 4. Ja divus lielumus var savietot vienu ar otru,
tad šie lielumi ir vienādi. 5. Veselais ir lielāks par savu daļu.

Postulāti. 1. Divus punktus var savienot ar vienu vie-

nīgu taisni. 2. Taisnes nogriezni abos tā galos uz taisnes var

pagarināt. 3. Ap katru punktu kā ap centru var apvilkt riņķa

līniju ar katru rādiusu. 4. Visi taisnie leņķi ir vienādi. 5. Ja dotā

plaknē ir taisne un punkts, kas neatrodas uz taisnes, tad caur

šo punktu var novilkt vienu vienīgu taisni, kura nekrusto doto
taisni.

Sīs aksiomas un postulāti, ar kuriem aprakstīja pamatjēdzienu



(punkta, taisnes, plaknes) īpašības, šķita tik acīm redzami un

neizbēgami, ka nevienam neradās šaubas par tiem. Izņēmums

bija 5. postulāts par paralēlām taisnēm. Divu tūkstošu gadu laikā

izcilākie sava laikmeta ģeometri neveiksmīgi mēģināja pierādīt
šo postulātu, balstoties uz iepriekšējām aksiomām un postulā-
tiem. Lūzums radās 1826. g, kad Lobačevskis (gandrīz tajā

pašā laikā arī ungāru matemātiķis Boijai un vācu mate-

mātiķis Gauss) nonāca pie atziņas, ka Eiklīda ģeometrija nav

vienīgā un ka ir iespējama arī cita, loģiski tikpat nevainojami
uzbūvēta ģeometrija, kuru šodien sauc par Lobačevska (neeik-

līda) ģeometriju, un šajā ģeometrijā Eiklīda 5. postulāts atvietots

ar šādu apgalvojumu: ja plaknē dota taisne un punkts, kas neat-

rodas uz taisnes, tad caur šo punktu var novilkt neierobežoti

daudz taišņu, kuras nekrusto doto taisni.

Straujais matemātisko zinātņu uzplaukums, kāds novērojams
lielās franču-revolūcijas laikā ar Laplasa, Puasona, Furjē
v. c. darbiem, turpinājās visu pagājušo gadu simteni, izteikdamies

vācu matemātiķu Rīmana, Veierštrāsa, Dedekinda,
Kantora, Hilberta, franču matemātiķu Galvā, Borela,
Lebēga, krievu matemātiķu A. Markova, A. Ļapunova,
S. Kovaļevskas, V. Steklova, izcilo krievu inženieru

N. Zukovska, S. Capligina, A. Krilova un daudzu citu

darbos.

Uzzīmēt kaut cik pietiekamu ainu, lai nespeciālists matemā-

tikā iegūtu priekšstatu par tagadnes modernās matemātikas sa-

sniegumiem, par tās nozīmi zinātnē un tehnikā, par to vareno

matemātisko zinātņu augšupeju, kas sākās Padomju Savienībā

pēc Lielās Oktobra sociālistiskās revolūcijas un turpinās mūsu

dienās, ir uzdevums, kurš nav atrisināms šīs grāmatas ietvaros.

Padomju Savienībā ir daudz universitāšu, zinātņu akadēmiju
un zinātniskās pētniecības institūtu, kuros darbojas veseli mate-

mātiķu kolektīvi. Tie aktīvi virza uz priekšu tagadnes matemā-

tikas attīstību. Izcila loma šeit ir M. Keldišam, I. Vinogra-
dovam, P. AJeksandrovam, A. Kolmogorovam,
S. Bernšteinam, S. Soboļevam, V. Smirnovam,
I. Petrovskim un daudziem citiem, kuru vārdus pazīst visa

matemātiskā pasaule.
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I DAĻA

ANALĪTISKĀ ĢEOMETRIJA PLAKNĒ

1. NODAĻA

KOORDINĀTU METODE

1. §. Analītiskās ģeometrijas nozīme un iedalījums. Analītiskā

ģeometrija ir matemātikas nozare, kas ar algebras palīdzību pēta
ģeometrisku objektu formu un īpašības. Tā balstās uz koordinātu

metodi, ar kuru var noteikt savstarpēji viennozīmīgu atbilstību

starp skaitļiem un punktiem un savstarpēji viennozīmīgu atbil-

stību starp vienādojumiem un punktu ģeometriskām vietām (līni-
jām, virsmām). Koordinātu metode pirmo reizi sistemātiski lie-

tota franču filozofa un matemātiķa Renē Dekarta darbos, un

tādēļ analītiskās ģeometrijas izcelšanos sajsta ar viņa vārdu.

Analītiskās ģeometrijas lomu zinātnes attīstībā F. Engelss
raksturojis šādi: «Lūzuma punkts matemātikā bija Dekarta mai-

nīgais lielums. Ar to matemātikā ienāca kustība un dialektika,
un šā iemesla pēc tūlīt kļuva nepieciešami diferenciālrēķini un

integrālrēķini, kuri tūlīt arī radās un kurus visumā pabeidza, bet

nevis izgudroja Ņūtons un Leibnics.»*

Elementāro ģeometriju iedala planimetrijā un stereometrijā.
Analogi izšķir arī analītisko ģeometriju plaknē un analītisko ģeo-
metriju telpā.

2. §. Reālie skaitļi un to absolūtā vērtība. Matemātikas pa-

matjēdzieni ir skaitlis un lielums. Naturālie (dabiskie) skaitļi
1, 2, 3, ... rodas skaitīšanas rezultātā. Skaitīšana ir visvienkār-

šākais mērīšanas gadījums. Vispār mērīt nozīmē kvantitatīvi sa-

līdzināt divus vienādas dabas lielumus, no kuriem viens ir mē-

rījamais objekts, bet otrs ir izvēlētā mēra vienība. Matemātikas

pielietojumos lielumu var definēt kā skaitļa un izvēlētās mēra vie-

nības reizinājumu:

Lielums =skaitlis X mēra vienība.

Kā mērīšanas piemēru iztirzāsim taisnes nogriežņa AB garuma

* F. Engelss, Dabas dialektika. LVI, 1952, 229. lpp.
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mērīšanu (1. zīm.). Pieņemsim par mēra vienību nogriezni CD

un, sākot no punkta A, pakāpeniski atliksim nogriezni CD uz

nogriežņa AB tā, lai CD=AA
l =AiA2=.. .=A

a-iN. Tad ir iespē-
jami 2 gadījumi: 1) nogrieznis CD ietilpst nogriezni AB n reizes

bez atlikuma, t. i., punkts N sakrīt

ar punktu B vai 2) punkts N ne-
A A

i
A

2
A

3
N B

sakrīt ar punktu Bun rodas atli- ° 0 ° 0 0 0

kums NB, kas mazāks par CD.

Pirmajā gadījumā nogriežņa AB q q
garumu izteic naturāls skaitlis n.

Otrā, vispārīgajā gadījumā uz no-

griežņa NB analogi atliksim no-

griežņa CD vienu desmitdaļu, t. i., tādu nogriezni, kurš 10 reizes

bez atlikuma ietilpst mēra vienībā CD. Ja mēra vienības desmit-

daļa ietilpst pirmajā atlikumā NB n{ reizi un rodas jauns atli-

kums, to savukārt mēra ar mēra vienības vienu simtdaļu utt.

Vispār nogriežņa AB garumu izteic skaitlis

AB

-^=n,n1n2
n

3...

Šis skaitlis ir decimāldaļa, kurā ir n veselu, tīļ desmitdaļu, n
2

simtdaļu, n
3 tūkstošdaļu utt.

Ja n,tiļn2n 3. ir galīga decimāldaļa vai arī bezgalīga, bet pe-
riodiska decimāldaļa (kuru vienmēr var pārvērst vienkāršā daļā),
tad sakām, ka nogriežņi AB un CD ir samērojami un mērīšanas

rezultāts ir racionāls skaitlis. Acīm redzot, naturāls skaitlis ir
racionāla skaitļa speciāls gadījums.

Ja n,n\n2n3 ...

ir bezgalīga, neperiodiska decimāldaļa, tad

saka,, ka nogriežņi AB un CD ir nesamērojami un mērīšanas re-

zultāts ir iracionāls skaitlis.

Kā racionālie, tā iracionālie skaitļi var būt pozitīvi (lielāki
par nulli) vai negatīvi (mazāki par nulli). Visus racionālos un

iracionālos skaitļus, ieskaitot nulli, sauc par reāliem skaitļiem.
Atzīmēsim bez pierādījuma šādu pamatteorēmu par reāliem

skaitļiem: Lai kādi būtu divi dažādi rgāll skaitļi a un b, vienmēr

Ir bezgalīgi daudz tādu reālu skaitļu, kā racionālu, tā Iracionālu,

kas atrodas starp aun b.

Augstākajā matemātikā bieži jālieto reālā skaitļa absolūtās

vērtības * jēdziens, tādēļ atgādināsim tā definīciju un īpašības.
Par reāla skaitļa a absolūto vērtību \a\ sauc skaitli a, ja

un skaitli ( —a), ja a<o. Piemēram, ļ+3ļ=3 un |—3| =

=—( —3) =3. No definīcijas seko, ka nevienādība kur

6>o, ir līdzvērtīga ar nevienādībām — Pamato-

joties uz definīciju, viegli pierādāmas reālo skaitļu absolūto vēr-

tību īpašības.

* Absolūtas vērtības vietā mēdz lietot arī terminus «absolūtais lielums»

jeb «modulis».
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1. Summas absolūta vērtība nav lielāka par saskaitāmo abso-

lūto vērtību summu:

\a + + \b\.

Piemēram, |-6-f-4| < ļ-6| + |4|, jo |-6+4|=2, bet

|-6| + |4|= 10.

2. Starpības absolūta vērtība nav mazāka par mazināma un

mazinātāja absolūto vērtību starpību:

\a-b\^\a\-\b\.

Piemēram, |4-6| > |4| - |6|, jo |4-6|=2, bet |4|-|6| =-2.

3. Reizinājuma absolūta vērtība Ir vienāda ar reizinātāju ab-

solūto vērtību reizinājumu:

\ū.b\~\a\,\b\.

4. Dalījuma absolūtā vērtība Ir vienāda ar dalāmā un dalītāja
absolūto vērtību dalījumu:

\a_\a\
\~T ~\b~T'

3. §. Ass un vektors. Bez tādiem ģeometrijas pamata jēdzie-
niem kā punkts, taisne un taisnes nogrieznis analītiskajā ģeo-
metrijā svarīgi jēdzieni ir orientēta taisne (ass) un orientēts tais-

nes nogrieznis (vektors).
Uz katras taisnes eksistē divi savstarpēji pretim vērsti virzieni.

Ja vienu no tiem uzskata par pozitīvu, tad saka, ka taisne ir

orientēta. Orientētu taisni sauc par asi. Taisnes orientāciju zīmē-

jumos parasti parāda ar bultu. Bultas vērsums norāda pozitīvo
virzienu uz ass. Tā, piemēram, 2. zīmējumā virziens no punkta A

uz punktu B ir pozitīvs, bet no B uz A
— negatīvs.

Taisnes nogriezni, kas savieno divus punktus A un B, sauc

par orientētu, ja ir norādīts, kuru no šiem punktiem skaitīt par

2. zīm.

nogriežņa sākuma un kuru par gala punktu. Orientētu taisnes

nogriezni analītiskajā ģeometrijā sauc par vektoru1.
Vektora jēdziens matemātikā ir relatīvi jauns. Savā attīstībā

tas tālu pārsniedzis ģeometriskās uzskatāmības ietvarus, un tā

pielietojumi sastopami gandrīz visās mūsdienu matemātikas un

1 No latīņu vārda vehere (braukt)



13

fizikas nozarēs. Attīstības sakuma stadijā šis jēdziens saistījās
tikai ar orientētu taisnes nogriezni, kas pēc garuma un pēc vir-

ziena attēlo pārvietojumu, kāds pa taisni jāizdara punktam A,
lai tas sakristu ar punktu B.

3. zīm.

Vektoru ģeometriski attēlo ar bultu, kas vērsta no sakuma

punkta A uz gala punktu B, un apzīmē ar simbolu AB jeb AB.

Pirmais burts šādā simbolā norāda vektora sākuma punktu,
otrais — gala punktu. Bieži vektoru apzīmē ar vienu burtu, pie-

mēram, a jeb a. Vektoru apzīmēšanai iespieddarbos mēdz lietot no

konteksta atšķirīgus burtus, piemēram, gotu alfabēta burtus vai

arī treknāka iespieduma latīņu alfabēta burtus.

Taisni, uz kuras atrodas vektors, sauc par vektora pamatu
jeb darbības līniju. Tā, piemēram, 3. zīmējumā a taisne t ir vek-

tora a jeb AB pamats.
Divus un vairāk vektorus sauc par kolineāriem vektoriem, ja

to pamati ir savstarpēji paralēli vai sakrīt. Ja kolineāriem vek-

toriem ir kopīgs sākuma punkts, tad tie atrodas uz vienas taisnes.

Tie var būt ar vienādu vērsumu (3. zīm. b) vai savstarpēji pre-
timvērsti (3. zīm. c).

Ar kādu noteiktu mēra vienību izmērīto taisnes nogriežņa AB

garumu, kuru sauc arī par vektora AB moduli, apzīmēsim ar

\AB\. Ja vektors apzīmēts ar vienu burtu, piemēram, ar a, tad
tā moduli apzīmēsim ar to pašu burtu parastā iespiedumā bez

bultiņas vai arī ievietosim vektora apzīmēšanai lietoto burtu di-

vās vertikālās svītriņās (moduļa zīme), t. i., \a\.
Vektorus iedala brīvos, sildošos un saistītos vektoros. Brīvu

vektoru, nemainot tā fizikālo jēgu vai darbības efektu, drīkst pār-
nest paralēli sev jebkurā telpas punktā. Tāds, piemēram, ir spēka

pāra moments. Slīdošu vektoru, nemainot darbības efektu, drīkst

pārnest tikai pa tā pamatu. Tāds, piemēram, ir cietam «ķermenim
pielikts spēks. Saistīta vektora sākuma punktu nedrīkst nekādā

veidā pārvietot. Tāds, piemēram, ir atsevišķas šķidruma daļiņas
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ātrums. Jāievēro, ka šai kursā apskatīsim tikai brīvus vektorus.

Definīcijas un darbības, kuras formulēsim šādiem brīviem vekto-

riem, var zaudēt savu jēgu, ja tās pielieto slīdošiem vai saistī-

tiem vektoriem.

Definīcija. Divus vektorus a un b sauc par vienādiem,

ja tie ir kolineāri, vienādi vērsti un tiem ir vienādi moduļi, t. i.,
—� —»

|a| =|b|. Tadā un tikai tādā gadījumā raksta a=b.

Ja nav izpildīts kaut viens no vektoru vienādības definīcijā
minētiem trim nosacījumiem, tad vektori nav vienādi.

—» —»

Ta, piemēram, jo šiem vektoriem gan ir vienādi mo-

duļi |/IB| = un kopīgs pamats, bet tiem nav vienāds vēr-

sums.

Katrs vektors a=AB kādam punktam A viennozīmīgi piekārto

punktu B. Vektoru AA, kas punktam A piekārto šo pašu punktu A,
—»

sauc par nullvekioru. Tā apzīmēšanai lietosim simbolu o. Null-

vektors ir kolineārs ar jebkuru vektoru, un tā modulis ir vienāds

ar nulli, t. i., |o| =0.

4. §. Ass vektori un to algebriskais lielums. Vektoru, kas nav

nullvektors, var izmantot tā pamata un tam paralēlo taišņu orien-

tēšanai. Tā kā vektora garumam virziena noteikšanā nav nekā-

das nozīmes, tad šai nolūkā var izmantot vektoru, kura garums

(modulis) pieņemts par mēra vienību. Tādu vektoru sauc par vie-

nības vektoru jeb ortu.

Orientētu vektora pamatu sauksim par šī vektora asi. Visus

vektorus, kas kolineāri ar kādu doto ortu, sauksim par šī orta

ass vektoriem. Tā, piemēram, 4. zīmējumā attēlots orts i=CD, tā

ass / un vēl trīs dažādi šīs ass vektori AB, EF un GH.

Starp kādas ass vektoriem un reāliem skaitļiem pastāv sav-

starpēji viennozīmīga atbilstība. Tas nozīmē, ka katram ass vek-

4. zīm.

toram atbilst viens noteikts reāls skaitlis, un otrādi —
katram

reālam skaitlim atbilst noteikts ass vektors. So reālo skaitli sauc

par ass vektora algebrisko lielumu jeb koordināti. Ja vektors ap-

zīmēts ar simbolu AB, tad tā algebrisko lielumu apzīmēsim ar

AB, bet, ja vektors apzīmēts ar simbolu a un tā ass ar /, tad tā

algebrisko lielumu apzīmēsim ar Ass vektora algebriskais lie-
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ļums ir vienāds ar tā moduli, t. i., a; =ļaļ, ja vektoram un tā asij
ir vienādi vērsumi, un ai= — \a\, ja vektora vērsums Ir pretējs tā

ass vēršamam. 4. zīmējumā attēloto ass vektoru algebriskie lie-

lumi ir: CD=\, AB=-3, EF=2, GH=-l.

Teorēma (Sala teorēma). Lai kāds būtu punktu A, B un C

novietojums uz ass, vektoru AB, BC un CA algebriskie lielumi
vienmēr izpilda identitāti

AB+BC +CA =0 (1.1)

Pierādījums. Divu sav-

starpēji pretēju vektoru AB un BA

moduļi ir vienādi, |4£| =|BA|,
bet to algebriskajiem lielumiem ir

pretējas zīmes, AB=— BA. Tādēļ
vienmēr ir pareiza identitāte AB+

+ 5/1 =0. Pieņemsim, ka lielums

AB ir pozitīvs. Tad ir iespējami
3 gadījumi (5. zīm.): 1) punkts
B atrodas starp punktiem A

5. zīm.

un C, 2) punkts Č atrodas starp punktiem A un B, 3) punkts A

atrodas starp punktiem C un B. Pirmajā gadījumā AC =AB+BC,
bet AC=-CA, un tādēļ AB+BC+ CA =0. Otrajā gadījumā AC+

+CB=AB, bet AC=-CA un CB=-BC, un tādēļ AB+BC+

+CD= 0. Trešajā gadījumā CA+AB=CB, bet CB=-BC, un tā-

dēļ vienmēr AB+BC+CA =0. Ja AB ir negatīvs, tad BA ir pozi-
tīvs un BA+AC~+CB =0 jeb AB +BC+CA =0, ko arī vajadzēja

pierādīt.
5. §. Punktu koordinātes uz ass. Ja uz dotās ass (6. zīm.)

kādu tās punktu O
r

izvēlamies par sākuma punktu, tad jebkura

šīs ass punkta P stāvokli pilnīgi nosaka vektors OP, kuru sauc

par punkta P rādiusvektoru. Rādiusvektora OP algebrisko lie-

lumu x=OP sauc par punkta P koordināti. Tādēļ jēdziens «punkta
koordināte» sakrīt ar jēdzienu «rādiusvektora koordināte».

6. zīm.

Punkta koordināti raksta iekavās aiz punkta apzīmējuma, pie-

mēram, A ļ-^-ļ, 5(f2), £(—3). Siem punktiem atbilstošo rādius-

-5 _

vektoru koordinātes (algebriskie lielumi) ir 0/4=—, OB =ļ/2 un

o£=-3 (6. zīm.).
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1. teorēma. Ja uz ass ir doti divi punkti A(xx) un B(x2 ),

tad ass vektora AB algebriskais lielums AB —x2—X\ un modulis

\AB\~\xt-Xi\.
Pierādījums. Izvēlēsimies punktu 0 par sakuma punktu

(7. zīm.). Tad punktu A un B

rādiusvektoru algebriskie lie-

lumi ir OA=x
v bet 05=x 2. Sa-

skaņā ar formulu (1.1)

OA+AB+BO=0,

no kurienes

AR=OB-OA
7. zīm.

jeb

AB =x 2 (1.2)

un

\AB\ =\xa
- Xl \, (1.3)

ko arī vajadzēja pieradīt.

Piemērs. Doti punkti A(l), 5(4) un C(-5). Noteikt vek-

toru AB, BA, AC un CB algebriskos lielumus AB, BA, AC un CB.

Atrisinājums. Saskaņā ar formulu (1.2)

,45=4-I=3,
BA= 1-4= -3,

4C=-5-l=-6,

C5=4-(-5) =9.

Piemērs. Atrast attālumu starp punktiem A(4) un 5(—3).

Atrisinājums. Saskaņā ar formulu (1.3)

|/15| =|-3-4| = |-7|=7.

2. teorēma. Ja uz ass doti divi punkti A(xļ ) un B(x2) un

uz šis ass ir jāatrod tāds trešais punkts C(x), lai attiecība

AC: CB būtu kāds dots reāls skaitlis X, tad

(1.4)

Pierādījums. Saskaņā ar formulu (4.2) AC =x— Xi un

CB =x2—x, bet AC:CB=X jeb x—xļ
='K(X2—x). No šejienes seko

x(l+X) =x
i +Kx2 un formula (1.4), ko arī vajadzēja pierādīt.

Piezīme. X var būt jebkurš reāls skaitlis, izņemot ( — 1),

jo tad formula (1.4) zaudē jēgu. Ja XX), tad lielumiem AC un

CB ir vienāda zīme un punkts C atrodas starp A un 5. Ja A,= l,
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tad |j4C| = |CB|, t. i., punkti A un B ir simetriski pret punktu C

Tādā gadījumā no formulas (1.4) seko, ka

(1.5)

Ja k=o, tad C sakrīt ar punktu A. Ja X<.

<0, tad AC un CB ir ar pretējām zī-

mēm un punkts C atrodas uz nogriežņa
AB pagarinājuma aiz punkta A vai pun-

kta B.

Piemērs. Atrast punktu C(x), kas

dala attālumu starp punktiem A(2) un

3
B(—5) attiecībā

.

Atrisinājums. Saskaņā ar formulu (1.4)

8. zīm.

2+l-(-5)
x= =-1

I+
T

Tātad meklējamais punkts ir C( — 1).
6. §. Leņķis starp diviem vektoriem. Katrā plaknē eksistē divi,

viens otram pretimvērsti pagrieziena (rotācijas) virzieni (8. zīm.).
Ja vienu no tiem pieņem par pozitīvu, tad saka, ka plakne ir orien-

tēta. Pozitīvajam pretējais pagrieziena virziens orientētā plaknē
ir negatīvs.

Pieņemsim, ka orientētā plaknē ir doti divi vektori a= OA un

b =08, kas nav nullvektori un kam izvēlēts kopīgs sākuma

punkts 0. Apzīmēsim ar <p un ip (9. zīm.) leņķus, par kuriem ir

jāpagriež vektors a, lai tā ass sakristu ar vektora b asi. Leņķi cp

9. zīm.



18

un \ļj ir ar dažādām zīmēm, un starp tiem pastāv sakarības: <p=

=iļ)±2n; coscp =cosib; sinq)=sinib. Par leņķi starp vektoriem a

un b sauc pēc absolūtās vērtības mazāko leņķi <p vai tb, par kuru

orientētā plaknē ir jāpagriež viens no šiem vektoriem, lai tā pa-

mats un versums sakristu ar otra

vektora pamatu un vērsumu.

Analogi noteic leņķi starp kādu
—*

*

asi / un vektoru a, ka arī starp di-

vām asīm. Šī leņķa absolūtā vērtība

nav lielāka par jt. Tā ir vienāda
—» —»

ar n, ja vektori c un b ir kolineāri,
bet savstarpēji pretimvērsti (3.. zīm.

c). Ja kolineāriem vektoriem ir vie-

nāds vērsums (3. zīm. b), tad starp
tiem ir leņķis cp =0. Divus vektorus,

starp kuriem ir leņķis sauc

10. zīm.

par ortogonāliem (savstarpēji perpendikulāriem) vektoriem.

7. §. Vektora projekcija uz ass. Ja caur vektora a=AB sākuma

punktu A un gala punktu B velk paralēlas plaknes, kuras krusto
doto asi /, un krustpunktus apzīmē ar A\ un B

x (10. zīm.), tad ass

vektoru A\B X sauc par vektora a komponenti uz ass / un kompo-

nentes algebrisko lielumu AKB X par vektora a paralēlprojekclju
jeb koordināti uz ass /. Ja caur vektora sākuma un gala pun-

ktiem vilktās, paralēlās plaknes ir perpendikulāras pret doto asi /,

tad Aļßi sauc par vektora a taisnleņķa projekciju jeb koordināti

uz ass /.

Taisnleņķa projekcijas apzīmēšanai lietosim šādus pierakstus:

pviAß=Aļßi jeb pr;a=

a;. Saskaņā ar vektora projekcijas definī-

ciju katram vektoram ir viena vienīga komponente un projekcija
uz dotās ass /. Vienādiem vektoriem ir vienādas projekcijas, bet ir

neierobežots skaits dažādu vektoru, kam uz dotās ass ir vienādas

komponentes un projekcijas.

Teorēma. Vektora taisnleņķa projekcija uz ass vienāda ar

vektora moduļa un coscp reizinājumu, kur
cp ir leņķis starp asi

un vektoru.

Pierādījums. Pieņemsim, ka vektora a=AB sākuma

punkts atrodas uz ass /, un apzīmēsim ar cp leņķi starp asi / un

vektoru a. Ja <p ir šaurs leņķis (11. zīm. a), tad pn AB=AB
X
=

=\ABi\, bet |i4Bi| = |i4fl|coscp. Tādēļ pviAß= \AB\ coscp.

Ja
cp

ir plats leņķis (11. zīm. b), tad pn AB=ABi= - \ABļ\,
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bet ]ABi\= |/4£|cos(it-cp) = - \ABļcoscp un pr;Ā&= ļAßļcoscp.
Tādēļ vienmēr

pr/ĀS= coscp (1.6)

11. zīm.

jeb
a;=|aļ coscp. (1.7)

8. §. Koordinātu sistēma plaknē. Pieņemsim, ka v un v ir divi

nekolineāri orti, kuru asis Ox un Oy krustojas patvaļīgi izvēlētā

punktā O (12. zīm.). Divu nekolineāru ortu asis un to krust-

punkts 0, ko sauc par koordinātu sākumu, veido Dekarta koordi-

nātu sistēmu plaknē. Vienu no koordinātu sistēmas asīm sauc par
absctsu asi (Ox ass), bet otru par ordlnātu asi (Oy ass). Leņķi cp,

par kuru jāpagriež abscisu ass, lai tā sakristu ar ordinātu asi,
sauc par koordinātu leņķi. Pēc koordinātu leņķa cp lieluma izšķir
sllpleņķa un taisnleņķa koordinātu sistēmas. Visbiežāk lietotā De-

karta koordinātu sistēma plaknē ir taisnleņķa koordinātu sistēma.

Tās koordinātu leņķis cp= .

12. zīm.

Lai noteiktu kada punkta P stāvokli plakne, tad šaja plakne

jāizvēlas koordinātu sistēma {o;u;v} un caur punktu P jāvelk
koordinātu asīm paralēlas taisnes (12. zīm.). Apzīmējot ar

P'

punktu, kurā krustojas Oy asij paralēlā taisne ar Ox asi, un arP"

punktu, kurā krustojas Ox asij paralēlā taisne ar Oy asi, iegūstam



20

divus koordinātu asu vektorus OP' un OP". Punktus P' un P"

sauc par punkta P (slīpleņķa) projekcijām uz koordinātu asīm.

Vektora OP' algebrisko lielumu x=OP' sauc par punkta P ab-

scisu, bet OP" algebrisko lielumu y =OP"
— par punkta P ordinātl.

Lai kur plaknē atrastos punkts P, izvēlētajā koordinātu sistēmā

{0; v; v} tam ir viena vienīga abscisa un viena vienīga ordināte.

Tādēļ jebkura plaknes punkta stāvokli koordinātu sistēmā nosaka

divi un tikai divi reāli skaitļi. Sos skaitļus (punkta abscisu un

ordināti) raksta iekavās blakus punkta apzīmējumam un sauc

par punkta koordinātēm. Pirmo raksta punkta abscisu, bet otro —

ordināti. Tā, piemēram, pieraksts P(x;y) nozīmē, ka punkta P

abscisa ir skaitlis x, bet ordināte — skaitlis y. Visiem abscisu ass

punktiem ordināte ir 0, bet ordinātu ass punktiem abscisa ir 0.

Piemēram, pieraksts P'(x;0) norāda, ka punkts P' atrodas uz

abscisu ass, bet pieraksts P"(0;y) norāda, ka punkts P" atrodas

uz ordinātu ass. Abas koordinātes ir nulles tikai koordinātu sā-

kuma punktam O(0; 0).
Dekarta koordinātu sistēmas asis sadala plakni četros kvad-

rantos. Kvadrantus pieņemts numurēt tā, kā tas parādīts 12. zī-

mējumā. Atkarībā no tā, kurā kvadrantā atrodas punkts, tā koor-

dinātēm ir «+» vai «—» zīme.

Lai doto punktu, piemēram, A (3; —2), attēlotu Dekarta koor-

dinātu sistēmā, var rīkoties dažādi. Viens paņēmiens ir šāds: no

sākuma punkta O(0; 0) atliek abscisu ass vektoru OA', kura algeb-
riskais lielums Oi4'= 3 (13. zīm.), un pēc tam no punkta /4'(3;0)

atliek ordinātu ass vektoru A'A, kura algebriskais lielums A'A—

=-2. sajā zīmējumā vēl attēloti punkti B(-2,5;3), C(-l; -3)

unD(4;V2).
9. §. Attālums starp diviem punktiem plaknē. Teorēma. Ja

A(xi\t)\) un B(x2;y2) ir divi punkti plaknē un \AB\ — attālums

starp tiem, tad

\AB\=l(x2
-x

l y+(yi -yl )*. (1.8)

Pierādījums. Apzīmēsim vektora AB projekciju uz ab-

scisu un ordinātu asīm attiecīgi ar A'B' un A"B" (14. zīm.). Ar

Kvadrants

II iH IV

Abscisas zīme + +

Ordinātes zīme + +
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P apzīmēsim punktu, krustojas koordinātu asīm paralēlas

taisnes, kas novilktas caur punktiem A un B. APB ir taisnleņķa

trijstūris, no kura pēc Pitagora teorēmas \AB ļ2=|/1P| 2+ \PB ļ2.
Katetes \AP\ un \PB\ kā taisnstūra pretējās malas ir vienādas

13. zīm.

ar vektora AB projekciju absolūtām vērtībām un |j4"B"|.
Saskaņā ar formulu (1.3) \A'B'\ =\x2

-xx\ un \A"B"\ =\y2-y\\,
tādēļ \AB\ =y (x2

—Xļ)
2+ (y2

— yi)
2, ko arī vajadzēja pierādīt.

Piemērs. Aprēķināt attālumu starp punktiem A(—4;3) un

5(0; 6).
Atrisinājums. Saskaņa ar formulu (1.8)

\AB\ =y(0 +4)
2+ (6-3)2 =yl6+ 9=5.

10. §. Taisnes nogriežņa dalīšana dotajā attiecībā.

Teorēma. Ja plaknē doti divi punkti A(xx;y\), B(x2,y2 )
un ja punkts C (x;y) (15. zīm.), kas atrodas uz vienas ass ar

punktiem A(x l;yļ) un B(x2;y2), dala orientētu nogriezni AB do-

tajā attiecībā

i> AC
K=

CB '

15. zīm.14. zīm.



tad punkta C koordinātes ir

_

Xi+Kx2
X ~

I+7,

y
\+K \

Pierādījums. Apzīmēsim punktu A, B un C taisnleņķa

projekcijas uz 0x ass attiecīgi ar A', B' un C, bet uz 0y ass ar

/4", B" un C". Tā kā nogriežņi starp paralēlām taisnēm ir pro-

porcionāli, tad

A'C AC

C'B~ CB

un

A"C" AC

C"B" CB

Saskaņā ar formulu (1.4) punkta C abscisaMr

x i+XXļ
x ~

i+x
•

Līdz ar to ir pierādīta viena no formulām (1.9), jo punktu
C un C abscisas ir vienādas. Otrā formula pierādāma pilnīgi
analogi, jo punktu C" un C ordinātes ir vienādas.

Ja X—l, tad punkts C(x\ y) ir nogriežņa AB viduspunkts un

x y=
y_±+yi. ' (U0)

Piemērs. Punktā A (4; 3) pielikts svars P= 12 kg un punktā

B( —6; —2) svars Q= 8 kg. Atrast sistēmas smaguma centra koor-

dinātes.

Atrisinājums. Tā kā smaguma centrs C(x; y) dala orien-

tēto nogriezni AB apgriezti proporcionāli nogriežņa galos pielik-

tajiem svariem, tad

\
4+

T- ( - 6)
n

CB 12~ 3'
X

2
+

3

3+T-(- 2 ) ■
y=

9
= 1-

I +
T

Smaguma centrs atrodas punktā C(0; 1).
11. §. Punktu rādiusvektori plaknē. Par punkta M(x;y)

(16. zīm.) rādiusvektoru sauč vektoru r=OM, kura sākuma punkts

22
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ir koordinātu sākums O, bet gala punkts atrodas punktā M. Rā-
diusvektora projekcijas uz koordinātu asīm ir vienādas ar dotā

punkta koordinātēm:

x =rcoso, y=rsino, < (1.11)

16. zīm. 17. zīm.

kur r ir radiusvektora r modulis, bet 0 — leņķis starp abscisu

asi un rādiusvektoru. Saskaņā ar Pitagora teorēmu

r = ļ/'F+F. (1.12)

Pieņemsim, ka doti divi punkti M
x (xx\yx) un M 2( y2)

(17. zīm.). Aprēķināsim leņķi rķ starp šo punktu rādiusvektoriem

un viena rādiusvektora projekciju uz otra rādiusvektora virzienā

novilktās ass. Apzīmēsim leņķus starp abscisu asi un rādiusvekto-

riem r
x
=OMx un r

2
=OM

2 attiecīgi ar 6i un 62, bet leņķi starp
abiem rādiusvektoriem ar iļi =02

—61. Pēc trigonometrijas for-

mulām cosoļ3 =cos(62
—0i) =cos62cosoi +sin62 sin01 un sinip=

=sin (02—0i) =sin 02 cos ©i — cos02 sin ©i. levērojot, ka

cos©i =—, cos©2 =—; sinoi=— un sin02
=—,

T\ r2 ri r
2

var rakstīt, ka

=

*
I
*2±M2>

rir2

\ (1-13)

sin^^2^1 .
r\r 2

Saskaņā ar formulu (1.6) prTt rx=rxcosip =ri cos(o2
—0i) =

=ricoso2 cosoi+ rl sin02 sinoi, bet r,cosoi =x, un r,sinoi=

=H\, tādēļ

=Xi cos0
2+ «/i sin 02. (1-14)

12. §. Trijstūra laukums plaknē. Ja plaknē dotus punktus

M\{x\\y\) un M2( y2) (17. zīm.) savieno ar taisnes nogriezni,
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tad šo punktu rādiusvektori r x =OM\, r
2
=OM

2 un vektors MXM
2

veido trijstūri OM\M 2,
kura viena virsotne atrodas koordinātu sā-

kumā 0. Sāda trijstūra laukumu apzīmēsim ar SOl2 vai SO2l.
Indeksi 0,1 un 2 pie burta 5 norāda, ka trijstūra virsotnes ir pun-
ktos O(0;0), Mļ(xx\Uļ) un M 2( Indeksu kārtība norāda,
kādā secībā virsotnes seko cita citai, apejot trijstūra perimetru
divos dažādos iespējamos virzienos.

Saskaņā ar pazīstamo trigonometrijas formulu

(1.1$)

kur r\ un r2 ir rādiusvektoru moduļi, bet oļp — leņķis starp rādius-

vektoriem T\ un r 2. levietojot formulā (1.15) sintp no formulām

(1.13), dabūjam

Soi2=-ļ-(*i*/2-*2yi). (1.16)

Tā kā t\ un r2 ir pozitīvi skaitļi, tad SOl2 ir pozitīvs, ja, ejot
pa trijstūra perimetru no M\ uz M 2, trijstūris OMxM2 paliek pa

kreisi, jo tad leņķis yķ ir pozitīvs un sin\p>o. Pretējā gadījumā
SOl2 ir negatīvs, bet SO2l ir pozitīvs. Tādēļ, ja, ejot pa perimetru
no Mi uz M2, trijstūris OM\M2 paliek pa labi, tad tā laukumu

izsaka ar formulu

S
02l=-Ļ(x2yi-x1y2). (1-16')

Aprēķinot trijstūra un daudzstūra laukumu, bieži lieto deter-

minanta jēdzienu.
Skaitli X\y2

— X2y\, kas atbilst četru skaitļu kvadrātiskai tabulai

I*2 ys I,

sauc par otrās kārtas determinantu. To apzīmē ar simbolu

\x\ ģi\

*2 y2 \.
Tātad

x\ y\l

X 2 t/21

Skaitļus X\, Xļ, t/i, y2 sauc par determlnanta elementiem. ■ Saka,
ka elementi x\ un y2 atrodas uz determinanta galvenās diagonā-
les, bet x2un yx — uz blakus diagonāles. Otrās kārtas determi-

nantu aprēķina, atņemot no galvenā diagonālē novietoto skaitļu

reizinājuma blakus diagonālē novietoto skaitļu reizinājumu.
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Piemēram,

1 ~;?|=2.5-(4).(-3)=22,
bet

2 _|ļ=4- (-3)-2-s=-22.

Vispārīgi:

X\ t/i
=_

x 2 y2ļ
x% y2 X\ y3 ļ.

Formulu (1.16) viegli atcerēties, lietojot otrās kārtas deter-

minanta jēdzienu.

l\ dl?)
1 x 2 y2 .

Piemērs. Aprēķināt trijstūra laukumu, ja tā virsotnes ir

punktos v4(-2;5), £(-4; 3) un O(0; 0). Saskaņā ar formulu

(1.17)

Soab=±-\zl 3ļ=ļ[(-2)-3-(-4).5] =7.

13. §. Daudzstūra laukums. Uzdevumu par daudzstūra lau-

kuma aprēķināšanu var aizstāt ar tādu trijstūru laukumu aprēķi-
nāšanu, kam viena virsotne ir koordinātu sākumā. To panāk, sa-

vienojot ar taisnes nogriežņiem dotā daudzstūra virsotnes ar

koordinātu sākumu. Tā dabū tik minētā veida trijstūru, cik vir-

sotņu ir aprēķināmajam daudzstūrim.

Ja, piemēram, jāaprēķina daudzstūra laukums

kura virsotnes ir punktos A\(xu- y{), A2(x2\ y2)
A3 (x3; y3) un A

i (xi ;yA:) (18. zīm.), tad, savieno

jot šos punktus ar koordinātu sākumu, dabū čet

rus trijstūrus: OAļA2, OA2A3,
OA>A

3 un OAxA.

Apzīmēsim šo trijstūru laukumus attiecīgi ar SOl2,
5023, 5

043 un S
0i4,

bet aprēķināmā četrstūra lau-

kumu ar 51234, tad no zīmējuma redzams, ka

18. zīm.

51234 =50i2+5023—5043—^014'

Saskaņā ar formulu (1.17)

C
_

1 I*l H\\
C

1 t/2
7T- , «J023— ~W
2 x 2 y 2\ 2 x 3 y3

s =

1 x 4 y 4
_ l_|xa (/ 3ļ

043
2 x 3 y3

~

2 \x4 z/4 ['

9 J_ *i t/i ļl_ *4 i/4 ļ
• 014

2Xi y<\ 2xx yA
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un četrstūra laukums

s =

_ļj x\ yx x 2 y 2
x 3t/3 x 4 i/4 ļ j

1234 2\ x 2 y2 x 3 y3 x 4 yt x, y{ J '

Formulu (1.18) viegli atcerēties, ja ievēro, ka determinanta pirmā

rindiņa ir iepriekšējā determinanta otrās rindiņas atkārtojums.
Formulas (1.18) speciāls gadījums ir jebkura veida trijstūra

laukuma aprēķināšanas formula:

11*2 |*3 1/3 *I i/l I)

Piemērs. Aprēķināt trijstūra laukumu, ja tā virsotnes ir

punktos A(-5; 2), B(6; -1) un C(l; 4).

Atrisinājums. Pēc formulas (1.19)

1 fļ-5 2 6 -1 1 4 \
Sabc =T\| 6-1

+
1 4+ -5 2 j

=-ļ-[(5- 12) + (24+ 1) + (2+ 20)]=20.

Trijstūra ABC laukums ir 20 kv. vienības.

Piezīme. Sādā veidā aprēķinot trijstūra laukumu, rezultāts

ir nulle, ja trijstūra visas virsotnes atrodas uz vienas taisnes, bet

rezultāts ir negatīvs skaitlis, ja perimetru apiet negatīvā virzienā,

t. i., tādā virzienā, kad trijstūris paliek pa labi. Aprēķināmais
laukums tad ir iegūtā rezultāta absolūtā vērtība.

Vingrinājumi

1. Trijstūra virsotnes ir punkti A (-3; 2), B (-1; 5), C (2; -3). Uzzī-

mēt šo trijstūri Dekarta koordinātu sistēmā un aprēķināt ta malu garumus.

2. Atrast uz Ox ass punktu, kura attālumi no diviem dotajiem punktiem
A ( —1; 3) un B (2; 5) būtu vienādi.

3. Doti divi punkti 11 B (-3; y)' AtraSt tāda punkta toordi-

nātes, kurš dala nogriezni AB attiecībā 3 : 2.

4. Sadalīt 4 vienlīdzīgās dalās nogriezni AB, kura sākums ir punktā

4(3; _2), bet gals — punktā B(—4; 1), nosakot dalītājpunktu koordinātes.

5. Aprēķināt trijstūra mediānu krustpunkta koordinātes, ja trijstūra vir-

sotnes ir punktos A (0; 5), B (-2; 1) un C (5; 3).

6. Aprēķināt punkta M (3; —2) rādiusvektora garumu.
7. Aprēķināt trijstūra A (—2; —3), B (10; —1), C (2; 7) laukumu.

8. Aprēķināt piecstūra A(2; -r-3), B(4; 0), C(2; 2), D(-4; 1) £(-3; -2)
laukumu.
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2. NODAĻA

VIENĀDOJUMU ĢEOMETRISKĀ NOZĪME

14. §. Kopas jēdziens. Vārdu «kopa» bieži sastopam ikdienas
valodā. Var runāt, piemēram, par pirmā kursa studentu kopu,
graudu kopu apcirknī, izplatījuma zvaigžņu kopu, daudzstūra

malu kopu utt. Katru kopu veido tās elementi (studenti, graudi,
zvaigznes utt.). Kopu, kurā ietilpst galīgs skaits elementu, sauc

par galīgu. Matemātikā ļoti bieži jāsastopas ar kopām, kuru ele-

mentu skaits ir bezgalīgs. Tādas kopas ir, piemēram, visu natu-

rālo skaitļu, visu pārskaitļu, visu skaitļa 2 pozitīvo pakāpju, visu

reālo skaitļu, visu taisnes punktu, visu caur dotu punktu novilkto

taišņu kopas utt.

15. §. Skaitļu intervāli. Ja dots, ka a<.b, kur a un b ir reāli

skaitļi, tad par intervālu sauc visu to reālo skaitļu kopu, kuri

atrodas starp a un b. Izšķir vaļējus un slēgtus intervālus.

Par vaļēju intervālu (a, b) sauc tādu skaitļu kopu, kurā

ietilpst visi skaitļi x, kas apmierina nevienādības a<x<6. Sādu

intervālu ģeometriski attēlo ass nogrieznis starp punktiem a un b,

izslēdzot šos gala punktus (19. zīm.).

Par slēgtu intervālu (segmentu) [a, b] sauc tādu skaitļu kopu,

kurā ietilpst visi skaitļi x, kas. apmierina nevienādības

Slēgtu intervālu (segmentu) ģeometriski attēlo kā ass nogriezni

starp punktiem a un b, ieskaitot gala punktus.
Intervāls var būt arī vienpusīgi slēgts, t, i., slēgts

no apakšas [a, b) vai slēgts no augšas (a, b]. Ja

intervālā ietilpst visi reālie skaitļi, t. i., visa reālo

skaitļu ass, tad to simboliski apzīmē ar ( — 00, +00)
jeb — oo<x<+ 00.

16. §. Konstanti un mainīgi lielumi. Novērojot
dabas parādības vai tehnisko procesu norisi, redzam,

19. zīm.

ka dažādiem novērojamiem lielumiem atkarībā no apstākļiem ir

dažāds raksturs. Tā, piemēram, degvielas svars automašīnas deg-
vielas tvertnē braukšanas laikā gan straujāk, gan lēnāk sama-

zinās, bet, ja motors nedarbojas, praktiski nemainās. Degvielas
svars autocisternā neatkarīgi no mašīnas kustības praktiski ne-

mainās, ar laiku mainās mašīnas nobraukto kilometru skaits utt.

Lai pakļautu matemātiskai analīzei dažādus fizikālus lielu-

mus — garumu, laukumu, tilpumu, masu, blīvumu, laiku, tempera-
tūru, enerģiju, pagrieziena leņķi utt., tad šos lielumus skaitīša-

nas operāciju vai mērīšanas ceļā izteic ar skaitļiem. Atkarībā no

apstākļiem katrs lielums var pieņemt dažādas skaitliskas vērtības

vai arī to izteic tikai viens skaitlis. Pirmajā gadījumā attiecīgo
lielumu sauc par mainīgu, otrajā — par konstantu.

Konstantos lielumus mēdz apzīmēt ar alfabēta pirmajiem bur-

tiem a, b, c,..., mainīgos — ar alfabēta pēdējiem burtiem x, y.
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z,... . Mainīga lieluma gadījumā jānorāda arī tā maiņas apga-

bals, t. i., visu to skaitļu kopa, kuras ikviens skaitlis ir kāda no

mainīgā lieluma vērtībām. Tā, piemēram, ja ir teikts, ka mainīgā
lieluma x vērtība var būt jebkurš pozitīvs skaitlis, kas mazāks par

i, tad x maiņas apgabals ir vaļējs intervāls o<*<l.

Katru konstantu lielumu var uzskatīt kā tādu'mainīgā lieluma

speciālu gadījumu, kura maiņas apgabalā ietilpst tikai viens vie-

nīgs skaitlis (punkts).
Konstantam lielumam var būt pilnīgi noteikta skaitliska vēr-

tība neatkarīgi no dotā uzdevuma nosacījumiem, bet var būt arī

tādi konstanti lielumi, kuriem ir noteikta skaitliska vērtība tikai
noteiktā jautājumā. Pirmā veida konstantos lielumus sauc par

absolūti konstantiem. Absolūti konstants lielums ir, piemēram,
riņķa līnijas un tās diametra attiecība, kas visos gadījumos ir vie-

nāda ar jt»3,1416.
Konstantos lielumus, kas nav absolūti konstanti, bet kam katrā

konkrētā piemērā var būt sava noteikta skaitliska vērtība, sauc

par parametriem. Par parametru sauc, piemēram, skaitli c Boila—

Mariota likuma formulā pv=c, kur p ir gāzes spiediens un v —•
tās tilpums pie nemainīgas temperatūras, jo katrai konkrētai gā-
zei un konkrētai temperatūrai ir sava c vērtība.

17. §. Punktu ģeometriskā vieta.' Par punktu ģeometrisko
vietu plaknē sauc tādu plaknes punktu kopu, kuru atrašanās vieta

atbilst dotajiem nosacījumiem. Definējot punktu ģeometrisko vietu,

jādod tie nosacījumi, kuri jāapmierina definējamās ģeometriskās
vietas punktiem. Tā, piemēram, leņķa bisektrise ir to punktu ģeo-
metriskā vieta, kuri atrodas vienādā attālumā no leņķa malām;

riņķa līnija ir to punktu ģeometriskā vieta, kas atrodas vienādā
attālumā r no dotā punkta C, kuru sauc par riņķa līnijas centru.

Taisnleņķa koordinātu sistēmā ordinātu asij paralēla taisne

(20. zīm.) ir to punktu ģeometriskā vieta, kuru abscisas ir kon-
stants lielums x=a. Vienādojums

x=a (2.1)

apmierina to un tikai to punktu koordinātes, kuru abscisa ir a,

tādēļ x— a ir Oy asij paralēlas taisnes vienādojums. Analogi
y =b ir Ox asij paralēlas taisnes vienādojums.

Katras punktu ģeometriskās vietas elementi ir punkti ar pilnīgi
noteiktām koordinātēm. Viens analītiskās ģeometrijas pamatuzde-

vums ir atrast algebrisku vienādojumu, kas

saista savā starpā šīs koordinātes.

Lai atbildētu uz jautājumu, vai katru pun-
ktu ģeometrisko vietu plaknē var izteikt ar vie-

nādojumu un kā šāds vienādojums atrodams,
noskaidrosim jēdzienu par līniju un tās vienā-

dojumu.
18. §. Līnijas vienādojums. Elementārajā

ģeometrijā apskata tikai divas līnijas — taisni20. zīm.
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un riņķa līniju. Analītiskajā ģeometrijā (plaknē) arī apskata šīs

līnijas, bet definē tās kā punktu ģeometriskās vietas, kuru koor-

dinātes apmierina noteiktus vienādojumus. Tā, piemēram, ģeo-
metriskā vieta visiem tiem taisnleņķa koordinātu sistēmas pirmā
un trešā kvadranta punktiem, kuri atrodas vienādā attālumā no

21. zīm. 22. zīm.

koordinātu asīm, ir pirmā-trešā kvadranta bisektrise (21. zīm.).
Patvaļīgs punkts P(x;y) atrodas uz bisektrises tad un tikai tad,

ja tā abscisa ir vienāda ar ordināti, t. i., ja tā koordinātes apmie-
rina vienādojumu y — x jeb

x-y=0. (2.2),

Vienādojumu (2.2) sauc par taisnleņķa koordinātu sistēmas

pirmā-trešā kvadranta bisektrises vienādojumu.
Ģeometriskā vieta punktiem, kuri atrodas vienādā attālumā r

no taisnleņķa koordinātu sistēmas sākuma punkta O, ir riņķa
līnija ar centru punktā 0 un rādiusu r. Apzīmēsim šādas riņķa
līnijas patvaļīgu punktu ar P(x\y) (22. zīm.). Sis punkts atro-

das uz riņķa līnijas tad un tikai tad, ja r=~\'x2
+y2 (9. §.), t. i.,

ja tā koordinātes apmierina vienādojumu

x2+y 2-r2=0. (2.3)

Vienādojumu (2.3) sauc par riņķa līnijas kanonisko (visvien-
kāršāko) vienādojumu taisnleņķa koordinātu sistēmā.

Pieņemsim, ka ir dots vienādojums, kas saista savā starpā
divus mainīgus lielumus x un y. Sāda vienādojuma pierakstīšanai
vispārīgā gadījumā lieto simbolu

F(x;y)=o, (2.4)

kur burts F apzīmē visu to matemātisko darbību kopumu, kas

šajā vienādojumā saista lielumus x un y.

Vienādojumam (2.4) var būt pēc patikas daudz atrisinājumu,
t. i., tādu skaitļu pāru, kuri apmierina šo vienādojumu. Katrs tads

skaitļu pāris nosaka punktu plaknē. Visu šo punktu kopa plaknē
ir punktu ģeometriskā vieta, ko sauc par līniju.
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Līnija plaknē ir to punktu ģeometriskā vieta, kuru koordinātes

apmierina vienādojumu F(x^y)=o.
Ja nosacījumus, kuri jāapmierina dotajai punktu ģeometriska-

jai vietai, nav iespējams izteikt ar vienu vienādojumu formā (2.4),
tad apskatāmā punktu ģeometriskā vieta nav līnija.

Vienādojumu (2.4) sauc par līnijas vienādojumu. Līnijas vie-

nādojums ir tāds vienādojums, kuru apmierina to un tikai to

punktu koordinātes, kas atrodas uz līnijas. Analītiskajā ģeometrijā
vārdus «līnija» un «vienādojums» bieži nešķiro un lieto vienu

otra vietā.

Lai pārliecinātos, piemēram, vai punkts M(—3; 4) atrodas uz

līnijas x2+j/
2=25 resp. vai līnija iet caur šo punktu, līnijas vie-

nādojumā jāievieto x= —3unt/=4. Tā kā ( —3) 2+42=25, tad

punkts M( —3; 4) atrodas uz līnijas x2+y
2

—25. Turpretim līnija
y=x

2
+ 5 neiet caur punktu N(\; 2), jo 2== 12+5.

19. §. Divu līniju krustpunkti. Pieņemsim, ka dotas divas līni-

jas ar to vienādojumiem F\(x;y)=o un F2(x;y)=o; jāatrod šo

līniju krustpunktu koordinātes. Krustpunktu koordinātes apmierina
abu doto līniju vienādojumus. Tādēļ, lai atrastu krustpunktu koor-

dinātes, jāatrisina vienādojumu sistēma

ļFi{x; y)=o,

\F2(x;y)=o.

Dotajām līnijām ir tik krustpunktu, cik reālu atrisinājumu ir vie-

nādojumu sistēmai. Ja sistēmai nav neviena atrisinājuma, tad do-

tajām līnijām nav neviena kopīga punkta, t. i., tās nekrustojas.
Algebrisko līniju krustpunktu skaits nevar pārsniegt reizinā-

jumu pq, kur p ir vienas, bet q otras līnijas kārta (20. §.).
Piemērs. Atrast riņķa līnijas x2+y2— 8= 0 un taisnes

y—x=0 krustpunktus.
Atrisinājums. No vienādojumu sistēmas

iy=x,

(2x2-8 =0

dabūjam, ka Xi2=±2 un y\ 2=±2. Tātad meklējamie krustpunkti
ir Pi(2;2) un P2 {-2; -2).

20. §. Līniju klasifikācija. Atkarībā no vienādojuma (2.4), kas

taisnleņķa koordinātu sistēmā saista patvaļīga līnijas punkta M

koordinātes x un y, visas līnijas klasificē algebriskas un transcen-

dentos līnijās.
Līniju sauc par algebrisku, ja tās vienādojuma_F(x; y) =0

kreiso pusi F(x\y) var izteikt kā polinomu, t. i., ka tadu saskai-

tāmo summu, kuras ikviens loceklis ir monoms axmy
n
. Seit a ir

reāls skaitlis, bet m un n — naturāli skaitļi vai 0.

Bez algebriskām ir arī transcendentas līnijas.

Algebriskās līnijas klasificē pēc to kārtas. Par monoma ax
m

ya
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pakāpi sauc skaitli p=m +n, bet par polinoma pakāpi sauc vis-

lielāko no saskaitāmo monomu pakāpēm. Ja līnijas vienādojumā

(2.4) F(x;y) ir polinoms, kura pakāpe ir k, tad līniju sauc par
k-tās kārtas līniju. Tā, piemēram, taisnes, kuru vienādojumi ir

(2.1) un (2.2), ir pirmās kārtas līnijas; riņķa līnija, kuras vie-

nādojums ir (2.3), ir otrās kārtas līnija; līnija, kuras vienādo-

jums ir xy—c=0, arī ir otrās kārtas līnija; līnija, kuras vienā-

dojums 2x2
y

— sx+4 =0, ir trešās kārtas līnija utt. Analītiskās

ģeometrijas kursā parasti apskata tikai pirmās un otrās kārtas

līnijas.
Sīs nodaļas noslēgumā formulēsim analītiskās ģeometrijas

(plaknē) pamatuzdevumus.
1. Dota līnija kā punktu ģeometriskā vieta. Sastādīt līnijas

vienādojumu.
2. Dots līnijas vienādojums. Izpētīt līnijas formu un novietni

koordinātu sistēmā.

Vingrinājumi

1. Atzīmēt taisnleņķa koordinātu sistēmā 5 punktus, kuru abscisa x= 3.

Uz kādas līnijas atrodas šie punkti?
2. Atzīmēt taisnleņķa koordinātu sistēmā 5 punktus, kuru ordināte y=

=—1. Uz kādas līnijas atrodas šie punkti?
3. Sastādīt vienādojumu to punktu ģeometriskai vietai, kuru attālums no

ordinātu ass ir divas reizes lielāks nekā no abscisu ass.

4. Sastādīt vienādojumu to punktu ģeometriskai vietai, kuri atrodas vie-

nādā attālumā no diviem dotajiem punktiem Pi (5; 6) un P
2 (2; 3).

5. No koordinātu sākuma pret katru taisni, kas iet caur punktu (0; 4),
novilkts perpendikuls. Kāds ir šo perpendikulu un taišņu krustpunktu ģeomet-
riskās vietas vienādojums?

6. Noskaidrot, kādas punktu ģeometriskās vietas ir definētas ar vienādo-
jumiem: a) xi/=0; b) x 2+y2 =o; c) (x—\)-(y+2)=o; d) x 2—4 =0;
c) jr»+4=0; f) x 2+y2-4=0.

7. Noskaidrot, kurš no dotajiem punktiem A (0; 0), B (1; 1), C (I; —1)
D (—1; 1), E (1; 2) atrodas uz līnijas x—y

3=o.

8. Noteikt riņķa līnijas x 2+y
2
=32 krustpunktus ar taisni y**x.

3. NODAĻA

TAISNE PLAKNĒ

21. §. Taisnes vienādojums ar virziena koeficientu. Plaknē var

būt bezgalīgi daudz taišņu. Ja gribam apskatīt vienu no tām,
tad tā ar kaut kādiem parametriem jāizdala no pārējām, nosakot
tās stāvokli koordinātu sistēmā. Taisnes stāvokli koordinātu sis-

tēmā bieži nosaka ar šādu paņēmienu: dod taisnes un Oy ass

(25. zīm.) krustpunktu B ordināti b un leņķi <x, ko taisne veido

ar abscisu ass pozitīvo virzienu.

Parametru b sauc par taisnes sākuma ordināti, bet parametru
a — par virziena leņķi.
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. Sākuma ordināte b var būt jebkurš reāls skaitlis. Caur katru

Oy ass punktu var novilkt ne tikai vienu, bet gan neierobežoti

daudz taišņu, kurām ir kopīga sākuma ordināte b (23. zīm.). Iz-

ņēmuma gadījumā, ja taisne ir paralēla ordinātu asij, tās1 vir-

23. zīm. 24. zīm. 25. zīm.

Jt

ziena leņķis b
—

neeksistē. Visos citos gadījumos a

ir pozitīvs, bet mazāks par jt, t. i., jo to skaita pozi-
tīvā virzienā no abscisu ass līdz taisnei. Taisnes, kurām vienādi

virziena leņķi, bet dažādas sākuma ordinātes, ir savā starpā pa-
ralēlas (24. zīm.).

Ar parametriem b un ct var noteikt katras taisnes stāvokli

koordinātu sistēmā, ja vien taisne nav paralēla ordinātu asij.
Pierādīsim pamatteorēmu par taisni. Katras taisnes vienādo-

jums taisnleņķa koordinātu sistēmā ir lineārs algebrisks vienādo-

jums.
Lai to pierādītu, pieņemsim, ka taisne nav paralēla ordinātu

asij un ka dota tās sākuma ordināte b= OB (25. zīm.) un virziena

leņķis a, kas zīmējumā parādīts kā leņķis starp palīgasi Bx' un

taisni. Apzīmēsim patvaļīga šīs taisnes punkta M koordinātes ar

x un y, punkta M(x;y) projekciju uz palīgass Bx' ar P, uz Ox

ass ar M' un uz Oy ass — ar M".

No zīmējuma redzam, ka' \PM\ = \BP\ -tga, bet pr oy
PM=

=BM"=y-b un pvox
B~P

=OM'=x, tādēļ

y-b=x-tga
jeb

y=kx+ b, (3.1)

kur ērtības labā tga apzīmēts ar k:

k=iga. (3.2)

Vienādojumu (3.1) pārvērš par identitāti to un tikai to punktu
koordinātes, kuri atrodas uz taisnes, tādēļ vienādojums (3.1) ir

taisnes vienādojums. Ja taisne paralēla ordinātu asij, tad, kā

redzējām 17. §, tās vienādojums ir 1

x =a. (3.3)



Tā kā vienādojumi (3.1) un (3.3) ir lineāri algebriski vienādojumi,
tad teorēmu esam pierādījuši.

Skaitli & = tga sauc par taisnes virziena koeficientu, bet vie-

nādojumu (3.1) sauc par taisnes vienādojumu ar virziena koe-

{identu jeb par taisnes atklāto vie-

nādojumu.
Ja, piemēram, taisnes virziena

Jt
lenkis a= —r un sakuma ordināte
's 4

jt
fe=—2, tad & =tg—= 1 un šis tais-

nes vienādojums ir y =x— 2 jeb

x—y— 2 =0 (26. zīm.). Zīmējumā at-

-2
tēlota arī taisne y= —č~

x+2, kuras

\, 2
virziena koeficients k= —=- un sa-

-5

26. zīm.

kuma ordināte b= 2. Si taisne krusto ordinātu asi punktā
un veido ar abscisu ass pozitīvo virzienu lenki, kura tangenss

2

Taisne, kuras sakuma ordināte b ir 0, iet caur koordinātu sa-

kumu. Tādas taisnes vienādojums ir

y=kx. (3.4)

Ja virziena leņķis a=0, tad arī k=0 un no vienādojuma (3.1)

iegūstam, ka y=b. Tas ir abscisu asij paralēlas taisnes vienā-

dojums. Ja arī 6=0, tad dabū abscisu ass vienādojumu y=0.

Analogi no vienādojuma (3.3) seko, ka ordinātu ass vienādojums
ir x=o.

22. §. Taisnes vispārīgais vienādojums. Pierādīsim iepriekš pie-
rādītajai teorēmai apgriezto teorēmu.

Katrs lineārs algebrisks vienādojums

Ax+By+C=o (3.5)

taisnleņķa koordinātu sistēmā ir taisnes vienādojums. Vienādo-

jumā (3.5) A, B un C ir patvaļīgi reāli skaitļi. Lai vienādojums

(3.5) saturētu vismaz vienu no mainīgajiem lielumiem x un y,

tad A un B vienlaicīgi nevar būt 0.

Lai pierādītu teorēmu, pieņemsim, ka tad vienādojumu
(3.5) var pārrakstīt šādā formā:

A C
y= -B

X
~B'

A C
Apzīmēsim: —j-=& un —5- =b, tad y=kx +b, bet tas ir taisnes

D O

vienādojums.
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Ja 5=0, tad /I#o, jo A un 5 vienlaicīgi nevar but 0. Ja
v

C C
5= 0, tad Ax+C=0 jeb x=— Apzīmējot — c. iegūstam

vienādojumu x= c, kas ir ordinātu asij paralēlas taisnes vienā-

dojums. Tātad katrs lineārs algebrisks vienādojums ir taisnes'

vienādojums, ko arī vajadzēja pierādīt.

Vienādojumu (3.5) sauc arī par taisnes vispārīgo vienādojumu.
Ar šādu vienādojumu var izteikt jebkuru taisni plaknē. Lai tais-

nes vispārīgo vienādojumu pārveidotu formā ar virziena koefi-

cientu, tad no vispārīgā vienādojuma atliek tikai izteikt atklāti y.

Piemērs. Dots taisnes vienādojums 3x—4y + 12=0. Izsa-

-3
kot no šī vienādojuma y, dabūjam y=—x+3, kur taisnes vir-

-3
zienā koeficients &=—un sakuma ordināte 6= 3.

4

Apskatīsim gadījumus, kad daži taisnes vispārīgā vienādo-

juma koeficienti ir nulles.

1. Ja C= 0, tad Ax +By= 0. Tā ir taisne, kas iet caur koordi-

nātu sākumu, jo punkta (0; 0) koordinātes apmierina tās vienā-

dojumu.
C

1. Ja A=o, tad By +C=0 un y=— -g-.
Ta ir taisne, kas para-

lēla abscisu asij.
C

3. Ja 5=0, tad Ax+C=0 un x=— Ta ir ordinātu asij

paralēla taisne.

4. Ja A= 0 un C=0, tad By =Q un #/=O. Taisne sakrīt ar

abscisu asi.

5. Ja 5=0 un C=0, tad Ax =0 un x=0. Taisne sakrīt ar

ordinātu asi.

23. §. Taisnes vienādojums ar asu nogriežņiem. Ja taisnes vis-

pārīgajā vienādojumā (3.5) A, B un C nav nulles, tad vienādo-

jumu var pārveidot šādi:

Ax +By =-C,

-C"1
"

-Č '

X U
1—-— = 1

_£ _£
A B

CC

Apzīmējot —r =a un ~~d =0, taisnes vispārīgo vienādojumu
A B

esam pārveidojuši formā

a b



Šo vienādojumu apmierina punktu P\(a\ 0) un P
2(0; b) koordi-

nātes, jo —+-77=1 un —+ -r-
=l. Skaitli a un b vienādojumā

Jab a b 1

(3.6) ir koordinātu asu nogriežņu OPļ un OP2 lielumi (27. zīm.).
Vienādojumu (3.6) sauc par taisnes vienādojumu ar asu nogriež-

27. zīm. 28. zīm.

ņietn. Šādā formā taisnes vienādojumu var izteikt, ja taisne nav

paralēla kādai koordinātu asij un tā neiet caur koordinātu sā-

kumu. Taisnes vienādojums ar asu nogriežņiem ir ērts taisnes

konstrukcijai, ja vien abu asu nogriežņi ir pietiekami lieli, t. i.,

ja punkti P\ un P
2

atrodas pietiekami tālu no koordinātu sākuma.

Piemērs. Taisnes vienādojumu 3x—4y+ 12 =0 pārveidot
formā ar asu nogriežņiem.

Atrisinājums. Ja x=0, tad 4y=\2, no kurienes y=3, un,

ja y=0, tad 3x= — 12 un x=— 4. Tas nozīmē, ka taisne 3x—4y +

+12 =0 krusto koordinātu asis punktos P\( —4; 0) un P2(0;3).
x v

Dotas taisnes vienādojums ar asu nogriežņiem ir—4~^~s~ =^'

24. §. Leņķis starp divām taisnēm. Pieņemsim, ka dotas divas
taisnes ar vienādojumiem:

y=kļX + bu

y=k2x+ b2.

Par leņķi starp divām taisnēm sauc leņķi cp, pa kuru ap kopīgo
krustpunktu Q pozitīvā virzienā jāpagriež pirmā taisne, lai tā sa-

kristu ar otro taisni (28. zīm.). Saskaņā ar šo definīciju leņķa cp

maiņas intervāls ir Ja taisnes paralēlas, tad cp =0.

No zīmējuma redzams, ka
cp=02— 01, kur cii ir pirmās un 02

otrās taisnes virziena leņķis. No trigonometrijas zināms, ka

+„/ s tgaz-tgcti
„tg(a2—ai) —rvi r

—

»6V '
l+tga,tga2~

Tā kā tg(a2—ai) =tg<p, un tg aļ
=k

u
tad

k2—k\
, (37)
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Formula (3.7) zaudē jēgu, ja l+kik2=0. Tad, kā redzēsim nā-

košajā paragrāfā, taisnes ir perpendikulāras, t. i., cp=
—.

Piemērs. Atrast leņķi starp taisnēm: 1) y=2x — 3 un

2) 3.v+y-2 =0.

Atrisinājums. Sajā piemērā &i =2 un k2=—3. Pēc for-

mulas (3.7)
, —3 — 2

,
jt

tg(p= =1; <P=T-

-25. §. Divu taišņu paralelitates un perpendikularitates nosacī-

jumi. Divas taisnes ir paralēlas tad un tikai tad, ja ir vienādi to

virziena leņķi cti un a2 respektīvi ir vienādi to virziena koeficienti

ki =k2. (3.8)

Divas taisnes ir perpendikulāras tad un tikai tad, ja to vir-

ziena leņķi atšķiras viens no otra par leņķi tt. i., a2=ai+
,

tādēļ divu taišņu perpendikularitātes nosacījumu izteic vienādība

tga2=tg(^+al)=-ctga 1= - ī|^-
jeb

y
1

fcļ
no kurienes

M2
=-l. (3.9)

1. piemērs. Aprēķināt leņķi starp taisnēm: 1) 2x—3y+l =

=0 un 2) 2x-3y+s =0.

Atrisinājums. Doto taišņu vienādojumi ar virziena koe-

-2 1 2 5 2
ficientu ir 1) +— un 2) y=-Ķ-x +—, no kurienes k\=-^-

-un k 2 Ta ka virziena koeficienti vienādi, tad taisnes ir para-
o

lēlas.

x tļ
2. piemērs. Atrast leņķi starp taisnēm 1) —— -f--g-= 1 un

2) 4x+3y=0.

Atrisinājums. Pirmās taisnes vienādojums dots ar asu

nogriežņiem, otrās — vispārīgā formā. Izsakot no šiem vienādo-

-3 4

jumiem y, dabū, ka 1) y=—x+3 un 2) y= No šiem vie-

-3

nadojumiem redzams, ka taišņu virziena koeficienti ir k\ =
~un

4
& 2=—ģ-.

Tas nozīmē, ka dotās taisnes ir perpendikulāras, jo

k\k2 =—1.



37

26. §. Caur doto punktu vilktas taisnes vienādojums. Pieņem-
sim, ka dots punkts, caur kuru jānovelk taisne dotajā virzienā.

Tas nozīmē, ka dotas punkta M { koordinātes {X{\ yx) un taisnes
virziena koeficients k. Jāatrod šīs taisnes vienādojums.

Speciālā gadījumā, kad taisne paralēla ordinātu asij, taisnes
vienādojums ir x=X\. Ja taisne nav paralēla ordinātu asij, tad
vienādojumā y=kx +b nezināms ir tikai skaitlis b. Tā kā dotais

punkts Mi(xuyi) atrodas uz taisnes, tad tā koordinātes apmie-
rina vienādojumu y=kx +b, tādēļ y\

=kxx+b jeb b=yx — kxi. levie-

tojdt atrasto b=y\ —
kxx vienādojumā y=kx +b, dabū y=kx +

+yl —
kx

l jeb

y-yi=k(x- Xl ). (3.10)

Sis vienādojums ir lineārs algebrisks vienādojums ar diviem

mainīgajiem x un y, kuru apmierina punkta M
x koordinātes, jo,

ievietojot šajā vienādojumā x=X\ un y — y\, dabū identitāti 0= 0.

Tādēļ vienādojums (3.10) ir tādas taisnes vienādojums, kas vilkta

caur doto punktu dotajā virzienā.

Ar vienādojumu (3.10) var izteikt jebkuru taisni, kas iet caur

punktu M\ (x\\ i/i), izņemot ordinātu asij paralēlu taisni x=Xļ.
Mainoties skaitlim k, taisne griežas ap punktu Mi(xu- yi), ieņe-
mot visdažādākos stāvokļus plaknē. Visu to taišņu kopu plaknē,
kurām ir viens kopīgs punkts, sauc par taišņu šķipsnu. Kopīgo
punktu sauc par šķipsnas centru. Saka, ka ar patvaļīgu k vie-

nādojums (3.10) izteic taišņu šķipsnu, kuras centrs ir dotajā
punktā M\ (Xļ\y\). Tā, piemēram, vienādojumsy— Z —k(x— 2) izteic

taišņu šķipsnu, kuras centrs ir punktā (2; 3), taišņu šķipsnas

y +3=k(x —2) centrs ir punktā (2; —3) utt.

Piemērs. Atrast taisnes vienādojumu, kas iet caur punktu
3 "

Mi(3; —2) un ir perpendikulāra taisnei y=-^x+2.
i.v ■ 1 ttut'V •'££ ■•

Atrisinājums. Dotas taisnes y=~x+2 virziena koefi-

-1 3
cients ir k

x =—. Meklējamās taisnes virziena koeficients saskaņā

2
ar formulu (3.9) ir k =—un tas vienādojums saskaņā ar

o

• ' 2
formulu (3.10) ir y+ 2= (*-3); 3</ +6= -2x+6 jeb 2x+3y=

=0.

27. §. Caur diviem dotajiem punktiem vilktas taisnes vienādo-

jums. Pieņemsim, ka doti divi punkti Mļ(xl ;yļ) un M 2(2;y2);
jāatrod vienādojums taisnei, kas novilkta caur šiem punktiem.

Ja taisne y—yļ =k(x—xl ), kas iet caur punktu Mi(xi;yi),



iet arī caur punktu M 2( 1/2), tad punkta M 2koordinātēm jāap-
mierina tās vienādojums, tas nozīmē, ka y2—yy=k(x2

— x~\) jeb

k= (3.11)
x2—X\

k ir taisnes virziena koeficients, kura iet caur diviem dotajiem
punktiem M\(xi,yļ) un M 2( levietojot atrasto k vienādo-

jumā y—yi=k(x—X\), dabū meklējamo vienādojumu

Xļ,—-X\

jeb

'£=M}J*£Z*L\ (3.12)
y2—y\ x2—x\

Izņēmuma gadījumā, kad doto punktu abscisas ir vienādas, t. i.,
kad X\—x 2, meklējamā taisne ir paralēla ordinātu asij, un tās

virziena koeficients nav aprēķināms ar formulu (3.11). Tādā ga-

dījumā meklējamās taisnes vienādojums ir x=X\.

Piemērs. Atrast vienādojumu taisnei, kura novilkta caur

punktiem Afi(2; 3) un M2(-2; 1).

Atrisinājums.' Saskaņā ar formulu (3.12) meklējamais
v—3 x — 2

taisnes vienādojums ir
y

——=—-—- jeb x—2y+4=0.

28. §. Divu taišņu krustpunkts. Pieņemsim, ka dotas divas tais-

nes ar vienādojumiem vispārīgā formā:

Axx +Bxy +CX= G,

A2x+B2y +C2=0.

Divām taisnēm, kas atrodas vienā plaknē, ir iespējami šādi sav-

starpēji stāvokļi: 1) tās krustojas, 2) tās ir paralēlas, 3) tās viena

ar otru sakrīt.
Ja taisnes krustojas, tad tām ir viens kopīgs punkts, kura

koordinātes apmierina abu taišņu vienādojumus. Tas nozīmē, ka

krustpunkta koordinātes ir dotās vienādojumu sistēmas atrisinā-

jums. Ja taisnes ir paralēlas, tad sistēmai nav atrisinājuma. Ja

taisnes viena ar otru sakrīt, tad sistēmā ir tikai viens neatkarīgs
vienādojums, t. i., šajā vienādojumu sistēmā viens vienādojums
iegūstams no otra, pareizinot to ar kādu skaitli. «

Atrisinājumu visos gadījumos izteic formulas

C\B2
— C2B\ C2A\ —C\A 2

X=~

Aiß2
-A

2Bļ
Un y=~

Aiß2
-A

2Bi

jeb

y*§. (3.13)
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kur

q =

A\ BA
p _

—C] B,
p_

Ax —Ci

A
2 B2 I' —

C 2Bļ ' A
2

— Cļ

Skaitli D sauc par vienādojumu sistēmas determinanta (12. §).
Ja D=£o, tad vienādojumu sistēmai ir viens vienīgs atrisinājums

un formulas (3.13) izteic doto taišņu krustpunkta koordinātes. Ja

Z)=0, bet Di vai D2irno nulles atšķirīgi skaitļi, t. i., 4^-=
A2

B C
= tad sistēmai nav atrisinājuma, jo dotās taisnes ir

B2 Lļ
ABC

paralēlas. Ja D=Di=D2=0, t. i., =-^-=yr-, tad sistēmā ir

A2 £>2 t>2

tikai viens neatkarīgs vienādojums. Tas nozīmē, ka dotās tais-

nes sakrīt i viena ar otru.

' ļ. piemērs. Atrast taišņu 2x —y—3=0 un 4x +3y— 11 =0

krustpunkta koordinātes.

Atrisinājums.
2 — 1

D=
2

4 3=lo,

°
1=

11 ~l\=2° Un D2=
4 ll| = 1°-

Saskaņā ar formulām (3.13): y
=yļj"= l> t. i., taisnes

krustojas punktā M(2; 1).
2. piemērs. Atrast taišņu 2x—y— 3=0 un Ax —2y— ll=o

krustpunkta koordinātes.

Atrisinājums.

z>=|2 : ļ|=o, bet čp| :ļ|^o.
Tas nozīmē, ka taisnes ir paralēlas.
3. piemērs. Atrast taišņu 2x—y— 3=0 un 4x—2t/—6 =0

krustpunkta koordinātes. Sajā piemērā nav dotas divas taisnes,

jo otro vienādojumu dabū, pareizinot pirmo vienādojumu ar 2.

29. §.* Taisnes normālvienādojums. Lai noteiktu taisnes stā-

vokli koordinātu sistēmā, dažkārt ir izdevīgi lietot šādus para-

metrus: 1) taisnes attālumu p=\ON\ no koordinātu sākuma O

(29. zīm.) un 2) leņķi cp starp taisnei perpendikulāro vektoru ON

un abscisu asi.

Uz taisnes, kurai doti parametri p un <p, izvēlamies patvaļīgu

punktu M(x\ y). Neatkarīgi no punkta M(x; y) stāvokļa uz taisnes

tā rādiusvektora r projekcija uz vektoru ON ir p. Saskaņā ar for-

mulu (1.14) pr6t)r =x cos cp+y sin cp. Ja punkts M(x;y) atrodas uz
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taisnes, tad ta koordinātes apmierina vienādojumu p= x cos cp+

+y sin cp jeb

x cos cp+ t/ sin cp
— p =0. (3.14)

So vienādojumu sauc par taisnes nortnālvienādojumu. Tam ir di-

vas raksturīgas pazīmes: 1) tā koeficientu kvadrātu summa ir 1,

jo cos
2

cp+sin 2

cp= 1, un 2) tā brīvais loceklis ir negatīvs skait-

lis. Ja kādā dotā lineārā algebriskā vienādojumā šīs abas pazī-
mes ir izpildītas, tad tāds vienādojums ir taisnes normālvienādo-

jums. Tā kā katras taisnes vienādojumu var izteikt kā vispārīgā,
tā normālveidā, tad, acīm redzot, vienādojums (3.14) atšķiras no

vienādojuma (3.5) tikai ar noteiktu reizinātāju k, kuru sauc par

normējošo faktoru jeb reizinātāju.
Pareizinot taisnes vispārīgo vienādojumu Ax +By+C= 0 ar

kādu pagaidām nenoteiktu reizinātāju X, dabū vienādojumu

XAx+XBy+XC=0.

Sis vienādojums ir taisnes normālvienādojums, ja ta4=coscp,
XB=sincp un XC=—p, respektīvi, ja ir izpildīti nosacījumi:
1) (KA) 2+ (IB) 2=\ un 2) A,C<O. No pirmā nosacījuma izriet,
ka X 2(A2+B2) =\ jeb

h= ±
1

=. (3.15)
ļA2+B2

X '

No otrā nosacījuma izriet, ka X zīme jāizvēlas tā, lai tā būtu

pretējā brīvā locekļa C zīmei'taisnes vispārīgajā vienādojumā.
Fomula (3.15) izteic taisnes normējošo faktoru, ar kuru jārei-
zina vispārīgā formā dots taisnes vienādojums, lai to pārveidotu
normālveidā.

Piemērs. Pārveidot normālveidā taisnes vienādojumu

3x—4t/+ls =0.

30. zīm.29. zīm.



Atrisinājums. Normējošais faktors

i =

1 __L
A_

V9+Ī6
_

5
'

Taisnes normālvienādojums—Ķx +~y—3 =0, kur coscp=— -Ķ ,
5 5 5

4
.

sincp=-p- un p= 3.
5

30. §.* Attālums no punkta līdz taisnei. Pieņemsim, ka 'dota

taisne xcoscp + i/sincp —p= 0 un punkts M 0( y0 ) (30. zīm.). Jā-

atrod attālums d no punkta līdz taisnei.

Projicēsim punktu M 0uz dotajai taisnei perpendikulārā vek-

tora ON virzienā novilktu asi un apzīmēsim šo projekciju ar NQ.

No zīmējuma redzams, ka rādiusvektora OM0 projekcija uz vek-

tora O~N ir ON
0
=ON+NN

0
, no kurienes NN

o=ņrosOM0
-ON=

= pToxOM0—p. Bet |NNO\ = |MMO| =d un saskaņā ar formulu

(1.14) pro~N OM
0=x0cos cp+ i/o sin cp, tādēļ

d= \NNO\ = |*ocoscp-r-yosincp-p|. (3.16)

Ja taisne dota ar vienādojumu Ax +By+C=0, tad attālumu no

punkta Mo{x0; yo) līdz šai taisnei var aprēķināt pēc formulas

yA2+B2
v

L piemērs. Aprēķināt punkta M0(\; —2) attālumu līdz

taisnei

x+y-l=o.

At r i-s m ā j ūm s. Saskaņā ar formulu (3.17)

-

1-2-1 _2_ . _

V 2
_

~V2
=l/2, '

2. p i emē r s. Pierādīt, ka taisnes 3x+4«/+25 =0 un 6x +8y+

+7 =0 ir paralēlas, un aprēķināt attālumu starp tām.

Atrisinājums. Pirmās taisnes virziena koeficients kx =

3 6 3
=

,
un otrās k2

=
—k

=

~~t-
Dotās taisnes ir paralēlas, jo

4 8 4

kļ =k2. Izvēloties patvaļīgu x, piemēram, x=0, un ievietojot to

7

otrajā vienādojumā, dabūjam 8y +7=0, no kurienes y= —ģ.
Ta-

-7
tad punkts A4(0; —5-) atrodas uz otras taisnes. Šī un jebkura

8



42

cita otras taisnes punkta attālums no pirmās taisnes ir vienāds

ar attālumu starp dotajām paralēlām taisnēm. Pirmās taisnes

3 4
normālvienādojums ir ——x——y—5 =0, un attālums starp tais-

-
. . 3

n
4/ 7 \ J | 431,

,
_

nem »r d= -5 =4,3.

Vingrinājumi

1. Sastādīt vienādojumu taisnei, kuras sākuma ordināte ir 3 un virziena

leņķis -j-.
3

2. Sastādīt vienādojumu taisnei, kuras virziena koeficients ir — un sakuma

ordināte —4. Noskaidrot algebriski un pārliecināties zīmējumā, vai punkti
A (2; -1), B (4; 2), C (6; 4), D (-4; -10), E (-6; -12) atrodas uz šīs

taisnes.
3. Uzzīmēt taisnes, kuru vienādojumi ir 1) 2x+3y— 6=o; 2) 2x—Zy+

+8=0; 3) 3x+4(/+10=0; 4) sx-3i/-i2 =0, un uzrakstīt šo taišņu

vienādojumus ar asu nogriežņiem.

4. lepriekšējā piemērā minētos taišņu vienādojumus pārveidot formā ar

virziena koeficientu.
5. Uzzīmēt iepriekš minētās taisnes pēc tādiem diviem punktiem, kuru ab-

scisas ir Xļ=\ un x2=2.

6. Aprēķināt leņķi starp taisnēm, kuru vienādojumi ir y =2x—3 un

y=3x+s.

7. Atrast vienādojumu taisnei, kura iet caur punktu Mx (—4; 3) un ir

paralēla taisnei, kas dota ar vienādojumu y —
Zx—9. Uzzīmēt abas taisnes

taisnleņķa koordinātu sistēmā.

8. Atrast vienādojumu taisnei, kura iet caur punktu Mļ (—4; 2) un ir

perpendikulāra taisnei, kas dota ar vienādojumu sx+6y — 13=0. Uzzīmēt
abas taisnes taisnleņķa koordinātu sistēmā.

9. Aprēķināt virziena koeficientu taisnei, kura savieno punktus M, (1; 2)
un M 2 (-2; -3).

10. Atrast vienādojumu taisnei, kura iet caur punktu A (— 1; 3) un ir

paralēla taisnei, kas savieno punktus Mx (2; 1) un M 2(—2; —4).

11. Atrast vienādojumu taisnei, kura iet caur punktu A ļ—2; ļ un ir

perpendikulāra taisnei, kas savieno punktus Mīļi; yj un M 2 (2; —3).

12. Pierādīt, ka trīs punkti A ļ2; yj, B ļ|-; -1 ļ un C ļ|- ! y) atrodas

uz vienas taisnes.

13. Aprēķināt trijstūra virsotņu koordinātes, ja tā malu vienādojumi ir

x— 4t/+7=o,'x—2y+s=o un x—y+l=o.

14. Atrast vienādojumu taisnei, kura iet caur taišņu 3a:+s(/+2l =0 un

4.v+3ž/+l7 =0 krustpunktu un ir perpendikulāra pret taisni 2x+7y—4=0.

3 4 2
15.* Noskaidrot, kurš no taisnu vienādojumiem 1) — x—s-tf+-„-=O,

5 5 3

7 24 13 136
2) z— x— —y— — =0, 3) Isx+By —=0 ir taisnes normālvienādojums

Jo io io 15

un cik tālu atrodas šīs taisnes no koordinātu sākuma.

16.
*

Uzrakstīt normālvienādojumus 3. uzdevumā dotajām taisnēm.

17.* Aprēķināt punktu M{ (3; 1) un M 2 (2; —3) attālumus līdz taisnei

sx+l2i/-23 =0.
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4. NODAĻA

OTRĀS KĀRTAS LĪNIJAS

31. §. Otrās kārtas līnijas definīcija. Līniju, kuras vienādojums
taisnleņķa koordinātu sistēmā vispārīgajā gadījumā ir otrās pa-

kāpes algebrisks vienādojums

Ax2 +2Bxy+ Cy2+2Dx +2Ey+F= 0, (4.1)

sauc par otrās kārtas līniju. Seit koeficienti A, B, C, D, E un F

ir jebkuri reāli skaitļi. A, B un C, protams, reizē nav 0, jo tad

vienādojums ir lineārs. Bet lineārs algebrisks vienādojums

2Dx+2Ey+F=0 ir pirmās kārtas līnijas, t. i-, taisnes vienādo-

jums.
Koeficientus pie xy, x un~ y raksta formā 25, 2D un 2E turp-

māku ērtību labā.

Otrās kārtas līnijas ir riņķa līnija, elipse, hiperbola un para-

bola.

32. §. Riņķa līnija. Par riņķa liniju sauc to punktu ģeomet-
risko vietu, kuri atrodas vienādā attālumā r no kāda dota plak-
nes punkta C. Punktu C sauc par riņķa līnijas centru, bet attā-

lumu r par riņķa līnijas rādiusu.

Lai pierādītu, ka riņķa līnija ir otrās kārtas līnija, tad jādabū
riņķa līnijas vienādojums un jāpārliecinās, ka tas ir otrās pa-

kāpes algebrisks vienādojums.

Apzīmēsim centra C (31. zīm.) koordinātes ar x 0 un yo, t. i.,

C(x0;yo), un patvaļīga riņķa līnijas punkta M koordinātes ar x

un y, t. i., M(x;y). Tad riņķa līnijas rādiuss r=|CMļ, bet pēc
formulas (1.8) attālums |CM| =ļ/(x —*0) 2+ (y — yo) 2

,
no kurienes

(x-x0 ) 2+(y-y0) 2=r
2. (4.2)

So vienādojumu apmierina to un tikai to punktu koordinātes,
kuri atrodas uz riņķa līnijas. Tādēļ vienādojums (4.2) ir riņķa
līnijas vienādojums.

Liekot vienādojumā (4.2), kuru sauc

par riņķa līnijas normālvienādojumti,
x'o =yo=0, dabū tādas riņķa līnijas vie-

nādojumu, kuras centrs atrodas koordi-

nātu sākumā, t. i.,

x2+ t/2=r2> (4.3)

Vienādojumu (4.3) sauc par riņķa
līnijas kanonisko vienādojumu (sk.
18. §).

Atverot vienādojuma (4.2) iekavas 31. zīm.
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un pārnesot visus locekļus vienā pusē, dabūriņķa līnijas vispārīgo

vienādojumu

x2+y
2
- 2x0x - 2y0y+ {x0

2+y 0
2
- r

2) =0

jeb, apzīmējot —x0=D, —yO
=E un x

0
2
+yo

2
—r2:=F,

x2+y
2+2Dx +2Ey+F=0, (4.4)

kas ir*vienādojuma (4.1) speciāls gadījums.
Salīdzinot vienādojumus (4.4) un (4.1), redzam, ka riņķa līni-

jas vienādojumā koeficienti pie x 2 un y
2 ir vienādi un iztrūkst rei-

zinājuma xy. Tas norāda, ka vienādojums (4.1) var definēt riņķa
līniju tikai tad, ja A=C un 5=0.

levērosim, ka katru riņķa līniju var definēt ar otrās pakāpes

algebrisku vienādojumu (4.4), bet ne katrs vienādojums formā

(4.4) definē reālu riņķa līniju. Lai par to pārliecinātos, pietiek
pārveidot vienādojumu (4.4) formā (4.2). To panāk, veidojot pil-
nus kvadrātus

x2+ 2Dx+D 2-D2
+y

2 +2Ey+E2-E2+F =0 jeb
(x+D) 2+(y+E) 2

=D 2+E2-F. (4.4a)

Ja D2+E2
—F~>o, tad vienādojums (4.4a) ir riņķa līnijas nor-

mālvienādojums. Riņķa līnijas rādiuss ir r=^D 2 +E2—F, un centrs

atrodas punktā C(—D; —E). Ja D 2+£2
— =0, tad vienādojumu

(4.4a) apmierina tikai viena punkta C(—D; —E) koordinātes, bet,
ja D2+E2

—F<o, tad šis vienādojums reālu līniju nedefinē, jo
kvadrātu summa nevar būt negatīvs lielums. Tad saka, ka vienā-

dojums (4.4) ir imagināras riņķa līnijas vienādojums.

1. piemērs. Dots riņķa līnijas centrs C( —2; 1) un rādiuss

r = 5. Uzrakstīt tās vienādojumu.

Atrisinājums. Saskaņā ar formulu (4.2) riņķa līnijas

normālvienādojums ir (x+2) 2+ (y— l) 2=52
.

Atverot iekavas, dabū

šīs riņķa līnijas vispārīgo vienādojumu

x2+y
2+4x-2t/-20=0.

2. piemērs. Dots vienādojums x 2+y
2

—6x+4y —3= 0. Pie-

rādīt, ka tas ir riņķa līnijas vienādojums, un atrast tās centru un

rādiusu.

Atrisinājums. Tā kā koeficienti pie x 2 un y
2 ir vienādi

un vienādojumā iztrūkst xy, tad šis vienādojums var būt riņķa
līnijas vienādojums. Pārveidosim doto vienādojumu, veidojot pil-
nus kvadrātus:

{x2-Gx+9) -9+ (y2+4y+4) -4-3 =0, no kurienes

(x-3) 2+(y+2) 2-16=0 jeb (x-3) 2+ (y+2)
2
= 16.
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Pārveidotais vienādojums ir riņķa līnijas normālvienādojums

ar centru punktā C(3; —2) un rādiusu r= 4.

3. piemērs. Vienādojumsx2+y 2
—6x+4y + 13 =0 ģeometriski

izsaka punktu C(3; —2), jo, pārveidojot to pēc 2. piemēra pa-

rauga, dabūjam (x —3) 2+(y+2) 2=0.

4. piemērs. Vienādojums x 2+y
2

—

—6x+ 4y+ l4 =0 ir imagināras riņķa līni-

jas vienādojums, jo, pārveidojot to pēc
2. piemēra parauga, dabūjam (x —3) 2+

+ {y +2) 2=-\.

33. §. Elipse. Par elipsi sauc to punktu
ģeometrisko vietu, kuru attālumu summa

līdz diviem dotiem punktiem Ir konstants
lielums.

Apzīmēsim dotos punktus, kurus sauc

par elipses fokusiem, ar F un Fļ (32. zīm.)
un attālumu starp tiem ar 2c. Ar 2a apzī-

32. zīm.

mēsim to pozitīvo konstanto lielumu, ar kuru ir vienāda attālumu

summa no patvaļīga elipses punkta M(x;y) līdz fokusiem. Sa-

protams, ka Ja 2a=2c, definētā punktu ģeometriskā vieta

ir taisnes nogrieznis FF\. Izslēdzot šo gadījumu, pieņemsim, ka

a>c.

Saskaņā ar definīciju rļ +r2=2a, kur ri=\FļM\ un r
2=\FM\.

Ja c=o, tad punkti F un Fx sakrīt un r\
=r2=a. Tādā gadījumā

elipse pārvēršas par riņķa līniju ar rādiusu a, kas norāda, ka

riņķa līnija ir elipses speciāls gadījums.
Izvēlēsimies koordinātu sistēmu tā, lai punkti .F un F

x
atras-

tos uz Ox ass un koordinātu sākums dalītu attālumu starp fo-

kusiem uz pusēm, tad fokusu koordinātes ir F(c; 0) un Fi( —C\ 0).
Attālumi \FM\ un \FiM\ saskaņā ar formulu (1.8) ir

\FM\=i(x-cy+(y-0) 2, \Fl M\=y(x+c)2+(y-0) 2, un to

summa saskaņā ar definīciju ir

1(x-c) 2
+y

2+i(x+c)2
+y

2
=2a.

So vienādojumu apmierina to un tikai to punktu koordinātes,
kuri atrodas uz elipses. Tādēļ tas ir elipses vienādojums. Vienā-

dojumu vienkāršosim, to pārrakstot:

i(x+c) 2
+y

2-2a-y(x-c)2
+y

2.

Kāpinot abas puses kvadrātā un vienkāršojot, iegūstam

a
2
-cx =ay(x-c) 2

+y
2

jeb

y(x-c)2
+y

2
=a--^x.
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Kāpinot vēlreiz abas puses kvadrāta un vienkāršojot, dabūjam

a
2
—c

2

—^2
—x2+y2=a

2
— c2.

Tālāk izdalīsim vienādojuma abās puses ar a
2

— c 2, jo a
2

— c
2
=ķ

gfcO, tad

Tā kā 2a>2c, tad a
2 >c2

un a
2

—c
2>o. Apzīmēsim a

2
—c 2 ar 62,

t. i.,

a
2
-c

2
=b2. (4.5)

levietojot šo apzīmējumu pēdējā vienādojumā, dabūjam

x 2 v 2

+
F=1- < 4-6 >

Var pierādīt, ka katra punkta koordinātes, kas apmierina elip-

ses vienādojumu, apmierina arī vienādojumu (4.6). Tas nozīmē,

ka vienādojums (4.6) arī ir elipses vienādojums. Sādā formā uz-

rakstītu to sauc par elipses kanonisko vienādojumu.

Elipse ir otrās kārtas līnija, jo vienādojums (4.6), kuru var

pārrakstīt formā

b2
x

2 +a2y2-a2 b2=0, (4.6')

ir otrās kārtas līnijas vispārīgā vienādojuma (4.1) speciāls ga-

dījums. Elipses vienādojumam šāda forma ir tikai tad, ja fokusi ir

simetriski pret koordinātu sākumu un tie atrodas uz koordinātu
sistēmas ass.

34. §. Elipses formas pētīšana pēc tās kanoniskā vienādojuma.

Elipses kanoniskajā vienādojumā (4.6) mainīgie lielumi x un y
saistīti tikai pāra pakāpēs. Tādēļ, ja uz elipses atrodas punkts
Mļ(x;y), uz tās atrodas arī punkti M 2( — x;y), M 3( —x\ —y) un

ALļ(.t; — y). Tas nozīmē, ka elipse ir simetriska pret koordinātu

asīm, jo katram elipses punktam M var uzrādīt tādu atbilstošu

elipses punktu M', lai taisnes nogrieznis MM' būtu perpendiku-
lārs pret Ox (vai Oy) asi, krustotu šo asi un krustpunkts ar Ox

(vai Oij) asi būtu taisnes nogriežņa MM' viduspunkts. Tas no-

zīmē, ka elipse ir simetriska arī pret koordinātu sākumu 0, jo
katram elipses punktam M var uzrādīt tādu atbilstošu elipses
punktu M", lai taisnes nogrieznis MM" ietu caur koordinātu sā-

kumu un koordinātu sākums būtu šī nogriežņa viduspunkts.
So īpašību dēļ Ox un Oy asis sauc par elipses simetrijas asīm

vai vienkārši par elipses asīm, bet asu krustpunktu O — par elip-
ses centru.

Tā kā pozitīvu lielumu summā neviens saskaitāmais nevar
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X 2

but lielāks par summu, tad no vienādojuma (4.6) seko, ka

u
2

un -p-
sSI jeb — un — Sis nevienādības

rāda, ka visi elipses punkti ieslēgti taisnstūrī, kura malu vienādo-

jumi ir x=—a, x=+a, y=—b, y=+b (33. zīm.).

33. zīm. 34. zīm.

Pārrakstīsim vienādojumu (4.6) formā

</= (4.6")

levērojot simetriju, pietiek, ja aplūkojam elipses formu pirmajā
kvadrantā, kur visu punktu abscisas un ordinātes ir pozitīvas,

un t. i., vienādojumā (4.6") jāizvēlas «+» zīme. Ja

vienādojumā y— -^^a2
—x 2 liek x= 0, tad y= b, bet, ja x= a, tad

y=0. Mainot x intervālā y maiņas intervāls ir

Punkts A(a; 0), kurā elipse krusto Ox asi, un tam simetriskais

puhkts Aļ( —a; 0) ir vistālāk no ordinātu ass novietotie elipses
punkti. Analogi 5(0; b), kurā elipse krusto Oy asi, un 5[(0; —b)
ir vistālāk no abscisu ass novietotie elipses punkti. Punktus A, A

u

5, 5j sauc par elipses virsotnēm. Lielumu 2a=|/li/ļ| sauc par

elipses lielo asi, bet 2b=\B lß\ — par mazo. asi; lielumus a un b

sauc attiecīgi par lielo un mazo pusasl.
Saskaņā ar formulu (3.6) vienādojums taisnei, kas iet caur

elipses virsotnēm Auns, 'r +~f"= l y~
— (a— x). Apzī-

mējot ar ye elipses ordinātes, bet ar yt tai pašai abscisai x at-

bilstošās taisnes ordinātes, salīdzināsim šo ordinātu lielumus ye
=

+x)(a—x) un yi=-^Y{a—x)(a — x). Salīdzinājums rāda,

ka ye>yt pie visiem x intervālā o<x<a. Tas nozīmē, ka visi

elipses punkti šajā intervālā atrodas tālāk no abscisu ass nekā
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taisnes punkti un pirmā kvadrantā elipsei var būt 33. zīm. attē-

lotā loka BA forma. Saskaņā ar simetriju visu elipsi dabūsim, at-

spoguļojot loku BA pret koordinātu asīm. Elipsei ir izliekta ovāla

forma (34. zīm.).

35. zīm. 36. zīm.

Aprakstīsim dažus vienkāršus paņēmienus, kā uzzīmēt elipsi.
Tā, piemēram, var sasiet 2a +2c vienības garu neelastīgu diegu

gredzenā un novietot to zīmējuma plaknē tā, lai izraudzītie fokusi

F un Fi atrastos gredzena iekšpusē (35. zīm.), iedurt punktos F

un Fļ adatas un ar zīmuļa smaili punktā M nostiept diegu, lai

tas zīmējuma plaknē izveidotu trijstūri FMFi. Zīmuļa smaile, slī-

dēdama gar nostiepto diegu, rakstīs attēlojamās elipses punktus.
Viens no paņēmieniem, kā ar cirkuļa palīdzību uzzīmēt pēc

patikas daudz elipses punktu, parādīts 36. zīm. Uz taisnes no-

griežņa AiA, kura garums 2a, vienādā attālumā 6=a — c no no-

griežņa galiem atzīmēti punkti F un Fļ. Novelkot ap punktu F

riņķa līniju ar rādiusu r2=2a— ru bet ap punktu Fļ ar patvaļīgu
rādiusu ri<2a riņķa līniju, šīs riņķa līnijas krustosies divos pun-

ktos. Atzīmētie punkti atrodas uz elipses, kuras lielā ass ir 2a un

fokusu attālums \FFļ\=2c, jo saskaņā ar konstrukciju a>c un

rļ +r2=2a.

35. §. Elipses ekscentricitāte. Salīdzinot elipses kanonisko vie-

nādojumu (4.6) ar riņķa līnijas kanonisko vienādojumu x2+y
2
=a

2,
redzam, ka elipse pārvēršas par riņķa līniju, ja tās pusasis a un

b ir vienādas.

Salīdzināsim vienādojumu (4.6) ar vienādojumu

x2+y
2
=\. (4.7)

Sis vienādojums ir tādas riņķa līnijas vienādojums, kuras centrs
atrodas koordinātu sākumā un rādiuss ir 1. Ja punkts M(x;y)
atrodas uz riņķa līnijas, t. i., ja tā koordinātes apmierina vienā-

dojumu (4.7), tad punkta P(ax;by) koordinātes apmierina vie-

nādojumu (4.6). Tas nozīmē, ka elipsi (4.6) dabū no riņķa līnijas
vienādojuma (4.7), ja visu tās punktu abscisas x atvieto ar ax



49

un ordinātes y — ar by. Tātad elipse ir līnija, kuru var dabūt no

riņķa līnijas, to vienmērīgi deformējot (izstiepjot vai saspiežot)
pret Ox un Oy asīm.

Ja a—b, tad elipses fokusu attālums no centra c=
2—b2 kļūst

vienāds ar nulli. Ja a=£b, tad arī un šo lielumu var uzskatīt

kā mēru tam, par cik elipse atšķiras no riņķa līnijas. Lielumu c

sauc par elipses lineāro ekscentricitāti. Jāņem vērā, ka elipses
formu nevar ietekmēt vienīgi skaitlis c, bet gan tā attiecība pret
vienu no elipses pusasīm, tādēļ par elipses skaitlisko ekscentrici-

tāti jeb vienkārši par ekscentricitāti sauc skaitli

aa
x '

No šīs formulas redzams, ka elipses ekscentricitāte c visos gadī-

jumos ir skaitlis, kas mazāks par 1. Riņķa līnijas ekscentrici-

tāte ir 0.

Katras riņķa līnijas projekcija uz plaknes, kura ar riņķa līnijas

plakni veido leņķi a,
ir elipse, ja Tadeļ elipse ir līnija,

pa kuru plakne šķeļ, piemēram, riņķa cilindru, ja vien šķēlējplakne
nav perpendikulāra vai paralēla cilindra asij. Pa elipsēm, kuru
vienā fokusā atrodas Saule, kustas visas planētas. Mehānikā sva-

rīga loma ir inerces elipsei, izlīdzināšanas rēķinos — kļūdu elip-
sei utt.

Piemērs. Dota elipse 9x2+25t/2-225 =0. Noteikt tās pus-

asis, ekscentricitāti un fokusa koordinātes.

Atrisinājums. Izdalot doto vienādojumu ar 225, to pār-
_

x 2 u2

veidojam forma—+-^- = 1. No tā seko, ka lielā pusass a=5,

mazā pusass 6= 3, fokusu attālums no centra c=ļ/25— 9=4, eks-

-4
centricitate e=-=-=O,B un fokusu koordinātes f(4;0), F x { —4;0).

o

36. §. Hiperbola. Par hiperbolu sauc to punktu ģeometrisko
vietu, kuru attālumu starpība līdz diviem dotajiem punktiem pēc
absolūtās vērtības ir konstants lielums.

Dotos punktus, kurus sauc par hiperbolas fokusiem, apzīmē-
sim ar F un Fi (37. zīm.) un at-

tālumu starp tiem ar 2c. Ar 2a

apzīmēsim to pozitīvo konstanto

lielumu, ar kuru ir vienāda attā-

lumu starpība (pēc absolūtās vēr-

tības) no patvaļīga hiperbolas
punkta M(x;y) līdz fokusiem. Sa-

protams, ka Ja 2a=2c,
tad definētā punktu ģeometriskā
vieta ir caur punktiem F un Fi 37. zīm.
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novilktās taisnes punktu kopa, kuri atrodas ārpus ass nogriežņa
FF\. Izslēdzot šo gadījumu, pieņemsim, ka a<.c.

Saskaņā ar definīciju \r\ —r2\=2a jeb r\—r2=±2a, kur ī\=

= \F\M\ un r2=\FM\. No definīcijas izriet, ka hiperbolai ir divi

atsevišķi zari: uz viena zara r{>r2, bet uz otra rx<r2.
Izvēlēsimies koordinātu sistēmu tā, lai F un F\ atrastos uz

Ox ass un koordinātu sākums dalītu attālumu starp fokusiem uz

pusēm. Tad fokusu koordinātes ir F(c;0) un Fļ( —c; 0) un attā-

lumi \FM\ un \FļM\ saskaņā ar formulu (1.5) ir |FM| =
=V(x-c) 2+(t/-0) 2

un \FiM\=i(x+c)2+ (y-0) 2. Saskaņā ar

definīciju

y(x +c) 2
+y

2-i(x-c) 2
+y

2=±2a.

5o vienādojumu apmierina to un tikai to punktu koordinātes, kuri

atrodas uz hiperbolas. Tādēļ tas ir hiperbolas vienādojums. Vien-

kāršosim šo vienādojumu, iepriekš to pārrakstot sekojoši:

y(x + c)
2
+y =±2a+ i(x-c) 2+y

2.

Kāpinot abas puses kvadrātā un vienkāršojot, iegūstam

cx—a
2
=±«y(x — c) 2+y

2.

Vēlreiz kāpinot abas vienādojuma puses kvadrātā un vienkāršo-

jot, dabūjam

a
2

—c 2
=— x2+y

2
=a

2
—c2.

a2

Sis vienādojums ir tāds pats kā elipses gadījumā, tikai ar to at-

šķirību, ka tagad a<c, tātad a
2

— c
2<o. Apzīmējot a

2
— c

2=—b2

jeb

c -a
2=b 2 (4.9)

un izdalot iegūtā vienādojuma abas puses ar a
2

— c
2=—b 2, dabū-

jam hiperbolas kanonisko vienādojumu

Hiperbola ir otrās kārtas līnija, jo vienādojums (4.10), kuru var

pārrakstīt formā

b2x
2
-a

2

y
2
-a

2b2=0, (4.10')

ir otrās kārtas līnijas vispārīgā vienādojuma (4.1) speciāls ga-

dījums.
37. §. Hiperbolas formas pētīšana pēc tās kanoniskā vienādo-

juma. Asimptotas. Viegli pārliecināties, ka hiperbola, tāpat kā
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elipse, ir simetriska pret Ox un Oy asīm un koordinātu sākumu O.

Tādēļ koordinātu asis sauc par hiperbolas simetrijas asim un

punktu 0 par tās centru.

No vienādojuma (4.10) secinām, ka j eb x2^.a2
un

38. zīm.

jeb y Tas nozīmē, ka un Tādēļ inter-

b2

vālā — a<x<.+a (38. zīm.) neatrodas neviena hiperbolas pun-

kta abscisa. Visi hiperbolas punkti atrodas ārpus joslas, kuru no-

robežo taisnes x= —a un x= +a.

Pārrakstīsim vienādojumu (4.10) formā

y=± (4.10")

levērojot simetriju, pietiek aplūkot hiperbolas formu pirmajā kvad-

rantā, kur un Tad vienādojumā (4.10") jāizvēlas y

pozitīva vērtība. Ja vienādojumā t/= -^-j/x2
-a

2 ievietojam x= a,

tad y= 0. Mainot x intervālā a<x<co, y maiņas intervāls ir

osgy<oo.
Punkts A(a;0), kurā hiperbola krusto Ox asi, un tam simet-

riskais punkts 4i(-a;0) ir vistuvāk Oy asij novietotie hiperbo-

las punkti; punktus A un Ax sauc par hiperbolas virsotnēm. Oy

asi hiperbola (4.10) nekrusto. Lielumu | j =2a sauc par hiper-
bolas reālo asi, bet lielumu 2b

— par imagināro asi; lielumus a

un b sauc attiecīgi par reālo un Imagināro pusasi.

Vienādojumu (4.10") varam pārrakstīt šadi:

1?- i . (410'"»

Ja |x| ir ļoti liels, tad izteiksme ļ/ l oti maz atšķiras no L
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Atvietojot šo kvadrātsakni vienādojumā (4.10"') ar 1, dabūjam
divu taišņu vienādojumus

y=±-Ļx. (4.11)

Sīs taisnes sauc par hiperbolas asimptotām, un tām piemīt īpa-
šība, ka punkts, pārvietodamies pa tām uz bezgalību, neierobežoti

tuvojas hiperbolas punktiem.* Apzīmēsim asimptotas punktu ordi-
nātes pirmajā kvadrantā ar yt, bet hiperbolas ordinātes ar ya.

Tad, lai kāds būtu x~sza, pastāv pozitīva starpība:

yt
—yh=—x——ix2—a2 =~(x—Vx2

— a
2) =

* "

a a
'

a
v ' '

_b{x-lļx2
-a

2) (x + jx2
-a

2) ab

a(x + yx2
-a

2)
~

x +ix2
-a

2
'

Ja x neierobežoti aug, tad diference «/t—#h>o neierobežoti dilst.

Tādēļ, jo tālāk no koordinātu sākuma uz asimptotas atrodas

punkts, jo mazāk tā ordināte atšķiras no hiperbolas punkta ordi-

nātes, ja asimptotas un hiperbolas punktu abscisas ir vienādas.

Citiem vārdiem, jo tālāk no centra, jo mazāk hiperbolas zari at-

šķiras no taisnēm — hiperbolas asimptotām.
Uzzīmēsim taisnstūri, kura malu vienādojumi x= ±a un y=

=±b (38. zīm.). Šī taisnstūra diagonāles iet caur koordinātu sā-

kumu. Diagonāļu virziena koeficienti ir &i= tga=— un k2
=

b b
=tg(jt —a) = —tga=——, tādēļ to vienādojumi y =zt—x sakrīt

ar asimptotu vienādojumiem (4.11). Līdz ar to esam noskaidro-

juši, ka hiperbolas imaginārā ass

ir tikko aprakstīta taisnstūra vie-

nas malas garums.

Aprakstīsim dažus vienkāršus

paņēmienus, kā uzzīmēt hiperbolu.
Tā, piemēram, hiperbolas konstruē-
šanai var izveidot šādu mehā-

nismu: punktā Fi (39. zīm.) pie-

stiprina grozāma lineāla vienu

galu, bet tā otrā galā B piestip-
rina neelastīgu diegu, kura ga-

rums d mazāks par lineālagarumu

|Fifl|. Diega otru galu nostip-
rina punktā F. Ja ar zīmuļa smaili39. zīm.

* Par līnijas asimptotu vispār sauc taisni (ja tāda eksistē), kurai pie-
mīt īpašība, ka punkts, pārvietodamies pa šo taisni uz bezgalību, neierobežoti

tuvojas dotās līnijas punktiem.
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nostiepj diegu un piespiež to lineāla malai, tad, grozot lineālu ap

punktu Fi, zīmuļa smaile apraksta hiperbolu. Ja IFiF|=2c un

\Fiß\—d=2a, tad ar šādu mehānismu var uzzīmēt hiperbolu, ku-

ras reālā pusass ir a un imaginārā pusass 6=yc2
—a

2
.

40. zīm.

Viens paņēmiens, kā ar cirkuli uzzīmēt pēc patikas daudz hi-

perbolas punktu, parādīts 40. zīmējumā. Par dotiem uzskata lie-

lumus \F\F\—2c un |/lii4|=2a, pie tam c>a. Novelkot riņķa
līniju ap punktu F ar patvaļīgi izvēlētu rādiusu r2>c— a un ap
F\ — riņķa līniju ar rādiusu ri =2a+ r2, šīs riņķa līnijas krus-

tojas divos punktos, kuri atrodas uz hiperbolas.
38. §. Hiperbolas ekscentricitāte. Saskaņā ar formulu (4.9)

c=
2+b2

,
kur skaitli c sauc par hiperbolas lineāro ekscentrici-

tāti, bet lielumu

c T/a2+b 2

e= —=

Sū +°
(4.12)

a a

sauc par skaitlisko ekscentricitāti jeb vienkārši par ekscentricitāti.

No definīcijas izriet, ka hiperbolas ekscentricitāte vienmēr lielāka

par 1.

Ja tga=—, tad cosa=-==f== bet ia^+b2^c un—=e, tādēļ
" ya

2 +b2 '
a

cosa=—. Tas nozīmē, ka lielākai ekscentricitātei c atbilst lielāks
c

asimptotas virziena leņķis a un lielāki asimptotu veidotie krust-

leņķi 2a, kuru iekšpusē atrodas hiperbolas zari.

Ja c=y2, tad hiperbolas asimptotas ir savstarpēji perpendi-
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kularas un hiperbolas pusasis ir vienādas. Hiperbolas vienādo-

jums (4.10) tad pārrakstāms šādā formā:

x 2-y
2
=a

2. (4.13)

Hiperbolu, kuras pusasis ir vienādas, sauc par vienādsānu

hiperbolu.

41. zīm.

Ja hiperbolas kanoniska vienādojuma (4.10) labajā puse ap-

maina skaitli 1 ar —1, tad dabū vienādojumu

1 < 4-14)

jeb
u

2
v2"

—— =
1 (4 14 1

b2
a

2 { '

Līnija, kas definēta ar vienādojumu (4.14) respektīvi (4.14'), arī

ir hiperbola, jo šādā formā hiperbolas vienādojumu mēs iegūtu,
ja Oy ass sakristu ar reālo asi un Ox ass ar imagināro asi. Šīs

hiperbolas asimptotas ir taisnes x=±~y jeb t/=±—x, t. i.,

hiperbolām (4.10) un (4.14) ir kopīgas asimptotas. Šādas hiper-
bolas sauc par savstarpēji saistītām hiperbolām.

Piemērs. Dota hiperbola 9x2
— 16t/2— 144 =0. Noteikt pus-

asis, ekscentricitāti, fokusu koordinātes un virsotņu koordinātes,
kā arī uzrakstīt asimptotu vienādojumus un saistītās hiperbolas
vienādojumu.

Atrisinājums. Izdalot doto vienādojumu ar 144, iegūstam

x 2 u
2

vienādojumu forma —— 1. No ta seko, ka reāla pusass a=4,
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imaginārā pusass 6= 3, lineāra ekscentricitāte c=|16+9=5,

5
ekscentricitāte fokusu koordinātes Fi( —5; 0) un

F(5;0), virsotņu koordinātes Aļ( —4; 0) un A(4;0). Asimptotu
3 3

vienādojumi ir y=—x un y=
——x, bet saistītas hiperbolas vie-

Ķ-= — 1 jebĶr—-r7? =1 (41. zīm.). Saistītās hiper-
īo y y io

bolās fokusu koordinātes ir F'\(Q; —5) un F'(0;5), bet virsotņu
koordinātes 5,(0; -3) un 5(0; 3).

39. §. Pafabola. Par parabolu sauc to punktu ģeometrisko
vietu, kuru attālumi no dota punkta un dotas taisnes ir vienādi.

Doto punktu sauc par parabolas fokusu un doto taisni
— par

tās direktrisl. Apzīmēsim ar F parabolas fokusu (42. zīm.) un ar

p
— attālumu no fokusa līdz direktrisei.

Izvēlēsimies taisnleņķa koordinātu sistēmu tā, lai Ox ass ietu

caur fokusu F perpendikulāri direktrisei, bet koordinātu sākums 0

būtu taisnes nogriežņa NF viduspunkts, kur N( — -

P
r ;0) ir direk-

trises un abscisu ass krustpunkts. Tad fokusa koordinātes ir

f(lT' oļ un direktrlses vienādojums

Ja M(x;y) ir patvaļīgs parabolas

punkts, r — tā attālums no fokusa, bet
d

— attālums no direktrises, tad d=NO+

+OR*ļ+xuh r=

Saskaņā ar definīciju r= d jeb

42. zīm.

So vienādojumu apmierina to un tikai to punktu koordinātes,
kuri atrodas uz parabolas. Tādēļ tas ir parabolas vienādojums.

Kāpinot šī vienādojuma abas puses kvadrātā, atverot iekavas

un savelkot līdzīgos locekļus, dabūjam

x
2
-px+ +y2=x2+px+

S-
;

y
2
=2px. (4,16)
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Vienādojumu (4.16) sauc par parabolas kanonisko vienādo-

jumu. Parabola ir otrās kārtas līnija, jo vienādojums (4.16) ir

vienādojuma (4.1) speciāls gadījums. Lielumu p sauc par para-
bolas parametru.

43. zīm. 44. zīm.

40. §. Parabolas formas pētīšana pēc tās kanoniskā vienādo-

juma. Ja punkts M(x\y) (43. zīm.) atrodas uz parabolas, tad uz

tās atFodas arī punkts Mi(x; —y), jo koordināte y ieiet vienādo-

jumā (4.16) tikai pāra pakāpē. Tādēļ parabola ir simetriska pret
Ox asi. So asi sauc par parabolas simetrijas asi; simetrijas ass

krustpunktu ar parabolu sauc par parabolas virsotni. Liekot vie-

nādojumā (4.16) y=0, dabūjam, ka ari x=o. Tas nozīmē, ka

parabolas virsotne atrodas koordinātu sākumā.
Pārrakstīsim vienādojumu (4.16) šādā formā:

y=±}'2px. (4.16')

Tā kā p>o, tad parabolas vienādojumā (4.16) resp. vienādojumā
(4.16') negatīvām x vērtībām neatbilst neviena reāla y vērtība.
Tas nozīmē, ka koordinātu sistēmas otrā un trešā kvadrantā ne-

atrodas neviens parabolas (4.16) punkts.
Ja x neierobežoti pieaug, tad neierobežoti palielinās arī \y\.

Viegli pārliecināties, ka punkti p{^\ pļ un — atr°das

uz parabolas, jo šo punktu koordinātes apmierina parabolas vie-

nādojumu. Taisnes nogrieznis PļP ir parabolas horda, kas iet

caur fokusu un ir perpendikulāra parabolas simetrijas asij. Sīs
hordas garums \P\P\=2p. Tādēļ, jo lielāks ir parabolas para-

metrs, jo tālāk atrodas punkti P un Pi no parabolas simetrijas
ass — parabola ir «platāka». Var pierādīt, ka parabolai nav

asimptotu un tās forma atšķiras no hiperbolas zara formas.
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Viens no parabolas punktu konstrukcijas paņēmieniem ar

cirkuļa un lineāla palīdzību parādīts 44. zīmējumā. Ap fokusu F

ar rādiusu novelkam riņķa līniju. Pēc tam paralēli direk-

trisei, d=r vienību attālumā no tās novelkam taisni. Taisnes

un riņķa līnijas krustpunkti M un M x ir parabolas punkti, jo pēc
konstrukcijas šo punktu attālumi no direktrises un no fokusa
ir vienādi.

Līnija, kuras vienādojums ir »

y
2=-2px, kur p>o, (4.17)

arī ir parabola ar virsotni koordinātu sākumā (45. zīm.). Tās si-

metrijas ass sakrīt ar Ox asi, un visi tās punkti novietoti 2. un

3. kvadrantā, jo šajā gadījumā pozitīvām x vērtībām neatbilst ne-

viena reāla y vērtība. Šādā formā mēs iegūtu parabolas vienā-

dojumu, ja fokusu izvēlētos punktā un P ar direktrisi

būtu taisne x=
.

Vienādojums

x2=2py, kur p>o, (4.18)

kuru iegūst, apmainot koordinātu asis vietām, arī ir parabolas

vienādojums. Šīs parabolas simetrijas ass ir Oy ass, virsotne

atrodas koordinātu sākumā, fokuss — punktā un direk-

trises vienādojums ir y=
—

Vienādojums

y =ax
2, kur a>o, (4.19)

viegli pārveidojams formā (4.18). Apzīmējot =2p, iegūstam

45. zīm. 46. zīm.
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x
2= —2py. Tātad y =ax

2 ir tādas parabolas vienādojums, kuras

simetrijas ass ir ordinātu ass, virsotne sakrīt ar koordinātu sā-

kumu, fokuss atrodas punktā fļo; un direktrises vienādojums

ir Parabola (4.19) attēlota 46. zīmējumā ar nepārtrauktu

līniju, ar svītrlīniju attēlota parabola y——ax
2.

1. piemērs. Atrast parabolas y
2=4x fokusa koordinātes un

direktrises vienādojumu.
Atrisinājums. Salīdzinot doto vienādojumu ar vienādo-

jumu (4.16), redzam, ka 2p=4 un p=2. Tādēļ fokusa koordinātes

ir F(1;0) un direktrises vienādojums x= — 1 jeb x+l=o.
2. piemērs. Atrast* parabolas y

2=—4x fokusa koordinātes

un direktrises vienādojumu.

Atrisinājums. Parabolas parametrs p=2, bet fokusa

koordinātes ir F( — 1;0) un direktrises vienādojums .r—l=o.

3. piemērs. Atrast parabolas y =\x2 fokusa koordinātes un

direktrises vienādojumu.

Atrisinājums. Salīdzinot doto vienādojumu ar vienādo-

jumu (4.19), redzam, ka a=4, bet parabolas parametrs p=

=

2~ā
=

~8~
fokusa koordinātes un direktrises"

vienādojums #=

~"Tģ J eD 16y+l=0.

4. piemērs. Atrast parabolas y= —\x2 fokusa koordinātes

un direktrises vienādojumu.

Atrisinājums. Parabolas parametrs p=—, bet fokusa
8

koordinātes fļo; — Jģ) un direktrises vienādojums 16i/— I=o.

41. §. Konusa šķēlumi. Ja šķēlējplakne veido ar konusa asi

leņķi cp
=90°, tad šķēlumā rodas riņķa līnija (47. zīm.). Ja a<

<Ccp<9o°, kur ct ir leņķis starp konusa asi un veiduli, tad šķēlumā
rodas elipse. Ja cp<a, tad šķēlumā rodas

hiperbola. Ja <pa, tad šķēlumā rodas pa-

rabola.

Vingrinājumi

1. Sastādīt riņķa līnijas vienādojumu, ja tās

rādiuss r= 4 un centrs punktā C( — 1;3).

2. Sastādīt kanonisko vienādojumu riņķa līni-

jai, kuras rādiuss r=s un centrs atrodas koordi-

nātu sākumā.

3. Noteikt rādiusu un centra koordinātes riņķa
līnijām, kuru vienādojumi ir 1) x 2+y2

— 6x=o,

2) x 2+y2+6x-8y =0, 3) x 2+y2-10a:+24i/-56=0,

4) 3x2 +3(/ 2+6x-4f/-l=o.47. zīm.
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4. Sastādīt elipses kanonisko vienādojumu, zinot, ka 1) elipses pusasis ir

5 un 4, 2) attālums starp fokusiem 8, bet lielās ass garums 10, 3) lielā pus-

-12
ass 13 un ekscentricitāte — .

5. Aprēķināt elipses ekscentricitāti, zinot, ka 1) nogrieznis, kas savieno elip-
ses fokusus, redzams no virsotnes (mazās ass galā) zem 60° leņķa, 2) attā-

lums starp divām blakus esošām elipses virsotnēm ir divas reizes lielāks par

attālumu starp fokusiem, 3) attālums starp fokusiem ir vienāds ar pusasu
summu.

6. Noteikt elipses 4x2 +25y2
— loo=o pusasu garumus.

x 2 u2

7. Aprēķināt elipses — Un taisnes =0 krustpunktu

koordinātes.

8. Noteikt, kurš no punktiem Af, (1;2), M 2(-1; 3), M 3 (6; 1), Af
4 (-1; 7),

M
s (}3; sļ/ļļ-j atrodas uz elipses, kurš iekšpus tās un kurš ārpus tās.

9. Noteikt, kurš no punktiem AI, (4; 1), Al2 (1; -2), Al
3 (V2T 1) atro-

das uz hiperbolas x 2—y2=\.

10. Sastādīt hiperbolas kanonisko vienādojumu, zinot, ka 1) reālā pusass

a=5 un imaginārā 6=3, 2) reālās ass garums ir 8 un attālums starp foku-

-13
siem 10, 3) reālās ass garums ir 48 un ekscentricitāte —, 4) reālās ass ga-

-3
rums ir 16, bet kur cp ir leņķis starp hiperbolas asimptotu un abs-

cisu asi.

11. Uzzīmēt hiperbolu x
2
—</

2=16 un tās asimptotas, noteikt fokusu koor-

dinātes, ekscentricitāti un leņķi starp asimptotām.
\ 5

12. Doti hiperbolas asimptotu vienādojumi y«=db—* un punkts M (24; 5)

uz hiperbolas. Sastādīt hiperbolas vienādojumu.
13. Noteikt fokusa koordinātes parabolām 1) y2 =4x, 2) x2=4y, 3) y

2
=

=— Bx, 4) x2=—By.
14. Sastādīt parabolas vienādojumu, zinot, ka attālums no fokusa līdz

direktrisei ir 2.

15. Atrast parabolas vienādojumu, zinot, ka 1) tā iet caur punktiem (0;
0), (1; —3) un ir simetriska pret Ox asi, 2) tā iet caur punktiem (0; 0),
(2; —4)un ir simetriska pret Oy asi.

5. NODALA *

TAISNLEŅĶA KOORDINĀTU TRANSFORMĀCIJA PLAKNĒ

42. §. Koordinātu transformācijas uzdevums. Ģeometrisku

objektu (punktu, līniju) formu un stāvokli koordinātu sistēmā

nosaka skaitļi un vienādojumi. Viena un tā paša punkta koordi-

nātes un vienas un tās,pašas līnijas vienādojumi divās dažādās

koordinātu sistēmās ir dažādi. Tā, piemēram, vienādojums

(x—xo) 2+ (y—y0) 2
=r

2 ir riņķa līnijas vienādojums taisnleņķa
koordinātu sistēmā Oxy. Citā taisnleņķa koordinātu sistēmā o'x'y'',
kuras sākuma punkts O'(x0; y0) atrodas dotās riņķa līnijas centrā,

šīs līnijas vienādojums ir x'2+ y'2=r
2.
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Ja aplūkojam kāda punkta kustību divās dažādās koordinātu

sistēmās, no kurām vienu nosacīti pieņemam par nekustīgu, bet
otra kustas līdz ar punktu, tad punkta kustības trajektorijas šā-

dās divās koordinātu sistēmās ir dažādas. Tā, piemēram, ja no

vagona, kas kustas vienmērīgi pa taisnu ceļu, izkrīt smags priekš-
mets, tad novērotājs vagonā redzēs šī priekšmeta kustības trar

jektoriju kā vertikālu taisni, bet novērotājs, kurš stāv uz zemes,
redzēs to kā parabolu. Seit viena koordinātu sistēma cieši sais-

tīta ar kustīgo vagonu, bet otra ar zemi.

Izdevīga koordinātu sistēmas izvēle var ievērojami vienkār-
šot līniju vienādojumus un uzdevumu risinājumus. Tādēļ nepie-
ciešams, zinot patvaļīga punkta koordinātes vienā koordinātu

sistēmā, aprēķināt tā paša punkta koordinātes jaunā koordinātu
sistēmā. Sāda uzdevuma atrisināšanu sauc par koordinātu trans-

formāciju.
Divām dažādām taisnleņķa koordinātu sistēmām var būt

1) vienāds asu virziens, bet dažādi koordinātu sākuma punkti,
2) dažāds asu virziens, bet kopīgs sākuma punkts, 3) dažādi sā-

kuma punkti un dažādi asu virzieni. Pirmajā gadījumā koordinātu

transformāciju veic ar asu paralēlu pārnesumu jeb translāciju,
otrajā gadījumā — ar asu rotāciju. Trešajā gadījumā apvienotas
translācija un rotācija, kuras var izpildīt vienu pēc otras.

43. §. Koordinātu sistēmas translācija. Pieņemsim, ka taisn-

leņķa koordinātu sistēmā Oxy (48. zīm.) ir dati punkti M(x;y)
un O'(x0;yo), pie tam 0' ir jaunas koordinātu sistēmas sākuma

punkts. Caur punktu 0' paralēli Ox asij novilksim jaunās koordi-
nātu sistēmas asi o'x' un paralēli Oy asij — o'y'. Punkta M

koordinātes jaunajā koordinātu sistēmā o'x'y' apzīmēsim ar

(x';y'). Punkta M projekcijas āiz vecās koordinātu sistēmas asīm

apzīmēsim ar Mx un M 2, bet uz jaunās koordinātu sistēmas

asīm — ar M\ un M'2. Jaunās koordinātu sistēmas sākuma pun-

kta O' projekcijas uz vecās sistēmas asīm apzīmēsim ar Ox
un 0

2.
Acīm redzot,

OM
1
=00

1+ 01M1
=OOi + 0/M/

i, un

OM2=o02+02M2=002+O'M'2,
t. i.,

X=Xq-\- x',

(5.1)
y=yo+y'

jeb
x'=X— Xq,

(5.2)
y =y-yo-

l. piemērs. Noteikt punkta Af( —1;2) koordinātes jaunajā
koordinātu sistēmā, kuras sākums ir punktā O'(0; —1) un asis

ir paralēlas vecās sistēmas asīm.



Atrisinājums. Saskaņā ar formulām (5.2) punkta M

koordinātes jaunajā koordinātu sistēmā ir x'= —I—o= — 1 un

t/'=2-(-l)=3.
2. piemērs. Atrast līnijas 9x 2+25«/2-36x4-150t/ +36 =0 vie-

nādojumu jaunajā koordinātu sistēmā o'x'y', kuras asis paralēlas

49. zīm.48. zīm.

vecas sistēmas Oxy asīm, bet koordinātu sakums ir pārnests
punktā 0'(2; -3).

Atrisinājums. Saskaņā ar formulām (5.1) ievietosim do-

tajā vienādojumā x=x'+ 2 un y=y' — 3. Tad 9(x'+2) 2+

+25(t/'-3) 2
-36(x

,
+2) + 150(i/'-3)+36 =0, t. i., 9x'2+52t/'2=225

x'2 v' 2

jeb =1- Dota līnija ir elipse (49. zīm.), kuras centrs at-

rodas punktā 0'(2; —3) un simetrijas asis sakrīt ar jaunās koor-

dinātu sistēmas asīm resp. tās ir paralēlas vecās koordinātu sis-

tēmas asīm; pusasu garumi ir a=5, 6=3; attālums no centra līdz

fokusiem c=y52—32=4; fokusu koordinātes jaunajā sistēmā

F,(-4;0), F(+4;0), bet vecajā sistēmā F,(-2; -3), F(6; -3).
3. piemērs. Pierādīt, ka līnija y=jix

2+bx + c ir parabola,
atrast tās virsotnes koordinātes un simetrijas ass vienādojumu.

Atrisinājums. Pārveidosim doto līnijas vienādojumu, vei-

dojot labajā pusē pilnu kvadrātu. To panākam, pieskaitot un at-

ņemot ~. Tad

y=a[x2+ -x +c;

, b2-4ac I , b \2
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Apzīmēsim

~
b \

,
y
,

=y+—4a
—-

Salīdzinot vienādojumus (5.4) ar formulām (5.2), redzam, ka jau-
nās koordinātu sistēmas o'x'y' sākuma koordinātes vecajā sistēmā

ir O'ļ— —

4q

CC )- Pārrakstām vienādojumu (5.3), ievērojot

vienādības (5.4), tad

y'=ax'2. (5.5)

Vienādojums (5.5) ir parabolas vienādojums (sk. 4.19). Šīs pa-

rabolas virsotne ir vecās sistēmas punktā —
— ļ,

t. i., jaunās koordinātu sistēmas sākumā. Parabolas simetrijas

ass ir jaunās sistēmas ordinātu ass, kuras vienādojums vecajā

sistēmā ir x= —ķ- .
2a

4. piemērs. Noteikt parabolas x= y
2

—4y+3 virsotnes un

fokusa koordinātes, atrast direktrises un simetrijas ass vienā-

dojumus.
Atrisinājums. Pārveidosim doto vienādojumu, veidojot

labajā pusē pilnu kvadrātu. To panāksim, pieskaitot un atņemot 4.

Tad x=(y2-4y+4)-4+ 3 jeb (y-2) 2=x+l. Pārnesot koor-

dinātu sakumu punktā o'(— 1;2) (50. zīm.) un nemainot koordi-

nātu asu virzienu, t. i., ievietojot y'—y — 2 un x'=x+\, dabūjam
parabolas vienādojumu kanoniskā formā y'2=x. Seko, ka parabo-

las virsotne ir punktā 0'( —1;2), tās parametrs P
=_ļ-- Fokuss

atrodas jaunās sistēmas punktā F(l/4;0), kura koordinātes vecajā
1 3

sistēmā ir x=— I+—- =—-un «=+2+0= +2, t. i., fokuss atro-
-4 4

3
das vecas sistēmas punkta F( ——; 2). Direktrises vienādojums sa-

skaņā ar formulu (4.15) jaunajā sistēmā ir x=—ļ-, bet vecajā

1 5
sistēma šīs taisnes vienādojums ir x+\ —

—

-, t. i., x— —~. Si-

I
4 4

metrijas ass šai gadījumā ir jaunā abscisu ass, kuras vienādojums
vecajā koordinātu sistēmā ir y—+2.

5. piemērs. Pierādīt, ka līnija 9x2
- 16t/2+36*+96w-252=0

ir hiperbola, noteikt tās centra un fokusu koordinātes, atrast
asimptotu vienādojumus.
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Atrisinājums. Pārveidosim doto vienādojumu, veidojot
pilnus kvadrātus. To panākam, pieskaitot un atņemot vienādus

skaitļus. Tad dabūjam, ka 9(x2+~x +4) -36- 16(w2
~w +9) +

y io

+ 144-252 =0 jeb 9{x +2) 2
- 16(w-3)2

= 144. Izdalot abas puses

ar 144, dabūjam

Pārnesot koordinātu sākumu punktā 0'(—2; 3), nemainot koor-

dinātu asu virzienu, t. i., liekot x'=x+ 2 un y'=y—3, dabūjam

x'2 v'2

Ī6-T-
1' <">

Vienādojums (5.7) ir hiperbolas vienādojums kanoniskā formā

[sk. (4.10)]. Tās centrs atrodas jaunās koordinātu sistēmas sā-

kumā, t. i., punktā 0'(—2; 3). Pusasu garumi ir a= 4 un 6= 3,
bet fokusu attālumi no centra ir c=yi6+9=5. Tātad fokusu

koordinātes jaunajā sistēmā ir F,( —5; 0) un F(5;0). So punktu
koordinātes vecajā sistēmā ir Fi( —7; 3) un F(3;3). Asimptotu
vienādojumi saskaņā ar formulām (4.11) jaunajā sistēmā ir y'=

3
=±-Ķx'. levietojot šajos vienādojumos x'—x + 2 un y'=y—3,

dabūjam asimptotu vienādojumus vecajā koordinātu sistēmā:

3jc-4u+lB=0 un 3x +4u-6 =0.

50. zīm. 51. zīm.

44. §. Koordinātu sistēmas rotācija. Pieņemsim, ka divām

taisnleņķa koordinātu sistēmām Oxy un OXY (51. zīm.) ir kopīgs
sākums, bet starp Ox un OX asīm ir leņķis a. Tas pats leņķis,
acīm redzot, ir arī starp Oy un OY asīm. Apzīmēsim patvaļīga

punkta M rādiusvektoru OM ar r. Tā projekcijas uz Oxy sistēmas
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asīm apzīmēsim ar (x\ y), bet uz OXY sistēmas asīm — ar (X; V).
Sīs projekcijas ir punkta M koordinātes attiecīgajās koordinātu

sistēmās. Saskaņā ar formulu (1.14) X= x cos a+y sin a un Y=

=x cosļa+ + w sinļa+ -^-j. Pēc minētās formulas arī x=

=Xcos( —a) +V sin( —a) un y=X cos —aj + V sin —aj
jeb

x=X cos a—V sin a,

v • , v
( 5-8)

y=X sina+V cos a,
'

un

X=x cos a+ y sin a,

v • , (5-9)
r =

— x sina +y cos a.
v '

So formulu iegaumēšanainoder tabula:

Tabula atzīmētas kosinusu vērtības leņķiem starp attiecīgajam

asīm. Tā, piemēram, starp Ox un OY asīm ir leņķis bet

cos +<xļ =— sin ct.

Lielumi x un y ir patvaļīgā

punkta 7W koordinātes vienā, bet

X, V — tā paša punkta koordinā-

tes otrā koordinātu sistēmā. Salī-

dzinot tabulu ar formulām (5.8)
vai (5.9), redzam, ka vajadzīgā
koordināte ir divās paralēlās ailēs

(horizontāli vai vertikāli) novie-

toto lielumu reizinājumu summa.

Piemērs. Dota vienādsānu

hiperbola x2—

y
2
=a

2
.

Uzrakstīt tās

vienādojumu koordinātu sistēmā,
kuras asis sakrīt ar šīs hiperbolas

asimptotām.
Atrisinājums. Dotās hi-

perbolas asimptotas ir taisnes52. zīm.

X V

cos a —(sin a

y sin a cosa



w=+x, kas ir koordinātu sistēmas kvadrantu bisektrises. Izvēlē-

simies jauno koordinātu asu virzienus tā, kā parādīts 52. zīmē-

jumā. levērojot, ka cos ļ — = un sinļ =

,
koordi-

nātu transformācijas formulas ir

,-r|*+fr--f<*-y).

levietojot atrastās izteiksmes' vienādojumā x2—y2=a
2

, dabūjam

±(X+Y)2 —±(X-Y)2
=a

2

jeb

XY**Y' (5,10>

Vienādojums (5.10) tātad ir vienādsānu hiperbolas vienādojums,
kuras asimptotas ir koordinātu asis. Šis vienādojums izteic divu

lielumu X un V apgrieztu proporcionalitāti [sk. formulu (6.16)].

Vingrinājumi

1. Noteikt parabolu a) y=—Z+4x—x2 un b) x=y
2
—2y+2 virsotņu

koordinātes, simetrijas ass vienādojumus un parametru lielumus.
2. Noteikt parabolas y=x

2
—4x+s fokusa koordinātes.

3. Noteikt līniju 'formu un raksturot to novietojumu koordinātu sistēmā

1) x 2+2#2
+4x-4!/=0; 2) 4x2

-i/
2-Bx-6i/-4 =0; 3) 4x2+4x+2y- 1 =0.
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II DAĻA

IEVADS MATEMĀTISKAJĀ ANALĪZĒ:

6. NODAĻA

FUNKCIJAS UN TO KLASIFIKĀCIJA

45. §. Jēdziens par funkciju un tās vērtību. Mainīgu lielumu

pētīšana un analīze iegūst nozīmi un jēgu tikai tad, ja vienlai-

cīgi pēta divus vai vairākus mainīgus lielumus to savstarpējā
likumsakarībā. Piemēram, nav nozīmes novērot kustības laikā

automobiļa degvielas daudzuma izmaiņu tvertnē, nesaistot to ar

nobraukto attālumu, ātrumu, ceļa profilu vai kādu citu mainīgu
lielumu, vai ar visiem šiem lielumiem kopā. Matemātiskā analīze

galvenokārt pēta sakarības starp diviem vai vairākiem mainī-

giem lielumiem.

Matemātikā bieži saka, ka «y ir x funkcija». Tas nozīmē tikai

to, ka katrai vērtībai, kādu var pieņemt x, atbilst noteikta y vēr-

tība. Apskatīsim dažus piemērus, kuros izteikta funkcionālā saka-

rība starp diviem lielumiem.

1. Brīvā kritienā noietais ceļš ir tieši proporcionāls krišanas
laika kvadrātam. So likumsakarību izteic matemātiska formula

s~ir> <t$
kur g»9,81 m/sek

2. Sajā piemērā ceļš s ir laika (argumenta) t

funkcija.
2. Analoga matemātiska formula izteic' funkcionālu sakarību

starp ātrumu v (argumentu) un kustīgas masas m enerģiju E

(funkciju):

_, mv
2

£=-

2
-- (6.2)

3. Ja taisnleņķa trijstūra katete apzīmēta ar b un tās pieleņķis
ir a, tad trijstūra laukumu S aprēķina pēc formulas

S=
±b2 tga. (6.3)
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Sī formula ar konstantu a izteic taisnleņķa trijstūra laukumu S

kā katetes garuma b funkciju.

Minētajos piemēros funkcionālā sakarība starp dažādiem fizi-
kāliem lielumiem ir viena un tā pati. Abstrahējot lielumu kon-

krēto fizikālo jēgu, šo funkcionālo sakarību var izteikt ar formulu

&=jkx*, (6.4)

kur x ir arguments un y — tā funkcija, bet k ir proporcionali-
tātes koeficients, t. i., dots pozitīvs skaitlis.

4. Formula

y = (6.5)

izteic reālu funkcionālu sakarību starp lielumiem x un y tikai tad,

ja t. i., ja x pieder skaitļu kopai, kuras punkti atrodas

slēgtā intervālā — Atbilstošās y vērtības pieder slēg-
tam intervālam O^i/^l.

5. Formula

»=lg(l-*2 ) (6.6)

izteic reālu funkcionālu sakarību starp lielumiem x un y tikai tad,

ja |a:| <1, t. i., ja x pieder vaļējam intervālam —I<x< +1.

Atbilstošās y vērtības pieder intervālam
—oo<(/^0.

Funkcijas definīcija. Lielumu y sauc par lieluma x

funkciju, ja pastāv tikums, pēc kura katrai x vērtībai, kas pieder

dotajai skaitļu kopai, atbilst noteikta y vērtība. Neatkarīgo mai-

nīgo lielumu x sauc par argumentu.
Funkcijas definīcija prasa tāda likuma eksistenci, kurš nosaka

atbilstību starp x un y, bet neprasa, lai tas, kā piemēros I+s,
būtu dots ar matemātisku formulu. Atbilstību starp x un y var

izteikt arī ar vārdiem, tabulu, grafiku utt.

Funkcijas definīcijā pieminēto argumenta x vērtību kopu sauc

par funkcijas definīcijas jeb eksistences apgabalu.
Tā kā funkcija un tās arguments vispārīgajā gadījumā ir mai-

nīgi lielumi, tad tiem katram ir savs maiņas apgabals. Argu-
menta maiņas apgabals sakrīt ar funkcijas definīcijas apgabalu.

Tā, piemēram, ja funkcija dota ar šādiem vārdiem: katram

racionālam x atbilstošais y=l un katram iracionālam x atbilsto-

šais y— 0, tad šādas funkcijas definīcijas apgabalā ietilpst visi

reālie skaitļi, bet funkcijas maiņas apgabalā ir tikai divi skaitļi:
0 un 1.

Ar formulu (6.5) definētas funkcijas definīcijas apgabals ir

segments [—2; +2], bet funkcijas maiņas apgabals ir segments
[0; I]. Formula (6.6) definē funkciju, kuras definīcijas apgabals ir

intervāls ( —1;+1), bet funkcijas maiņas apgabalā ietilpst visi

nepozitīvie skaitļi ( —

co; o].
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Formula (6.4) definē noteiktu y katram x, bet, ja ar šo for-

mulu ir izteikta kāda no funkcionālajām sakarībām (6.1) — (6.3),
tad funkcijas definīcijas apgabalā ietilpst tikai pozitīvās argu-
menta vērtības.

Funkcijas apzīmēšanai burta y vietā bieži lieto simbolu f(x)
vai citu tamlīdzīgu apzīmējumu. Ar šādu simbolu izsaka likumu,

pēc kura dotai argumenta vērtībai x iegūst atbilstošu funkcijas
vērtību.

Vispār, lai izteiktu frāzi «y ir x funkcija», raksta: y=f(x),

w=cp(x), y=y{x) un tamlīdzīgi. Dažādu'funkcionālu sakarību ap-
zīmēšanai lieto dažādus burtus un dažādus simbolus. Šādus sim-

bolus lasa «igrek ir ef no iks» vai «igrek ir fī no iks», «igrek ir

igrek no iks»*.

Ja, piemēram, formulā (6.5) kreisās puses vietā būtu rakstīts

f(x), tad šis simbols nozīmētu, ka, lai dabūtu dotai argumenta
vērtībai x atbilstošu funkcijas f(x) vērtību, būtu jāizdara labajā

pusē norādītās darbības.
Ar simbolu f(a) jeb y\ x=a apzīmē skaitli, kas vienāds ar argu-

menta vērtībai x=a atbilstošo funkcijas y =f(x) vērtību.

Ja, piemēram,

f/ . y4-x2 , ,
....

i^o5
,*

~2 ' (0)= 2~
= 1'

V4—22

/(2)= —-—=0 un, ja w=sinr, tad

w| t=o
=sino =0, yļt = =-l.

46. §. Funkcijas definēšanas veidi. Pastāv dažādi veidi, kā iz-

teikt funkcijas vērtību piekārtojumu argumenta vērtībām. Svarī-

gākie funkciju definēšanas veidi ir tabulārais, grafiskais un ana-

lītiskais.

Definēt funkciju ar tabulu nozīmē uzrakstīt blakus katrai argu-

menta vērtībai atbilstošo funkcijas vērtību. Tā, piemēram, gaisa

temperatūru kā laika funkciju var attēlot šādā tabulā:

* Lasītājs būs ievērojis (4. §), ka punktu P, kura koordināte uz kādas

ass ir x, pieraksta ar simbolu P(x). Ar tādu pašu simbolu var būt dota arī

kāda funkcija. Simbola nozīme katrā gadījumā saprotama no teksta, kurā tas

sastopams.

Laiks 4 6 8 10 12

Temperatūra +2,0 + 1,7 +2,5 +4,5 +8,0
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Šai piemērā funkcijas definīcijas apgabalā uzrādīti 5 skaitļi —

pīkst, četros, sešos utt. Atbilstošās funkcijas vērtības ir šajos mo-

mentos novērotās 5 dažādas gaisa temperatūras grādos.
Katras funkcijas y =f(x) vērtība ar tai atbilstošo argumenta

vērtību veido skaitļu pāri, kuru var uzskatīt par kāda punkta

54. zīm.53. zīm.

koordinātēm plaknē. Visi punkti M (53. zīm.), kuru abscisas ir x

un ordinātes y =f(x), veido ģeometrisku vietu, kura parasti ir

kāda līnija. So punktu M ģeometrisko vietu sauc par funkcijas
y=f(x) grafiku.

Ja iepriekšējā tabulā dotā funkcija būtu jāattēlo grafiski, tad

tās grafikā zināmi būtu pieci punkti. Savienojot šos punktus ar

svītrlīniju, dabūjam šīs funkcijas grafiku (54. zīm.). Pieņemot,
ka iezīmētā līnija ir temperatūras grafika, gūstam uzskatāmu

priekšstatu par tās maiņu laikā no pīkst, četriem līdz divpadsmi-
tiem. Funkcijas grafika bieži ir vienīgais līdzeklis, kā iegūt attie-

cīgo funkcionālo sakarību. Tā, piemēram, funkcionālo sakarību

grafikas veidā attēlo pašrakstītāji instrumenti — termogrāfi, ba-

rogrāfi, seismogrāfi utt., kas zīmē temperatūras, gaisa spiediena,
Zemes garozas svārstību v. c. grafikas kā laika funkcijas.

Funkcijas izteiksmi sauc par analītisku, ja tā uzrāda visas

tās matemātiskās operācijas (aritmētiskās, algebriskās, trigono-
metriskās v. c), kādas jāizpilda ar argumentu, lai dabūtu funkcijas

Sx
2 1

-

vērtību. Analītiskas izteiksmes ir, piemēram, s__; — fe2
tgx; \A—x 2;

lg(l— x 2) utt. Divu analītisku izteiksmju vienādību sauc par for-

mulu.

Tā, piemēram, formulas (6.1) — (6.6) izteic funkcijas ana-

lītiskā veidā.

Jāievēro, ka ne katru funkciju var izteikt ar formulu un ka

arī tajos gadījumos, kad funkciju izteic analītiski, formula un

funkcija nav identificējami jēdzieni, jo 1) formulas eksistences

apgabals, t. i., neatkarīgā mainīgā lieluma iespējamo vērtību
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kopa, kurai atbilst noteiktas atkarīgā mainīgā lieluma vērtības,
var nesakrist ar funkcijas definīcijas apgabalu, 2) funkcijas ana-

lītiskās izteiksmes dažādos definīcijas apgabala punktos un inter-

vālos var būt dažādas un 3) vienu un to pašu funkciju var izteikt

ar dažādām formulām.

1. piemērs. No loksnes,
kurai ir kvadrāta forma un ma-

las garums a, katrā stūrī iz-

griezti kvadrāti ar malas garu-
miem x (55. zīm.). Uzlokot saī-

sinātās loksnes malas, izveidots

vaļējs trauks, kuram ir taisn-

stūra paralēlskaldņa forma. Tā

tilpumu V var aprēķināt pēc
formulas

V=x(a-2x) 2
. (6.7)

55. zīm.

Formulas (6.7) eksistences apgabals ir visi reālie skaitļi, t. i.,
— oo<x< + co, jo, lai kādu skaitli liktu x vietā šajā formulā,
tam vienmēr atbildīs noteikta V vērtība.-

Ja ar formulu (6.7) pie a=const.* definēts tilpums V kā aug-

stuma x funkcija, tad šīs funkcijas definīcijas apgabals, acīm re-

dzot, ir visi skaitļi intervālā Jebkurai citai argumenta

x vērtībai, kas neietilpst šajā intervālā, reāla funkcijas V vērtība

neatbilst.

2. piemērs. Funkcija dota ar vienādību f/=|x3|. Tās defi-

nīcijas apgabals ir
— oo<.v< +00, jo katfam reālam skaitlim,

kas ievietots šajā vienādībā, atbilst noteikta y vērtība. Kā zināms,
lai dabūtu vienādību y= |x3 |, jārīkojas šādi:

y =x 3, ja A'ijsO, ļ

z/=
— x 3, ja x^O.J

Lietojot pēdējās divas vienādības, funkcijas aprēķināšanas for-
mulas dažādos definīcijas apgabala posmos ir dažādas.

3. piemērs. Trīs dažādas formulas

f(x) =cos2x +sin 2x, f (x) =sin2
x+

k

un

f(*)=—Ļ- ~tg2
x

COS
2

X
&

/
- -

Jt .
_

intervāla definē vienu un to pašu funkciju. .Tas mai-

ņas apgabalā ir tikai skaitlis t.

* Konstantu lielumu bieži apzīmē ar latīņu vārda «constans» saīsinājumu,
tādē| vienlīdzība a= const. nozīmē, ka a ir konstants lielums.
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Viena no svarīgākajām XVII gs. matemātiskajām idejām bija
saistīt analītiski dotu funkciju y=f(x) ar tās grafiku. Vienkāršs

paņēmiens, kā grafiski intervālā attēlot analītiski dotu

funkciju y=f(x), ir šāds: \) intervālā [a, b] patvaļīgi izvēlas

skaitļus: x0=a, x
v x 2,..., x„=b un aprēķina šiem skaitļiem atbil-

stošās funkcijas vērtības */o
=f(*o), yi —f(x i), y2

=f( x2),
■■

■, t/n=

=f(xn), 2) ar skaitļu pāriem noteiktos punktus M 0(
Mļ(xūiji), M 2( y2),..., M

n(xn; yn ) atzīmē koordinātu sistēmā,

3) savieno punktus Af0, Mv ..., M
n ar vienlaidu līniju. Ja iezī-

mēto punktu ir pietiekami daudz, t. i., tie atrodas pietiekami tuvu

cits pie cita un noskaidro līnijas formu, tad novilktā līnija ir

funkcijas grafika.
'i' Vi'f ■ ■ ■'

*' t
X3x

; '.v;

Lai uzzīmētu, piemēram, funkcijas y=~2 grafiku segmentā

[—2; 2], sastādām vērtību tabulu

koordinātu sistēmā atzīmējam punktus Af0( —2; —4),

Mīļ — -jj-; — M2ļ— 1; —ļ-j utt. un savienojam tos ar vienlaidu

līniju (56. zīm.).
Ja dažās intervāla~ļa, b] vietās līnijas forma nav pietiekami

noskaidrota, tad šādās vietās jāizvēlas argumenta x papildu vēr-

tības, jāaprēķina attiecīgās funkcijas y vērtības un jāatzīmē tik

daudz papildu punktu, lai noskaidrotos funkcijas grafikas forma.
Sis paņēmiens tomēr dod tikai ap-

tuvenu priekšstatu par analītiski definē-
tās funkcijas grafiku, jo nav iespējams
uzzīmēt tik daudz punktu, lai bez pē-
tījumiem apgalvotu, ka funkcijas gra-

fikai starp diviem atzīmētiem blakus

punktiem nav pārtraukumu vai lūzumu.

Tādēļ zīmēšana «pēc vērtību tabulas»

ne vienmēr ir visvienkāršākais paņē-
miens, kā dabūt analītiski dotas fun-

kcijas grafiku.
Līnijas (funkcijas grafikas) kon-

struēšanu var atvieglot, izmantojot lī-

niju ģeometriskās īpašības. So darbu

var vienkāršot arī ar tādām palīgkon-
strukcijām, kurās izmantotas vienkāršā-

kas pazīstamu funkciju grafikas. 56. zīm.
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Tā, piemēram, zīmējot funkcijas «=y4—x 2 grafiku, nav liet-

derīgi sastādīt vērtību tabulu. Zinot, ka vienādojums, ar kuru
definēta šī funkcija, ir riņķa līnijas vienādojums, kuras centrs

atrodas koordinātu sākumā ar rādiusu 2, atliek apvilkt ap koor-

dinātu sākumu riņķa līniju ar rā-

diusu 2. Uzzīmētās riņķa līnijas daļa,
kas atrodas pirmajā un otrajā kvad-

rantā, ir intervālā definē-

tās funkcijas w=y4 — x 2 grafika.

Riņķa līnijas daļa, kas atrodas tre-

šajā un ceturtajā kvadrantā, ir tajā
)ašā intervālā — definētās

'unkcijas y— —Y4—x 2 grafika.
Lai uzzīmētu, piemēram, funkcijas

y=x+— grafiku (57. zīm.), tad vis-

pirms var uzzīmēt divu vienkāršāku

palīgfunkciju y=x un y=-^grafikas.
Pirmā no tām (caur koordinātu sākumu novilkta taisne) ir pirmā-
trešā kvadranta bisektrise, otrā — vienādsānu hiperbola, kuras

asimptotas ir koordinātu asis. Palīgfunkciju grafikas zīmējumā

parādītas ar svītrotām līnijām. Pēc tam ar lineāla un cirkuļa pa-

līdzību summējam palīgfunkciju ordinātes, kas atbilst kopīgām
abscisām, piemēram, PR +RQ=PM. Tā dabū pēc patikas daudz

funkcijas y=x-\—-grafikas punktus.

57.zīm.

47. §. Atklātās un apslēptās funkcijas. Funkciju klasificēšana
atklātās un apslēptās funkcijās attiecas tikai uz analītiskā veidā

dotām funkcijām.

Funkciju sauc par atklātu, ja to Izsaka formula y=f(x), kur

f{x) Ir kāda analītiska izteiksme. Atklātas funkcijas, piemēram,
ir funkcijas, kuras izteiktas ar formulām (6.1) -r- (6.7).

Pieņemsim, ka ir dots kāds vienādojums, piemēram, 3.v-f-

--+ 4w—l2 =0. Liekot šajā vienādojumā x vietā jebkuru reālu skaitli,
vienmēr dabūsim vienu noteiktu y vērtību. Tādēļ saka, ka šis vie-

nādojums definē y kā apslēptu X funkciju visā reālo skaitļu kopā.

Apslēptas funkcijas definīcija. Ja pieņemsim, ka

F(x;y) ir analītiska izteiksme, kas saista divus mainīgus lielu-

mus x un y, tad saka, ka vienādojums F(x; y)=o definē y kā ap-

slēptu x funkciju segmentā ja katrai x vērtībai, kas

ņemta no šī segmenta, atbilst noteikta y vērtība, kura pārvērš vie-

nādojumuF(x; y) =0 identitātē.

1. piemērs. Vienādojums

x2+4«2-4=0 (6.8)
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segmenta definē apslēptā veidā divas x funkcijas:

(6.8').

un

w (6.8")

58. zīmējumā attēlotas šo abu funkciju grafikas.
- Jāatzīmē, ka ne katrs vienādojums ar diviem mainīgiem lie-

lumiem definē vienu no šiem lielumiemkā otra funkciju.
2. piemērs. Vienādojums

x2+4«2 +4=0 (6.9)

nekādu r.eālu funkciju nedefinē, jo nav tāda reāla skaitļu pāra,
kas, ievietots vienādojumā (6.9) mainīgo lielumu x un y vietā,
pārvērstu to par identitāti.

Katru atklātā veidā dotu funkciju y=f(x) var bez grūtībām
pārrakstīt kā apslēptu funkciju y—f(x)=o, bet ne katru apslēptā
veidā dotu funkciju F(x;y)=o var izteikt atklātā formā y=f(x).

3. piemērs. Atklātā veidā dotas funkcijas y=3x—cos x pie-
raksts apslēptā formā ir 3x —cosx —«=0 jeb tf + cos x—3x= 0.

4. piemērs. Vienādojums y3
— x+\=o definē y kā apslēptu

funkciju visām x vērtībām. Šo funkciju var izteikt atklātā formā,
izrēķinot no dotā vienādojuma y:

5. piemērs. Vienādojums y —x =Q definē y kā x

funkciju, bet šo funkciju nevar izteikt atklātā formā.

58. zīm. 59. zīm.

48. §, Pāra un nepāra funkcijas. Segmentā —
de-

finētu funkciju y=f(x) sauc par pāra funkciju, ja f(x)=f(—x),

un par nepāra funkciju, ja f(—x) =—f(x).
Tā, piemēram, y= 3x* —x 2 ir pāra funkcija, jo 3-(— x) i —

— (—x) 2
=3xi — x 2. Pāra funkcija ir arī cosx, jo cos( —x) =cos x.
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Nepāra funkcija ir, piemēram, y
=x 3, jo ( — x) 3=—x 3. Arī s'mx,

tgx, ctgx ir nepāra funkcijas, jo sin( —x) =— sinx, tg(—x) =

=—igx un ctg( —x) =— ctgx.
Pāra funkcijas grafika ir simetriska pret ordinātu asi

(59. zīm.), bet nepāra funkcijas grafika — pret koordinātu sā-

kumu (60. zīm.).
Vairums funkciju nav ne pāra, ne nepāra funkcijas, piemēram,

y= 10x vai y= x3+x2.

60. zīm. 61. zīm.

49. §. Periodiskas funkcijas. Funkciju f(x) sauc par periodisku,

ja eksistē tāds skaitlis c, ka visiem x izpildās vienādība

f{x+c)=f(x). (6.10)

Vismazāko no pozitīviem skaitļiem c=7\ ar kuru visiem x iz-

pildās vienādība (6.10), sauc par funkcijas f(x) vismazāko periodu
jeb vienkārši par periodu. Periodiskas funkcijas, piemēram, ir

sinx, cos x, tgx, ctgx v. c.

Periodiskas funkcijas grafika atkārtojas pēc katra intervāla,

kura garums ir vienāds ar periodu T. Tas nozīmē, ka tās grafika

segmentā kur re =±1,±2,... ir tāda pati kā

segmentā (61. zīm.).
50. §. Inversās (apvērstās) funkcijas. Ja starp diviem mainī-

giem lielumiem pastāv funkcionāla sakarība, tad viens no šiem

lielumiem ir arguments (neatkarīgi mainīgais lielums), bet otrs
—

funkcija (atkarīgi mainīgais lielums). Kurš no diviem mainīgiem
lielumiem skaitāms par argumentu, kurš par funkciju, tas ir at-

karīgs no dotā uzdevuma. Ja dotajā uzdevumā vienam no mai-

nīgiem lielumiem ir argumenta, bet otram funkcijas loma, tad

šajā uzdevumā to lomas nav maināmas. Tā, piemēram, nosa-

kot dota lieluma x logaritmu y, x ir arguments, bet y — funkcija.

Turpretim, ja pēc dota logaritma y jānosaka lielums x, tad y ir

arguments, bet x — funkcija. Risinot dažādus uzdevumus ar vie-

niem un tiem pašiem lielumiem, bieži lielumam, kuram vienā uz-

devumā ir argumenta loma, otrā uzdevumā ir funkcijas loma un,
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otrādi, lielums, kas vienā uzdevumā ir funkcija, citā uzdevumā

jāskaita par argumentu.
Tā, piemēram, ķermenim brīvi krītot vakuumā, tā noieto ceļu s

atkarība no laika t aprēķina pec formulas s="^—- kur ' r ķer "

meņa krišanas laiks un g — gravitācijas konstante. Sajā pie-
mērā t ir arguments, bet s — funkcija. Turpretim, ja pēc noietā

ceļa garuma jāaprēķina krišanas laiks, tad par argumentu jāuz-
skata ceļš s, bet par funkciju —

laiks t. Tad no vienādojuma

s=jāizsaka tkā s funkcija, t. i., r ="ļ/ ņemot pirms radi-

kāļa plusa zīmi, jo pēc uzdevuma fizikālās dabas t nevar būt ne-

gatīvs lielums. Šādas divas funkcijas sauc par savstarpēji inver-

sām funkcijām.
Savstarpēji inversas funkcijas ir, piemēram, y=x

3+l un x =

3

=yy— 1> y= 10x
un x=lgw utt.

Ja funkcionāla sakarība starp diviem mainīgiem lielumiem de-

finēta ar vienādojumuF(x\ y) =0, piemēram,

2x-y + 4=0, (6.11)

tad jānorāda, kurš no šiem lielumiem ir funkcija, kurš arguments.
Izsakot no vienādojuma (6.11) lielumu y kā atklātu x funkciju,

dabūjam

y
=2x + 4. (6.11')

Izsakot no vienādojuma (6.11) lielumu x kā atklātu y funkciju,

dabūjam

x=\-2. (6.11")

Funkcijas, kuras definētas ar vienādojumiem (6.11') un (6.11"),
ir savstarpēji inversas funkcijas.

Vispār, ja vienādojums y — f(x) definē y kā atklātu x funkciju
un ja no šl vienādojuma var izteikt x kā y funkciju x=(p(y), kurā

definēta visām y vērtībām funkcijas y =f(x) maiņas apgabalā,
tad x =cp(w) sauc par funkcijas y=f(x) inverso funkciju.

Stingri ņemot, inversā funkcija x=cp(y) var eksistēt arī tad,

ja no vienādojuma, kurš definē doto funkciju y=f(x), nav iespē-

jams izteikt atklāti x=cp(t/); jābūt tikai-izpildītai prasībai, lai

katrai y vērtībai tā maiņas apgabalā atbilstu viena noteikta x

vērtība.

Ja vienādojumi y =f(x) un x=<p(y) definē divas savstarpēji
inversas funkcijas, tad katra punkta M(xo;y Q) koordinātes, kuras

apmierina vienu no šiem vienādojumiem, apmierina arī otru vie-

nādojumu, bet katra tāda punkta koordinātes, kas neapmierina
vienu no šiem vienādojumiem, neapmierina arī otru. Tas nozīmē,
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ka divu savstarpēji inversu funkciju y=f(x) un x=q>(y) grafikas
ir viena un tā pati līnija (62. zīm.).

Savstarpēji inversas funkcijas y=f(x) un x=<p(y) ir divas

dažādas funkcijas. Šo divu dažādo funkciju grafikas zīmējuma
sakrīt tādēļ, ka vienā gadījumā funkcijas vērtības attēlotas ka

62. zīm. 63. zīm.

punktu ordinātes, bet otrā kā abscisas; arī argumenta vērtības

vienā gadījumā attēlotas kā punktu abscisas, bet otrā kā ordinā-

tes. Sāda divējāda funkcijas un argumenta vērtību ģeometriskā
interpretācija neļauj uzskatāmi salīdzināt divas pēc būtības da-
žādas funkcijas. Lai šo traucējumu novērstu, vienosimies visos

gadījumos argumentu vērtības attēlot kā punktu abscisas un fun-

kcijas vērtības kā ordinātes. Tad, protams, arī savstarpēji inverso

funkciju analītiskās definīcijas formulās argumenta apzīmēšanai
abos gadījumos jālieto tas burts, ar kuru apzīmēta abscisu ass,
bet funkcijas apzīmēšanai —

ordinātu ass apzīmējums, t. i., vie-

nādojumu t/= un x =(f(y) vietā jāraksta vienādojumi y
=

=f{*) un y=<p(x)>
Tā kā katri divi punkti M\(xo;yQ) un M2(yo; x0) (63. zīm.),

kuru abscisas un ordinātes savstarpēji apmainītas, ir simetriski

pret taisni y=x, tad divu savstarpēji inversu funkciju y=f(x)
un y=y{x) grafikas ir simetriskas pret šo taisni. Tā, piemēram,

no vienādojuma £/=2x+ 4 seko, ka x= —2. Tādēļ t/ =2x+ 4

un — 2 ir divas savstarpēji inversas funkcijas, kuru grafi-

kas simetriskas pret taisni y=x (64. zīm.). No vienādojuma y= x 3
3 3

seko, ka x = Tādēļ y= x 3 un y=~]ļx arī ir savstarpēji inversas

funkcijas (65. zīm.). Ja, aprēķinot x no vienādojuma y —f(x), dabū

vairākas x vērtības, kas atbilst katrai y vērtībai tā maiņas apga-

balā, tad saskaņā ar definīciju inversā funkcija neeksistē. Tā,
x2

piemēram, ja funkcija definēta ar formulu y =

"2
—4 un tās defi-
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nīcijas apgabals ir — oo<a;< + 00, tad tai neeksistē inversā fun-
kcija, jo katrai y vērtībai tā maiņas apgabalā — +oo at-

bilst divas x vērtības: x=-\/2y+ 8 un x= —ļ2y+8. Turpretim
x 2

funkcijai, kas definēta ar to pašu formulu «/=— —4, bet tās defi-

64. zīm. 65. zīm.

meijas apgabals ir + 00, eksistē inversā funkcija «=

x2

=~]/2x+B. Funkcijai ja tā definēta intervālā —oo<x^

arī eksistē inversā funkcija y= —~]/2x+B (66. zīm.). Tāpat
funkcijai y=s'mx, kas definēta intervālā (—oo; -f-co) un mainās

segmentā [— 1; I], nav inversās funkcijas, jo katram y no seg-

menta [— 1; 1] atbilst bezgalīgi daudz x vērtību. Turpretim fun-

kcijai y =sinx, kas definēta segmentā — eksistē in-

versā funkcija x =arcsinw resp. w=arcsinx (sk. 6. nod. 53. §).

66. zīm. 67. zīm.
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Ja vienādojumā y
=f(x) katrai y vērtībai atbilst vairākas x

vērtības, tad katra abscisu asij paralēla taisne y=yo (67. zīm.),
kur y0 ir jebkura funkcijas y=f(x) vērtība, krusto šīs funkcijas

grafiku tik punktos, cik x vērtību atbilst attiecīgajai y vērtībai yO.
Šādos gadījumos dažkārt saka, ka x ir daudzvērtīga y funkcija

atšķirībā no definīcijas, pēc kuras funkcija var būt tikai vienvēr-

tīga (45. §).
51. §. Saliktās funkcijas. Apskatīsim funkciju y=F(u), kur

v ir argumenta x funkcija, t. i., v =<p(x). Tad y
=F[<p(x)] sauc par

funkcijas funkciju jeb saliktu funkciju. Tā, piemēram, ja y — u
3,

bet « =cosx, tad y=cos
3
x ir salikta funkcija.

Definīcija. Ja funkcijas v=<ņ(x) definīcijas apgabals ir

segments [a, b] un tās maiņas apgabals Ir segments [ci, p], bet

funkcija y=F(u) ir definēta segmentā [ct, p], tad funkciju y =

—F [cp {x)] =f (x) sauc par saliktu funkciju.

Pieņēmums, ka visām starpmainlgā v =q>(x) vērtībām jāat-
rodas funkcijas y =F(u) definīcijas apgabalā, ir svarīgs, jo pre-

tējā gadījumā izteiksme y~f(x) var zaudēt jēgu. Saliktās fun-

kcijas definīcijas apgabals vai nu sakrīt ar starpmainīgā definī-

cijas apgabalu, vai arī ir tā daļa. Tā, piemēram, funkcija y =

— ~\ļx2
— 1 ir salikta funkcija, tādēļ to var uzrakstīt formā y =

kur v=x
2

— 1. Starpmainīgā v definīcijas apgabals šajā piemērā
ir visa reālo skaitļu ass, bet saliktās funkcijas definīcijas apga-

balā neietilpst intervālam (—1; 1) piederīgie skaitļi.
Saliktās funkcijas var veidot ne vien no divām, bet no jeb-

kura cita noteiktu funkciju skaita, piemēram, y
=cos

2y2x— 3 ir

četru šādu funkciju y.=u2, v=cosv, v=~fz un z=2x— 3 salikta

funkcija.
52. §. Algebriskās funkcijas. Ja funkcijas vērtības atrašanai

tās atklātajā Izteiksmē ar argumentu jāizpilda saskaitīšana, rei-

zināšana, dalīšana, kāpināšana un saknes vilkšana, pie tam šo

darbību skaits ir galīgs, tad funkcija ir algebriska. Vienkāršākā

algebriskā funkcija ir vesela racionāla funkcija jeb polinoms, kura

vispārīgais veids ir

P(x) ~aoX**+«iX«*i-*+;. .+am-.IX+am, (6.12)

kur m — polinoma pakāpe ir dots naturāls skaitlis vai nulle un

koeficienti a
0> a

u ■■ ■, a
m

— reāli skaitļi. Veselas racionālas fun-

kcijas speciāli gadījumi ir lineārā funkcija

y=kx +b, (6.13)

kur k un b ir konstantes, un kvadrātiskā funkcija

y =ax
2+ bx + c, (6.14)

kur a, b un c ir konstantes. Lineārās funkcijas grafika ir taisne,
bet kvadrātiskās — parabola. Sīs funkcijas apskatītas 3., 4. un 5.
nodaļa.
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Divu polinomu P(x) un Q(x) attiecību

nt
y
\
_

p( x ) _aoX
m+ aiX

m-

l + ... +am^x+am
*( >

Q(x) box»+blxn-i +
...

+b
n- l x+bn '

(QAO>

kur m un n ir naturāli skaitļi, bet koeficienti bO, b
u ..., b

a
un

aO,a\,.., am
ir reāli skaitļi, sauc par daļveida racionālu funkciju.

Daļveida racionālas funkcijas speciāls gadījums ir apgrieztā
proporcionalitāte

y=4- ( 6-ie)

kur k ir dots skaitlis.

Apgrieztās proporcionalitātes grafika ir vienādsānu hiperbola.
Sī funkcija apskatīta 4. un 5. nodaļā.

Funkcijas, kas definētas ar izteiksmēm (6.12) un (6.15), sauc

par racionālām algebriskām funkcijām. Ja atklātas algebriskas
funkcijas izteiksmē sastopama saknes vilkšana un rezultāts nav

racionāla funkcija, tad tādu algebrisku funkciju sauc par iracio-

nālu. Tā, piemēram,

i+y*2-3

ir iracionāla algebriska funkcija.
53. §. Elementārās pamatfunkcijas. Par elementārām pamat-

funkcijām sauc šādas funkcijas:
pakāpes funkciju y=x

a,
eksponentfunkciju y

=a
x,

logaritmisko funkciju t/
=loga x,

trigonometriskās funkcijas y=sinx, y =cosx, y= tgx, y=

=ctgx,
ciklometriskas funkcijas w=arcsinx, «=arccosx,

y=arctgx, v=arcctgx.

Pakāpes funkcija y=xa ar veselu pozitīvu kāpinātāju
a ir vesela racionāla funkcija, kas definēta visām reālām x vēr-

tībām. Sādu funkciju grafikas sauc par parabolām. Funkcijas ar

dažādiem a, kas ir pāra skaitļi, attēlotas 68. zīm., bet dažādiem

a,
kas ir nepāra skaitļi, —

69. zīmējumā.

68. zīm. 69. zīm.
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Ja a=—tn ir vesels negatīvs skaitlis, tad pakāpes funkcija

racionāla funkcija, kas nav definēta vērtībai x=o. Sādu

funkciju grafikas sauc par hiperbolām. Tām ir divi atsevišķi zari,
kuri ir simetriski pret ordinātu asi, ja m ir pāra skaitlis (70. zīm.),

71. zīm.70. zīm.

un simetriski pret koordinātu sākumu, ja m ir nepāra skaiti

(71. zīm.).

Ja a=— ir daļskaitlis, tad pakāpes funkcija ir iracionā

g p

algebriska funkcija y=~\/xv, kas atkarībā no daļas — var bu

definēta visām reālām a

gumenta vērtībām (ja

nepāra skaitlis un — >0
1

vai visām pozitīvām arg

menta vērtībām, ieskai

nulli (ja q pāra skait

un A>o). t
o <\

vērtībai x=0 funkcija n

definēta.

Bakāpes funkcijas gr

fikas pirmajā kvadran

ar dažādām kāpinātā
vērtībām attēlotas 72.

73. zīmējumā.72. zīm.
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Eksponentf unkcij a y=a
x ir definēta visām reālam argu-

menta x vērtībām. Bāze a var būt jebkurš konstants pozitīvs

skaitlis, izņemot skaitli 1. Eksponentfunkciju grafikas pie dažā-

dām bāzēm attēlotas 74. zīmējuma.

73. zīm.

Logaritmiskā funkcija y=\og& x un eksponentf unkcij a

g=>a
x, ir savstarpēji inversas funkcijas, jo skaitļa logaritms ir

kāpinātājs, ar kuru jākāpina bāze, lai dabūtu doto skaitli. Tādēļ

arī šajā gadījumā bāze a var but jebkurš pozitīvs skaitlis, izņe-
mot skaitli 1. Logaritmiskā funkcija ir definēta visām pozitīvam

argumenta vērtībām. So funkciju grafikas pie dažādām bāzēm

attēlotas 75. zīmējumā.

74. zīm. 75. zīm.
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Trigonometrisko funkciju w=sin x un v=cosx gra-

fikas attēlotas 76. zīmējumā.
Funkcijas w=sinx definīcijas apgabals ir ( — 00;+00); tās

grafiku sauc par sinusoidu. Funkcija «=sin;t ir periodiska fun-

kcija, jo
sin(x +2£jt) =sinx,

kur k =±\; ±2;... un periods 7=2jt.

76. zīm.

Funkcijas w=cosx definīcijas apgabals ari ir ( —

00; +00),
un tā ir periodiska funkcija ar periodu 2it.

Funkciju y=tgx un «=ctgjc grafikas attēlotas 77. zīmējumā,
sin x

Funkcija tgx= ■ nav definēta tam argumenta vērtībām, kurām

n , . , Jt , 3jt cos*
, ,_

cosx=0, t. 1., x =±—, ±—, ■ ■■, ctgx=
— nav definēta tam

2 2 sin*

argumenta vērtībām, kurām sinx =0, t. i., x= 0; ±jt; ±2jt,...
y=tgx un w=ctgx ir periodiskas funkcijas ar periodu īt, jo

tg(x+kn) =tgx; ctg(x +£ji) =ctgx, kur

k=±\; ±2;...

Novelkot abscisu asij paralēlu taisni, kas krusto trigonometris-
kās funkcijas grafiku, dabū neierobežoti lielu krustpunktu skaitu

(76. un 77. zīm.).

77. zīm.
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Funkcijai y =s'mx, ja šo funkciju apskata visa tas definīcijas

apgabalā ( — oo;+00), nav inversās funkcijās. lerobežojot fun-

JT JT
kcijas y=s'mx definīcijas apgabalu ar segmentu — ~2^ '

katrai y vērtībai tā maiņas apgabalā — + l atbilst viena

[JT JT I
——; — definētai funkcijai

78. zīm.

y=sinx eksistē inversā funkcija, kuru apzīmē ar simbolu x=

=arcsiny. Apmainot x un y vietām, šo funkciju raksta «=

=arcsinx un lasa «igrek vienāds ar arksinuss x». Tās definīcijas

jt jt ■
apgabals ir

— + 1 un maiņas/ apgabals — +lT

(78. zīm.).
Funkcijai w=cosx arī nav inversās funkcijas, ja šo funkciju

apskata visā tās definīcijas apgabalā ( — 00, +oo). lerobežojot
funkcijas y=cosx definīcijas apgabalu ar segmentu o^x^n,

katrai y vērtībai tā maiņas apgabalā
— + l atbilst viena noteikta

x vērtība. Tādēļ segmentā [0; ji] de-

finētai funkcijai y =cosx eksistē in-

versā funkcija, kuru apzīmē ar sim-

bolu x=arccosi/. Apmainot x ar y,

dabūjam «/=arccosx. Sīs funkcijas
definīcijas apgabals ir —

< +l un maiņas apgabals
(79. zīm.).

79. zīm.



lerobežojot funkcijas y
=tgx definīcijas apgabalu ar intervālu

—4p<;t< +ļ|r. katrai y vērtībai tā maiņas apgabalā —oo<j/<

<+oo atbilst viena noteikta x vērtība. Tādēļ intervālā

(jt
Jt \

—

2'
+ *2~) definētai funkcijai y=tgx eksistē inversa funkcija,

kuru apzīmē ar simbolu x — &rcigy. Apmainot x ar y, dabūjam

80. zīm.

81. zīm.
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t/=arctgx. Sīs funkcijas definīcijas apgabals ir — oo<,v< +oo

jt jt
un maiņas apgabals —+-?)- z'iTn^'

Analogi, ierobežojot funkcijas y =ctgx definīcijas apgabalu ar

intervālu o<x<jt, katrai y vērtībai tā maiņas apgabalā — oo<

<w< +oo atbilst viena noteikta x vērtība. Tādēļ intervālā (0; jt)
definētai funkcijai w=ctgA; eksistē inversā funkcija, kuru apzīmē
ar simbolu x=arcctgw. Apmainot x ar y, dabūjam t/ =arcctgA.-.
Sīs funkcijas definīcijas apgabals ir — co<x< +oo un maiņas
apgabals o<t/<jt (81. zīm.).

54. §. Elementārās funkcijas. Funkciju sauc par elementāru,

ja to var izteikt ar vienu analītisku Izteiksmi, kas veidota no

elementārām pamatfunkcijām, Izpildot ierobežotā skaitā saskai-

tīšanas, reizināšanas, dalīšanas un saliktu funkciju veidošanas

darbības.

Funkciju, kas nav elementāra, sauc par neelementāru.

Elementāras funkcijas, piemēram, ir

£/= lg(arctgy4 Tx
2)
:

cos
3*—sin 2

x +3Vx
y=—s-

V42x+ lgctgsx

Visas algebriskās funkcijas ir elementāro funkciju atsevišķs ga-

dījums, jo to analītiskās izteiksmes veidotas tikai no vienas ele-

mentārās pamatfunkcijas xa, izpildot ar to ierobežota skaita arit-

mētiskas darbības.

Vingrinājumi

3x i
1. Dota funkcija y=

x . Atrast #[x=i.

2. Dota funkcija f.(*j- Atrast f(2), /(2a), f(x+l), f(*)+.l, f ,

3. Dota funkcija /(x) =x2—2x+3. Atrast vienādojuma f(x)=f(— 1) saknes.

4. Noteikt definīcijas apgabalus funkcijām 1) y— *—, 2) y=l—lgx,
y4—x

2

3)' </=lg(x-t-3), 4) i/=V5=27, 5) 6) 7) •

5. Uzzīmēt funkciju grafikas: 1) y — x 3,2) y —
——x 3, 3) i/=ļ-x3—x+l.

6. Uzrakstīt y kā atklātu x funkciju, kuru definē vienādojumi: 1) x 2+(/ 2 =l,

2) 2*v =5, 3) lgx+lg((/+l)=4.
7. Atrast inversās funkcijas šādām funkcijām: 1) y=l—3x, 2) y=x 7+

+1, 3) (/=10x+\ 4) i/=logx2, 5) i/=2sin3x. ■
8. Dots y=z3, z=\x+ī, x=a*. Izteikt #kā saliktu t funkciju.
9. Uzrakstīt, no kādām funkcijām ir saliktas šādas elementāras funkcijas:

1) y=yx+l, 2) //=cos3 2x, 3) #=lgsinx, 4) j/=3(2l+')2.
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7. NODAĻA

MAINĪGĀ LIELUMA ROBEŽA

55. §. Mainīgu lielumu veidi: augošs, dilstošs, ierobežots mai-

nīgs lielums. Matemātikā, fizikā, tehnikā, kā arī ikdienas dzīvē

sastopamies ar maiņas procesiem, kuros mainās viens vai vairāki

mainīgi lielumi. Pie tam pats process noris tā, ka katram tā mo-

mentam atbilst noteiktas mainīgo lielumu vērtības.

Piemēri. ļL Riņķa līnijā, kuras rādiuss ir R, ievilksim re-

gulārus daudzstūrus. Sākot ar trīsstūri un turpmāk ari citiem

daudzstūriem, pakāpeniski dubultosim malu skaitu. Sajā procesā
mainīsies šādi daudzstūra lielumi: malu skaits, iekšējais un ārē-

jais leņķis, malu garums, perimetrs, laukums v. c. lielumi.

2. Automobiļa kustības procesā mainīgi lielumi ir automo-

biļa attālums no izejas punkta (garāžas), ātrums, degvielas dau-

dzums rezervuārā, ūdens temperatūra radiatorāutt.

Ja mainīgajam lielumam ir fizikāls raksturs un tas dabiski

ir saistīts ar laiku (kā piemērā ar automobili), tad visas šāda

mainīgā lieluma vērtības ir sakārtotas tādā noteiktā secībā, ka

par jebkurām divām mainīgā lieluma vērtībām var pateikt, kura

no tām ir iepriekšējā un kura sekojošā. Seit iepriekšējā ir tā vēr-

tība, kura atbilst agrākam laika momentam, bet sekojošā ir tā

vērtība, kura atbilst vēlākam laika momentam.

Arī gadījumā, ja mainīgajam lielumam ir abstrakts, matemā-

tisks raksturs (tas nav saistīts ar laiku), šādu sakārtojumu var

izdarīt. Tā 1. piemērā iepriekšējās ir tās mainīgo lielumu vērtības,
kas atbilst daudzstūrim ar mazāku malu skaitu, bet sekojošās ir

tās vērtības, kas atbilst daudzstūrim ar lielāku malu skaitu. Sajā

gadījumā mainīgā lieluma vērtības ir sanumurējamas un sakār-

tojamas skaitļu virknē. Par šādu mainīgo lielumu saka, ka tas

mainās pa kādas skaitļu virknes locekļiem atšķirībā no 2. piemēra,
kur mainīgie lielumi mainās nepārtraukti, pieņemot visas starp-
vērtības starp jebkurām divām noteiktām šo mainīgo lielumu vēr-

tībām.

Pieņemsim, ka turpmāk visiem apskatāmajiem mainīgajiem
lielumiem vērtības ir sakārtotas, kā norādīts iepriekšējos piemēros.

1. definīcija. Mainīgo lielumu sauc par monotoniaugošu
(dilstošu), ja katra mainīgā lieluma sekojošā vērtība ir lielāka

(mazāka) par iepriekšējo.
Par tādu mainīgo lielumu saka, ka tas mainās vienā virzienā.

Piemēri. 1. Palielinot regulāra ievilkta daudzstūra malu

skaitu, tā perimetrs, laukums un iekšējais leņķis monotoni aug,
bet malu garums un ārējais leņķis monotoni dilst.

2. Mainīgais lielums x=sinct, leņķim ct augot, nemainās mo-

notoni; tas mainās monotoni tikai atsevišķos lieluma cc maiņas
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intervālos [piem., intervāla ļO, -yļ monotoni aug, bet intervāla

(~2~' ~2~) mono^oni dilst].

2. definīcija. Mainīgo lielumu x sauc par lerobežotu, ja

maiņas procesā tā absolūtā vērtība nekad nepārsniedz kādu pozi-
tīvu skaitli M, t. i., \x\

Piemēri. I. Mainīgais lielums x=(—l) n, kur n pieņem
pēc kārtas visas dabiskās skaitļu virknes 1, 2, 3, 4,... vērtības,
ir ierobežots, jo ļxļ^l.

2. Mainīgais lielums x=

*

jeb x=2- , kur n=l, 2, 3,

1 2
4 ir ierobežots, jo tas pieņem pec kaftas vērtības 1; 1-g-; l-x-;

lļ; t. i., |*|<2.

3. Mainīgais lielums x =sin<x ir ierobežots lielums, jo |*| =

= |sin aļ 1.

56. §. Bezgalīgi mazi lielumi un to pamatīpašības. Ļoti sva-

rīgs mainīgā lieluma veids ir bezgalīgi mazi lielumi. Ne velti

matemātisko analīzi agrāk mēdza saukt par «bezgalīgi mazo rē-

ķiniem».

levadam apskatīsim šādus piemērus.
L Siltā istabā ienests ledus gabals sāk kust, un tā tilpums

arvien vairāk samazinās. Kušanas procesā ledus gabala tilpums
kļūst un arī paliek mazāks par katru iedomājamu (lai arī cik

mazu) tilpumu jeb, kā mēdz teikt, minētais tilpums tiecas uz

nulli.

2. Apskatīsim mainīgo lielumu -r=
~~~>

kur "=1,2,3,4,...

Lielums x šajā maiņas procesā pieņem vērtības t;-s~! -s-j ~ķ's

-ļ-; ... Tātad x arvien vairāk samazinās (tas ir monotoni dilstošs
o

lielums). Lai cik mazu pozitīvu skaitli, piem., 0,0001, mēs iedo-

mātos, maiņas procesā agri vai vēlu iestāsies tāds moments, sākot

ar kuru mainīgā lieluma sekojošās vērtības kļūs un tālākā maiņas
gaitā arī paliks mazākas par šo iedomāto skaitli.

( — 1) 11

3. Apskatīsim mainīgo lielumu x=-—, kur n= 1, 2, 3, 4,.. .

Tas pieņem maiņas procesā vērtības —1;-—; —4-;-r; —\-\-\r'>•••
234 5 6

Ņemot x vērtību par punkta abscisu un attēlojot maiņas procesu

ar kustīgu punktu uz skaitļu ass (82. zīm.), redzam, ka šis

punkts svārstās ap sākuma punktu, pie tam tā attālums no
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sākuma punkta maiņas procesa kļūst un turpmāk arī pa-

liek pēc patikas mazs.

Izvēlēsimies uz skaitļu ass kādu intervālu (— c; c) ar centru

punktā O un garumu 2e (e>o). Ja ņemam, piem., e=l, tad visas

82. zīm.

mainīgā lieluma x vērtības, sakot ar otro, atradīsies intervāla

(— 1; 1) iekšpusē. Ja ņemsim c=0,1, tad dažas mainīgā lieluma

vērtības, proti —1; -ļ-; — -ļ-;...; — , gan attēlosies ārpus inter-

vāla ( —0,1; 0,1), bet visas pārējās vērtības — -r-r; —
i...

11 IZ lo

jau attēlosies šī intervāla iekšpusē. Tālāk, pieņemot, ka c=0,001,

pirmās 1000 vērtības attēlojas intervāla ( —0,001; 0,001) ārpusē,
bet visas pārējās, sākot ar 1001, izrādīsies šī intervāla iekšpusē.

Tātad, lai cik mazu mēs izvēlētos pozitīvu skaitli c, vienmēr

tikai galīgs skaits punktu atradīsies intervāla (—e;e) ārpusē, bet

visi pārējie (un tādu ir bezgalīgi daudz!) atradīsies tā iekšpusē.

Definīcija. Mainīgo lielumu x sauc par bezgalīgi mazu

lielumu (jeb saka, ka tas tiecas uz nulli), ja dotajā maiņas pro-

cesā tā absolūtā vērtība \x\ kļūst un tālākā mainīšanās gaitā ari

paliek mazāka par jebkuru iepriekš dotu pozitīvu skaitīt c, lai ari

cik mazu mēs šo c izvēlētos.

Sajā gadījumā raksta, ka *->0 (x tiecas uz nulli).
Bezgalīgi maza lieluma definīcijā uzsvērts, ka jāiestājas mo-

mentam, pēc kura tā absolūtā vērtība paliks mazāka par jebkuru

iepriekš uzdotu (nemainīgu) skaitli c. Tā, piemēram, lielums x=l;

-ģ-; 1; -ļ-; I;nav bezgalīgi mazs lielums, jo maiņas pro-

cesā tas brīžiem gan kļūst mazāks par katru iepriekš dotu pozitīvu
skaitli, bet tālākajā mainīšanās gaitā nepaliek mazāks par šo

. . „ ,
n+l , . 2 3 4 5

skaitli. Tāpat lielums x= t. i., x=

m; —; —;—;...

nav bezgalīgi mazs lielums, jo *= = To^+ 14rĪ60+

+ 'inn >— un tātad maiņas procesā nekad nekļūst mazāks
IOUn 100

par īuo-
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Svarīgi atzīmēt, ka bezgalīgi mazs lielums pēc būtības ir mai-

nīgs lielums. Nevienu skaitli, lai cik mazs tas būtu, nevar uz-

skatīt par bezgalīgi mazu lielumu, jo vienmēr varam izvēlēties

tādu c, kas ir mazāks par šo skaitli. Izņēmums ir skaitlis nulle,
kuru mēs uzskatīsim par bezgalīgi mazu lielumu, jo nulle, ir ma-

zāka par katru iepriekš dotu pozitīvu skaitli.

Bezgalīgi maza lieluma jēdzienu nedrīkst sajaukt ar ikdienā

lietoto ļoti maza lieluma jēdzienu. Tā, piemēram, 1 cm garš no-

grieznis, salīdzinot ar attālumu no Zemes līdz Saulei ir ļoti mazs

lielums, bet ne bezgalīgi mazs (jau tāpēc vien, ka tas ir pastā-
vīgs lielums). Turpretim, ja mēs konstatētu, ka attālums starp
kādām divām stāvzvaigznēm neierobežoti samazinās, tad šo at-

tālumu varam uzskatīt par bezgalīgi mazu lielumu, lai arī šo-

brīd tas mērījams gaismas gados. Stingri ievērosim, ka matemā-
tiskais termins «bezgalīgi mazs lielums» nav domāts mainīgā
lieluma skaitliskās vērtības raksturošanai, bet gan mainīgā lie-

luma maiņas rakstura apzīmēšanai.
Apskatīsim dažas bezgalīgi mazu lielumu īpašības.
I. Divu bezgalīgi mazu lielumu summa (starpība) Ir bezga-

līgi mazs lielums.

Tiešām, ja katrs saskaitāmais tiecas uz nulli, tad arī summa

tiecas uz nulli. Tā, piemēram, ja

ct=lo; 1; 0,1; 0,01; 0,001;...

(3=110; 11; 1,1; 0,11; 0,011;...
tad

a+p=l2o; 12; 1,2; 0,12; 0,012; ...

ir bezgalīgi mazs lielums.*

Arī divu bezgalīgi mazu lielumu starpība ir bezgalīgi mazs

lielums, jo starpību varam vienmēr uzskatīt par summu:

a-B= a+ (-p).

Arī trīs, desmit un vispār galīga skaita bezgalīgi mazu lie-

lumu summa vai starpība (īsāk: algebriska summa) ir atkal bez-

galīgi mazs lielums. Ja turpretim dotajā maiņas procesā saskai-

tāmo bezgalīgi mazo lielumu skaits neierobežoti aug, tad summa

var arī nebūt bezgalīgi maza. Piemēram (ja ir n vienādi saskai-

tāmie) :

J_,J, ,_L
=

J___L
ns

+
n
2+"'+

fls
n
'n2 n'

222 2
„

—+—+... +— =n- —=2;
n n n n

'+.U...+ ' -~i-v«.
|re yn yn yn

*
Te iepriekš jāvienojas, ka par divu kādā maiņas procesā līdzdarbojošos

bezgalīgi mazo lielumu summu sauksim mainīgo lielumu, ko dabū, saskaitot abu

doto mainīgo lielumu atbilstošās vērtības.
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Te pirmā summa ir bezgalīgi mazs lielums (kad n= 1, 2, 3, 4,...),
otrā summa ir pastāvīgs lielums, bet trešā summa neierobežoti

aug. Tāpat, neierobežoti dalot patvaļīgu taisnes nogriezni AB 2,

4, 8, 16 utt. vienādās daļās, dalīšanas rezultātā iegūto nogriežņu
lielums būs bezgalīgi mazs lielums, bet to summa tāda nebūs, jo
tā vienmēr paliks vienāda ar nogriezni AB.

2. Bezgalīgi maza lieluma reizinājums ar ierobežotu lielumu

ir bezgalīgi mazs lielums.

Tā, piemēram, ja bezgalīgi mazais lielums pieņem vērtības

1; 0,1; 0,01; 0,001;..., bet ierobežotais lielums pastāvīgi paliek
mazāks pēc absolūtās vērtības par 1000, tad reizinājumi (pēc kār-

tas) būs (pēc absolūtās vērtības) mazāki par 1000; 100; 10; 1;

0,1; 0,01;..., t. i., bezgalīgi mazā lieluma reizinājums ar iero-

bežotu lielumu ir bezgalīgi mazs lielums.

No šīs īpašības izriet, ka pastāvīga un bezgalīgi maza lieluma

reizinājums ir bezgalīgi mazs lielums un ka divu (vai vairāku,
noteiktā skaitā ņemtu) bezgalīgi mazu lielumu reizinājums ir

bezgalīgi mazs lielums (pastāvīgs un bezgalīgi mazs lielums abi

ir ierobežoti).
Atzīmēsim vēl, ka divu bezgalīgi mazu lielumu dalījums var

arī nebūt bezgalīgi mazs lielums. Piemēram, ja a——, B=—=,
n n

2

2
.

Y=—, kur n= 1, 2, 3, 4,..., tad
a, B un y ir bezgalīgi mazi lie-

lumi, bet —=— ir bezgalīgi mazs lielums, kamēr —=2 ir pa-
ct n a

stāvīgs (tātad ierobežots) lielums turpretim "ļļ~ =n neiero-

bežoti aug (sk. arī 63. §.).
57. §. Bezgalīgi lieli lielumi, to pamatīpašības. Definīcija.

Mainīgu lielumu x sauc par bezgalīgi lielu lielumu, ja tas dotajā
maiņas procesā pēc absolūtās vērtības neierobežoti aug, precīzāk,
ja tā absolūtā vērtība \x\ maiņas procesā kļūst un, tālāk maino-

ties, ari paliek lielāka par katru lepriekš dotu pozitīvu skaitli M,
lai cik lielu mēs to Izvēlētos.

Sajā gadījumā raksta, ka (x tiecas uz bezgalību).
Piemēri. 1) x=fi; 2) x=-n; 3) x=(-l) n

-n (n=1,2,3,
4, .. .). Pirmajā gadījumā x pieņem tikai pozitīvas vērtības, otrajā
gadījumā tikai negatīvas vērtības, bet trešajā gadījumā gan po-

zitīvas, gan negatīvas vērtības. Maiņas procesā visos trijos gadī-
jumos \x\ kļūst un tālākā mainīšanās gaitā arī paliek lielāks par

10; 100; 1000 utt., t. i., lielāks par katru iepriekš dotu pozitīvu
skaitli M.

Ņemot mainīgā lieluma x vērtību par punkta abscisu, dabūsim
kustīgu punktu uz skaitļu ass, kas pirmajā gadījumā attālinās

no sākuma punkta pa labi, otrajā gadījumā pa kreisi, bet tre-

šajā gadījumā svārstās ar arvien pieaugošu amplitūdu ap sākuma
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punktu. Lai kādu mēs izvēlētos pozitīvu skaitli M, agri vai vēlu

maiņas procesā iestāsies tāds moments, sākot ar kuru mainīgais
punkts nonāks intervāla (—M;M) ārpusē un tālākā mainīšanās

gaitā tur arī paliks;

4) mainīgais lielums x=[l+( — l)
n] • n (n= 1, 2, 3, 4,...), t. i.,

lielums, kas pieņem vērtības 0; 4; 0; 8; 0; 12; 0; 16; 0;... ir gan

neierobežots, bet nav bezgalīgi liels, jo maiņas procesā vienmēr

tas pieņem arī vērtību nulli, tātad nepaliek lielāks par katru pozi-
tīvu skaitli M.

Bezgalīgi liela lieluma jēdzienu nedrīkst sajaukt ar ļoti liela
lieluma jēdzienu. Pirmais norāda vienīgi mainīgā lieluma maiņas

raksturu, bet ne tā skaitlisko vērtību.

Ja bezgalīgi lielais lielums x maiņas procesā, sākot ar kādu

momentu, pieņem tikai pozitīvas vērtības (kā 1. piem.), tad saka,
ka x tiecas uz plus bezgalību, un raksta x-> + 00, bet, ja tas pie-

ņem tikai negatīvas vērtības (kā 2. piem.), tad saka, ka x tiecas

uz mīnus bezgalību, un raksta x—>- — 00. Ja nav svarīgi, kāda

zīme ir bezgalīgi lielam lielumam, tad raksta vienkārši x->co.

Atzīmēsim dažas vienkāršas bezgalīgi lielu lielumu īpašības.
1. Bezgalīgi liela lieluma apgriezts lielums Ir bezgalīgi mazs

lielums, bet bezgalīgi maza lieluma apgriezts lielums Ir bezga-
līgi liels lielums.

To mēdz dažreiz nosacīti pierakstīt tā:
—=0; -—=00. Sādi
oo 0

pieraksti ir pareizi jāsaprot. Tā, piemēram, pirmais pieraksts no-

zīmē, ka, ja vienādībā ~=a lielums x neierobežoti aug, tad šajā

pašā procesā lielums ci neierobežoti tuvojas nullei.

Analogi atšifrējamas visas formulas, kas satur bezgalības

simbolu. Ta formula ir saīsināts nosacīts pieraksts

šādam faktam: maiņas procesā, kad lielums cp neierobežoti tuvo-

jt
jas -ķ,

lielums x=tgcp pec absolūtas vērtības neierobežoti aug,

t. i., ir bezgalīgi liels lielums. Šādā veidā bieži ar simbolu oo

var izpildīt tādas pašas darbības kā ar parastiem skaitļiem, kaut

gan, protams, oo nav skaitlis, bet ir simbols bezgalīgi liela lie-

luma apzīmēšanai, pie tam dažādos piemēros tas var apzīmēt da-

žādus bezgalīgi lielus lielumus.

2. Bezgalīgi liela lieluma un lerobežota lieluma summa Ir bez-

galīgi liels lielums: x+oo =00, ja ļxļ<M.
Arī divu vienādas zīmes bezgalīgi lielu lielumu summa ir

bezgalīgi liels lielums. Turpretim divu dažādu zīmju bezgalīgi
lielu lielumu summa var arī nebūt bezgalīgi liels lielums. To pie-
raksta šādi: 00+00 =00; 00 —00 ir nenoteiktība. Tātad ar sim-

bolu 00 ne vienmēr var rīkoties kā ar skaitli; ne vienmēr

00 —00=0, jo 00 —00 ir tikai saīsināts pieraksts starpībai x—y.
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kur x un y ir bezgalīgi lieli lielumi, vispārīgā gadījumā dažādi.

Tādēļ katrā atsevišķā gadījumā šī starpība var būt dažādas da-
bas mainīgs lielums

— galīgs, bezgalīgi mazs vai bezgalīgi liels.

3. Divu bezgalīgi lielu lielumu reizinājums ir bezgalīgi liels
lielums: 00-oo=co. Vēl vairāk: bezgalīgi liela lieluma reizinā-

jums ar ierobežotu lielumu, kurš netiecas uz nulli, ir bezgalīgi
liels lielums. Līdz ar to arī bezgalīgi liela lieluma reizinājums ar

skaitli, kurš nav nulle, ir bezgalīgi liels lielums.

Turpretim bezgalīgi liela lieluma reizinājums ar bezgalīgi

mazu lielumu ir nenoteiktība. Tiešām, ja x=n; y——\ z=~;1
n n2

u=4= (n= 1, 2, 3,4,...), tad x-y=\ (galīgs lielums), x-z= —

(bezgalīgi mazs lielums), bet x-u= (bezgalīgi liels lielums).
58. §. Lielumi, kas tiecas uz robežu. Vispirms apskatīsim da-

žus piemērus.
1. Dots taisnleņķa trijstūris ABC (83. zīm.). ledomāsimies, ka

tā virsotne B slīd pa perpendikulu CB uz leju, neierobežoti tuvo-

joties taisnā leņķa virsotnei C. Katetes CB garums šajā maiņas
procesā ir bezgalīgi mazs lielums. Apskatīsim šajā procesā hipo-
tenūzas AB garuma mainu.

Tā kā O<AB-AC<CB un CB-+O, tad arī t. i.,

starpība starp hipotenūzas AB un katetes AC garumiem ir bezga-
līgi mazs lielums.

2. Regulāra daudzstūra iekšējo leņķi nosaka pēc formulas

n

Liksim n neierobežoti palielināties. Vispirms pārrakstīsim cp šādi:

ori
4d

cp= 2a
n

un apskatīsim starpību

2a —w ——.
n

83. zīm. 84. zīm.
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4d
Lielums īd ir pastāvīgs, n bezgalīgi liels lielums, bet — =

=4d ir bezgalīgi mazs lielums (kā pastāvīga lieluma reizinā-

jums ar bezgalīgi mazu Starpība 2d—<p tātad ir

bezgalīgi mazs lielums.

3. Punkts M kustas plaknē pa lauztu līniju (84. zīm.). Ap-
skatīsim, kā mainās punkta M abscisa x, kas ir reizē arī punkta
M projekcijas A abscisa. Punkts A kustas vispirms pa labi līdz

3 5

punktam —, tad pa kreisi līdz punktam
-ķ,

tad atkal pa labi

3 1
līdz punktam t?r, pa kreisi līdz punktam

-ķ, pa labi līdz pun-

-3
ktam — utt. No zīmējuma redzams, ka attālums starp punktiem

A un 1 un arī starpība X— 1 tiecas uz nulli.

Definīcija. Skaitli a sauc par mainīga lieluma x robežu,

ja starpība x—a dotajā maiņas procesā Ir bezgalīgi mazs lielums.

Sajā gadījumā raksta, ka jeb limx=a■ (lasa: robeža

no x ir vienāda ar a; lim izveidojies no latīņu vārda «limes», kas

nozīmē robežu).

Saskaņā ar šo definīciju bezgalīgi maza lieluma robeža ir

nulle. Bezgalīgi lieli lielumi turpretim ne uz kādu robežu netie-

cas, kaut arī te mēdz lietot pierakstu lim* =00.

Mainīgs lielums var dažādi tiekties uz robežu. Tā 1. piemērā

hipotenūzas AB garums tiecas uz robežu (uz katetes AC garumu),
palikdams vienmēr lielāks par šo robežu. 2. piemērā cp tiecas uz

robežu 2d, palikdams vienmēr mazāks par to. Turpretim 3. pie-
mērā mainīgais lielums x maiņas procesā kļūst te lielāks, te ma-

zāks par savu robežu 1, pie tam kļūdams bezgalīgi daudz reižu

arī vienāds ar šo robežu.

Vispār, ja mainīgais lielums x tiecas uz robežu a, palikdams
vienmēr lielāks par šo robežu, tad saka, ka x tiecas uz a no labās

puses (padomāt par lielumu x un a attēliem uz skaitļu ass), un

to apzīmē šādi: x-+a+0. Analogi, ja x tiecas uz ņ, palikdams
vienmēr mazāks par to, tad saka, ka x tiecas uz a no kreisās

puses, un raksta x->-a —0.

levērpjot bezgalīgi maza lieluma definīciju, varam dot arī šādu

mainīgā lieluma robežas definīciju: saka, ka mainīgais lielums x

tiecas uz robežu a, ja dotajā maiņas procesā starpības x—a abso-

lūtā vērtība \x—a\ kļūst un tālākā mainīšanās gaitā ari paliek
mazāka par jebkuru lepriekš dotu pozitīvu skaitli c.

Tā kā \x—a\ ģeometriski nozīmē garumu skaitļu ass nogriez-
nim starp punktiem x un a, tad definīcija apgalvo, ka maiņas
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procesā x nonāks intervāla (a— e;a +c) iekšpusē un turpmākā
mainīšanās gaitā tur arī paliks (85. zīm.).

Minēsim dažus secinājumus, kas izriet no robežas defi-

nīcijas.

85. zīm.

1. Mainīgais lielums nevar tiekties uz divām dažādām robe-

žām, jo mainīgais punkts nevar reizē atrasties divu dažādu inter-

vālu iekšpusē, kas viens otru nesedz.

2. Ne katram mainīgajam lielumamir robeža. Piemēram, mai-

nīgais lielums %=sina, leņķim ct neierobežoti palielinoties, svār-

stās starp — 1 un +1 un ne uz kādu robežu netiecas.

3. Pastāvīga lieluma c robeža ir pats šis lielums, jo starpība
c—c=0 ir bezgalīgi mazs lielums.

4. Ja x->a, tad x—a=ci ir bezgalīgi mazs lielums, tādēļ var

rakstīt

x=a+ a, (7.1)

t. i., katru mainīgo lielumu, kas tiecas uz robežu, var uzrakstīt

šis robežas a un bezgalīgi maza lieluma a summas veidā. Arī
otrādi: ja mainīgais lielums x ir uzrakstāms šādas summas veidā,
tad a ir mainīgā lieluma x robeža.

Apskatīsim vēl dažus piemērus:

2/2 -f- 5
1) X— ; «=1,2,3,4,... Mainas procesā x pieņem šādas
nr \ '

vērtības:

7;4;3ļ;34;3;2ļ;2ļ;2ļ;2ļ;...
Intuitīvi secinām, ka limx=2. Pierādīsim, ka tas tiešām tā ir.

Tādēļ konstatēsim, ka x—2 ir bezgalīgi mazs lielums. Tiešām,

x 2
_2n + 5

2
_2n+ 5-2tt_s J_

n n n n

bet pastāvīga lieluma 5 reizinājums ar bezgalīgi mazu lielumu

— ir bezgalīgi mazs lielums.
n

Pie tā paša slēdziena nonākam, ja ievērojam, ka

2n+ 5 2/1,5'
„

5
x= =—+—=2-ļ ,

n n n n
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5

un, ta ka — ir bezgalīgi mazs lielums, tad lim x= 2 (sk. 4. se-

cinājumu no robežas definīcijas).
Sajā piemērā, starp citu, x tiecas uz robežu no labās puses,

t. i., paliekot par to visu laiku lielāks. To pieraksta tā: x-+2+Q;

2) mainīgais lielums x pieņem pēc kārtas šādas vērtības:

0,3; 0,33; 0,333; 0,3333;...

Pierādīsim, ka tā robeža ir —. Tiešām, tā kā

I_
=

_3 r 33_ J_ 333

'

1
X

3~ 10 3 : 100~ 3
!

1000 3 ''" "

jeb

l 1
.

1 1

X
3~~ 30 ' 300; 3000 ;'""

tad x —\~ ir bezgalīgi mazs lielums, t. i., lim x= ~;
'o o

3) x=(-l) n ļl-J_j; n=1,2,3,4,...

Te x maiņas procesā pieņem vērtības

J_.
_

2_. _3_. _±. ±.
'2' 3:4' 5 ' 6'"" '

Mainīgais lielums svārstās ap sākuma punktu, te tuvojoties 1,

te atkal tuvojoties —1. Mainīgajam lielumam tādēļ robeža ne-

eksistē;

Mainīgais lielums pieņem vērtības

i_L. i
3 . ,±. ,A. ,A. ,1. ,JL.

100' 20*0' 300' 400' 500' 600' 700
""

Varētu likties, ka limx=l. Tas tomēr ir aplami, jo

. 101tt+l
_

101n+l-100n n+l
_

n

X ~

100/2 IOOn ~ĪOOn~ĪO6n
+

+
_1_

=
_L

+_J_>
_L

IOOn 100 IOOn 100 '

t. i., x— 1 nav bezgalīgi mazs lielums. Intuīcija šoreiz mūs ir mal-

dinājusi. Sai gadījumā ir robeža 1 .
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59. §. Kopsavilkums. Pamatteorēmas par robežām. Robežu

eksistences teorēmas. Mainīgais lielums kādā maiņas procesā var

piederēt pie viena no šādiem veidiem.

1. Tas var būt ierobežots, un tam var būt robeža; speciālā

gadījumā, ja šī robeža ir nulle, tas ir bezgalīgi mazs lielums.

2. Tas var būt ierobežots, bet tam var neeksistēt robeža. Kā

piemēru var minēt jc=sina, kad ci neierobežoti aug.

3. Tas var būt neierobežots un pie tam bezgalīgi liels; tādā

gadījumā nosacīti raksta limx =co (arī +oo vai — oo) un saka,
ka tā robeža ir bezgalība, kaut gan patiesībā robeža neeksistē.

4. Tas var būt neierobežots, bet ne bezgalīgi liels. Kā piemēru
var minēt x=tga, kad cx-*-00. Šis tga kļūst lielāks pēc abso-

lūtās vērtības par katru iepriekš dotu skaitli M, bet nepaliek par
to lielāks.

Ja mainīgajam lielumameksistē robeža, tad tas ir ierobežots.

Bet otrādi, kā tas parādīts 2. punktā, ne vienmēr var apgalvot.
Apskatīsim pamatteorēmas par robežām, kas turpmāk

būs nepieciešamas mainīgo lielumu robežu atrašanai.

1. teorēma. Ja vienā un tai pašā maiņas procesā x-+a, bet

y-*-b, tad x+y-*-a +b jeb llm(x+y) =limx+ limy, t. t., summas

robeža ir vienāda ar atsevišķo saskaitāmo robežu summu.

Pierādījums-. Šeit pietiek ievērot, ka x=a+a un y=b+p,
kur a un p ir bezgalīgi mazi lielumi. Tādēļ x+y= (a+b) + (a+p);
šeit (a+b) ir pastāvīgs lielums un (a+p)* bezgalīgi mazs lie-

lums un pēc robežas definīcijas

lim(jc +w) =a+& =lim x+limy.

Teorēma paplašināma arī galīga skaita saskaitāmiem un to algeb-
riskām summām.

2. teorēma. Reizinājuma robeža ir vienāda ar atsevišķo rei-

zinātāju robežu reizinājumu: \im(xy) =lim*'lim«.

Pierādījums. Pielietojot iepriekšējos apzīmējumus xy=

=(a+ a) • (fe+p) =ab+ (ap+ ba+ap), bet visi pēdējās iekavās

ieslēgtie lielumi ir bezgalīgi mazi lielumi, tādēļ arī to summa ir

bezgalīgi mazs lielums.** Bet, tā kā xy=ab+bezg. mazs lielums,
tad \im(xy) =ab jeb

\im(xy) =lim x • lim y.

Teorēma attiecināma arī uz vairākiem reizinātājiem.
Secinājums. Ja mainīgais lielums satur pastāvīgu reizinā-

tāju, tad šo pastāvīgo reizinātāju var ņemt pirms robežas zīmes.

limcx =\im c •
lim x=c lim x.

* Sk. 56. § bezgalīgi mazo lielumu pamatīpašības.
** Turpat
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3. teorēma. Dalījuma robeža Ir vienāda ar dalāma un da-

lītāja robežu dalījumu, ja vien dalītāja robeža nav nulle:

~
x \imx

lim—=T. .

y hmy

Pierādījums.

x a_a+g a _ab +ab—ab
—afi

_

..,

_

. 1

J~T~~b+J~ b
~

Hb +i)
- (oa-aP)-mb(b +t) '

Pirmais reizinātājs ir bezgalīgi mazs lielums, bet otrais reizinā-

tājs ir ierobežots, jo saucējs tiecas uz b2. Tas nozīmē, ka, sākot no

kāda brīža, saucējs kļūs un paliks lielāks, piemēram, par ~^b2, bet

l i 12

■ķjķ^—r kļus un paliks mazāks par -ļ
— Bet ierobežota

lieluma reizinājums ar bezgalīgi mazu lielumu ir bezgalīgi mazs

lielums. Tas nozīmē, ka

x a Umx . ~ ...

lim—=-r=p—-, ja limw =

y b \\my
3

Piezīme. Ja lim« =0, bet lim*= tad lim— =

i y

<=lim—x= oo •a =cxd. Ja turpretim gan limy=0, gan lim.v =0,
y

x
tad izteiksme — ir nenoteiktība, par kuru bus runa tālāk.

y

4. teorēma. Katram monotoni augošam (dilstošam), bet

ierobežotam mainīgajam lielumam eksistē robeža (Veierštrasa ro-

bežas eksistences teorēma).
Sī teorēma (to nepierādīsim) lietota jau vidusskolā. Tā, pie-

mēram, ievilkta regulāra daudzstūra perimetrs ir monotoni augošs
lielums, ja malu skaits aug, bet tas tomēr ir ierobežots; tas visā

maiņas procesā ir mazāks, piemēram, par apvilkta kvadrāta peri-
metru. Tādēļ eksistē perimetra robeža, kas ir vienāda ar riņķa
līnijas garumu.

_

Cits piemērs: mainīgais lielums x pieņem pēc kārtas visas

ļ/2 vērtības, kas ņemtas ar iztrūkumu un aprēķinātas vispirms
ar precizitāti līdz 1, tad līdz 0,1, pēc tam līdz 0,01 utt., t. i.,

x=\; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142;...

Maiņas procesā x monotoni aug, bet paliek tomēr mazāks par
kadu skaitli, piem., 1,5. Mainīgajam lielumam x tādēļ eksistē ro-

beža — skaitlis V2.
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5. teor ēm a. Ja mainīgais lielums x paliek vienmēr ieslēgts

starp diviem mainīgajiem lielumiem y un z kuri tie-

cas uz vienu un to pašu robežu, tad ari mainīgais lielums x tie-

cas uz to pašu robežu.

Pierādījums. Ja bet limy=limz =a, tad

a+ cc<A:<a+p, kur cc un 6 ir bezgalīgi mazi lielumi. Bet tad

a<x—c<B, t. i., x— a ir, bezgalīgi mazs lielums, tātad arī

limx=a.

Šo teorēmu dažreiz lieto citu teorēmu pierādīšanai.

60. §. Jēdziens par funkcijas robežu; robežu aprēķināšanas pie-
mēri. Pieņemsim, ka mainīgais lielums y ir kāda cita mainīgā
lieluma x funkcija:

y=f(x).

Mainīgā lieluma robežu varam atrašt, ja ir zināms tā maiņas
process. Funkcijas robežu turpretim meklē, norādot vienīgi, ka tās

arguments x tiecas uz kādu skaitli a (vai oo). Tāds norādījums
nenosaka noteiktu maiņas procesu, jo mēs varam visdažādākos

veidos likt argumentam tiekties uz doto skaitli a (vai oo). Kat-
ram šādam argumenta maiņas procesam atbildīs savs funkcijas
f(x) maiņas process.

Definīcija. Ja funkcijas robeža jebkurā argumenta mai-

ņas procesā, kad x->-a (vai *->oo), ir viena un tā pati, tad šo

kopējo robežu b sauc par funkcijas robežu un raksta

lim f(x) =b [attiecīgi lim f{x)=b]. (7.2)
ļ x-ya x-+oo

Lasa: robeža no f(x), kad x tiecas uz a (x tiecas uz bezgalību)
ir vienāda ar b.

Dažreiz meklē funkcijas y=f(x) robežu, kad x-»-a, ar nosa-

cījumu, lai vienmēr būtu x>a. Tas nozīmē, ka x var patvaļīgā
veidā tiekties uz a, vienīgi tam vienmēr jāpaliek lielākam par a.

Robežu, kas iegūta ar šādu nosacījumu, sauc par funkcijas labo

robežu, un to apzīmē šādi:

lim f(x) =b jeb, ja a= 0, lim f(x) =b.

x-*a+o x-»-+0

Analogi, ja x-+a —0, t. i., x tiecas uz a no kreisās puses,
tad iegūto robežu sauc par funkcijas kreiso robežu un to pieraksta

ar
lim f(x) =b resp. lim f(x)=b.
x-*-a—o x-»~0

Saprotams, ka funkcijai eksistē robeža (kad x-va) parastā no-

zīmē, ja abas šīs robežas, t. i., kreisā un labā, ir vienādas.

Līdzīgi vajadzības gadījumos apskata atsevišķi funkcijas ro-

bežu, kad x->- + oo un 00.

Kas attiecas uz funkcijas robežu aprēķināšanu, tad te var pie-
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lietot teorēmas par robežām (59. §), kā arī bezgalīgi mazu un

bezgalīgi lielu lielumu īpašības.
Piezīme. Funkcijai nav jābūt definētai punktā x= a, jo

tādā gadījumā varam pieņemt, ka x tikai tuvojas a, bet maiņas

procesā nekad nekļūst vienāds ar a (ja funkcija ir definēta punktā
x= a, tad maiņas procesā x šo vērtību a parasti var ari pieņemt).

Apskatīsim robežu atrašanas piemērus.
1. piemērs.

2 1
lim : =2 • lim =2 •oo=00.

x-M X— 1
X-M X— 1

Robežas aprēķināšanai izmantojam vispirms 59. § 2. teorēmas

secinājumu par pastāvīga reizinātāja ņemšanu pirms robežas zī-

mes. Pēc tam ņēmām vērā, ka x— 1 ir bezgalīgi mazs lielums,

kad x->-l, bet tā apgrieztais lielums
- ir bezgalīgi liels lie-

lums. Beidzot pielietojam bezgalīgi liela lieluma īpašību, ka tā rei-

zinājums ar skaitli, kurš nav nulle, ir bezgalīgi liels lielums.

Funkcijas robeža tātad šajā gadījumā neeksistē.

Praksē šādas funkcijas robežas noskaidrošanai lieto vienkār-
šāku kārtulu: ja skaitītājs ir ierobežots lielums, bet saucējs
tiecas uz nulli, tad daļa tiecas uz bezgalību. Dažreiz lieto arī no-

-2 2.
sacīto pierakstu lim -=-—=00.

x-i*-l 0

Atzīmēsim vel, ka 1. piemēra dabūjam dažādas bezgalības
(+ oo vai — oo) atšķirībā no tā, vai x->-l+o, vai x->\—0.

Tiešām,

lim r= 2 • lim =2 •(+ oo) = +00,
x-i-l+o *— » x-»-l+o^

— 1

bet

2 1
lim =2• lim r- =2• (—oo) =— 00.

x->-l-ū X— 1 x-M-0 X— 1

Pirmajā gadījuma lielums

x— 1 un tātad arī tā apgriez-

tais lielums ——r ir pozitīvi,
x— 1

r

kamēr otrajā gadījumā tie ir

negatīvi. Rezultāta zīme jā-
ņem vērā, piemēram, zīmē-

jot funkcijas y= r gra-

fiku (86. zīm.). Vispār robežu

aprēķināšana dažkārt ir efek-

tīvs paņēmiens grafiku kon-

struēšanai. Sim nolūkam vēl 86. zīm.
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jāatrod lim _=0, jo tad ir noteikta ari hiperbolas y= -

x-+±oo X 1 X— 1

horizontālā asimptota y=0 (vertikālā asimptota ir x=l).

2. piemērs.

lim (2*4-3) lim2x+ lim3 21imA;4-3

ļļ m

ZX+6
_

x->2x-»2x->-2 x-> 2 2•2+6
_^

x_.2
x- 1 lim (*— 1)

—

lim * —lim 1~~ 2-1
~~

1
_

'

x-+2 x->-2 x->-2

So piemēru atrisinājām, izmantojot teorēmas par robežām

(iepriekšējā piemērā to nevarējām, jo tur saucēja robeža ir nulle).
Izrādās tomēr, ka to pašu rezultātu varēja dabūt ari vienkārši,
liekot funkcijas izteiksmē x= 2. Var parādīt, ka tā var rīkoties

visos tajos gadījumos, kad funkcija, kuras robežu meklējam, pie-
der pie elementārām funkcijām un x=a pieder funkcijas definīci-

jas apgabalam. Tādā gadījumā

• lim/*(*)-/(£»), (7.3)
x-*a

t. i., funkcijas robeža, kad x-+a, ir vienāda ar funkcijas vērtību,
kad argumenta vērtība ir a.

Sī kārtula nav lietojama šādos gadījumos:
a) ja f(x) ir daļveida funkcija un daļas saucējs, kad x= a,

ir nulle. (Ja bez tam skaitītājs, kad x= a, nav nulle, tad, kā redzē-

jām l. piemērā, daļa tiecas uz bezgalību);

b) ja *->00, jo oo nav skaitlis un to nevar tieši ievietot fun-

kcijas izteiksmē;

c) ja daļas skaitītājs un saucējs, kad x= a, abi ir vienādi ar

nulli vai abi tiecas uz 00, kad x->a. Sajā gadījumā dabūjam

šāda tipa nenoteiktības: un —, par kurām jārunā īpaši;r 0 oo

d) ja gadījumā, kad *->a, dabūjam kādu no citām nenoteiktī-

bām oo — 00, 0 • 00, o°, oo° vai I°°.

Parasti, ja jāatrod funkcijas robeža, kad x-*-a, mēs mēģinām

vispirms tieši ievietot funkcijas izteiksmē x= a un tikai tad, ja
dabū kādu no augšminētajām nenoteiktībām, cenšamies kaut kā

citādi noteikt funkcijas robežu. Kā ,to dara, parādīsim turpmākos

piemēros.
3. piemērs.

2 +A__L
2x2+3x-l

_Hm
x x2_2

3x 2
4-x+l

3+
_L +_L

3
"

X x-

Te dalījām skaitītāju un saucēju ar * augstāko pakāpi x 2 un tad

pielietojām teorēmas par summas un dalījuma robežām.
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4. piemērs.

.. -V-2+l
~

X X30
_

hm = lim
j—

=
-r-=0.

Seit dalījām skaitītāju un saucēju ar x3. Sāds paņēmiens lieto-

jams vienmēr, ja meklē robežu daļveida racionālai funkcijai, kad
x->oo.

5. piemērs.

x3+1 "r3
lim-

I
-

T
=lim——-==00,

x

+
x

3

jo skaitītājs ir ierobežots lielums (tiecas uz 1), bet saucējs tie-

cas uz nulli.

Pēc pēdējiem trim piemēriem var spriest par racionālu daļu
robežām, kad x-*-00. Ja skaitītāja un saucēja polinomi ir ar vie-

nādu pakāpi, tad daļas robeža, kad x->oo, ir vienāda ar šo po-

linomu «vecāko» locekļu koeficientu attiecību (ar polinoma ve-

cāko locekli saprotam locekli, kurš satur x augstākā pakāpē). Ja

turpretim abu polinomu pakāpes ir dažādas, tad daļas robeža ir

nulle vai bezgalība atkarībā no tā, vai skaitītāja polinoma pa-

kāpe ir zemāka vai augstāka par saucēja polinoma pakāpi.

6. piemērs.

lim = lim- ļ—=-j-=1.
x-»--hco X+ 1

x-+ +oo
ļ j

ļ_ 1

X

Arī te sekmīgi ndteicām robežu, dalot skaitītāju un saucēju ar x

(skaitītāja zemsaknes izteiksme tad jādala ar x 2).
Ir jābrīdina no kļūdām, ko pielaiž, meklējot robežas funkcijām,

kas satur saknes darbības. Ilustrācijai aprēķināsim robežu tai

pašai 6. piemēra funkcijai, kad x->—oo.

lim*- — = lim
—- ; =—r— =—

1.

x—oo
*+i

X—OO , +
J_ 1

X

Bieži pēc dalīšanas ar x arī šeit atstāj skaitītāja sakni ar plusa

zīmi, bet tas nav pareizi. Nedrīkstam ignorēt faktu, ka ayfr =ļ/a2 b
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tikai tad, ja a>o; bet, ja a<o, tad ay&=-Va2b. Pedejo robežu

aprēķinot, mēs skaitītāju un saucēju dalām ar x<o, jo x-> — 00.

7. p i c m ē r s.

2x 2-3x+l
_~

Q-l) (2x-l)
_

2x- \_ 1

S x
2
+x-2

U
S 0-l)(x+2) x+2 3"

So robežu aprēķinājām, sadalot skaitītāju un saucēju reizinātā-

jos un saīsinot daļu ar x—\. levērosim, ka šī saīsināšana ir liku-

mīga (mēs nesaīsinām ar nulli), jo maiņas procesā, kad

x-l=£o.

8. piemērs.

lim = lim *jļ+
= lim

i —yi —jc x->o (i-yi-x)(i+yi-x) x^o » w(»-•«)

=lim
X(l+ļ,1 ~X)

=lim = l+yT=2.
x-*0 * x-*0

61. §. Divas svarīgas robežas. Naturālie logaritmi. Tikko ap-

lūkotajos piemēros sniegti daži norādījumi dažādu algebrisku

funkciju robežu aprēķināšanai. Ar to tomēr nepietiek, lai varētu

atrast kaut kuras funkcijas robežu. Transcendentu funkciju ro-

bežu aprēķināšanai jānoskaidro dažas svarīgas robežas.

I.

~
sin%

lim =?
x x-> 0

x

sin x 0
Liekot tieši funkcijas izteiksmē x= 0, dabūjam tipa

nenoteiktību. N

sin x

Ta ka ir para funkcija, tad pietiek apskatīt gadījumu,

kad x>o, t. i., kad x tiecas uz nulli no labās puses.

Ņemam trigonometrisko riņķi (87. zīm.) un salīdzinām trij-
stūru OAB un OAD laukumus ar sektora OAB laukumu.

LaOAB <L
sei(t. OAB <L AOAD

jeb, ievērojot šo laukumu izteiksmes,

yOA • CB<-Jpffi • CM<-ļ-0/1 • AD.

Saīsinot ar —r OA, dabūjam, ka
2* J

CB<AB<AD87. zīm.
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jeb, ja trigonometriska riņķa rādiuss ir 1, tad

sin .v<x<tgA:.

Dalot ar sinx>o, dabū

sin* cosx

jeb

i - sin x

1> >cosx.
X

Liekot lokam x tiekties uz nulli, dabūjam cosx->-l, un

S1" X

,

būdams maiņas procesā ieslēgts starp 1 un lielumu, kurš tiecas

uz 1, ari pats tiecas uz 1 (59. § 5. teorēma), t. i.,

l im£HL*=l. (7.4)
x->o

x

Piezīme. levērosim, ka loks x ir mērīts radiānos. Tā kā

loka un tā sinusa attiecības robeža ir 1, kad x->O, tad maziem

leņķiem (mērītiem radiānos) sinx maz atšķiras no x. To bieži
izmanto aptuvenos aprēķinos, maza leņķa sinusa vietā ņemot pašu
leņķi, mērītu radiānos.

1. piemērs.

]imlM
=Hm(^M. = lim !ĪM . Hm

_L_
=~! =L

x-*0 x x-vO \ X COS X I X-+0 x x-*0 COS X

2. piemērs.

= lim(^. 3 )=3.lim^-==3.l=3.
x->-0 x x-»-0 \ <** / 3x->-0 OX

3. piemērs.

,

2 sin 2
~ f /sin -£-\

2

..
I—cosx

~
2

..
/ 2 1 1

lim
1

= lira —r= = lim I 1— =

L\
2

I J

(.
Xv

2
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Robežu aprēķinājām, izmantojot trigonometrijas formulu

x
1 — cos x= 2 sin 2—. Vienkāršāk te lietot sakarību

sin 2
*

1 — cos x= — ,
14-cos x

ko dabū no sakarības 1 — cos
2
x=sin2

x, ja to dala ar I+cos.v.

Tad

~
I—cos*

~
sin 2

*
..

/sinx\2
..

1

lim 5—=1111171- tt—r= lim -lim————=

x-o
X2x_o (I+COSA-) -X' X-ļ-0 \ * / x^o I+COS*

=

12.1
=
1

2 2 '

4. piemērs.

sm*°
~

sin (-iM- x )
„
[Hi|Hv

lim = lim 5 -=hm 5 ' TāK '
■ x-*0

X x-> 0x x-*0 IoU

L
180

J

sin
jī

.. \ 180 /_ Jt . Jt
"~

TŠO
™

n TŠO 180'

180

11.

lim(l + —)' =?

x-*co\ X }

Te sastopamies ar I°° tipa nenoteiktību, jo ļl+lj->-l, kad

*->-00.

Apskatīsim vienkāršāko gadījumu, kad arguments * mainās

pa dabiskās skaitļu virknes locekļiem 1, 2, 3, 4,..., t. i., apska-
tīsim robežu

lim (1 +—V.

Mainīgais lielums pieņem pēc kārtas šādas vērtības:

9- ai- oli <>IR. 9
1526-

Z' Z4 ' Z

27 ' 3125

Lai konstatētu, ka mainīgā lieluma robeža eksistē, pierādīsim, ka
tas mainās monotoni un ir ierobežots (Veierštrasa teorēma).
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Izvirzot pēc Ņūtona binoma formulas, dabu

( 1H.l)--, +B:l+^^4+M«-l)(n-2) .1+
\ n) n 2! n

2 3! n
3

Tā kā visi izvirzījuma locekļi ir pozitīvi, tad

(l +ļ)
n

>2. (7.5)

No otras puses,

/ 1 \ n 11 1

\ n I 2! 3! n!

jo, atmetot izvirzījumā iekavas ļl—ij, ļl— utt., kas katra

ir mazāka par 1, summa palielinās. Nevienādību vēl vairāk pa-

stiprinām, labās puses visos saucējos apmainot ar 2 visus reizi-

nātājus, kuri lielāki par 2:

( I+±)"<1+ ( I+!+^+
...

+ j_).
Tā kā pēdējās nevienādības labajā pusē iekavās ieslēgtie locekļi

veido ģeometrisku progresiju ar kvocientu pirmo locekli

ai= l, bet šīs progresijas pirmo n locekļu summa

6n~

\-q _1_
=2

\
1 ~2^- i~2^•

tātad mazāka par 2, tad

Apvienojot nevienādības (7.5) un (7.6), dabūjam, ka

2 <('4)"<3
'

"

kas rāda, ka mainīgais lielums ļl+~~"j i r ierobežots.
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No Nutona binoma izvirzījuma

PHf-,+l+^-i)4('4)Kh-
izriet arī, ka mainīgais lielums ļl + ~~j > n au g°t> pieaug, jo

-i-, ... kļūst mazāki un tātad ļl—^"ļ-ļ 1—"jļ"}'" ' ie"

lāki, bez tam pievienojas vēl jauni pozitīvi locekļi. Mainīgais lie-

lums ļl+"~ļ tātad ir monotoni augošs un ierobežots. Pēc

Veierštrasa teorēmas šim mainīgajam lielumam eksistē robeža.

So robežu apzīmē ar burtu c, pie tam 2<e<3. Var pierādīt,
ka skaitlis c ir iracionāls skaitlis. Aptuveni to var aprēķināt, ja
ņem Ņūtona binoma izvirzījumā pietiekami lielu n.

Tad dabū

/ lim(l+—)
ne«2,71828,

=e«2,71828, (7.7)

kur c ir aprēķināts ar piecām decimālzīmēm.

Var pierādīt, ka arī

Hm[l+ļ)
X

=c, (7.8)

t. i., ka robeža iznāk tāda pati, ja x tiecas uz bezgalību jebkurā
veidā, pieņemot pozitīvas vai negatīvas vērtības, bet ne tikai vese-

las pozitīvas vērtības kā iepriekš.

1. p. iemēr s.

lim(i +
A\x

= i im [(i +
A\t1

8

= ļim [/ ļ +-LyT =

x-*co \ X I X
_H3O [\ Xļ J t-*x> L\ '/ .

X

Te liekam s- —
t un ievērojam, ka arī r-»-00, kad *->00.

o

2. piemērs.

lim(l+x)~= lim (l+-U' =c.
X-+0 t-»oo \ t I

* Šeit liekam -i-
=r un ievērojam, ka r->-00, ja x-+O.
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3. piemērs.

lim (l+x)
3T

= lim (l + -UT=lim[( 1+ -U IT
=

r i \«i± i 3_
= lim 1 +—T-ļ 3

=e
3 =ļ/e.

. t-*=o f /.

Skaitlis c kalpo par bāzi t. s. naturāliem logaritmiem. Skaitļa N

naturālo logaritmu apzīmē ar \nN(\oge
N vietā). Augstākajā ma-

temātikā visbiežāk lieto naturālos logaritmus. Lai izteiktu skaitļa
N naturālo logaritmu ar decimālo logaritmu palīdzību, lOgaritmē-
jam identitāti

pie bāzes 10 un dabūjam ln A7 • lge=lgiV, no kurienes

lnJV=ļ|y «2,3026lgA".

Piemēri.

1) 1n2«2,3026-1g2«2,3026•0,3010«0,6931.

2) ln 10«2,3026-lg10=2,3026.

Redzam, ka llilO=r—-• Starp divu dažādu sistēmu logarit-
\ge

miem vispār pastāv sakars

loga b=

1

—^
—

logb a

(to dabū, logaritmējot pie bāzes b logaritmisko identitāti a>°Sab
=

=b).
Logaritmējot savukārt identitāti

10tew=A/

pie bāzes c, dabū

IgAMn 10=lnA",

no kurienes \gN = «0,4343 InN.
& ln 10 '

Izrakstīsim vēlreiz dabūtās sakarības:

ln A" = =lgAMn 10«2,3026IgJV,
l ge

b s

InJV
(7"9)

lg N = =1nAMge«0,4343ln N.



Skaitli M =lge= T
-Ļ-«0,4343 sauc par pārejas moduli no

ln 10

vienas logaritmu sistēmas uz otru.

Logaritmējot identitāti

pie bāzes c, dabūjam formulu pārejai no naturāliem logaritmiem
uz logaritmiem pie kaut kuras- bāzes a:

N,

no kurienes

logaiV= =loga e.ln.V. (7.10)

Naturālajiem' logaritmiem ir tās pašas vispārīgās īpašības,
kādas ir decimāliem logaritmiem. Tā kā ln I=o, tad funkcijas
y =ln* grafika" krusto Ox asi punktā x=\. Ja x monotoni aug,

tad y
=\nx monotoni aug, pie tam ln* aug straujāk par lg*,

sasniedzot vērtību 1 jaupie argumenta vērtības x=e.

62. §. Funkcijas pieaugums. Jēdziens par funkcijas nepār-
trauktību. Apskatīsim kādu funkciju y=/(*), kuras grafika parā-
dīta 88. zīm. Ja arguments pieņem vērtību *o, tad funkcijas
vērtība ir vienāda ar f{xo). 5o vērtību attēlo ordināte NaM0.

Dodot argumentam citu vērtību xv funkcija dabū jaunu vēr-

tību f(*i), ko zīmējumā attēlo nogrieznis NļMļ.
1. definīcija. Starpību starp jauno un sākotnējo argu-

menta vērtību, t. L, *[—*
0, sauc par argumenta pieaugumu, bet

starpību starp atbilstošajām funkcijas vērtībām, t. v, f(*i)— /(*o),
sauc par funkcijas pieaugumu, ja argumenta vērtība pieaug no *0

līdz x\.

88. zīm.
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Ģeometriski argumenta pieaugumu attēlo orientēts abscisu ass

nogrieznis N
oNļ=Xi — x O, bet atbilstošo funkcijas pieaugumu —

orientēts (ordinātu asij paralēls) nogrieznis KMi= f(Xļ) —f (x 0).
Mainīgā lieluma pieaugumu apzīmē ar grieķu burtu A (delta).

Tā, piemēram, Ax (delta iks) apzīmē argumenta pieaugumu, Ay

(delta igrek) — funkcijas y pieaugumu, Af(x) (delta ef iks) —

funkcijas f(x) pieaugumu utt.

Izmantojot šos apzīmējumus, varam rakstīt, ka Ax=Xļ — x
a,

no kurienes Xi
=x Q+Ax,

by=f(xl)-f(x0) =f(xo+Ax)-f(x 0).

Piemērs. Ja f{x) =x 2, tad f{xo+Ax) = (xo+Ax)
2,

Ay=f{xo+Ax)-f(x Q) ={xo +Ax) 2-x0
2
=

=x 0
2+ 2x0 -Ax+ (Ax) 2

-x0
2
=2x0 -Ax+ {Ax)

2.

Funkcijas 'pieaugums Ay ir atkarīgs no diviem lielumiem
—

no argumenta sākotnējās vērtības x 0 un no argumenta pieauguma
Ax. Tā apskatītajā piemērā, ja xo=l un Ax =0,2, tad

Ay=2- 1 - 0,2+(0,2) 2
=0,4+0,04=0,44,

bet, ja x 0—2, tad pie tā paša Ax=o,2 dabūjam

Ay=2 •2-0,2+ (0,2)
2
=0,8+ 0,04=0,84.

Tāpēc mēdz runāt ne vienkārši par argumenta vai funkcijas pie-
augumu, bet par argumenta un funkcijas pieaugumu dotajā

punktā x =x
O.

Funkcijas pieaugums var būt gan pozitīvs, gan negatīvs
(88. zīm. KMi>o, bet PQ<O).

Piemērs. f(x) =-^-.
Te

Ay=f(x +Ax)-f(x ) -

1 1 _x
- (xo+Ax)

=

~Ax

v 0 °'
x0+Ax x 0a:0(x0+Aa-) x 0(+Ax)

un

tA%ir3l3Tīy =

~l2 :

2. definīcija. Funkciju sauc par nepārtrauktu dotajā
punktā, ja 1) tā ir definēta šajā punktā un, 2) argumenta pie-

augumam tiecoties uz nulli, ari funkcijas pieaugums tiecas uz

nulli, t. i., ja

limA# =0. (7.11)
Ax-»-0
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1. piemērs. Funkcija y— - ir nepārtraukta visam argu-

menta vērtībām, izņemot x=l. Tiešām, tā kā

tad

_

x— 1 — (x-\-Ax— 1) — Ax

i;
~

(x+Ax-\) (x-l) =(x+Ax-\) (x-l)
un

lim Ay= ,
°

n2
=0,

ja vien .v=#= 1.

No 89. zīm. attēlotās funkcijas grafikas redzam, ka punktā
x=\ grafikai ir pārtraukums; funkcijas vērtība, argumentam ejot
caur punktu x=l, mainās no —oo uz +00. Saka, ka punktā x=\

funkcijai ir bezgalīgs lēciens.

x
2. piemērs. Funkcija f(x) —-.—

r ir definēta un nepārtraukta
\x\

visiem x, izņemot x=o. Ja x>o, tad |a:ļ =x un f(x) =l; ja x<o,
tad |x\ =—x tai f(x) *» — 1 (90. zīm.).

89. zīm. 90. zīm.

Funkcijas grafikai punkta a; =0 ir pārtraukums, un funkcijai
punktā A'=0 ir galīgs lēciens.

3. piemērs. Funkcija f(x) =—— nav definēta punkta a;=0;

saka, ka tā ir pārtraukta šajā punktā. Tomēr lim
81

= 1 neatka-
x-*0

x



rīgi no tā, vai x-*-0 no labās vai kreisās puses (91. zīm.). Sādu

funkcijas pārtraukumu sauc par novēršamu pārtraukumu. Apska-
tāmo funkciju var padarīt par nepārtrauktu punktā *=0, piede-
finējot funkcijai šajā punktā vērtību 1. Tādējādi dabū jaunu fun-

kciju

f{x) =~
L, ja *¥=<>; f(0)«l.

91. zīm.

Vispār funkcijai punkta x= a ir novēršams pārtraukums, ja
eksistē lim/O).

x-»-a

Funkcijas nepārtrauktību formulēsim vēl citā veidā.
Tā kā

Ay=f(xo+Ax)-f(x 0 ),

tad vienādības (7.11) vietā varam rakstīt

lim [f(xo+Ax)-f(xQ)]=0

Ax-»-0

jeb

lim f(xo+Ax) - lim f(x0) =0. (7.12)
Ax->-0 Ax->-0

Seit lim/(a-0) =/(x0), jo f(x0 ) nemainās. Bez tam, apzīmējot
Ax-+0

x0+Ax=x un ievērojot, ka no seko x-*xQ,
vienādību (7.12)

var pārrakstīt šādi:

lim f(x)-f(x 0 )=0
X-MCo

jeb \imf(x)=f(xo), (7.13);
X-*Xo

t. i., funkcija ir nepārtraukta punktā x=x O, ja funkcijas robeža,
kad x->x 0, ir vienāda ar funkcijas vērtību punktā x=xO.

Pēdējo rezultātu var pārrakstīt arī šādi:

lim f(x)=f (lim*), (7.14)
X—>-Xq X—>-Xq
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kas norāda, ka nepārtrauktu funkciju gadījumā simboli «lim» un

«/» ir apmaināmi vietām.

Nepārtrauktām funkcijām var pierādīt šādas galvenās īpašī-
bai: 1) divu kādā punktā nepārtrauktu funkciju summa, star-

pība, reizinājums vai dalījums
ir atkal nepārtraukta funkcija

šajā punktā (ja vien dalītāja
vērtība šajā punktā nav nulle);

2) salikta funkcija y=f[ņ(x)]
ir nepārtraukta kādā punktā

x =xO, ja iepriekšējā funkcija

cp(x) ir nepārtraukta šajā pun-

ktā un ja ārējā funkcija f{u) ir

nepārtraukta punktā v=<ņ(x0);
3) ja funkcija ir nepārtraukta

slēgtā intervālā un funkcijas
vērtībām šī intervāla galos ir

pretējas zīmes, tad vismaz

vienā intervāla iekšējā punktā

92. zīm.

funkcijas vērtība ir nulle (92. zīm. tie ir punkti, kuros funkcijas
grafika krusto Ox asi). Funkcijai, kas ir nepārtraukta intervālā,
tikai šādi punkti var nodalīt argumentu ass intervālus ar pretē-
jām funkcijas vērtību zīmēm; 4) ja funkcija ir nepārtraukta slēgtā
intervālā, tad tai eksistē šai intervālā vislielākā un vismazākā

vērtība (92. zīm. M ir vislielākā, bet m —
vismazākā funkcijas

vērtība slēgtā intervālā [a, b]).
Atzīmēsim, ka pēdējā īpašībā svarīga ir prasība, lai intervāls

būtu slēgts. Tā, piemēram, funkcija y—x vaļējā intervālā (0,1)
nesasniedz ne savu vislielāko, ne vismazāko vērtību, jo, lai cik

tuvu punktam 1 mēs ņemtu intervāla punktu X\, eksistē cits punkts
x +1

x 2, piemēram, x
2=-^—, kas ir vēl tuvāk punktam 1 un kurā

f(x2)>f(Xl).
levērosim, ka elementāro funkciju nepārtrauktības intervāli

sakrīt ar šo funkciju definīcijas intervāliem. To redzam, salīdzi-

not formulu (7.13) ar vienādību (7.3).
Noslēgumā atzīmēsim, ka, aprakstot ar funkciju palīdzību pro-

cesus dabā un ņemot šīm funkcijām par argumentu laiku, fun-

kciju pārtraukuma punktiem parasti atbilst tādi notikumi, kuri

norisinās ļoti strauji un kurus praktiski var uzskatīt par momen-

tāniem. Tā, piemēram, trieciena gadījumā ķermeņa ātrums mai-

nās momentāni (eksplodējot ar gāzi pildītam karsētam traukam,

gāzes temperatūra pēkšņi mainās).
63. §. Bezgalīgi mazu lielumu salīdzināšana. Ekvivalenti bez-

galīgi mazi lielumi. Kā jau agrāk minēts (56. §), divu bezgalīgi
mazu lielumu dalījums var būt gan bezgalīgi mazs, gan ierobe-

žots, gan arī bezgalīgi liels lielums. Sajā sakarībā mēdz runāt

par bezgalīgi mazu lielumu kārtu.
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1. definīcija. Bezgalīgi mazo lielumu p sauc par augstā-

kas kārtas bezgalīgi mazu lielumu nekā a, ja lim— =0.

Tā, piemēram, ja p=a
2—3a3, tad p ir augstākas kārtas bez-

galīgi mazs lielums nekā a, jo

l im
±

=lim
a

2-3a3

=lim(a_ 3a3) =Q
a a

'

2. definīcija. Bezgalīgi mazo lielumu 6 sauc par zemā-

kas kārtas bezgalīgi mazu lielumu nekā a, ja lim— =oo (jeb

lim—= 0).
P

;

Ta, piemēram, ja

B=3yā"+2a2,

tad b ir zemākas kārtas bezgalīgi mazs lielums nekā
a, jo

B
.. 3ļ7ā"+2a2

..

/ 3
.

\
~
' 3

.. .

lim—= lim
— =hm —+2a =lim—-f-lim 2a= 00.

a a \ya / ya

No 1. definīcijas izriet, ka gadījumā, ja p ir augstākas kārtas

bezgalīgi mazs lielums nekā
a, tad p it kā «straujāk» tiecas uz

nulli nekā a. Iznāk, ka p ir ne tikai bezgalīgi mazs, bet sastāda

pat bezgalīgi mazu daļu no kāda cita bezgalīgi maza lieluma a.

3. definīcija. Bezgalīgi mazus lielumus a un p sauc par

vienādas kārtas bezgalīgi maziem, ja to attiecības robeža ir skait-

lis, kas nav nulle. Speciālā gadījumā, ja abu šo lielumu attiecī-

bas robeža ir 1, tad lielumus a un p sauc par ekvivalentiem

bezgalīgi maziem lielumiem un raksta aoop.

Tā, piemēram, lielumi a un p=a+ a
2 ir ekvivalenti, jo —=

- ■ • a

a -ļ* a
=—-—=l+a->l; lielumi 2a un a+a

2 turpretim ir gan vie-

nādas kārtas bezgalīgi mazi lielumi ļjo =~2~~*"~2~~>"~2~)'
ne ekvivalenti.

Minēsim vēl dažus ekvivalentu lielumu piemērus.

1) acosin a, kad a->-0, jo
S1" a

-> 1, kad a->-0;
a

tpja

2) aco tga, kad a->-0, jo -5 vl,kada->0;
a
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3) tgacc sin a, kad a->0, jo

..
sin a

..
i

,
'

lim -7 = lim cos a=1;
a-*o tg a

4) sin 2a oc2a, kad a->O, jo lim
S1" 2ct

= jf;
a-*o 2a

Vingrinājumi

1. Attēlot uz skaitļu ass mainas procesu X= ''•

Pierādīt, ka mainīgais lielums x tiecas uz robežu -r-. (Norādījums: konstatēt, ka

starpība x— — ir bezgalīgi mazs lielums.)

3
2. Attēlot uz skaitju ass maiņas procesu x=—-y , kad n=l, 2, 3, 4, ...

Konstatēt, ka x ir bezgalīgi mazs lielums. (Norādījums: pārliecināties, ka mai-

nas procesā x var kļūt un palikt mazāks par katru iepriekš dotu pozitīvu skaitli c,

piemēram, c=0,01; 0,001, 0,0001 utt.)

n
2 -1

3. Pierādīt, ka x= ir bezgalīgi liels lielums, kad n=l, 2, 3, 4,
...

(Norādījums: ar dalīšanu izteikt x kā divu lielumu starpību.)

4. Apskatot dažādus argumenta maiņas procesus, piem., x=2H—; x=

m

1 1 2
=2 ; x — 2+—\ x=2 v. tml. un atbilstošos funkcijas mainas procesus,

n | 2n n

konstatēt, ka limx2=4. (Var ari likt x=2 + ct, kur a ir bezgalīgi mazs lielums
x-*2

un, sastādot starpību x 2—4, parādīt, ka tā ir bezgajīgi mazs lielums.)

5. Pierādīt, ka (Norādījums: sastādīt starpību
X-KJO X X

un parādīt, ka tā ir bezgalīgi mazs lielums, kad x-*-00. Var iepriekš izpildīt
arī dalīšanu. Ilustrācijai sastādīt arī funkcijas maiņas procesu pie argumenta

maiņas procesa x=l; 10; 100; 1000; ...)
Q V

6. Noteikt vienpusīgas robežas lim —— un lim . Nosakot arī

x-v2+o X—2 x->2-0X—2
3

lim
~,

uzzīmēt funkcijas grafiku (vienādsānu hiperbolu).
x-»-±co X—Z

Atrast robežas.

7. lim . 8. lim .
x-*2 X+2

x- >_ 2x+2

9.Hm Ķ=± tO, lim §^

x+ļ/ļ
x+2

*—f
3x4-2

11. lim . ,2, lim
.

x-22x2-7x4-5 x-h-3 3x2+10x4-3

13- HlggffiŽ . 14. lim f+2* .
x^isx2

+4x—l • , x->-2X
2 4-x—2

15. lim
2'

2
+3-2 . 16. ,im 2f!±3x-2

x-M +0 X
2 —1 x-M-0 X

2—1



17. lim
2*2+3*-2

x-*co 3x2+l '

19. ]\m
3x2+f .

21. lim
x-*co 3x2-l

23. lim2±Ē| .

x-*3 A—3

25. lim .
x-»osin 5x

27. lim
2 *™ 3* .

x-o 3 tg 4.v

29
-x!imJl+T)X-

-33. lim (.v--Vx2-l)
x-*oo

18. \\m^±Ķ-m
x-*oo

4—7x2

20. lim/^ļ
3

.

22. nm
*-yg±ī

24. lim
*2
~25 .

x-*sļ/9—x—2

26. lim
sin4* .

x->-o 2 sin 3-v

28. lim
.

x-»-ol—cos 2*

30. lim (l+—) X

.

X->co\ 3x/
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IIIDAĻA

DIFERENCIĀLRĒĶINI

8. NODAĻA

FUNKCIJAS ATVASINĀJUMS

Funkcijas atvasinājuma jēdziena rašanās ir saistīta ar ātruma

atrašanu nevienmērīgā kustībā un pieskares vilkšanu līkai līnijai.
Sīs problēmas XVII gs. atrisināja Ņūtons un Leibnics.

64. §. Kustības ātrums. Ķermenim brīvi krītot, tā noieto ceļu
s atkarībā no laika t izsaka formula

Noskaidrosim ķermeņa ātrumu jebkurā krišanas laika mo-

mentā.

Pieņemsim, ka momentā t\ ķermenis atrodas punktā M
x

(93. zīm.). Interesēsimies par ķermeņa kustību laika sprīdī At,
t. i., laika sprīdī starp momentiem ti un rr+Af. Ķermeņa noietais

ceļš līdz momentam tx ir sx = bet līdz momentam fi+Ar tas ir

c
g(h+At) 2 g[tl2 + 2tlAt+(At)

2]_
s2

_ = _

Laika sprīdī At starp momentiem t\ un t\+At

ceļa pieaugums

Ass2-=s2-s l
=g t1 ,

93. zīm.
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Ce|a pieaugumu As dalot ar atbilstošo laika sprīdi At, dabū-

jam kustības vidējo ātrumu vm tai pašā laika sprīdī:

As , ' At

Ņemot At arvien mazāku, dabūjam vidējos ātrumus arvien

īsākiem laika sprīžiem ap momentu t\. Vidējā ātruma robežu v,

kad At->-0, sauc par kustības momentāno (acumirklīgo) ātrumu

laika momentā t\, t. i.,

v= lim vu
vid= lim 4f = Um\gtļ+g~)=gti.

At-cO At-K) At-*0 \ Z I

lepriekš teikto vispārinot uz jebkuru laika momentu t, da-

būjam, ka momentānais ātrums v laika momentā t ir

v=gt.

1. piezīme. Apskatītā ķermeņa brīvā krišana sākas koordi-
nātu sākuma punktā bez sākuma ātruma. Ja t=0 uzskatām par
sākuma momentu, tad dabūjam, ka šinī momentā s= 0 un v= 0.

Apskatīsim ātrumu jebkurā kustībā. Pieņemsim, ka funkcija

s=F(t)

izteic materiāla punkta koordināti s kustībā pa taisni atkarībā

no laika /, t. i., s=F(t) ir šī punkta kustības vienādojums. Lai

atrastu ātrumu momentā tu apskatīsim punkta kustību-laika sprīdī
starp momentiem t\ un t\ +At. Punkta koordināte momentā t\ ir

Si =F(tļ), bet momentā ti +At tā ir s2
=F(tļ +At). Laika sprīdī

Ar noietais ceļš

Ass2-=s2-sļ=F(tl+At)-F(tl).

Kustības vidējais ātrums vuvid šinī laika sprīdī ir

As F(f, + Ar)-F(r,)
Vvid=-T7 7-1 •

Ar Ar

Vidējā ātruma robežu v, kad Ar->O, sauc par kustības momen-

tāno ātrumu laika momentā ii, t i.,

„

As . F(r,+Ar)-F(r,)
v= lim-r-r= lim — •

At At-M) Af

Momentānais ātrums v jebkurā momentā t ir

•
. F(t +At)-F(t)

v= lim—
rz *-*-« (8.1)

At-*0 ts.t
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Turpmāk v vienkārši sauksim par kustības ātrumu momentā t.

Lai to varētu aprēķināt dažādu kustību gadījumos, jāprot atrast

robežu (8.1) dažādām funkcijām F(t).
2. piezīme. Ja k>o, tad kaut kuram pietiekami mazam

A/>0 atbilst As>o, t. i., punkts pārvietojas augoša s virzienā.
Ja turpretim y<o, tad kaut kuram pietiekami mazam Ar>o at-

bilst As<o, t. i., punkts pārvietojas dilstoša s virzienā.

65. §. Procesa ātrums. Ar dalījuma robežu formā (8.1) jāsa-
stopas arī citos uzdevumos.

Apskatīsim ķermeņa temperatūras maiņas ātrumu. Ja tempe-
ratūra T ar laiku mainās, tad tā ir laika t funkcija, t. i.,

T =f(t).

Noskaidrosim, ko sauc par temperatūras maiņas ātrumu, t. i.,
par sasilšanas vai atdzišanas ātrumu.

Momentā t\ temperatūra ir Tļ— j(tļ), bet kādā citā momentā

tļ +At temperatūra ir r2
=/(ri +Ar). Laika sprīdī starp momen-

tiem t\ un tļ+At temperatūras pieaugums (tas var būt kā pozitīvs,
tā arī negatīvs) ir

AT=T2 -Tļ= f(tļ+At)-f(tļ).

Temperatūras maiņu AT dalot ar atbilstošo laika sprīdi Ar,
dabūjam attiecību

AT _f(h+At)-f(tļ)
At At

ko sauc par temperatūras maiņas vidējo ātrumu šinī laika sprīdī.
Robežu

..
AT

~
f(tļ + At)-f(tļ)

lim -r-r= hm
~k~±

—

L±J
-

L

Atr+o At At_ ô Ar

sauc par temperatūras maiņas ātrumu momentā tx.
Ja šī robeža ir pozitīva, tad to sauc arī par sasilšanas ātrumu,

jo līdz ar Ar>o arī A7>o, bet, ja tā ir negatīva, — par atdzi-

šanas ātrumu, jo līdz ar Ar>o ir A7,<o.

Vispār dalījuma robežu • ,

•lita
f"+A '>-f">

(8.2)

sauc par temperatūras maiņas ātrumu jebkurā momentā t.

Apskatīsim ķīmisku reakciju. Reakcijas produkta koncentrā-

ciju * laika momentā t apzīmēsim ar x, tad

* Vielas daudzumu šķīduma tilpuma vai svara vienībā sauc par šīs vie-
las koncentrāciju.
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Dalījuma robežu

H (8.3)
At-M) Ar

sauc par reakcijas ātrumu laika momentā t.

Apskatīsim procesu, kurā kāds fizikāla vai citāda rakstura

lielums ar skaitlisku vērtību z'ar laiku mainās, t. i.,

z=f(t).

Dalījuma robežu

llmg-llm"'+/"»-'">
(8.4)

At-*o At At->o Ar

sauc par procesa ātrumu momentā t.

66. §. Līnijas pieskare. Pieņemsim, ka līnija L (94. zīm.) ir

funkcijas (/=/(*) grafika. Apzīmēsim ar M{ šīs līnijas punktu,
kura abscisa It x\. Noskaidrosim jēdzienu par Ūnijas pieskari

94. zīm.

punktā Mļ. Elementārajā ģeometrijā pieskari riņķa līnijai definē
kā taisni, kam ar riņķa līniju ir tikai viens kopīgs punkts. Tur-

pretim citām līnijām taisne ar minēto īpašību var arī nebūt pie-
skare. Tā 95. zīm. taisne / nav līnijas (sinusoīdas) pieskare, lai

gan tai ir viens kopīgs punkts ar lī-

niju. Turpretim taisne // ir līnijas

pieskare, kaut gan tai ir daudz ko-

pīgu punktu ar līniju.
Lai noskaidrotu pieskares jē-

dzienu, izvēlamies uz līnijas L vēl

vienu punktu M ar abscisu Xļ+ Ax.

Caur punktiem Mx un M velkam

sekanti un leņķi, ko šī sekante veido 95. zīm.
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ar Ox ass pozitīvo virzienu, apzīmējam ar <p. Liekam punktam M

neierobežoti tuvoties punktam Mx pa līniju L. Tad sagaidāms, ka

sekante M\M neierobežoti tuvosies attiecīgai robežtaisnei T, kuras

virziena leņķi apzīmēsim ar a.

Definīcija. Robežtaisni T, uz ko tiecas caur linijas L

punktiem Mx un M vilktā sekante, kad punkts M neierobežoti tu-

vojas punktam Mv sauc par šis līnijas pieskart punktā M\.
Aprēķināsim pieskares virziena leņķi. Kā redzams 94. zīm.,

apskatītajā robežpārejā mainīgā leņķa (p robeža vienāda ar a.

No taisnleņķa trijstūra M\NM atrodam

m.,

NM /<*i+A*)-f(*i)

MXN Ax

Pārejot uz robežu, iegūstam izteiksmi pieskares virziena

leņķa a tangensam (virziena koeficientam)

i. f i i- f(xi + Ax)—f(xl) /a _,
tga= hmtg<p= ' ' (8.5)

Ģ-va Ax->0 HX

67. §. Funkcijas atvasinājums. Apskatītajos piemēros noskaid-

rojām, ka nepieciešams vēl viens matemātiskas darbības veids,
kas jāizpilda ar doto funkciju. Sī darbība ir robežas atrašana

formulās (8.1), (8.2), (8.3), (8.4) un (8.5).
Apskatīsim funkciju y—f(x). Argumenta vērtību xx turpmāk

sauksim par punktu X\.

1. definīcija. Robežu, uz kuru tiecas funkcijas pieauguma
Ay=f(xi +Ax) — f(xi) un atbilstošā argumenta pieauguma Ax

dali jums, kad argumenta pieaugums tiecas uz nulli, sauc par fun-
kcijas y=f\x) atvasinājuma vērtību punktā Xy.

Funkcijas y=f(x) atvasinājumu punktā xx apzīmē ar f{x{)
jeb y'| x=x,

, tad

fM-if\*-L£jm'fa<*%-m > (8.6)
Ax-H) &X Ax-<-0 &X

2. definīcija. Robežu, uz kuru tiecas funkcijas pieauguma
Ay=f(x+Ax)—f(x) un argumenta pieauguma Ax dalījums, kad

argumenta pieaugums tiecas uz nulli, sauc par funkcijas y=f{x)

atvasinājumu.
Funkcijas atvasinājumu apzīmē ar f'(x) jeb y

f

, tad

v, \ r r- Ay .. f(x+Ax)-f(x)
f (x) =y'= lim-rr= lim '

> (8.7)
Ax->-0 &X Ax-»-0 &X

Kā redzams, f[x{) vienāds ar [f [x) ]x=Xl ,
t. i., ar funkcijas f'(x)

vērtību, kad x vietā liek X\. Līdzīga nozīme ir arī apzīmējumam
y'\x-x,- '
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Tā kā katrai x vērtībai atbilst sava funkcijas atvasinājuma
vērtība, tad funkcijas atvasinājumu sauc arī par atvasināto fun-

kciju. Funkcijas atvasinājuma atrašanas darbību sauc par" fun-
kcijas atvasināšanu jeb diferencēšanu. Matemātiskās analīzes,

nozari, kura apskata funkciju atvasināšanu un atvasināšanas pie-
lietojumu metodes kā funkciju pētīšanā, tā arī ģeometrijā, fizikā,
ķīmijā, tehnikā v. c, sauc par diferenciālrēķiniem.

1. piezīme. Funkcijas atvasinājuma definīcijās ar A.v->-0

domāta Ax tiekšanās uz nulli patvaļīgā veidā, ļaujot Ax pieņemt
kā pozitīvas, tā arī negatīvas vērtības, tomēr izslēdzot vērtību

Ax=0.

2. piezīme. Ja funkcijai eksistē atvasinājums kādā punktā,
t. i., eksistē galīga robeža (8.6) apskatāmajā punktā, tad, ja

šinī punktā arī At/->-0. Seko, ka funkcija ir nepārtraukta
minētajā punktā (62. §). Funkcijas atvasināšana ir nenoteiktības

atklāšanas īpašs gadījums (60. §).
Ja argumentu un funkciju apzīmē, piemēram, ar f/=qp(*)>

v=u(x) vai z=F(t), tad attiecīgo funkcijas atvasinājumu apzīmē
ar y'=<p'(x), v'=v'(x), z'—F'(t). Lieto arī apzīmējumus y\, u\

y

z\, norādot argumentu, pēc kura funkcija atvasināma. Attiecīgos
funkcijas atvasinājumus lasa: «igreka atvasinājums pēc iksa»,
nu atvasinājums pēc iksa», «z atvasinājums pēc t».

Funkcijas s=F(r), kur arguments t ir laiks, atvasinājumu
mehānikā parasti apzīmē ar s.

Funkcijas atvasināšanas vispārīgā kārtula:

1) funkcijai y=f(x) atrod f(x+Ax) ;

2) šai funkcijai atrod pieaugumu Ay=f(x+Ax) —f(x);

3) dala funkcijas pieaugumu ar argumenta pieaugumu.-^;
4) atrod šī dalījuma robežu (8.7).
Piemērs. Atrast funkcijas y= x 2 atvasinājumu un atvasi-

nājuma vērtību punktā x= 3.

Atrisinājums. Apzīmēsim f(x) =x2. •
1) f (x +Ax) =(x+Ax)

2=x2+ 2xAx + (A*)
2
;

2) Ay=f{x +Ax)-f(x)=2xAx+(Ax) 2;

3) =2x +Ax;
Ax

4> lim ~= lim {2x+Ax) =2x.

&x-+0 AK ax_*o

Tātad, ja y=x
2,

tad

y'=2x. (8.8)

Funkcijai f(x)=x2 atvasinājums ir f'(x)=2x. Funkcijas at-

vasinājuma vērtība punktā x=3 ir «/'J x=3=/'(3) =2• 3= 6.

68. §. Funkcijas atvasinājuma mehāniskā un dabaszinātniskā

nozīme. Formulēsim 64. un 65. § aplūkoto piemēru rezultātus ar

funkciju atvasinājumu palīdzību.
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1. Ja s =F(t) ir kustības vienādojums, tad funkcijas atvasi-

nājums

F'(o=f=s (8.9)

izsaka kustības ātrumu.

2. Ja ķermeņa temperatūru T atkarībā no laika izsaka funkcija
T=f(t), tad šīs funkcijas atvasinājums

T\=f(t) (8.10)

izsaka temperatūras maiņas ātrumu,

3. Ja ķīmiskas reakcijas produkta koncentrāciju x atkarībā

no laika izsaka funkcija x =f(t), tad šīs funkcijas atvasinājums

*W(0 (8.11)

izsaka reakcijas ātrumu.

Ja z ir kāda fizikāla lieluma skaitliskā vērtība un z=f(t),
kur t ir laiks, tad funkcijas atvasinājums

2't=no (8.i2)

izsaka procesa (šī vārda plašākā nozīmē) ātrumu.

Piezīme. Cits funkcijas atvasinājuma dabaszinātniskās no-

zīmes paveids izpaužas piemēros, kur viens fizikāls lielums mai-

nās atkarībā nevis no laika, bet no kāda cita fizikāla lieluma.

Tad funkcijas atvasinājums izsaka pirmā fizikālā lieluma mai-

ņas straujumu atkarībā no otra fizikālā lieluma maiņas. Apska-
tīsim, piemēram, ķermeņa iegūtā siltuma daudzuma Q
no ķermeņa temperatūras T, tam sasilstot no O°C. Seit Q=f(T).
Tad difererice AQ =f(T+AT) —f(T) izsaka ķermeņa iegūto sil-

tuma daudzumu, ķermenim sasilstot no T līdz T+AT. Dalījums

AQ
=

f(T+AT)-f(T)
AT AT

izsaka ķermeņa vidējo iegūto siltuma daudzumu, temperatūrai
mainoties no T līdz T+AT, attiecinātu uz I°C (jeb vidējo sil-

tuma iegūšanas straujumu minētā temperatūras intervālā). So

dalījumu sauc par ķermeņa vidējo siltuma kapacitāti temperatū-
ras intervālam (T, T+AT). Funkcijas atvasinājums

Mm w**ļ£w
AT-+OA7 AT-M) Ui

j

izsaka ķermeņa iegūto siltuma daudzumu pie temperatūras T,
attiecinātu uz 1 °C (jeb siltuma legūšanas straujumu pie tempe-
ratūras T). So atvasinājumu sauc par ķermeņa siltuma kapacitāti
pie temperatūras T.

,
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Apskatot vispār kādu funkciju y=f(x), varam teikt, ka fun-

kcijas atvasinājums y'=f'(x) izsaka funkcijas maiņas straujumu.
Ja /'(*)>-0, šis atvasinājums izsaka funkcijas augšanas strau-

jumu, bet, ja f (x) <0, — funkcijas dilšanas straujumu.
Piemērs. Ja, materiālai daļiņai kustoties pa taisni, noieto

ceļu s atkarībā no laika t izsaka vienādojums s=r 2, tad kustī-

bas ātrums v jebkurā momentā t saskaņā ar izteiksmi (8.8) ir

v= s=2t, bet kustības ātrums v\ momentā r= 3 ir i>i =6. Pie tam

atkarībā no lietotām garuma un laika mēra vienībām ātrums

mērīts attiecīgās ātruma mērvienībās.

69. §. Funkcijas atvasinājuma ģeometriskā nozīme, pieskares
un normāles vienādojumi! Pārrakstot pieskares virziena leņķa
tangensa izteiksmi (8.5) ar funkcijas atvasinājuma palīdzību,

dabūj.am

tgcx=f(*,>. (8.13)

Vienādība (8.13) izsaka funkcijas atvasinājuma ģeometrisko
nozīmi

— funkcijas atvasinājuma vērtība Ox ass punktā X\ ir

vienāda ūnijas L punktā M\ ar abscisu X\ vilktās pieskares vir-

ziena leņķa tangensam, t. i., pieskares virziena koeficientam.
Piemērs. Konstruēt pieskari funkcijas y=x 2 grafikai punktā

x=2.

Apskatāmā grafikas punkta P (96. zīm.) ordināte ir y= 22=4.

96. zīm. 97. zīm.

Tad y'=2x un y'\ x=2=2•2=4, tātad tga=4.Q ir punkta P pro-

jekcija uz Ox ass, un RQ ir nogrieznis ar garumu 1. Tad <.QRP
_' OP 4

ir meklētais leņķis a, jo tg =
-r-

=4. Meklēta pieskare ir RP.

Definīcija. Taisni, kas novilkta caur Ūnijas L doto punktu

Mi (97. zīm.) perpendikulāri Ūnijas L pieskarei šinī punktā, sauc

par Ūnijas L normāli punktā Mļ.
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Līnijas pieskares un normāles vienādojumus meklēsim kā tais-

nēm, kas novilktas caur doto punktu dotajos virzienos (26. §),
t. i., izskatā

y
—yi=k(x — Xļ) (pieskarei),

y—yi =kļ(x—Xļ) (normālei).

Punkts Mi(x\;y\) ir dotais līnijas punkts, k
— pieskares vir-

ziena koeficients, kx —
normāles virziena koeficients un (x; y) —

jebkura pieskares resp. normāles punkta koordinātes. Zināms, ka

& =tga, kur a — pieskares virziena leņķis.
Pieņemsim, ka dotā līnija ir funkcijas y =f{x) grafika. Tad

yi=f(x\) un k =\'(x{), bet no divu taišņu perpendikularitātes pa-
zīmes (25. §) seko, ka

b =
-L- __L_ •

* Tīx7) 1

Līdz ar to pieskares vienādojums ir

y-yi=/'(*i) • (*-*>), (8.14)

un normāles vienādojums

y-y\=-yj\rj {x-x{). (8.15)

Piemērs. Atrast parabolas y=x 2 pieskares un normāles

vienādojumus punktā x= 2 (96. zīm.).
Atrisinājums. Ja *i=2, tad yx=22=4\y'= 2x un J/'| x =2

=

'=2-2=4. Pieskares un normāles vienādojumi tad ir

y-4 =4(x-2)
un

y-4=-±(X-2).

No šejienes 4x—y— 4=0 un x +4y— 18=0 ir pieskares un nor-

māles vispārīgie vienādojumi parabolai y=x 2punktā P(2;4).
70. §. Funkcijas atvasinājuma eksistence. Var konstatēt, ka

funkcijas atvasinājums ne vienmēr eksistē, t. i.,, ne vienmēr dalī-

jumam

Ay_f(x0+Ax)-f(x 0)
Ax Ax \ • >

ir galīga robeža, kad Ax->-0.

Atvasinājums neeksistē funkcijas pārtraukuma punktos. Ja

pārtraukuma punktā x 0 funkcijas vērtība f(x 0) ir definēta un līdz

ar to ir definēts arī dalījums (8.16), tad šī dalījuma skaitītājs
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tomēr netiecas uz nulli, kad saucējs neierobežoti dilst. Pretējā
gadījumā funkcija būtu nepārtraukta punktā x 0 (62. §). Tātad

funkcijas pārtraukuma punktā x 0 neeksistē dalījuma (8.16) ro-

beža, ja Ax->O, t. i., neeksistē atvasinājums punktā x
O.

98. zīm. 99. zīm.

Funkcijas vērtība f(x0) pārtraukuma punktā x 0 var būt arī ne-

definēta, piemēram, funkcija l) —~ nav definēta punktā xQ
=0.

Tad punktā x 0 nav definēts arī dalījums (8.16) un nevar runāt

par šī dalījuma robežu un līdz ar to par funkcijas atvasinājumu
punktā xO.

Atvasinājums neeksistē arī grafikas lūzuma punktā (98. zīm.),
kur funkcijas grafikai nav noteiktas pieskares un funkcijai nav

atvasinājuma. Sādā gadījumā dalījumam (8.16) ir dažāda kreisā

Un labā robeža, ja Aa'-vO, bet šim dalījumam robeža neeksistē,
kad Ax->-0 patva|īgā veidā. Tad saka, ka funkcijas grafikai
lūzuma punktā ir kreisā un labā pieskare.

Tā, piemēram, funkcijas «/=ļ*| grafikai (99. zīm.) punktā
x= 0 kreisā pieskare saplūst ar funkcijas grafiku 2. kvadrantā,
labā pieskare — ar grafiku 1. kvadrantā. Funkcijas grafikai pun-

ktā x=o nav pieskares parastā nozīmē, tāpēc funkcijai neeksistē

atvasinājums punktā x=0, lai gan šinī punktā funkcija ir nepār-
traukta.

No teiktā izriet, ka, ja funkcijai eksistē atvasinājums kādā

punktā, tad šinī punktā funkcija ir nepārtraukta (67. § 2. piezīme).
Turpretim no funkcijas nepārtrauktības kādā punktā neseko

šis funkcijas atvasinājuma eksistence šajā punktā.
1. definīcija. Funkciju sauc par diferencējamu dotajā

punktā, ja šinī punktā funkcijai eksistē atvasinājums.
2. definīcija. Funkciju sauc par diferencējamu dotajā

intervālā, ja funkcijai eksistē atvasinājums šī intervāla jebkurā
punktā. Tā, piemēram, funkcija y=x

2 ir diferencējama jebkurā
Ox ass punktā un arī jebkurā Ox ass intervālā (a, b) vai [a, b].



126

Vingrinājumi

Balstoties uz atvasināšanas vispārīgo kārtulu, atrast funkcijas atvasinā-

jumu un atvasinājuma vērtību dotajā punktā.
t. f(x)=3x*-5, f(l)=?
2. f(x)=x3 +2x, /'(0)=?

3- f(*)-£, /'(-D=?

Dots kustības vienādojums; atrast kustības ātrumu dotajā momentā.

4. s=3/2 —5 (s mērīts cm, t — sek), r=l sek.

5. s=i
3
+2t (s metros, t sek) 7=0.

Konstruēt pieskari funkcijas grafikai punktā x.

6. (/=3.v2—5, x=\.

Atrast pieskares un normāles vienādojumu dotajā grafikas punktā.
8. (/= 3x2—5, x=\.

9- y=Ļ «--1.

9. NODAĻA

FUNKCIJU ATVASINĀŠANA

Sarežģītas funkcijas ir grūti atvasināt pēc vispārīgās kārtu-

las (67. §), tādēļ lieto elementāro pamatfunkciju atvasinājumu
formulas un funkcionālu sakarību atvasināšanas kārtulas.

71. §. Dažu elementāro pamatfunkciju atvasinājumu formulas

1. ij —c, kur c ir konstante. Apzīmējam f(x) =c, tad

1) f{x+Ax)=c; 2) Ay=f(x +Ax)-f(x)=0;

3) M=iL=o; 4) =limo=0.
'

Ax Ax Ax-*oAx

Tātad, ja y=c, tad y'=0, t. i.,

c'=0, (9.1)

konstantes atvasinājums vienāds ar nulli.

Tā, piemēram, ja y
=S, tad y'=3'=0.

Formulas (9.1) mehāniskā nozīme: Ja ķermenis ir mierā, t. i.,
tā koordināte uz taisnes nemainās (s =c), tad tā ātrums ir vie-

nāds ar nulli (v =s=0).
Formulas .(9.1) ģeometriskā nozīme: Funkcijas y— c grafika

ir taisne, kas paralēla Ox asij (100. zīm.). Šādai grafikai jeb-
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kurā punktā pieskare sakrīt ar pašu grafiku, un šai grafikai vir-

ziena leņķa tangenss vienāds ar nulli (tga=£/'=0).
2. y=x. Apzīmējam: f(x)=x, tad

1) f(x+Ax)=x +Ax.

2) Ay= (x+Ax) —x =Ax.

0. At/ A*

3) =lUn

4) = r.
Ax->-o Aa:

Tātad, ja y= x, tad y'=\, t. i.,

x'=\. (9.2)

Formulas (9.2) ģeometriskā no-
100. zīm.

zīme: Funkcijai y= x grafika ir 1.

un 3. koordinātu leņķa bisektrise. Šādai grafikai kaut kurā

punktā pieskare sakrīt ar pašu grafiku, un šai grafikai virziena

leņķa tangenss vienāds ar vienu: tgct=t/'=l.
3. y= xn (n — naturāls skaitlis). f(x)=x n, tad

pēc Ņūtona binoma formulas

1) f(x+ Ax) = (x +Ax) a
=xn +nxn- ļAx +

, n(n— 1) „..
, „

+
y

l 2

!

x*~2(Ax) 2+.. ~

2) Ay=nx"-'Ax +
n(

ļ
l ~ 1)

x"-2 (Ax) 2 + ..~

3) ķ +
f±^x^Ax+...,' Ax 1-2

4) lim =lim fnx"-'+ "^
~ 1)

-V"~2Ax+ ...)=n.v
n-'.

Ax-M) AK Ax->-0 \ ** 2 /

Tātad, /a t/=x
n, tad y'=nx

n-\ t. i.,

(tf1)'»/»»-1
. (9.3)

Piemēri. 1) (x2 )'=2x2-' =2x [sk. arī formulu (8.8)];

2) (x 3 )'=3a;2.
1. piezīme. Ja n= l, tad formula (9.3) sakrīt ar formulu

(9.2).
2. piezīme. Formula (9.3) izradās pareiza arī tad, ja n ir

negatīvs skaitlis vai daļskaitlis (pierādījumu sk. 77. §).
Piemēri.

L Ja y = — =x~\ tad y'= (-\) x
- l- l

=-x-
2
=--Ļ.

._

I i l_i i _I i
2. Jaw=VA'=x 2, tad y'=—-x 2 =-?z-x 2=—

r y
2 2 2yx
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4. y
=

smx, kur leņķis x mērīts radiānos. Apzīmējam f(x) =

=sin x, tad

1) f{x+Ax)=sin(x +Ax).

o\ a ii a \ • o
x+Ax+ x . x+Ax—x

2) Ay =sin (x+Ax) —sinx= 2 cos - sin - =

0
/ , Ax\ .Ax

=2cosļx+—jsin —.
. Ax . Ax

. . . sm-ļr . . . sin-^—

»%-*-«*hs-īr-m('+ f)-£-•
2

4) robežpārejas Aa'-vO realizēšanai ievērosim, ka

lim cos(x+4r") =cos x

un

. Ax

sin
T~ (

lim —;—;
= 1.

AX_
2

Tātad lim =cosa:-I=cosa:, un mēs dabūjam: ja t/=sinx, tad
Ax-»0 AK

y'=cosx, t. i.,

, (sina;)'= cosx. (9.4)

5. y=cosx, kur leņķis x mērīts radiānos. Apzīmējam: f(x) =

=cos x, tad

1) f(x+Ax) =cos(x +A.*);

2) A£/=cos(x +Ax) — cos.v=

„
. x+Ax+x . x+Ax— x

_ . / , Ax\ . Ax
=—2 sin - sin =—2 sin ļx+—ļsin— ;

. Ax

Q
, Ay . I , A.v\

sm
T~

2

4) lim =—sinx-1 = —sin*.

Ax-+0 AK

Tātad, ja y =cosx, tad y'= — s'mx, t. i.,

(cos x)'=—
sin x. . (9.5)
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6. y =\nx. Apzīmējam f(x)=\nx, tad

1) f(x +Ax)=\n(x +Ax).

2) Ay=ln(x4-Ax)-lnx = + .

»&-sr'»('+£)•
*

'
*

Robežpārejas Ax->-0 realizēšanai izmantosim formulu (7.8). Šim

nolūkam vispirms iekavu izteiksmi vienādībā (9.6) pieskaņosim
iekavu izteiksmei formulā (7.8), ievedot apzīmējumu

jeb (9.7)

no kurienes vienādībā (9.6) sastopamais reizinātājs
i- izsakāms

1 z
šadī:-r—=—. Līdz ar to dabūjam

Ax x
'

M=i. ln (l + _L)=J_. ln( l +J-f.
Ax x \ z I x \ z I

(Seit izmantota pakāpes logaritma īpašība loga
z
=zloga, kura

pastāv kaut kuras bāzes logaritmiem, pie tam šoreiz a=l+~.);

4) ja Ax->O, tad saskaņā ar vienādībām (9.7) z—>-oo (šeit
A:=const), un mēs dabūjam

lim^= Hm J-in (, +
JL\ .„m ln (, +_L)

Z

=

&x-+O-AX z-ko
X \ Z I X z-*co \ Z I

=—-ln lim (l+—V=
— .lne= —-1= —.

x \ Z I x X X

Seit darbību lim un ln secību var mainīt tāpēc, ka logaritmiskā
funkcija ir nepārtraukta. levērojot šo nepārtrauktību, piemēro-

jam vienādību (7.14), ņemot / vietā ln un x vietā ļl+~j •
Tātad, ja y=\nx, tad y'= t. i.,

(lnx)' = (9.8)

72. §. Summas, reizinājuma un dalījuma atvasināšana.

1. Summas atvasinājums. Apskatīsim gadījumu, kad y

vienāds ar divu citu diferencējamu funkciju summu: y=u+v, kur
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y=y(x), v=u(x) un v=v(x). Izteiksim y' atkarība no v' un v.

Tad y(x) =v (x) + v (x),

1) y(x+Ax) =u(x+Ax) +v (x +Ax)\

2) Ay=y(x +Ax)-y(x) =[u(x+Ax) -u(x)] +

+[v{x+Ax)-v(x)]

jeb

A2/=A«+Au;

3)
Ay_A« At) ,
Aa; Aa; Aa: '

....
Ay

..
A«

~.
Av

„4) lim = hm-r—|- lim——
,

ax-k) aa; ax-vo Aa; ax->o Aa;

un dabūjam, ka, ja y= v +v, tad y'=v'+ v', t. i.,

(v +v)'=u'+v. (9.9)

Tātad funkciju summas atvasinājums vienāds ar šo funkciju at-

vasinājumu summu.

Piemērs. Atvasināt funkciju y=x 3+ 1.

w'=(x3)'+l'=3x2 +0=3x2.

Fu n k,c iju algebriskas summas atvasinājums.

Vispirms atzīmēsim, ka starpībai y=u — v atvasinājumu var sa-

stādīt tāpat kā summai. Dabūsim y'=v'—v. Vispār pastāv kār-

tula: kaut kurā galīgā skaitā ņemtu funkciju algebriskas summas

atvasinājums Ir vienāds ar šo funkciju atvasinājumu attiecīgo
algebrisko summu.

Atsevišķā gadījumā trim funkcijām varam rakstīt

(v + v-w)'=v'+v'-w'. (9.10)

Piemērs. Atvasināt funkciju y=x5—lnx + y2, y'—(x^)
r
—

-(lnx)
,
+ (y2)'=5x4-l.

2. Reizinājuma atvasinājums. Apskatīsim gadījumu,
kad y vienāds ar divu citu diferencējamu funkciju reizinājumu:
y=uv, kur y=y(x), v=u(x) un v=v(x). Tad y(x) =u(x) • (v(x).

1) y(x+ Ax) =u(x+Ax) -v (x +Ax);

2) Ay=u(x+Ax) • v(x+Ax) —u(x) - v(x).

No otras puses, Au=«(a;+Aa:) —u(x), no kurienes

u(x+Ax) =u(x) +A«;

tāpat dabūjam arī

v(x +Ax)=v(x)+Av.



Tad varam pārveidot Ay izteiksmi:

Ay=[u(x) +Au][v(x) +Av]-u(x) • t>(x) =

=A« • v(x) +u(x) • Av+Au • Av;

„. Ay Au
,

Au .Au .

4) lim •—= lim4~ • lim y (x) + lim u(x) • lim4~+
Ax-M) AK Ax-»0 AK Ax-vO Ax-+0 Ax-»-0 AK

+ lim~• lim Av. . (9.11)
Ax-*0 AK Ax-»0

Šeit ir lietota funkciju summas un pēc tam reizinājuma robežas

īpašība. Tālāk noskaidrojas:

a) lim v(x) =v(x) =v un lim u(x) =u(x) =«,jo v (x) un u(x)
Ax-M5 Ax-*0

nav atkarīgi no Ax;

~ Ay , ~
Au

, ~
Av

,
b) =t/', hm— =«', lim— =»';

Ax-*0 AK Ax-M) &X Ax-m AAT

c) no v' eksistences seko funkcijas v nepārtrauktība, t. i.,
lim Au =0 [62. §].
Ax-»0

No vienādības (9.11) seko, ka, ja y=uv, tad y'= u'y+uv', t. i.,

{uv)'=u'v+ uv'. (9.12)

Piemērs. Atvasināt funkciju y=x sin x.

y'=x' sin A;4-A:(sin 'A:)
/
= 1 sin x+xcosx=sin x+xcosx.

Atvasinājums funkcijai y=cv, kur v=u(x) un

c=const. Tad y'=c'u+cv' =cv', jo c'=0. Tātad, ja y — cv, tad

y'=cv', t. i.,

(cu)'=cu'. (9.13)

Šo sakarību vārdos var izteikt šādi: konstantu reizinātāju var

ņemt ārpus atvasināšanas zīmes.

Piemēri. Atvasināt funkcijas.

1) t/=3-cosx, z/'=3(cosx)
/
=3(— sinx)*= — 3sin x;

Reizinājuma atvasināšanas kārtulas paplaši-
nājums. Pastāv kārtulas paplašinājums kaut kurā galīgā

131
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skaita ņemtu funkciju reizinājumam. Ta, piemēram, trīs funkciju

reizinājumam:

(uvw)'=[(uv)w]'= (uu)'w+uvw'= (u'v+ uv')w+uvw
r
,

i i.,

(uvw)'=u'vw +uv'w+uvw'. (9.14)

3. Dalījuma atvasinājums. Apskatīsim gadījumu, kad

y vienāds ar divu citu diferencējamu funkciju dalījumu: w= ~.

kur y — y(x), v=u(x) \m v=v(x). Tad y(x) =-7-r .
v (X)

n u(x +Ax) =

U{X+Ax) _»(*)+Am • ■l) y(x+Ax)
v{x +Ax)

-

v{x)+Av •
_u(x) +Au u(x)

__

v (x) [v (x) +Au]— u(x)[v (x) +Av]
' y

~v(x) +Av v(x)
~

[v {x) +Av]v (x)
_

_

v(x) Au — u(x) Av

[v(x) +Av]v(x)

, s Au Av

a
. Ay J

{x)
Āx-

u{x)
Āx-

'Ax [v(x)+Av]v{x) '

4) pēc robežpārejas Ax->0 dabūjam, ka, ja y
=

~>
tQ d ž/' =

vu'
—

uv' . .
=

5 ,t. i.,

■ (t)'="- ?!§Sg§
x— 1

Piemērs. Atvasināt funkciju y= •

(x+i)(x-iy-(x-i)( X+i)'
_

y
(x+l) 2

(x+\) • I-(jc-I) • 1 2

(x+iy
~

(x+i) 2:

73. §. Saliktas funkcijas atvasināšana. Apskatīsim saliktu fun-

kciju

y-F(u), kur v=cp(x). (9.16)

Izslēdzot no šīm vienādībām v, dabūjam

y
=F[<p(x)]. (9.17)
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Pieņemsim, ka funkcijas (9.16) ir diferencējamas apskatāma-
jām argumentu vērtībām. Izteiksim dotās saliktās funkcijas atva-

sinājumu y'=y'x atkarībā no y' v
=F'(u) un v'rx=<p' (x).

Dodam x pieaugumu Aa-. Tad v saskaņā ar vienādību v=q>(x)
dabū pieaugumu Au, bet y saskaņā ar vienādību y =F(u) dabū pie-
augumu Atj. Varam rakstīt

Ja Ax-+O, tad Funkcijas v =<p(x) nepārtrauktības dēļ,

kura seko no šīs funkcijas atvasinājuma eksistences (70. §), arī

Au-+Q, un līdz ar to arī y
'

u. No formulas (9.18) tad dabū-

jam, ka, ja y =F(u), kur u=<p(x), tad

y'x =y'u-u'x (9.19)

jeb y' =F'(u) -q/(A')-*
1. piemērs. Atvasināt funkciju y= (x3 —l) 4.

y =u
4

,
kur u= x3—1;

y'u= («4) 'v=4u3, v'
x
= (x

3
-1) \= 3a-2;

y' =y'x= ( U4)
'

v . (AT
3-1)

'

x
=4u3 .X2= l 2u 3

X
2 =1 2(X3-1 ) 3

A"
2.

Turpmāk centīsimies atvasināt saliktu funkciju, neapzīmējot starp-
mainīgo ar īpašu burtu v. Proti, rīkosimies šādi:

y'=4(x3-l) 3- (a-3-1)'=4(x3-1) 3 .3x2=12(.v3-1) 3x2.

Izsekosim secībai, kādā jāizpilda darbības ar x, lai dabūtu y vēr-

tību: x jāceļ kubā, pēc tam jāatņem 1 un, beidzot, diference jākā-
pina ar 4. Kā redzams, šeit pēdējā darbība ir kāpināšana ar 4.

Līdz ar to arī atvasināšana jāsāk ar minēto 4. pakāpes atvasinā-

šanu, kas dod 4(x3—l) 3. Pēc tam atvasinām diferenci un, bei-

dzot, pakāpi x3.
2. piemērs. Atvasināt funkciju y

=s\nx2 jeb w=sin(x2).

w=sinu, v=x 2; y'u= (sin u)'u =cos «,

"'x= (x2)'x =2a:;

y'= (sin «)'u- (a"2)'x =cos u•2x=2x cos x 2.

īsāk varam rakstīt šādi:

y'= cos x2 ■ ( x2)'=cos x2•2x=2x cos x2.

* Sniegtais kārtulas pamatojums pastāv ar noteikumu, ka, ja \x atšķira?
no nulles, tad arī Au atšķiras no nulles. Tomēr kārtulu var pieradīt citādi, at-

metot šo noteikumu.
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3. piemērs. Atvasināt funkciju y =sin 2
x jeb y=(sinx) 2

y'=2 sin x • (sin x)'= 2sin x •cos x =sin 2x.

4. piemērs. Atvasināt funkciju y=\n(3x— 1).

5. piemērs. Atvasināt funkciju y=yi—x2 jeb, to pārveido

jot, y={\-x 2y.

W= (1 _x2) 4.
(1 _x2)/=^(1_x2)-f ( _2x) =__4_.

6. piemērs. Atvasināt funkciju y =lnsin2.v.

y'r=
,

■■ • (sin2x)
/
= . *

•cos2x- (2x)'=v
sin 2a: v 7

sin 2a: v '

=.

*
cos2a; •2 =2 ctg 2x.

sin 2a:

7. piemērs. Atvasināt funkciju w=2cos2 •

=2 -Mt-t)[-Hl-t)Ht-t)'=
--s %-T)-to-H|-T)-»(f-^T--'-

-=— sin ļx— =sin —a:| =cosa;.

Šādu rezultātu var iegūt arī, ja pirms atvasināšanas doto fun

kciju iepriekš pārveido pēc pusleņķa kosinusa formulas:

2cos2(t-t)= l+cos2(t-t)=
= 1 4-cosla:— =1 —xj =1 +sin x.

Atvasinot iegūstam

£/'=0 + cos a:=qos x.
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74. §. Inversas funkcijas atvasināšana. Pieņemsim, ka dotā

funkcija y=f(x) apskatāmajām x vērtībām ir diferencējama un

monotona. Funkciju sauc par monotonu, ja līdz ar Ax>o pastāv
vai nu Ay>o visām apskatāmajām x vērtībām (funkcija tad aug),
vai līdz ar Ax~>o pastāv Ay<ZO visām apskatāmajām x vērtībām

(funkcija tad dilst)*. Tad šīm x vērtībām eksistē inversā funkcija
A'=(P(i/) (50. §), kura arī izrādās monotona. Var rakstīt vienā-

dību:

Ay "

Ja Ax->O, tad dotās funkcijas nepārtrauktības dēļ arī Ay->-0 un

varam rakstīt, ka

Ax-,0 £X Ax-»0 &X .. l\X
-7— lim -—

Ay Ay-K) Ay

(Seit labajā pusē lietota dalījuma robežas īpašība, kur bez tam

Ax-»-0 vietā rakstīts Aw->-0). No vienādības (9.21) izriet šāda

sakarība starp savstarpēji inverso funkciju atvasinājumiem y\=

=f'(x) un %'
y=<p'(z/):

y'x=~r' (9.22)
* y

Šī sakarība starp savstarpēji inverso funkciju atvasinājumiem
pastāv, ja viena no šīm funkcijām ir diferencējama un monotona

apskatāmām mainīgo lielumu vērtībām. Tad arī otra minētā fun-

kcija izrādās ar tām pašām īpašībām.

Piemērs. Funkcijai y
=3x— 1 inversā funkcija ir x' =-ļ-w+-ļ-,

un to atvasinājumi £/'x =3 un x'
y
= apmierina sakarību (9.22).

75. §. Funkciju y =Ioga *, y= tg*, y
=ctgx, y= a

x
un y =

=c
x atvasinājumu formulas. Turpmākas formulas iegūsim, pie-

lietojot iepriekšējās formulas.

1. j/=logB x. Funkcijas atvasinājuma atrašanai izsakām šo

funkciju ar naturālo logaritmu, izmantojot formulu (7.10).

y= z -
1n x=logae-\nx.

Ina

No šejienes

y'—i— (ln.*)'=—r
— jeb y'=—loga e.

J \na x ' xln a
3

x
6

* Monotonai funkcijai grafika ir visur kāpjoša vai visur lejup slīdoša līnija.
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Tātad

xy=jL=

T
i°^ e- (9-23)

Piemērs. Ja y=\gx (a= 10), tad

y' =-

rĻ7:=—lge«— -0,4343.v
x ln 10 x x

2- y =igx. Funkciju izsakām ar sinusu un kosinusu un pēc
tam atvasinām kā dalījumu:

sin*
. cosx(sinx)' —sinx(cos.»c)'

y— , y— 1
—5

5 =

v
cos* COS

2 *

_

cos x • cos x — sin x• ( — sin x)
_

cos
2*4-sin2 *

_

1

cos
2
* cos

2
* cos

2
*

Tātad

(9-24)

o i ■ v
COSX

3. w=ctgx īeb «=— •

, sinx( —
sin x) — cos*>cos* 1

y =
5

ri
=—«

sin 2 * sin2*

<d**>'~-līrk' (9"25)

4. «=a
x. Sai funkcijai inversā funkcija ir * =loga y. Tā kā

logaritmiskās funkcijas atvasinājumu jau zinām (pie tam loga-
ritmiskā funkcija ir monotona, skat. 74. §), tad varam rakstīt, ka

, t.
y

ylna '

un saskaņā ar formulu (9.22) dabūjam

y'=y'x=y\na=a
x ln a.

Tātad

(a x)'=a
x lna. (9.26)

Piemērs. Ja y=l0x, tad //'=l0x ln 10«2,30- 10x
.

5. y
= cx.e

x. Tas ir funkcijas y=ax atsevišķs gadījums, kad a= c.

Šoreiz lna =lne=l, un

(e x )'=c*. (9.26')
>
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Piemērs. Atvasināt funkciju y =e
2x. Funkciju atvasinām kā

saliktu funkciju:

y'=e
2x{2x)'=2e2x.

76. §.* Apslēptas funkcijas atvasināšana. Vispirms apskatīsim
identitātes atvasināšanu. Identitāte ar argumentu x ir vienādība

M*W*(*)i (9.27)

kas pastāv visām x vērtībām kādā noteiktā intervālā.

Pieņemsim, ka identitātē (9.27) vismaz viena no funkcijām

f\(x) un f2(x) ir diferencējama intervālā, kur pastāv šī identitāte.

Ņemsim tādu Ax, lai ne tikai x, bet arī x+Ax un x—Ax atras-

tos šai intervālā. Tad pastāv .vienādība

1) fl(x +Ax)=f2 (x +Ax)

minētai Ax un arī visām citām mazākām |Aa:| vērtībām. Atņemot

dabūjam

2) fl(x +Ax)-fl(x)=f2 (x +Ax)-f 2(x) '

un, izdalot ar Ax:

/, (x +Ax) -/ļ (x)._f 2 (x + Ax) -f2(x)
Ax Ax

Saskaņā ar minēto eksistē robeža:

4) lim
M*+A*)-M*)

_

ljm
f2(x+Ax)-f 2(x)

ax-*o Aa: ax-»-o Aa:

jeb

fl'(x)=f2'(x), (9.28)

t. i., identitāti drīkst atvasināt intervālā, kur pastāv dotā iden-

titāte.

Piezīme. Arī jaunā vienādība (9.28) ir identitāte tai pašā
intervālā, kur pastāv dotā identitāte.

Piemērs. Atvasināt identitāti

(x+l) 3
=a:

3 + 3a:2+3a:+l.

Ka tā ir identitāte un pie tam intervālā ( — 00, +oo), seko no

summas kuba formulas. Atvasinot dabūjam

3(x+l)
2
= 3a;2+6x+3,

kas ir jauna identitāte tai pašā intervālā, par ko var pārliecinā-
ties pēc summas kvadrāta formulas.
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Identitātei pretstatā ir vienādojums. Vienādojums ar nezi-

nāmo x ir vienādība, ko apmierina tikai dažas x vērtības —
vie-

nādojuma saknes. Tā, piemēram, 2x 2—3x+ 3=x
2+ l ir vienādo-

jums, ko apmierina tikai divas x vērtības *i= l un x2=2.

Ja vienādojumu fļ(x)—f2(x) apmierina kāda x vērtība, tad

šo vienādojumu tomēr neapmierina cita vērtība x+Ax ar kaut

kuru pēc patikas mazu \Ax\: fi(x+Ax)^f2(x +Ax). Tāpēc ar vie-

nādojumu nevar izdarīt tādus pārveidojumus, kas ļautu secināt

vienādības fi'(x)=f2 (x) pastāvēšanu.

Piemēram, atvasinot augšminēto vienādojumu, mēs dabūtu

3

jaunu vienādojumu 4x—3 — 2x
x

kura sakne ir x==
~2

un ura atšķi-

ras no iepriekšējā vienādojuma saknēm *i =l un x2=2.

Apslēptas funkcijas atvasināšana. Dots vienā-

dojums

F(x,y)=o. (9.29)

Pieņemsim, ka tas apslēptā veidā definē y kā x funkciju

y-y{x)) (9.30)

t. i., funkciju, kura pēc ievietošanas vienādojumā (9.29) to pār-
vērš par identitāti ar argumentu x (47. §):

F[x,y(x)] =0. (9.31)

1. piemērs. Vienādojums

3,v-5w+ 2=0 (9.29')

apslēptā veidā definē funkciju

y
= + ~. (9.30')

levietojot šo y izteiksmi iepriekšējā vienādojumā y vietā, dabūjam
identitāti

3x-5ļ-
3

r-.r4-|-ļ+2 =0, (9.31')

kas pastāv intervālā ( — 00, +oo), par ko var pārliecināties pēc
iekavu atvēršanas.

2. piemērs. Vienādojums

x2+«2-I=o (9.29")

apslēptā veidā definē divas x funkcijas

y=+iT^x2
un y=-fī=72. (9.30")
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So funkciju grafikas ir augšējā resp. apakšējā puse riņķa līnijai

ar centru sākuma punktā un ar rādiusu 1. levietojot kaut kuru

no šīm y izteiksmēm iepriekšējā vienādojumā y vietā, dabūjam
identitāti

*
2+(±ļ/T^xs) 2=l, , (9.31")

kas pastāv intervālā [—I,l], par ko var pārliecināties pēc saknes
saīsināšanas ar kāpinātāju. Seit identitāte nepastāv ārpus minētā

intervāla, jo tur zemsaknes izteiksme ir negatīva un sakne ir

imagināra.
Lai atrastu atvasinājumu funkcijai, ko definē apslēptā veidā

vienādojums (9.29), atvasina identitāti (9.31) pēc x. Atvasinā-

šanas gaitā ar y rīkojas kā ar starpmainīgo lielumu. Rezultātā

parasti iegūstam pirmās pakāpes vienādojumu attiecībā pret y',
kuru atrisinot atrodam y'.

1. piemērā atvasinot doto vienādojumu kā identitāti, da-

būjam

' 3-s«'=0. . *

No šejienes

y' =|-. (9.32)

Atrastais y' sakrīt ar attiecīgās atklātās funkcijas (9.30') atva-

sinājumu.
2. piemērā atvasinot doto vienādojumu kā identitāti,

iegūstam

2x +2yy'=0.

Seit y
2 atvasināts kā salikta x funkcija ar starpmainīgo lielumu y.

No šejienes

t/=-ļ" (9.32')

legūtā formula izsaka reizē atvasinājumu kaut kurai no funkci-

jām (9.30").
2. piemēra turpinājums. Apslēptai funkcijai, ko de-

finē vienādojums (9.29"), atrast atvasinājuma vērtību punktā

x= — negatīvai y vērtībai. Vispirms, liekot vienādojumā (9.29")

ļ .3 1 j _

* , dabūjam y
2

—

—, no kurienes Vai «= — Sa-

skaņā ar uzdevuma noteikumu jāņem kas nozīmē
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izvēlēties punktu uz riņķa līnijas apakšējas puses. Meklēto atvasi-

nājuma vērtību dabūjam no formulas (9.32'), ievietojot x= TT un

Kārtula. Lai atvasinātu apslēptu funkciju, ko definē vie-

nādojums ar diviem nezināmiem x un y, tad šo vienādojumu at-

vasina kā identitāti ar argumentu x, uzskatot y par x funkciju
un rīkojoties ar y kā ar starpmainīgo lielumu.

1. piezīme. Atvasinot apslēptu funkciju pēc minētās kār

tulas, rezultātu parasti dabū, izteiktu atkarībā no argumenta x

un funkcijas y pretēji visiem iepriekšējiem atvasināšanas gadīju-

miem, kad y' izteikts tikai atkarībā no argumenta x.

2. piezīme. Lai atvasinātu apslēptu funkciju, nav vaja-
dzīgs dotā vienādojumā visus locekļus pārnest vienādojuma krei-

sajā pusē. Tā 2. piemērā dotais vienādojums varētu būt x2+y
2
=

= 1 vai arī *
2=l—y

2. Nepārnesot locekļus uz kreiso pusi un rīko-

joties pēc šīs kārtulas, arī šeit var atrast y'.
77. §.* Logaritmiskā atvasināšana, pakāpes funkcijas atvasi-

nājums vispārīgā, gadījumā. Lai atvasinātu atklātu funkciju
(47. §), dažreiz ir lietderīgi doto vienādību vispirms logaritmēt

pie bāzes c. Tad y dabūjam kā apslēptu x funkciju un atvasinām

apslēptu funkciju. Minēto paņēmienu sauc par logaritmisko atva-

sināšanu.

1. piemērs. y — a
x. Logaritmējot lny=-xlna un atvasinot

—£/' =lna, no kurienes y'=ylna=a
x ln a, atkal iegūstam formulu

(9.26).
2. piemērs. y —x

x. Logaritmējot pie bāzes c, \ny=x\nx,

un atvasinot dabūjam —«'= 1
•
ln x+x — =lnx+l, no kurienes

y x

y'=y{\nx+\) =x
x (lnx+l).

Atvasināsim pakāpes funkciju •

y=x\

kur a var būt vesels skaitlis vai daļskaitlis (pozitīvs vai nega-

tīvs). Logaritmējot pie bāzes c, \ny=a\nx, un, atvasinot —y'=
y

=a—, dabūjam y'=ay — =axa
— =axa~l. Tātad

* XX

{x*)' =ax*-\ (9.33)

Ar to ir pamatota 71. § 2. piezīme.
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78. §.* Ciklometrisko funkciju atvasināšana. So funkciju atva-

sinājumus iegūsim, izmantojot trigonometrisko funkciju atvasinā-

jumus.
f. Dota funkcija v=arcsinA-. Tai inversā funkcija ir x=s'my,

un tās atvasinājums x'
y
=

cosy. Tad saskaņā ar formulu (9.22)*

,t1 1 1

y —yx= = —= =.
cosw yi—sin2 yi-.v2

Seit cos y atvietots ar yi-*sin 2
w, lai y' izteiktu atkarībā no x.

Tātad

(arcsin x) "=
1

« (9.34)

Piezīme. Sai formulā vienmēr jāņem pozitīvā saknes vēr-

tība, jo ar arcsin x ir domāta arksinusa galvenā vērtība (53. §),
kura jāņem 1. vai 4. kvadrantā, t. i., y ir 1. vai 4. kvadrantā. Bet
tad cos y, kas vienāds apskatāmai kvadrātsaknei formulā (9.34),
ir pozitīvs.

2. Dots, ka y=arccosx. Tai inversā funkcija ir x =cosy, un

tās atvasinājums x'
y

='— sin «. Tad

,
=

,=. 1 1
=

1

y y * -sinw yi-cos2
w yT^x2

" !

Tātad

(arccosA-)' = ——

. (9.35)
yi-x

2

Var pārbaudīt, ka arī šeit vienmēr jāņem pozitīvā saknes vērtība.

3. Dots, ka £/ =arctgx. Tai inversā funkcija ir x=tgy, un tās

atvasinājums x'
y
=—-s—. Tad

' 3
cos

2
y <

'= 2
1 1 1

y COS y
sec

2
y l+tg

2
w I+A-2

:

Tātad

(9.36)

4. Līdzīgā ceļā var dabūt arī

(arcctgx)'=- (9.37).

* Funkcija sin y ir monotona (74. §) apskatāmajām y vērtībām intervālā

kuras pieņem funkcija i/ =arcsinx (53. §). Līdzīgas piezīmes

jādod arī pārējām ciklometriskajām funkcijām.
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79. §. Funkciju atvasināšanas pamatformulas un kārtulas

•Papildu formulas

80. §. Augstāku kārtu atvasinājumi. Funkcijas y=f(x) atva-

sinājums y' jeb f'(x) ir jāuna x funkcija (67. §), kurai savukārt

var meklēt atvasinājumu. Saskaņā ar funkcijas atvasinājuma de-

finīciju šis jaunais atvasinājums ir šāda dalījuma robeža:

nm
r(»+A»)-f(x)

|

Ax-*0 &X

To apzīmē ar y" jeb f"(x) un sauc par funkcijas y =f(x) otro

atvasinājumu:

hm
f
'
{X+Ax) - f

'
{x)

=f»(x) =y». (9.38)
ax-*o Aa:

Līdzšinējo funkcijas atvasinājumu y' sauc par pirmo atvasinā-

jumu.

Pamatformulas rtulas

9 ir* ir*

c 0 tg*
1

cos2
X

u+t» u'+v'

sin x

uv u'v+uv'

cos X ctg*
1

sin2
*

cu cu'

cosA —sin x a
x ln a

u

V

vu'— uv'

V1

ln x e
x ex y=F(u)

u=<ņ(x)

log a x

1

x ln a

=ļloga e

X* y=H*),
*=<P(f)

.
1

X y

V y

arcsin x

arccos x

1

i

arctg x

arcctg x

ļ_
l+x2

1

\+x2
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Funkcijas otro atvasinājumu atrod, pirmo atvasinājumu vēlreiz

atvasinot pēc parastām atvasināšanas formulām un kārtulām. At-

zīmēsim, ka f"(*i) nozīmē [f(*)]'x=x,, t. i., funkcijas f(x) otrā

atvasinājuma f"{x) vērtību punktā x — xx.
P i emēr s. - Funkcijai f(x) —

2x 3
— 9x 2 + 12x pirmais atvasinā-

jums ir f'(x) =6x 2
— 18x4-12, bet otrais atvasinājums

f"(x) =\2x-\B.

Otrā atvasinājuma vērtības, piemēram, punktos x=l un x=2 ir

/"(1) = 12-1 — 18= —6 un f"(2) =12-2-18=6.

Definīcija. Funkciju sauc par divas reizes nepārtraukti
diferencējamu dotajā punktā, ja funkcijai šajā punktā eksistē pir-
mais un otrais atvasinājums, pie kam otrais atvasinājums ir ne-

pārtraukta funkcija šinī punktā.

Funkcija, kurai piemīt minētā īpašība, kā arī tās pirmais
atvasinājums ir nepārtraukta funkcija šai pašā punktā. Šis apgal-

vojums izriet no atvasinājuma eksistences kā pašai funkcijai, tā

arī tās pirmajam atvasinājumam (70. §).

Funkcijas otro atvasinājumu vēlreiz atvasinot, dabū funkcijas
trešo atvasinājumu. Pēdējo* atvasinot, dabū vēl ceturto utt. Ja

dotā funkcija ir y=f(x), tad minētos atvasinājumus apzīmē šādi:

f'"(x) jeb y"' —
trešais atvasinājums;

fIV (x) jeb /(4) (x), jeb y
iw, jeb «<4> —

ceturtais atvasinājums, utt.;

/(n'(x) jeb y<n>
—

n-tais atvasinājums.
Piemērs. Funkcijai f(x) =2x3—9x 2+ 12x ir

f"[x) =12x-18, f"'(*)=l2, /iv(x)=o, un arī visi tālākie at-

vasinājumi kā konstantes 0 atvasinājumi vienādi ar nulli, t. i.,

/(n)(x ) =o, kad 4.

81. §. Funkcijas otrā atvasinājuma mehāniskā nozīme. Ja kus-

tības vienādojums ir s=F(t), tad funkcijas atvasinājums s jeb

F'(t) izteic kustības ātrumu mirklī t (68. §);

v=F'(t).

Ātrums laika momentā t+At ir vx =F'(t+ At), bet ātruma pie-

augums starp t un ir

Av=vx-v =F'{t +At)-F'(t).

Ātruma pieaugumu Av dalot ar atbilstošo laika sprīdi At, dabū-

jam kustības vidējo paātrinājumu tai pašā laika sprīdī

Av _F'(t+ At) -F'(t)

At At



144

Sī dalījuma robežu, kad At-*~O, sauc par kustības momentāno

paātrinājumu laika momentā / jeb īsāk —

par kustības paātri-
nājumu momentā t. Apzīmēsim to ar a, t. i.,

~
Av F'(t +At)-F'(t)

a= hm-r—= lim
—

5 -A
— ,

At-M)At At-)-0 At

No otras puses, šeit sastopamā dalījuma robeža ir ātruma v at-

vasinājums v un saskaņā ar formulu (9.38) — arī apskatāmā
materiālā punkta (64. §) koordinātes s=F(t) otrais atvasinājums

s=F"(t). Tāpēc dabūjam, ka

a=v=s =F"(t). (9.39)

Tātad kustības paātrinājums vienāds ar ātruma atvasinājumu
vai ar apskatāmā materiālā punkta koordinātes otro atvasinā-

jumu.
Piemērs. Brīvā kritienā noietais ceļš s izsakāms atkarībā

gt2
no laika t pec formulas s= -ļr-.

Ar atvasināšanu dabūjam kustī-

bas ātrumu

v=j-(t*y=f-2t=gt
(64. §). Ar vēlreizēju atvasināšanu atrodam kustības paātrinā-

jumu:
a=(gt)'=g-

Vingrinājumi

Atvasināt funkcijas.

1. y=x*-3x3+\lx-\. 2. s=r—-|- t2+ J-/3--|- t*.

3. x=aH2+b2. 4. y=(x+l)(x2+2).

5. y=(x2-2x)(ļ-x+x 2). 6. i/=8(3x2-5+5).

7. y=2x(7-x2) (x2+3). 8.
■

-
\+x—X2 ' \+X , \—x

>i-/W =—f,/'(-D=? «2. y^~^l

17. i/=x^7-*ļ£+y~iī. 18. y=4=+6— - $fiT2.
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19. Kustības vienādojums ir s=4+12/—ļ-r2 (s metros, t sekundēs). Pēc

cik ilga laika kopš sākuma momenta /=0 ķermenis apstājas?

20. Kustības vienādojums ir s=40/+yi
2
— -ģ t3 (s metros, t sekundēs).

Kādu attālumu ķermenis noiet no momenta r=.o līdz apstāšanās brīdim?

21. Dažās ķīmiskās reakcijās produkta koncentrāciju x nosaka formula x=

a
2kt

=

akt+ l ' ''r 'a"<s' aun * — konstantes. Atrast reakcijas ātrumu; pec

tam ātrumu izteikt atkarībā no x.

22. Funkcijas y=—~ x2+2x grafikai punktos x= — 1 un x=2 1) kon-

struēt pieskares; 2) atrast pieskares un normāles vienādojumus.

Atvasināt funkcijas.
23. y=x2 sin x.

24. (/=sin x• cosx,

M
cos x

26. Funkcijas f/=sinx grafikai punktos *= 0, , j-, y 1) konstruēt

pieskares; 2) atrast pieskares un normāles vienādojumus.

Atvasināt funkcijas:

27. =* ln x-x. 28. y- y'ln x+

„„
Iha:

30. o=(2xs
+*)s.

31. 0=y*2+2x-l. 32. /(o=r r'T+T.

yi-*3 » f
X t2

35. u=—-— . 36. *= — .

y*2-i yi-/

37. i/=3 sin s*+s cos3x. 38. #=a:
2 sin 2*.

39. y=
CoSļ2^j"

l)
•

40. </=3 sin2
*-cos

2
*.

41. /(<p) =sin cp• cos 3cp. 42. y=\n(x— 1)-ln(x+ 1).

43. i/=ln(A:2-3x+l). 44. u=ln
ū
— ■ '

a—x

Norādījums. Pirms atvasināšanas piemērot dalījuma logaritma īpašību.

45. • 46- J/=ln*2+ln2
*.

47. y=\r\\nx. 48. (/=lnsinx.

49. y=Zx\gx. 50" =īf7 •

51. y=lg (*2+4) • 52- tf=lgVl-2x".

53. (/=lgcosx 54. y=tg j;•ln jc.



146

55. x/=tg 3at—ctg3*. 56. #=sin2
*• tgat.

57. y=xig2 x. 58. </=—.

59. {f-lntg
*

•
60. j/=lgctgx

61. !/=e
I (A:

2
-2A:+2). 62. y=e

I • ctg x.

63. . " 64. t/=*3 10*.

65. i/=5-4 I-4-5It. 66. i/=-ļ-(e2l
-c-

2s).

67. y= (x4 -2£ 2)e*\ 68. t/=e2x'+sx-4.

69. (/=c">*. " 70. t/=ln-^—.
I —c

x

iru —10-*
71. S=,-

2'sin(3/+l). -

73. ,=2—-ļ*-*. **-ļ£r
75. Ja ķermenis atdziest vidē, kuras temperatūra ir O°C, tad temperatūras

atkarību no laika izsaka formula T=T
o
e~'kt, kur T ir ķermeņa temperatūra

mirklī t, T
B — ķermeņa sākuma temperatūra, bet k

— konstante. Konstatēt,
ka atdzišanas ātrums ir proporcionāls esošai temperatūrai.

76. Dažās ķīmiskās reakcijās produkta koncentrāciju x nosaka formula

1) x-a(il-e-"), 2)x=-—m-^J-,

kur t ir laiks, bet a, b un k — konstantes. Atrast reakcijas ātrumu; pēc tam

ātrumu izteikt atkarība no x.

■ 77. Pārliecināties, ka vienādību 2x—x2
= 1— (1— x) 2 drīkst atvasināt,

pie tam pēc atvasināšanas rodas» identitāte. Vai drīkst atvasināt vienādību

2x=l-(l-;t) 2?

Apslēpta veida definētām funkcijām atrast a) atvasinājumu y', b) atva-

sinājuma vērtību dotajā punktā, c) izteiksmi atklātā veidā.

78. 2x2+y2-3=o, punkts x=l un y<o.

79. x
2+t/2 —jc

3=5, punkts x= 2 un y>o.
80. t/2 =4x, punkts x=\ un y<Q.

Apslēptā veidā definētām funkcijām atrast- atvasinājumu.
81. (x+y)»=axy, jr>?

x 2u
1 -~ »

83. u
3v-2u2

v 2+vv3 =l, a'
v
=?

84. Atrast vienādojumu pieskarei un normālei dotajā līnijas punktā, ja

līnijai ir 79. vingrinājumā dotais vienādojums un ja dotajam līnijas punktam
x=2 un y>o.

Atvasināt funkcijas.
85. y=x~*. 86. y=(l+x) 2*.

(x—2) 2Yx+l
87. y=-—. '

— 88. u=arcsin x- arccos x.

(x—s) 3 "

M „„

arcctg*
89. y=xaTcigx. 90. y= —-~- .
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91. y=arcsin sx. 92. y=arcsin —.

93. (/=arcsin 3*+arccos 3*. 94. y=arcsin yi —x2.

95. i/=arctg-|- '.' 96. i/=arctg(l+x2 ).

2x
97. ;/=arctg j-~

'.

Atrast augstākas kārtas atvasinājumus.
98. y=(l-2x)\ y"=!
99. f(o=et (sinr+cos/), /"(')=?
100. *«ln(l-/), *'"=?

101. f(*)=sin2
*, r(0)=?, f" (|-)=?. =?

102. Kustības vienādojums ir s= asin3t (s — centimetros, t — sek,

a=const.). Atrast kustības paātrinājumu laika momentos
IT ' ~2~~'

103. Vertikāli uz augšu sviesta ķermeņa kustības vienādojums ir

s=v ot — 4,9 i 2, kur v 0 ir sākuma ātrums (s — metros, t — sek). Atrast
ātrumu un paātrinājumu laika momentā /=3 sek, ja v0=50 m/sek.

10. NODAĻA

FUNKCIJAS ATVASINĀJUMA LIETOŠANA FUNKCIJU PĒTĪŠANAI

Sīs nodaļas pirmos piecos paragrāfos pieņemsim, ka pētāmā
funkcija y — f(x) ir definēta un divas reizes nepārtraukti diferen-
cējama visos apskatāmajos Ox ass punktos, kā arī šo punktu
tuvumā.

82. §. Funkcijas augšana un dilšana. Funkcija y=f(x)

punktā a aug, ja katram pietiekami mazam h>o pastāv nevie-

nādības f{a— +h), t. i., ja pietiekami tuvu pun-

ktam a augošam argumentam atbilst augoša funkcija (101. zīm.).
Funkcija y=f(x) punktā a dilst, ja katram pietiekami mazam

h>o pastāv nevienādības f(a — h)>f(a)>f(a+h), t. i., ja

101. zīm. 102. zīm.
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pietiekami tuvu punktam a augošam argumentam atbilst dilstoša

funkcija (102. zīm.).*
Ja funkcijai ir dota grafika, tad no tās var redzēt, kuros Ox

ass punktos funkcija aug un kuros dilst. Tā, piemēram, funkcija

y=f(x) (103. zīm.) aug punktā X\, bet dilst punktā x2.

103. zīm.

Noskaidrosim, kā pēc funkcijas atvasinājuma var noteikt, vai

dotajā punktā funkcija aug vai dilst.

Apskatīsim funkciju y =f(x) punktā xļt kur

n*i)>o. (lo.i)

Punktā Pļ (103. zīm.) novilktās pieskares virziena leņķi apzīmē-
sim ar ai. Tā kā funkcijas atvasinājums ģeometriski nozīmē pie-
skares leņķa tangensu (69. §), tad f (Xļ) =tga

{. No formulas

(10.1) seko, ka tgai>o, t. i., ka cti ir šaurs leņķis (I kvadranta

leņķis). 103. zīm. redzams, ka tādā gadījumā funkcija y — f(x)
punktā X] aug.

Tagad šo pašu funkciju apskatīsim punktā x 2, kur

f(x2)<o. (10.2)

Punktā P2 novilktās pieskares virziena leņķi apzīmēsim ar a2.

Līdzīgi iepriekšējam gadījumam varam rakstīt, ka f{x 2) =tg<X2, un

no formulas (10.2) seko, ka tga2<o, t. i., ka ir plats leņķis

(II kvadranta leņķis). 103. zīm. redzams, ka šinī gadījumā fun-
kcija y =f(x) punktā x2 dilst.

Funkcijas augšanas un dilšanas pietiekamā

pazīme. Ja apskatāmajā punktā /'(x)>o, tad funkcija y =f{x)

* Sk. ari 74. § (monotona funkcija)
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šinī punktā aug, bet, ja apskatāmajā punktā /'(x)<o, tad fun-

kcija y=f(x) šinī punktā dilst.*

Vārds «pietiekams» šeit jāsaprot šādi: ja, piemēram, ir ap-
mierināts nosacījums f'(x)>o, tad ar to pietiek, lai noteiktu, ka

attiecīgajā punktā funkcija y=f(x) ir augoša. Līdzīgi jāsaprot arī

turpmākās pietiekamās pazīmes.
Pazīmei apgrieztā īpašība pastāv tālāk norādītā pavājinātā

nozīmē. Proti, ja funkcija y=f(x) apskatāmā punktā, piemēram,
aug, tad šai punktā f'(x)>o (103. zīm. punkts Xi) vai /'(x)=o
(sk. tālāk 104. zīm. punkts x 5).

Piemērs. Noskaidrot, vai funkcija f(x) =2x 3
— 9x2+ \2x aug

3 .

/. - \

vai dilst punkta 1) x=0 un 2) x
=~2~-

Atrisinājums, f (x) =6x2
- 18x4-12 =6(x2-3x4-2). Atva-

sinājuma vērtības dotajos punktos ir šādas:

1) /'(0) =12>0, tātad punktā x= 0 funkcija aug;

3
tātad punkta x=— funkcija dilst. (Tālāk 105. zīm. pārliecināsi-

mies par iegūto rezultātu pareizību.)
Funkcijas augšanas un dilšanas intervāli.

Tie ir Ox ass intervāli, kuros funkcija aug respektīvi dilst katrā

intervāla punktā.
Piemērs. Funkcijai f(x) =x2— 2x4-3 atrast augšanas un

dilšanas intervālus.

Atrisinājums. Funkcijas atvasinājums ir f'(x) =2x—2=

=2(x—l). Ja x<l, tad x—l<o un arī f'(x)<o; tātad funkcijai
ir dilšanas intervāls ( — 00, 1). Ja turpretim x>l, tad x—l>o un

/'(x)>0; funkcijas augšanas intervāls ir (1, 4-o°).
83. §. Funkcijas maksimums un minimums. 103. zīm. redzams,

ka funkcijas y=f(x) grafikas punktā P3
ordināte y ir lielāka nekā

visiem citiem pietiekami tuviem grafikas punktiem. Punkta P3

abscisu apzīmēsim ar x 3. Tādā gadījumā saka, ka Ox ass punktā x3
funkcijai y=f(x) ir maksimums.

Turpretim punkta P4 ordināte y ir mazāka nekā visiem citiem

pietiekami tuviem grafikas punktiem. Punkta P4
abscisu apzīmē-

sim ar x4. Sinī gadījumā saka, ka Ox ass punktā x 4 funkcijai ir
minimums.

Definīcija. Funkcijai y =f(x) punktā x 3(x 4) ir maksi-

mums (minimums), ja šini punktā funkcijas vērtība ir lielāka

(mazāka) par funkcijas vērtībām visos citos pietiekami tuvos pun-

ktos. Funkcijas maksimumu un minimumu sauc arī par funkcijas
ekstrēmu.

* Sk. arī 64. § 2. piezīmi, 65. § (sasilšanas un atdzišanas ātrums) un

68. § (funkcijas augšanas un dilšanas straujums).
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Noskaidrosim, kā pēc funkcijas atvasinājuma var noteikt, vai

pie dotās x vērtības funkcijai ir ekstrēms.
103. zīm. funkcijas y=f(x) grafikai punktos P

3
un P

i pieska-
res ir paralēlas Ox asij, un tātad šo pieskaru virziena leņķis un

arī tā tangenss vienāds ar nulli. Sa-

skaņā ar funkcijas atvasinājuma ģeo-
metrisko nozīmi varam rakstīt, ka

f'(.v 3)=o un f'(*4)=o. (10.3)

No šejienes izriet:

Funkcijas ekstrēma ne-

pieciešamā pazīme. Ja funkci-

jai y=f(x) apskatāmajā punktā ir

ekstrēms, tad šini punktā f'(x)=o.
Vārds «nepieciešams» šeit jāsa-

104. zīm.

prot šādi: ja apskatāmajā punktā
funkcijai y=f(x) ir ekstrēms, tad nepieciešams, lai f'(x)=o. Lī-

dzīgi jāsaprot arī turpmākās nepieciešamās pazīmes.

Pazīmei apgrieztā īpašība pastāv šādā pavājinātā nozīmē: ja
apskatāmā punktā f'(x) =0, tad šinī punktā funkcijai y=f(x) var

būt kā ekstrēms, tā arī funkcija tur var augt vai dilt. Minētie

augšanas un dilšanas gadījumi redzami 104. zīm. punktos P5 un

Pe, kuru abscisas ir Xķ respektīvi xs. Sājos punktos pieskare ir

paralēla Ox asij (jo /'(xs)=o un f'(x6)=o), un tomēr šajos pun-
ktos funkcijai nav ekstrēma. Punktā x 5 funkcija aug, bet punktā
x 6 dilst.

Piemērs. Atrast punktus, kur fuņkcijai f(x) =2x3-9x2+ I2x

var but ekstrēms.

Atrisinājums. Tā kā funkcijas maksimums un minimums

var būt tikai tajos punktos, kur f (x) vienāds ar nulli, tad pielī-
dzinām f'(x) izteiksmi nullei:

6x2
-18x+12=6(a-2 -3.v-|-2) =0

jeb
x

2-3x+ 2=0,

no kurienes pēc kvadrātvienādojuma atrisināšanas dabūjam

x~\= 1 un x2=2.

Tie ir vienīgie punkti, kur f'(x)=o, un tātad arī vienīgie punkti,
kur funkcijai var būt ekstrēms.

Lai noteiktu, vai apskatāmajā punktā funkcijai ir maksimums

vai minimums, jānoskaidro f'(x) zīmes maiņa ap šo punktu, kad

x aug. Pieņemsim, ka apskatāmajā punktā f'(x)=o un f'(x) zīme

mainās no + un —. Tad šajā punktā funkcija f(x) pāriet no

augošas uz dilstošu, un līdz ar to šinī punktā funkcijai ir mak-

simums (103. zīm. punkts x 3). Ja turpretim ap apskatāmo punktu
f'(x) zīme mainās no — uz +, tad šajā punktā f(x) pāriet no
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dilstošas uz augošu un šinī punktā funkcijai ir minimums

(103. zīm. punkts x 4 )<
Lai savukārt noskaidrotu f(x) zīmes maiņu ap apskatāmo

punktu, piemēram, ap punktu ,v3, tad patvaļīgi izvēlamies ap šo

punktu x 3 tādu intervālu [x' 3, x"3], kurā f (x) vienāds ar nulli

vienīgi apskatāmajā punktā x 3 (103. zīm.). Sādā intervālā f (x)
var mainīt zīmi vienīgi punktā x 3 (62. § 3. īpašība). Ja izrādās,
ka f'{x'3)>Š un f'(x"3)<:Q, tad šai punktā f(x) pāriet no augo-

šas uz dilstošu un punktā x 3 funkcijai ir maksimums. Ja turpretim
izrādītos, ka /'(x'3)<o un f'(x"3 )>o, tad punktā x 3 f(x) pārietu
no dilstošas uz augošu un punktā x 3 funkcijai būtu minimums.

Funkcijas maksimuma un minimuma pirmā
pietiekamā pazīme. Ja apskatāmajā punktā f'(x)=o un,

punktam pārvietojoties augoša x virzienā, ap minēto punktu f(x)
zime mainās no + uz — (no — uz +), tad šai punktā funkcijai
ir maksimums (minimums).

Piemērs. Funkcijai / (x) =2x3
— 9x2+ 1 2x atrast maksimumu

un minimumu.

Atrisinājums. Noskaidrosim f(x) zīmes maiņu ap

iepriekš atrastajiem punktiem .vi = 1 un x2—2. Ap šiem punktiem

patvaļīgi izvēlētos intervālos ļo; -~ļ un ļ-|-; 3J f (x) vienāds ar

nulli vienīgi punktos xx un ,v 2. Noskaidrotās f'(x) zīmes šo inter-

vālu galos sakopotas tabulā:

Kā redzams no tabulas, punktā x=\ funkcijai ir maksimums,
bet punktā jc=2 minimums. Funkcijas f(x) vērtības ekstrēmu

punktos ir "(I)=s un f(2) =4. Par iegūto
rezultātu pareizību var pārliecināties, apska-
tot funkcijas grafiku 105. zīmējumā.

1. piezīme. Apskatītās pazīmes pa-

stāv, pieņemot, ka apskatāmajā punktā fun-

kcija ir diferencējama (sk. nod. sākumu).

Punktā, kur funkcija nav diferencējama, ari

var būt ekstrēms, lai gan tur funkcijas atva-

sinājums nav vienāds ar nulli, jo atvasinā-

juma tur nav (98. zīm., punkts x 0).
Stacionāri punkti. pun-

ktus, kur funkcijas atvasinājums vienāds ar

nulli, sauc par funkcijas stacionāriem pun-

ktiem. Meklējot funkcijas maksimumu un mi-

nimumu, vispirms atrod stacionāros punktus 105. zīm.

x 0 1
3_
2

2 3

f'(0)>0 /'(1)=0 r(i)<o /'(2)=0 T(3)>0
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un pēc tam noskaidro, kuros no tiem ir maksimums uri kuros

minimums.

2. piezīme. Definējot funkcijas maksimumu un minimumu,

mēs salīdzinājām funkcijas vērtību f(x3) respektīvi f(x4 ) ar tās vēr-

tībām citos pietiekami tuvos punktos. Tas neliedz citos attālākos

punktos funkcijai pieņemt vērtības, kas ir lielākas par funkcijas
maksimuma vērtību (103. zīm. f(xs) ir lielāks par funkcijas mak-

simumu f(x3)), kā arī vērtības, kas ir mazākas par funkcijas mi-

nimuma vērtību (103. zīm. f(xfi ir mazāks par funkcijas mini-

mumu f(x4 ), jo f(x7)<o, kamēr /(x4 )>o). Funkcijas vērtību

salīdzināšana attālākos punktos būs apskatīta 86. §.
84. §. Līnijas ieliekums un izliekums. Definīcija. Fun-

kcijas y =f(x) grafika punktā P ar abscisu a ir ieliekta (izliekta),
ja tā atrodas virs (zem) jebkuras pieskares, kas novilkta caur

grafikas punktu, kurš ir pietiekami tuvu punktam P (106. un

107. zīm.).
Apskatīsim pazīmi, kā pēc funkcijas otrā atvasinājuma var

noteikt, vai dotajā punktā funkcijas grafika ir ieliekta vai izliekta.

Apskatīsim funkcijas y =f(x) grafiku punktā a, ja

f"(a)>0. (10.4)

Tā kā (80. §), tad nevienādība 00.4) nozīmē,
ka [/

/
(x)]

/

I=a>o, t. i., funkcijas f (x) atvasinājums punktā a ir

pozitīvs. Tāpēc funkcija f'(x) punktā a aug (82. §). Bet f'(x) =

=tga, kur a ir funkcijas y =f(x) grafikas pieskares virziena leņ-
ķis attiecīgā grafikas punktā. Līdz ar to tga un arī pats leņķis a

punktā a aug, t. i., pietiekami tuvu punktam c augošam argu-
mentam atbilst augošs leņķis a. Tātad nevienādībām a—h<ia<.

<._a+h ar katru pietiekami mazu h atbilst a'<a<a" (106. zīm.).
Kā redzams, apskatītā gadījumā funkcijas grafika ir ieliekta

punktā a.

Tālāk apskatīsim funkcijas y —f{x) grafiku punktā a, ja

f"(a)<0. (10.5)

Sī nevienādība nozīmē, ka [/'(*) ]' x=a<o. Tāpēc funkcija f'(x)

punktā a dilst. No vienādības /'(.*)= tga seko, ka tga un arī

106. zīm.
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a punktā a dilst, t. i., pietiekami tuvu punktam a augošam argu-
mentam atbilst dilstošs leņķis a. Tātad nevienādībām a— h<.a<c

<.a+h ar katru pietiekami mazu h atbilst a'>a>a" (107. zīm.).
Kā redzams, funkcijas grafika ir izliekta punktā a.

107. zīm.

Līnijas ieliekuma un izliekuma pietiekam
pazīme. Ja apskatāmajā punktā f"(x)>0, tad funkcijas y=f(x
grafika šinī punktā ir ieliekta, bet, ja f"(x) <0, tad izliekta.

Piemērs. Noskaidrot, vai funkcijas f(x) =2x3
— 9x2+ I2x gr

fika ir ieliekta vai izliekta punktā 1) x=\ un 2) x— 2.

Atrisinājums. f"(x) =\2x- 18, /"(l) =-6<o, f"(2)
=6>o. Tātad punktā x=\ grafika ir izliekta, bet punktā x= 2

ieliekta.

Līnijas ieliekuma un izliekuma intervāli. 1

ir Ox ass intervāli, kuros funkcijas grafika ir ieliekta respekti
izliekta katrā intervāla punktā.

Piemirs. Funkcijas f(x) =2x3
— 9x2+ \2x grafikai atrās

ieliekuma un izliekuma intervālus.

Atrisinājums, f"(x) =\2x— 18= 12 ļx —Ja x<.~, tac

,v —-

3

j-<0 un arī /"(a-)<0; tātad funkcijas grafikai ir izliekum

(3\ 3 3
— oo,—ļ. Ja turpretim x~>—, tad .v —— >0 v

f"(x)>0; grafikai ir ieliekuma intervāls +ooļ;
Infleksijas punkti. Uz līnijas var būt arī punkti, k

tā pāriet no ieliekuma uz izlie-
'^■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■"""^

kurnu (punkts P 108. zīm. a)
vai no izliekuma uz ieliekumu

(punkts P 108. zīm. b). Šādus

punktus sauc par infleksijas
punktiem (jeb pārliekuma pun-

ktiem) .
Infleksijas punktā f"(x) 108. zīm.
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maina zīmi no plusa uz mīnusu (108. zīm. a) vai no mīnusa uz

plusu (108. zīm. b). Tāpēc infleksijas punktā jābūt

/"(*)= 0- (10.6)

(62. § 3. īpašība), ja tur funkcija ir divas reizes nepārtraukti di-

ferencējama (sk. nodaļas sākumu).
Infleksijas punkta nepieciešamā pazīme. Ja

funkcijas y =f(x) grafikai apskatāmajā punktā ir. infleksijas

punkts, tad šajā punktā f"{x) =0.

Infleksijas punkta pietiekamā pazīme. Ja ap-

skatāmā punktā f"(x)=0 un ap šo punktu f"(x) zīme mainās uz

pretējo, tad šajā punktā funkcijas grafikai ir infleksijas punkts.
Piemērs. Funkcijas / (x) =2x%

—9x2+1 2x grafikai atrast

infleksijas punktus.
Atrisinājums, f"(x) =\2x— 18. To pielīdzinot nullei, da-

-18 3
būjam \2x— lB=0, no kurienes X =

J2~~2~-
Tātad infleksijas

3
punkts var but vienīgi punkta x=

-ķ.
Lai noskaidrotu, vai tas

patiešām ir infleksijas punkts, apskatām f"{x) zīmes maiņu ap

punktu x~~n - Sim nolūkam salīdzinām f"(x) zīmes, piemēram,

punktos x={ un x=2* Atrastās f"(x) zīmes sakopotas tabulā:

3
Ka redzams, punkta x= kur var būt vienīgais infleksijas

punkts, f"(x) zīme mainās no mīnusa uz plusu, un tātad šai

punktā funkcijas grafikai ir infleksijas punkts. Sī punkta ordināte

ir / (|)-ļ=4,5.
Piezīme. Infleksijas punktu piemēri ir arī punkti P5 un P

6

104. zīm. Sājos infleksijas punktos ne tikai f"(x)=0, bet arī

f'(x)=o, jo funkcijas y
=f(x) grafikas pieskares ir paralēlas Ox

asij. Abi šie punkti ir reizē stacionāri un infleksijas punkti.
85. §. Funkcijas maksimuma un minimuma otrā pietiekamā

pazīme. Noskaidrosim, kā funkcijas maksimumu un minimumu var

noteikt ar funkcijas otrā atvasinājuma palīdzību.

* Seit punktu x=l un x=2 izraudzīšanai vienīgā prasība ir, lai inter-

-3
vālā [1; 2] /"(at) būtu vienāds ar nulli tikai apskatāmajā punktā x^~2^

x
3_
2

/"(*) /"(i)<0 <1fH f"(2)>0
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Funkcijai y =f(x) apskatīsim stacionāru punktu x3, kur šīs fun-

kcijas grafikas pieskare paralēla Ox asij. Ja šajā punktā bez tam

/"(*3)<o, tad punktā x 3 funkcijas y=f(x) grafika ir izliekta un

funkcijai šinī punktā ir maksimums (103. zīm.).
Vēl apskatīsim funkcijai y =f{x) stacionāru punktu x4, kur

f'(Xļ)=o un kur bez tam f"(x4 )>o. Tad punktā x 4 funkcijas gra-
fikas pieskare paralēla Ox asij, bet šajā punktā grafika ir ieliekta.

Tāpēcpunktā Jt4 funkcijai ir minimums (103. zīm.).
Tātad, ja apskatāmajā punktā f'(x)=o un f"(x)<io, tad šajā

punktā funkcijai y — f(x) ir maksimums, bet, ja f' (x)>o, tad

minimums.

Piemērs. Funkcijai f(x) =2x%
—9x2+ 12 x atrast maksimumu

un minimumu.

Atrisinājums. Kā zināms, šai funkcijai stacionāri punkti,
t. i., punkti, kur f'(x)=o, ir -Vi

= l un x2=2. Bez tam /"(1) =—6

un/"(2) =6. Tātad

f(l) =0, f"{\)= -6<o un f'{2) =0, f"{2) =6>o.

Tāpēc punktā x=\ funkcijai ir maksimums, bet punktā
x= 2

— minimums, kas saskan ar agrāk iegūto rezultātu.
Piezīme. Piemēros par funkcijas maksimuma un minimuma

atrašanu ir lietderīgi vispirms piemērot otro pietiekamo pazīmi.
Ja apskatāmajā punktā f"(x) =0 vai ja f"(x) zīmi ir grūti no-

skaidrot, tad lieto pirmo pietiekamo pazīmi.
86. §. Funkcijas vislielākā un vismazākā vērtība slēgtā inter-

vālā. Nosakot funkcijas ekstrēmu, mēs salīdzinājām funkcijas
vērtības tikai pētāmam punktam pietiekami tuvos punktos. Seit

salīdzināsim funkcijas vērtības kādā slēgtā intervālā.

Lai noteiktu vislielāko (vismazāko) funkcijas vērtību slēgtā
intervālā, tad jāsalīdzina funkcijas vērtības visos intervāla iekšē-

jos stacionāros punktos ar funkcijas vērtībām intervāla galos.
Tad vislielākā (vismazākā) no visām šīm vērtībām ir arī vislie-

lākā (vismazākā) funkcijas vērtība dotajā intervālā.*

Tā, piemēram, funkcijai w=/(x) intervālā [xv xß] (103. zīm.)
vislielākā vērtība f(xa) ir intervāla labajā galā, bet vismazākā

vērtība f(x4 ) — vienā no stacionārajiem punktiem.
Funkcijas vislielākās un vismazākās vērtības eksistenci slēgtā

intervālā nosaka nepārtrauktu funkciju īpašība (62. § 4. īpašība).
1. piemērs. Funkcijai f(x) =2x 3

—9x 2+ 1 2x atrast vislielāko

un vismazāko vērtību intervālā [0; 2].

Atrisinājums. Vienīgais stacionārais punkts intervāla

iekšienē ir x=\, kur /(I)=s. Funkcijas vērtības šī intervāla ga-

los ir /(0)=0 un f(2)=4. Lielākā no šīm trim vērtībām, t. i.,
/(I)=s, ir arī vislielākā funkcijas vērtība dotajā intervālā.

* Salīdzināmo funkcijas vērtību skaitu var samazināt, apskatot tikai tos

stacionāros punktus, kuros ir ekstrēms, bet ekstrēmu noteikšana savukārt prasa

papildu darbu.
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Turpretim mazākā no minētām trim vērtībām f(0)=0 ir visma-

zākā funkcijas vērtība dotajā intervālā.

2. p i cm ē r s. Dota kvadrātveida loksne, kuras malas garums
ir a. Izgriežot tās stūros četrus vienāda lieluma kvadrātus un

uzlokot loksnes saīsinātās malas, izveidots vaļējs trauks (55. zīm.).
Noskaidrot, cik lieli kvadrāti ir jāizgriež, lai dabūtu trauku ar

vislielāko tilpumu.
Atrisinājums. Vispirms jāsastāda funkcija, kas izsaka

trauka tilpumu V atkarībā no izgriežamo kvadrātu malu garuma

x, un jānoskaidro, pie kādas x vērtības šai funkcijai ir vislielākā

vērtība. Trauka tilpums V atkarībā no x ir

V= (a-2x) 2
x.

Noskaidrosim intervālu, kurā šai funkcijai jāatrod vislielākā

vērtība. Galējie izgriežamo kvadrātu gadījumi ir 1) x= 0,

2) x=Ļa.
Tātad funkcijai V jāatrod vislielākā vērtība intervālā [o,—a].

Vispirms noteiksim stacionāros punktus šī intervāla iekšienē.

f'(x) =2(a-2x) {-2)x+ (a-2x) 2
= (a-2x) (a-6x).

Kā redzams, f'(x)=o, ja 1) x=~a un 2) x=~a. Pirmais gadī-

jums atkrīt, jo nav intervāla iekšienē. Tātad x=~a ir

vienīgais stacionārais punkts, apskatāmā intervāla iekšienē, un

līdz ar to jāsalīdzina šādas funkcijas vērtības:

1) /(0)=0; 2) =(a-2.ļa)
2

.1-a
= 3) f(i-a)=o.

Acīm redzot, funkcijas vislielākā vērtība apskatāmajā inter-

vālā ir punktā x=~a. Tātad traukam vislielākais tilpums iznāk,

ja izgriež kvadrātus, kuru malas vienādas dotās loksnes malas

*.v'.4i'
.....

2 •
sēstai daļai. Attiecīga trauka tilpums tad ir—a3.

87. §. Funkciju grafiku konstruēšana. Konstruējamo grafiku
var pētīt, piemēram, šādā secībā:

1) noteikt funkcijas definīcijas apgabalu;

2) noteikt funkcijas grafikas krustpunktus ar koordinātu asīm;

3) noskaidrot, vai šī grafika ir simetriska pret koordinātu

asīm;

4) aprēķināt grafikas ekstrēmus;

5) noteikt grafikas ieliekuma un izliekuma intervālus un in-

fleksijas punktus;
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6) Ox ass punktos, kur funkcija kļūst bezgalīga, noskaidrot,
vai funkcija tiecas uz +oo vai — 00, kad x tiecas uz apskatāmo
punktu no kreisās vai labās puses. Bez tam noskaidrot, vai fun-

kcija tiecas uz robežu, kad un uz kuru robežu.

Precīzākai grafikas konstruēšanai ieteicams aprēķināt pēc va-

jadzības vēl citus grafikas punktus, izmantojot funkcijas izteiksmi.

Piemērs. Konstruēt grafiku funkcijai

y
4(x-l)'

Atrisinājums. 1. Funkcijas definīcijas apgabals sastāv

no diviem intervāliem: ( — 00, 1) un (1, +oo).

2. Liekot .v =0, dabūjam y= —^-; liekot «=0, dabūjam x= —i.

Tātad grafikas krustpunkti ar koordinātu asīm ir ļo; — un

(-1;0).
3. Grafika nav simetriska ne pret vienu koordinātu asi, jo

dotā vienādojumā ne x, ne arī y neieiet tikai pāra pakāpēs (34. §).
4. Atrodam funkcijas pirmo un otro atvasinājumu:

,_
(x+\) (x-3) 2

y
4(x-l) 2 ' y

(x-l) 3 '

Vienīgie stacionārie punkti ir x= — 1 un x= 3. Spriežot pēc y"
zīmes šajos punktos, pirmajā no tiem izrādās funkcijas maksi-

mums, bet otrā punktā minimums. Attiecīgie grafikas punkti ir

(—1;0) — maksimums, (3; 2) —
minimums.

5. Grafika ir izliekta intervālā ( — 00, 1), jo tur x<Zl un tātad

w"<0; turpretim grafika ir ieliekta intervālā (1, +oo), jo tur

x> 1 un y">o.
6. Funkcija kļūst bezgalīga

vienīgi punktā x=\. Kad x<l,

tad jc-KO, (x-r-l) 2>o un y<o;
liekot x-*-\—o, dabūjam «/->-—00.

Kad turpretim x>\, tad x—I>o,

(x+l)
2
>o un t/->0; liekot X-*

-*-l+o, dabūjam w->+oo. Liekot

x—>-±oo, funkcija netiecas uz ro-

bežu.

Izmantojot noskaidrotās īpašī-
bas un aprēķinot vēl dažus grafi-
kas punktus, dabūjam 109. zīm.

grafiku.
88. §.* Grafiskā metode un iz-

mēģinājumu metode vienādojumu 109. zīm.
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aptuvenai atrisināšanai. 1. Grafiskā metode. Grafiski no-

teikt vienādojuma

f(*)=o (10.7)

reālās saknes.

Vienādojuma sakņu atrašanai ņemam funkciju

y=f(x), (io.8)

110. zīm. 111. zīm.

kam izteiksme f(x) sakrīt ar vienādojuma (10.7) kreiso pusi, un

konstruējam šai funkcijai grafiku. Pieņemsim, ka šī grafika re-

dzama 110. zīm. Abscisu grafikas krustpunktam ar Ox asi ap-

zīmēsim ar xO. Tad punktam x 0 atbilstošā ordināte y vienāda ar

nulli, t. i., f(x0)—0. Tātad reālais skaitlis x 0 apmierina vienādo-

jumu (10.7), un tāpēc x0ir vienādojuma (10.7) reāla sakne.

Kārtula. Vienādojuma f(x) =0 grafiskai atrisināšanai kon-

struē grafiku funkcijai y= f(x). Abscisa grafikas krustpunktam ar

Ox asi ir vienādojumam reāla sakne. Ja šādi krustpunkti ir vai-

rāki, tad arī vienādojumam ir vairākas reālas saknes.

Piemērs. Atrisināt grafiski vienādojumu

x3-2x-3=0. (10.7')

Atrisinājums. Ņemam funkciju

t/
=x

3 -2x--3. (10.8')

Konstruējot tai grafiku, dabūjam 111. zīm. attēloto līniju*, kas
krusto Ox asi punktā, kura abscisa ir x&\,9. Skaitlis 1,9 ir vie-

* Seit var aprobežoties ar daļēju 87. § paņēmienu lietošanu grafikas kon-

struēšanai.
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nādojuma (10.7') saknes aptuvena vērtība. Lai pārliecinātos par

šīs saknes precizitāti, aprēķinām y funkcijas (10.8') grafikas pun-
ktam £=1,9. Sl ordināte ir #=0,059, t. i., minētais grafikas punkts
patiešām ir tuvu Ox asij, un tāpēc x—l,9 ir dotā vienādojuma
saknes aptuvena vērtība.

Salīdzināsim vēl citus grafikas punktus, kuri ir tuvu minēta-

jam punktam, piemēram,

ja x=l,B tad #=-0,77;

ja .v=2,0, tad y-\.

Kā redzams, šie punkti ir daudz tālāk no Ox ass nekā punkts
x=\,9. Tāpēc x=\,9 ir precīzāka saknes vērtība nekā 1,8 vai 2,0.

2. Izmēģinājumu metode. Vienādojuma f(x) =0 reālās
saknes aptuveni var atrast arī ar izmēģinājumu metodi. Risinot

ar šo metodi, vispirms jānoskaidro funkcijas y=f(x) vērtību zī-

mes vairākos patvaļīgi izraudzītos punktos, kuri seko cits citam,
piemēram, punktos x=—2; —1; 0; 1; 2;..., un jāuzmeklē tie

intervāli, kuru galos funkcijas vērtībām ir pretējas zīmes. Katrā
šādā intervālā jāatrodas vienādojuma f(x)=o saknei, ja šinī

intervālā funkcija y
=f(x) ir nepārtraukta. Vienādojuma saknes

eksistenci šeit garantē attiecīga nepārtrauktu funkciju īpašība
(62. § 3. īpašība).

Pēc tam šajos intervālos atkal patvaļīgi izveļas punktus, ku-

ros noskaidro funkcijas y=f{x) vērtību zīmes. Tā atrodam jau-
nus vēl īsākus intervālus ar pretējām zīmēm intervāla galos. Vie-

nādojuma reālo sakņu aptuvenās vērtības ir tie gala punkti, kuros

funkcijas absolūtā vērtība ir vismazākā.

Piemērs. Vienādojuma x3—2x—3=0 reālo sakņu aptuvenai
atrašanai nosakām funkcijas (10.8') vērtību zīmes punktos x= —2;
— 1; 0; 1; 2; 3 un tās sakopojam tabulā:

No tabulas redzams, ka vienādojuma sakne ir intervālā [l;2j. Sai

intervālā izvēlamies punktus x=l,l; 1,2; 1,3;..., kuros atkal no-

skaidrojam funkcijas vērtību zīmes. Izrādās, ka vienādojuma
sakne ir intervālā [1,8; 1,9]. Vienādojuma saknes aptuvenā vērtība

ir tas gala punkts, kurā funkcijas absolūtā vērtība ir vismazākā,

šai gadījumā #=1,9.

Turpinot izmēģinājumus, var atrast vienādojuma sakni ar pēc
patikas lieluprecizitāti.

89. §. Galīgo pieaugumu formula. Apskatīsim formulu, kuru

izlietosim galvenokārt funkciju vispārīgu īpašību pierādīšanai.

X -2 -1

f(x) zīme + +
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Pieņemsim, ka funkcija y =f(x) ir diferencējama slēgtā inter-

vālā [a, b] (112. zīm.). Sinl intervālā funkcija ir arī nepārtraukta

(70. §). Ģeometriski šo funkciju varam attēlot kā līniju, kura ir

nepārtraukta starp punktiem A un B un kurai eksistē pieskare (un

pie tam tikai viena) katrā līnijas punktā starp A un B.

112. zīm.

Kā redzams zīmējumā, uz līnijas starp A un B eksistē vismaz

viens tāds punkts P *, caur kuru vilktā pieskare ir paralēla sekan-

tei AB. Izteiksim šo apgalvojumuar formulas palīdzību.

Apzīmējot punkta P abscisu ar c un punktā P vilktās pieska-
res virziena leņķi ar a, saskaņā ar funkcijas atvasinājuma ģeo-
metrisko nozīmi dabūjam, ka

tga=f(c). (10.9)

Bet no taisnleņķa trijstūra ARB seko, ka

tga=M, (10.HSi

Salīdzinot vienādības (10.9) un (10.10), dabūjam, ka

f(b)-f(a)
f,(c)

b-a
~nc)

jeb

f(b)-f(a)=f'(c)-(b-a). (10.11)

Sī vienādība izsaka sakaru starp argumenta galīgu pieaugumu
b— a un atbilstošo funkcijas pieaugumu f(b)—f(a)*, un tāpēc šo

vienādību sauc par galīgo pieaugumu formulu. Tās būtība ir šāda:

Intervālā (a,b) eksistē tāds skaitlis c, ka f'(c), pareizināts ar

* P vietā var ņemt arī P' vai P".
**

Pretstatā tiem ir bezgalīgi mazi pieaugumi, ar kuriem esam sastapu-
šies, piemēram, apskatot nepārtrauktas funkcijas (62. §)



argumenta pieaugumu b— a, ir vienāds ar atbilstošo funkcijas

pieaugumu f(b)—f(a). Seit precīza c vērtība nav zināma; ir

zināms vienīgi, ka c atrodas starp a un
b*

Formulu (10.11) pārrakstīsim, liekot a vietā xO, b vietā x, bet

c vietā

ī(x)=f(x o)+f'(l).(x-x0). (10.12)

Piemērs. Zinot, ka lg 100 =2, aptuveni aprēķināt lg 101.

Atrisinājums. Ņemsim funkciju f(x)=\gx un šādas

argumenta vērtības: x
o
=loo, x=\ol. Tad x —x o=l un Ķ=\oo+h,

kur o</i<l. Tālāk

10' ( =

(100 +/i)ln 10 '
un pēc formulas (10.12) dabūjam

Igl01=lgl00+(100+^lnl0 -1^2
+(1()0+

1

/ž)lnl0
,

Ar pēdējās vienādības palīdzību precīzu lg 101 vērtību mēs dabūt

nevaram, jo nezinām h. Toties aptuvenu 1 g 101 vērtību varam

atrast, noapaļojot h, piemēram, uz leju, t. i., liekot /i=0:

Salīdzinot šo logaritma vērtību ar tabulās atrodamo lg 101 =

=2,00432, izrādās, ka kļūda ir tikai 0,00002.

Secinājums. Ja f{x) =0 Identiski (t. i., visām apskatāma-

jām x vērtībām), tad f(x) =const.

Tā ir apgriezta īpašība agrāk apskatītai: ja /(x)=const, tad

f(x)=o (9.1).

Pierādījums. Ta ka /'(a:)=0 identiski, tad ari /'(Š)=O,
un no formulas (10.12) seko, ka f(x) =f (x0), t. i., ka f(x) vērtība

kaut kurā punktā x vienāda ar f(x) vērtību kādā fiksētā punktā xQ

un tātad f(x) =const, kas bija jāpierāda.

Vingrinājumi

Noskaidrot, vai dotā funkcija punktā x= — 1 a) ir pozitīva, negatīva vai

nulle; b) aug, dilst vai ir stacionāra.

1. f(x)=*3 (6x2 -l). 2. f(*) =(x2-l)2+2.

3. f(x) =-lg(l,2+*).

* Formula (10.11) pamatota tikai ģeometriski. Pierādījumu šai formulai

var atrast katrā plašākā matemātiskās analīzes mācību grāmatā. Atzīmēsim

vēl, ka šīs formulas pastāvēšanai nav jāprasa, lai būtu a<b.
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Atrast funkcijas augšanas un dilšanas intervālus.

4. f(x) = 1-2*-2x2. 5. l(x)=x3 -3x.

6. y=x3 +3x. 7. y=*LzL
.

Atrast funkcijas maksimumu un minimumu.

8. /(*)=2*3-3x2. 9. f(x)=x+ ~.

Noskaidrot, vai funkcijas grafika punktā *= —1 ir ieliekta vai izliekta.

11. f(*)=*3 (6*2-l). 12. /(*) = (a.-2 -1) 2+2.

13. f(x) =-\g(l,2+x).

Noskaidrot funkcijas grafikas infleksijas punktus, kā arī ieliekuma un iz-
liekuma intervālus.

14. f(x)=x*-sx2+3x +5.

15. /(x) =(x-l)«+ c«.

Atrast funkcijas maksimumu un minimumu.

16. y=*
2(2-*)2. 17. f(*) =l+yi-*.

18. f(x)~x*e-K 19.
-

Atrast funkcijas vislielāko un vismazāko vērtību dotajā intervālā.

21. /(*)=*4 -2a:2+3, [-2;2].

22. f(x)=x+2\x+2, [o;4].
23. /(*)=*5-5x4 +5*3, [-I;2].
24. Jāizgatavo četrstūraina kaste ar vāku, kuras tilpums ir 72 cm

3
, pie

tam pamata malu attiecība ir 2:1. Kādiem jābūt kastes šķautņu garumiem,
lai kastes pilnā virsma būtu vismazākā?

25. Jāizgatavo konusveida piltuve, kuras veidules garums ir 20 cm.

Kādam jābūt piltuves augstumam, lai tās tilpums būtu vislielākais?

26. No riņķa izgriezts sektors, kura centra leņķis ir a. Salokot šo sek-

toru, izveidota koniska virsma. Pie kādas leņķa a vērtības iegūtā konusa til-

pums ir vislielākais?

Konstruēt funkcijas grafiku.

21 28-*=itf
:

29 3ū-*=-ra :

Grafiski un ar izmēģinājumu metodi atrisināt vienādojumu.

31. *
3
+3*-l=o.

32. x
ī -Z)fl+6x-l =0.

33. *3-9*+2 =0.
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11. NODAĻA

FUNKCIJAS DIFERENCIĀLIS

Apskatīsim iespēju nodalīt no funkcijas pieauguma vienkārši

aprēķināmu galveno sastāvdaļu.
90. §. Diferenciāļa jēdziens. To noskaidrosim, izejot no fun-

kcijas atvasinājuma definīcijas

Um^--=f,(x), (11.1)

kur robežpārejā neatkarīgais mainīgais lielums ir Ax, bet x ir

konstants. Saskaņā ar 58. § no iepriekšējās vienādības seko

ff-f(*)+<*, (112)

kur a->O, kad Aa;->O. So vienādību pareizinot ar A.v, dabūjam,
ka

Ay=f'(x) ■ Ax+ a-Ax. (11.3)

Redzam, ka funkcijas pieaugums Ay sadalīts divu locekļu
summā. Ja Ax->-0, tad pirmais loceklis ir bezgalīgi mazs kā kon-

stantes f(x) reizinājums ar bezgalīgi mazu lielumu Ax; pie tam

f'(x)Ax ir vienādas kārtas bezgalīgi mazs lielums salīdzinājumā
ar bezgalīgi mazu lielumu Aa;, ja f'(x)=£o (63. §). Turpretim
otrais loceklis o-Aa; kā divu bezgalīgi mazu lielumu a un Ax rei-

zinājums ir augstākas kārtas bezgalīgi mazs lielums salīdzinā-

jumā ar bezgalīgi mazu lielumu Ax.

Tad izrādās, ka f'(x) •Ax ir funkcijas pieauguma Ay galvenā
sastāvdaļa, pie tam tā ir proporcionāla ar Ax (jo f(x) =const),
kamēr a-Ax ir funkcijas pieauguma korekcijas loceklis, kurš nav

proporcionāls ar Ax (jo a ir mainīgs lielums).

Definīcija. Funkcijas pieaugumagalveno sastāvdaļu, kura

ir proporcionāla ar Ax, sauc par funkcijas diferenciāli un apzīmē
ar dy:

dy=f'(x)Ax. (11.4)

Simetrijas pēc Aa; vietā raksta dx, un to sauc par argumenta

diferenciāli. Tad varam rakstīt, ka

dy=f'{x)dx
jeb

dy=y'dx- (11.5)

jeb arī

df{x)=f'{x)dx..

Tātad funkcijas diferenciālis dy vienāds funkcijas atvasinā-

juma f'(x) reizinājumam ar argumenta diferenciāli dx, kur

o*a:=Aa:.
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91. §. Funkcijas diferenciāļa ģeometriskā nozīme. Ņemsim fun-

kcijas y—f(x) grafiku (113. zīm.) un uz tās punktu M, kura
abscisu x šeit uzskatīsim par nemainīgu. Atradīsim nogriezni,
kura lielums vienāds ar funkcijas diferenciāli dy.

levērojot funkcijas atvasinā-

juma ģeometrisko nozīmi, t. i.,
vienādību /'(*)= tga, dabūjam,
ka

dtj=f(x) dx=tg o •
MA'=NT,

t. i., funkcijas diferenciālis dy
vienāds ar nogriežņa NT lie-

lumu. Tātad funkcijas diferen-
ciālis ģeometriski nozīmē do-

tajā grafikas punktā novilktās

pieskares jebkura punkta ordi-

nātes pieaugumu, pārejot no

dotā grafikas punkta uz minēto

pieskares punktu.
Salīdzinājumam atzīmēsim,

113. zīm.

ka funkcijas pieaugums Ay vienāds ar nogriežņa NM' lielumu.
Vēl atzīmēsim, ka.

Ay-dy=NM'-NT=TM'.

Izmantojot formulas (11.3) un (11.4), šai pašai diferencei da-

būjam, ka

Ay—dy=f'(x) •Ax+ a• Ax —f (x) -Ax =a-Ax.

No šejienes
TM'= a-Ax.

Tātad TM' izrādās augstākas kārtas bezgalīgi mazs lielums, sa-

līdzinot ar Ax, kad Ax->O.

92. §. Skaitlisks piemērs par funkcijas diferenciāli. Apskatī-
sim funkciju f(x)=x3

,
kad argumenta vērtība x=l. Tad

f'(x)=3x2; f(l) =l; f(l)=3; Ay=f(\+Ax)-f(\) =

=(1 +Ax) 3 -1 =3Ax+3(Ax) 2+ (A.v)
3;

dy=f(l)Ax =3Ax, Ay-dy=3(Ax) 2+(Ax)
3.

Ņemsim arvien mazākas Ax vērtības un aprēķināsim atbilsto-

šās Ay, dy un diferences Ay —dy vērtības (sk. tabulu).

Ax
=

dx<=dx

1

0,1
0,01

0,001

7

0,331
0,0303

0,003003

3

0,3
0,03

0,003

&y-dy

4

0,031
0,0003

0,000003

&y-dy
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Tabula uzskatāmi rāda Au un dy kā vienādas kārtas un

Ay —dy kā augstākas kārtas bezgalīgi mazu lielumu salīdzinā-

jumā ar bezgalīgi mazu Ax.

Bez tam tabulā redzams, ka maza A.v gadījumā funkcijas

pieauguma Ay vietā bez lielas kļūdas var ņemt funkcijas diferen-

ciāli dy, pie tam kļūda relatīvi ir jo mazāka, jo mazāks ir Ax.

93. §. Funkciju diferenciālu pielietojumi, absolūtās un relatī-
vās kļūdas, aptuvenu formulu iegūšana. Funkcijas diferenciālipie-
lieto tāpēc, ka tas ir aptuvens funkcijas pieaugums un vieglāk
aprēķināms nekā funkcijas pieaugums. Pastāv divi tipiski funkciju

diferenciāļu pielietojumu gadījumi.
1. Rezultāta kļūdas novērtēšana. ledomāsimies,

piemēram, kubu, kura šķautnes var izmērīt ar zināmu precizitāti.
Noskaidrot, ar kādu precizitāti var noteikt kuba tilpumu.

Kuba šķautnes garumu apzīmēsim ar x un pieņemsim, ka x =

=100 mm ±0,2 mm. Tas nozīmē, ka kuba šķautņu garums var

būt starp 100-0,2=99,8 (mm) un 100+0,2=100,2 (mm).
Ja šķautņu garums būtu precīzi x=\oo mm, tad kuba tilpums

būtu x
3
= 1003

mm
3
= 1 000000 mm

3. Bet, ja šķautņu garums būtu

x +Ax= 100 mm +0,2 mm= 100,2 mm, tad kuba tilpums būtu

(x+Ax)3^x3+ 3x2-Ax+3x • (A.v) 2+ (Ax) 3
= 100 3+3 • 100 2

• 0,2+

+3 • 100 •0,22+0,23
= 1 000 000 +6000 +12+0,008« 1 006 000 (mm

3 ).
Tātad kuba šķautņu mērīšanas neprecizitāte par 0,2 mm (0,2%)
rada kuba aprēķinātā tilpuma neprecizitāti par apmēram
6000 mm

3 (0,6%). īstais kuba tilpums ir starp 1 000 000-6000=

=994 000 (mm 3
) un 1 000 000 +6000=1 006000' (mm 3).

Skaitlis 6000 ir visvienkāršākā aptuvenā vērtība funkcijas
y=x 3 pieaugumam Ay, ja argumenta pieaugums Ax=o,2 un

x=loo. Tā dabūta, Ay izteiksmē atmetot abus atlikušos saskaitā-

mos 12 un 0,008.
Funkcijas pieaugumu vieglāk var atrast, ja funkcijas pie-

auguma vietā aprēķina funkcijas diferenciāli:

dy= (x3)'dx=3x2dx

un, ja Ax
—

dx=Q,2, tad

dy=3- 1002 - 0,2 =6000 (mm
3
).

Tātad dabūjām to pašu skaitli 6000.

Absolūtā un relatīvā kļūda. Starpību starp precīzo šķautnes
garuma a un tās aptuveno garumu x sauc par šķautnes garuma

kļūdu, bet šīs diferences absolūto vērtību ]"ct— a:ļ — par absolūto

kļūdu. Parasti ne kļūda, ne arī absolūtā kļūda nav zināma, jo

grūti iedomāties, kā varētu pilnīgi precīzi izmērīt kuba šķautnes
garumu. Toties parasti izdodas absolūto kļūdu novērtēt ar

skaitli A, kuru absolūtā kļūda nevar pārsniegt, t. i., novērtēt ar

nevienādību \a — Lielumu A sauc par maksimālo absolūto
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kļūdu. Apskatītā piemērā šķautnes maksimāla absolūta kļūda ir

0,2 mm.

Tomēr minētas kļūdas vienpusīgi raksturo mērījuma vai ap-
rēķina precizitāti. Tā, piemēram, 2 mm kļūda ir niecīga, ja mērī

istabas garumu, bet 2 mm kļūda ir nepieļaujami liela, ja mēri

mašīnas detaļas garumu. Mērījuma vai aprēķina precizitāti labāk

raksturo minēto kļūdu attiecība pret mērītā respektīvi aprēķinātā

priekšmeta lielumu, piemēram, pret istabas garumu respektīvi
mašīnas detaļas garumu.

Kuba šķautnes absolūtās kļūdas (maksimālās absolūtās kļū-
das) attiecību pret šis šķautnes garumu a vai šķautnes aptuveni

_ _,
. . a— x \a—x\ I A A\

izmērīto garumu x, t. i., ~~

CJ~
~

\x\ \~a
~

~xļ'
saUC ar

kuba šķautnes relatīvo kļūdu (maksimālo relatīvo kļūdu).

Apzīmējot kuba šķautnes garuma kļūdu ar Ax un kuba aprē-
ķinātā tilpuma kļūdu ar At/, dabūjam

,\Ax\ = (mm), |Ay\ « \dy\ mm
3

,

kur 0,2 mm un 6000 mm
3
=6 cm3 ir attiecīgi kuba šķautnes re-

spektīvi kuba tilpuma maksimālās absolūtās kļūdas. Kuba šķaut-
AxI

nes garuma un kuba tilpuma relatīvajām kļūdām respektīvi

Ay ļ ,_
*_

,_.

— pastāv novērtējumi:

JŠ* <M=0 ,002,
| x ļ x 7 100

\šl x \ŠL <
«*»

_

| y \ y 1 000 000

kur 0,002 (0,2%) un 0,006 (0,6%) ir attiecīgi kuba šķautnes ga-

ruma resp. kuba tilpuma maksimālas relatīvās kļūdas. Rezultāts
tātad ir t/=looo±6 cm

3.

2. Funkcijas vērtības aptuvena aprēķināšana.
Aptuveni aprēķināsim lg 101, zinot, ka lg 100=2 (89.'§ piemērs).

Ņemsim funkciju y=\gx. Tai pieaugums ir \g(x+Ax) —lgx=

=Aw. Atbilstošā aptuvenā vienādība ir

\g(x+Ax)-\gx&dy,

no kurienes

\g(x+Ax) x\gx +dy.

Seit

1 , 0,434, 0,434.
dy= (\gx)' dx=—,—r-r- • d*« dx=— Ax.

v v 6 ' xln 10 x x



Tātad

i / i \ \ i , 0,434 .
\g(x+Ax) «lgx-ļ—'-

—Ax.

Liekot šeit x=lofrun Ax=l, dabūjam, ka

lg 101 «lg 100+ļgp • 1 =2+0,00434

jeb
lg 101 «2,00434,

kas saskan ar agrāk iegūto rezultātu.

Aptuvenu formulu iegūšanas.metode ar diferenciāļu palīdzību.
Rīkojoties pēc iepriekšējā piemēra parauga, dažādām funkcijām
var iegūt formulas aptuvenu funkcijas vērtību aprēķināšanai.
Proti, no vienādībai f(x +Ax) — f(x) =Aij atbilstošās aptuvenās
vienādības

f(x+Ax) —f(x)mdy=f'(x) dx=f(x) Ax

seko vispārīga aptuvena formula mazām Ax vērtībām

f(x +Ax) <&f(x) +f'{x)Ax. (11.6)

Piemēri. 1. Funkcijai f(x) =sin x saskaņā ar formulu (11.6)
dabūjam aptuvenu formulu mazam Ax:

sin(x + Ax) «sinx + Ax;

liekot šeit speciāli x=o, Ax=a, iegūstam sin a«a (61. §).
2. Funkcijai f(x)=~\!x dabūjam aptuvenu formulu mazam Ax:

— 1
Vx+ Ax«VxH = Ax; ■

2yjc
liekot šeit x=l, Ax= ct, iegūstam

yT+T«.i+-|-.

94. §. Diferenciāļu pamatformulu tabula. Funkciju atvasināša-

nas pamatformulām atbilst attiecīgas diferenciāļu pamatformulas,
no kurām svarīgākās sakopotas tabulā.

No tabulas izriet, piemēram, dx3-=ax3--x dx, utt.
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y dy y dy y dy v

c

X*

ln x

loga X

0

ax*- 1dx

—dx
x

—

r
— dx

xlna
sin x

axln a dx

e* dx

cosx dx

cos x

tgx

dgx

— sin x dx

—
K—dx

cos
ž
x

~-^dx
sin

2
x
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95. §. Funkcijas atvasinājums ka diferenciāļu dalījums. Dalot

vienādību (11.5) ar dx, dabūjam, ka

§=m, (n.7)

t. i., funkcijas diferenciālis dy, dalīts ar argumenta diferenciāli
dx, vienāds ar funkcijas atvasinājumu f'(x).

Sīs īpašības dēļ pierakstu lieto ne tikai funkcijas diferen-

ciāļa un argumenta diferenciāļa dalījuma apzīmēšanai, bet arī

funkcijas atvasinājuma apzīmēšanai. Abus minētā pieraksta iztul-

kojumus drīkst pēc vajadzības lietot vienu otra vietā. Seit norā-

dīto iespēju plaši izmantosim vēlāk (16. nod.).

96. §.* Diferenciāļu formas invariance. Noteiksim saliktas fun-

kcijas diferenciāļa izteiksmi. Pieņemsim, ka

y=F(u), kur v=cp(x),

t. i., y
=F [<p (x)]. Tad y'=y'u-u'x =F' (u)ņ' (x) un

dy=F'(u)rf'(x)dx. (11.8)

Funkcijas v=(p(x) diferenciālis savukārt ir

dv=<t'(x)dx. (11.9)

No vienādībām (11.8) un (11.9) seko, ka

dy=F'(u)du. (11.10)

No otras puses, pēdējā formula saskaņā ar formulu (11.5) iz-

teiktu funkcijas diferenciāli arī tad, ja u būtu neatkarīgais mai-

nīgais lielums.

Tātad saliktas funkcijas diferenciāli izsaka atkarībā no starp-
mainlgā v diferenciāļa pēc tās pašas formulas, pēc kuras izteiktu

funkcijas diferenciāli, jau būtu neatkarīgais mainīgais lielums.

Citiem vārdiem, diferenciāļa forma nav atkarīga no tā, vai fun-

kcijas arguments v ir neatkarīgais mainīgais lielums vai arī šis

v ir cita argumenta funkcija.
Minēto īpašību sauc par diferenciāļa formas invarianci (ne-

mainīgumu).
Piemērs. Dota funkcija r/=lnsinx. Atrast dy. Apzīmējot

v=s'mx, dabūjam y —
\nu un saskaņā ar formulu (11.10) varam

rakstīt, ka

dy~, (11.10')

kur
»

dv=cosxdx. (11-9')



169

Neapzīmējot starpmainīgo ar v, pastāv vienādība

dy= (11.10")
sinx

v *

Salīdzinājumam izpildām darbības līdz galam:

, ds\nx cosxdx , .

dy——: = 1 =cigxdx,-
smx smx

kas saskan ar rezultātu, kurš iegūts pēc formulas (11.5):

, /, • s/j (sin.v)' .
cos*

aw =(ln sin x)'dx=-^—.—'— dx=— dx=c\gxdx.
sin x sin x

97. §. Jēdziens par darbībām ar aptuveniem skaitļiem. Pre-

cīzie cipari. Ja aptuvenā skaitļa a maksimālā absolūtā kļūda

nepārsniedz šī skaitļa pēdējā cipara vienību, tad teiksim, ka

skaitļa a visi cipari ir precīzie cipari. Ja turpretim minētā kļūda
nepārsniedz vairākas pēdējā cipara vienības, tad teiksim, ka

skaitļa a visi cipari, izņemot pēdējo, ir precīzie cipari, bet pēdē-
jais cipars ir nedrošs. Rakstot aptuvenos skaitļus, mēdz saglabāt
tikai precīzos ciparus un varbūtējo pēdējo nedrošo ciparu. Rak-
stot šādus skaitļus, vajadzības gadījumā no skaitļa kā reizinātāju
izceļ 10 attiecīgā veselā pakāpē.

Piemērs. Ja skaitlim 36700 maksimālā absolūtā, kļūda ir

1) 100 vai 2) 300, tad šo skaitli pārraksta šādi: 1) 367 • 102 vai

2) 3,67• 104, lai skaitļa pēdējais cipars būtu 1) precīzais cipars
vai 2) nedrošais cipars (abos gadījumos tas ir cipars 7). Skaitļa
maksimālās absolūtās kļūdas norādīšanai dažreiz lieto šādu rak-

stību: 1) 367-102±l02 vai 2) 367• 102±3 • 102.
Vērtīgie cipari. Skaitļa ciparus, neskaitot varbūtējās

nulles no kreisās puses, sauc par vērtīgiem cipariem. Par aptu-
vena skaitļa kļūdu var daļēji spriest pēc precīzo vērtīgo ciparu

skaita skaitlī.

Piemēri. 1) 1 kubikpēda=0,0283 m3—trīsprecīzie vēr-

tīgie cipari; 2) 1 colla =2,5400 cm — pieci precīzie vērtīgie cipari;

3) ja skaitlis 46,137 iegūts, izpildot darbības ar aptuveniem skait-

ļiem, un ir zināms, ka šī skaitļa maksimālā relatīvā kļūda ir

0,1%, tad apskatāmā lieluma vērtība var atšķirties no minētā

skaitļa par 0,1%, t. i., par 0,046. Tātad apskatāmā lieluma vēr-

tība var būt starp 46,137-0,046=46,091 un 46,137+0,046 =46,183,
un tāpēc aprēķinātajam skaitlim ir tikai trīs precīzie vērtīgie

cipari.
Skaitļu noapaļošana. Ja aptuvenais skaitlis satur lie-

kus ciparus (ciparus, kuri nav precīzie un arī nav nedroši, bet

ir nepareizi), tad šis skaitlis jānoapaļo. Noapaļojot saglabā tikai

precīzos ciparus un varbūtējo pēdējo nedrošo ciparu; liekos cipa-
rus atmet, pie tam, ja pirmais atmetamais cipars ir lielāks par 4,
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tad pēdējo saglabājamo ciparu palielina par l; pretējā gadījumā
pēdējo saglabājamo ciparu atstāj neizmainītu. Vienīgi, ja aptu-
venā skaitļa atmetamā daļa satur vienu pašu ciparu 5, tad

noapaļo tā, lai pēdējais saglabājamais cipars būtu pāra skaitlis.

Pēc noapaļošanas rodas papildu kļūda, kas nepārsniedz pusi
no pēdējā saglabātā cipara vienības, un tāpēc visi cipari ir pre-

cīzie, ja aptuvenā skaitļa kļūda pirms noapaļošanas nepārsniedz
pusi no pēdējā saglabātā cipara vienības.

Piemērs. Minētā 3. piemērā rezultāts pēc noapaļošanas ir

46,1, pie tam visi trīs cipari ir precīzie.

Decimālzīmes. Skaitļa ciparus aiz komata sauc par de-
citnālzimēm.

Piemēri. lepriekšminētajiem skaitļiem 0,0283 m3un 2,5400cm

ir četras precīzas decimālzīmes, bet skaitlim 46,1 —
viena precīza

decimālzīme.

Ciparu skaits darbībā»s ar aptuveniem skait-

ļiem. Apskatīsim darbības ar skaitļiem, kuriem visi dotie cipari
ir precīzie cipari, un dabūsim rezultātus, kur visi cipari, izņemot
pēdējo, ir precīzie cipari, bet pēdējais cipars ir precīzais vai ne-

drošs cipars. Turpmākos piemēros liksim jautājuma zīmi pirmā
nezināmā cipara vietā aiz komata, lai uzskatāmi parādītu, kurš

pirmais cipars rezultātā nav zināms.

Kārtulas. 1. Saskaitot divus aptuvenus skaitļus vai atņe-
mot tos vienu no otra, rezultātā jāpatur tik decimālzīmju, cik to

ir skaitlim ar mazāko precīzo decimālzīmju skaitu.

Piemēri.

, 20,73? , 0,2073? 207,3? • 104

+
15,2?

+
0,152?

"

152,? -104

35,9? 0,359? 55,? • 104

Seit mazākais precīzo decimālzīmju skaits ir otram saskaitāmajam
respektīvi mazinātājam, un tāpēc arī rezultātā paturēts tikpat de-

cimālzīmju.
2. Reizinot vai dalot divus aptuvenus skaitļus, rezultātā jāpa-

tur tik vērtīgo ciparu, cik to ir skaitlim ar mazāko precīzo vēr-

tīgo ciparu skaitu.

Piemēri:

v
20,73? 20,73? 15,2?

X
15,2? 152? TMĪ

?? ??? 5 5?

4146? '
~

4 56?

10365? čp
—

2073? -

9 i 2?

315,? ?
—
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Seit mazākais precīzo vērtīgo ciparu skaits ir otram reizinātājam

respektīvi dalītājam (trīs vērtīgie cipari), un tāpēc arī rezultātā

paturēts tikpat vērtīgo ciparu.
Piezīme. Ja vienam dotajam skaitlim ir vairāk decimāl-

zīmju (saskaitīšanas vai atņemšanas gadījumā) vai vairāk vērtīgo

ciparu (reizināšanas vai dalīšanas gadījumā) nekā otram skait-

lim, tad šāds skaitlis pirms darbības izpildīšanas jānoapaļo, pa-
turot rezervei vienu decimālzīmi respektīvi vērtīgo ciparu vairāk

nekā otram skaitlim. Tā, piemēram, lai sareizinātu aptuvenus

skaitļus 20,734X15,2, to vietā reizina 20,73x15,2.
Lai nebūtu jārēķina ar liekiem cipariem, aptuvenu skaitļu rei-

zināšanu un dalīšanu ieteicams izpildīt, kā parādīts tālāk. Izpil-
dot starpdarbības, rezervei mēdz rēķināt ar vienu ciparu vairāk,
nekā prasīts rezultātā, un beigās lieko ciparu atmet.

20,73
_

20,73 15,2
X

15,2 152 Ļ364«1.36
2073 • _553

+ 1036 456

il_
_

97

315,0«315 91_
6

Vingrinājumi.

1. Salīdzināt lodes tilpuma V pieaugumu AV ar diferenciāli dV, ja lodes

rādiuss #=1 un A/?=0,5; 0,1; 0,01.

2. Salīdzināt lodes tilpuma V pieaugumu AK ar diferenciāli dV, ja lodes

rādiusam R ir pieaugums A/?=0,5; 0,1; 0,01.

Atrast funkcijas diferenciāli.

3. y=x*+2x-l. 4. y=±+
-L ;

5. M =sin2x. 6. x=yi-P.

7
- v=

ī+li :
8. r/ =ln(l-.v).

9. y=\gsinx. 10. (/=lgtg.v.

11. Aprēķināt riņķa laukumu S un tā maksimālo absolūto un relatīvo

k]ūdu, ja riņķa diametrs 2#=100±0,2 mm. Kāda ir riņķa rādiusa maksimālā

absolūtā un relatīvā kļūda?
12. Atrast lodes tilpumu V, uzrādot rezultāta maksimālo absolūto kļūdu,

ja lodes diametrs 2/?=100±0,2 mm.

13. Ar diferenciāļa palīdzību aptuveni aprēķināt sin 31°, zinot, ka

sin 30°=-ļ
14. Ar diferenciāļa palīdzību aptuveni aprēķināt lg sin 31°, zinot, ka

lgsin3o°=lg-ļ =T,699.

Ar diferenciāļa palīdzību atrast dotās izteiksmes-aptuvenu formulu mazām

a vērtībām.

15. —!— 16. y(l+a)2. 17. —i—. 18. tga. 19. ln(l+a).
1 +a yi +a
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12.* NODAĻA

VAIRĀKU ARGUMENTU FUNKCIJAS

98. §. Pamatjēdzieni. Seit apskatīsim funkcijas, kuras atkarī-

gas no diviem, trim un vairāk argumentiem, piemēram:

1) taisnstūra laukums S=xy ir taisnstūra pamata x un aug-

stuma y funkcija;

2) taisna paralēlskaldņa tilpums V=xyz ir ta pamata malu .v,

y un augstuma z funkcija;
3) attālums starp diviem punktiem (9. §)

d=y(x2-xl)
2
+(y2-yl)

2

ir šo punktu četru koordinātu funkcija;

' 4) elektriskās strāvas stiprums l—jr ir sprieguma U un pre-

/
R

testības R funkcija.
Tālāk precizēsim divu argumentu funkcijas jēdzienu.
Funkcijas definīcijas apgabalu noskaidrosim ar

piemēriem.
Funkcija

z=yi-x2
—y

2 (12.11

ir definēta tām x, y vērtībām, kuras apmierina nevienādību

x2+y
2

(12.2)

šeit pieļaujot arī vienādību. Tiešām, tikai pie šīm x, y vērtībām

zemsaknes izteiksme ir nenegatlva un tātad z pieņem reālu vēr-

tību. Toties funkcija

z=\n(\-x2
-y

2
) (12.3)

ir definētax, y vērtībām, kuras apmierina nevienādību

x 2+y
2<l, i (12.4)

šoreiz izslēdzot vienādību. Tikai pie šīm x, y vērtībām iekavu iz-

teiksme ir pozitīva un tātad logaritms ir definēts.

•levērojot to, ka d = 2+ y2 ir punkta M(x,y) attālums no

koordinātu sākuma punkta, nevienādību (12.2) apmierina visu to

plaknes punktu koordinātes, kuri atrodas riņķī un uz riņķa līni-

jas, kuras centrs ir koordinātu sākuma punktā un rādiuss 1. Sādu

riņķi sauc par slēgtu. Funkcija (12.1) ir definēta tikai tiem pun-

ktiem ar koordinātēm x, y, kuri aizpilda minēto slēgto riņķi. Tātad

funkcijas definīcijas apgabals ir slēgts riņķa apgabals ar centru

koordinātu sākuma punktā un rādiusu 1.

Turpretim nevienādību (12.4) apmierina tikai to punktu koor-

dinātes, kuri atrodas iekšpus riņķa līnijas, kuras centrs ir koor-
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dinātu sākuma punktā un rādiuss ly bet neapmierina to punktu
koordinātes, kuri atrodas uz riņķa līnijas, jo saskaņā ar formulu

(12.4) x2+y
2

nevar būt vienāds ar 1. Šādu riņķi sauc par vaļēju.
Funkcijas (12.3) definīcijas apgabals ir vaļēja riņķa apgabals ar

centru koordinātu sākuma punktā un rādiusu 1.

Divu argumentu funkcijas definīcija. Pieņem-
sim, ka dota skaitļu pāru x, y kopa, kam atbilstošie punkti ar

koordinātēm x un y aizpilda plaknes apgabalu A (114. zīm. a).
Ja katram no minētiem skaitļu pāriem saskaņā ar doto priekš-
rakstu atbilst noteikts skaitlis z, tad saka, ka z ir divu argu-
mentu x un y funkcija, kas definēta apgabalā A. To apzīmē šādi:

i z*f{*,yh (12-5)

Burta f vietā raksta arī citus burtus, kuriem dažreiz pievieno
'indeksus (numurus): F, cp, f\, fļ. Līdzīgi definē arī triju, četru utt.

argumentu funkcijas.
99. §. Divu argumentu funkcijas ģeometriskā attēlošana.

Pirmā metode. Funkcijas (12.5) definīcijas apgabalā A ņe-

mam Oxy plaknes punktu N ar koordinātēm x un y (114.-zīm. b).

Pievienojot tām atbilstošo trešo koordināti z, ko izsaka funkcija

(12.5) , konstruējam telpā attiecīgu punktu M ar koordinātēm x,

y, z. ledomājoties atkārtotu šādu konstrukciju katram apgabala
A punktam, attiecīgie telpas punkti parasti izveido virsmu. Sī

virsma ģeometriski attēlo funkciju (12.5) taisnleņķu koordinātu

sistēmā telpā. Saka arī, ka minētā virsma ir to punktu ģeomet-
riskā vieta, kuru koordinātes apmierina vienādojumu (12.5).

Tā, piemēram, funkciju z=\—x—

y ģeometriski attēlo plakne,
kas šķeļ visas trīs koordinātu asis vienu garuma vienību attā-

lumā no to sākuma punkta. Turpretim funkciju 2=1/1—x2—y
2 ģeo-

metriski attēlo augšējā pussfēra, kuras centrs ir koordinātu sā-

kuma punktā un rādiuss l.

114. zīm.



174

Otrā metode. Izvēloties dažas atsevišķas z vērtības zu

z2,..., funkcijai (12.5) Oxy plaknē konstruējam t. s. līmeņa līni-

jas, kuru vienādojumi ir f{x, y)—zu f{x,y)=z 2,...,
115. zīm. a

redzamas līmeņa līnijas, kuru vienādojumi ir f(x, £/) =2,5,

115. zīm.

f(x, y) =3, f(x, y) =3,5, f(x, y) =4, t. i., līmeņa līnijas 2=2,5, 2=3,

2=3,5, 2= 4, bet 115. zīm. b parādīts, kā tās ir radušās. Pēc šīm

līnijām, ja tās konstruētas pietiekami tuvām z vērtībām, var

spriest par funkcijas (12.5) vērtībām līdzīgi tam, kā pēc topogrā-
fiskas kartes līmeņa līnijām spriež par apkārtnes reljefu.

100. §. Parciālie atvasinājumi. Apskatīsim, kā atvasina divu

argumentu funkciju z=f(x, y).
Ja y vērtību uzskata par konstantu, tad šī divu argumentu

funkcija kļūst par viena argumenta x funkciju. Sīs funkcijas at-

vasinājumu, ja tas eksistē, sauc par funkcijas parciālo atvasinā-

jumupēc x un apzīmē šādi:

% jeb jeb§, jeb f'x (x,y).

Ar pēdējo apzīmējumu tiek uzsvērts, ka parciālais atvasinājums

pēc x ir, vispār ņemot, argumentu x un y funkcija. Saskaņā ar

funkcijas atvasinājuma definīciju šis parciālais atvasinājums no-

zīmē šādu dalījuma robežu:

dz_
_

f(x+Ax, y)-f(x, y)
— HIII r t

ox Ax
_
>o Ax

Līdzīgi definē arī parciālo atvasinājumu pēc y:

=

f(x, y+ Ay)-f(x, y)

dy dy dy
yv ' A>->0

Aw
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Praktiski divu argumentu funkcijas parciālos atvasinājumus
atrod pēc parastām funkciju atvasināšanas formulām un kārtu-

lām, nemainīgo argumentu pieņemot par konstanti, un funkciju,
atvasina pēc mainīgā argumenta tāpat, kā atvasina viena argu-
menta funkciju.

Piemēri:

1) z=x*y +2y\ %=2xy, =x* + 6y>.

2) z= e*y, /
x=(e^)

,

ry (^)
,

x
=e^,

Parciālo atvasinājumu ģeometriskā nozīme.

Kā zināms, funkciju z=f(x,y) ģeometriski taisnleņķu koordinātu
sistēmā attēlo attiecīga virsma. Minēto argumenta x funkciju (ar
fiksētu y) ģeometriski attēlo plaknes līnija L\ (116. zīm.), ko dabū,

šķeļot virsmu ar plakni, kas ir paralēla Oxz plaknei un krusto

Oy asi punktā ar ordināti y. Tad saskaņā ar funkcijas atvasinā-

dz
juma ģeometrisko nozīmi parciālais atvasinājums ir vienāds

ar leņķa ai tangensu, ko veido šķēluma līnijai L\ punktā

M(x, y, z) novilktā pieskare ar Ox ass pozitīvo virzienu.

116. zīm.

Līdzīgi minēto argumenta y funkciju (ar fiksētu x) ģeomet-
riski attēlo otra plaknes līnija L

2,

ko dabū, šķeļot minēto virsmu

ar plakni, kas ir paralēla Oyz plaknei un krusto Ox asi punktā
dz

ar abscisu x. Tad
-j-

ir vienāds ar leņķat cc 2 tangensu, ko veido
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šķēluma līnijai L 2 punktā M(x,y,z) novilktā pieskare ar Oy ass

pozitīvo virzienu.

Līdzīgi definē parciālos atvasinājumus ar triju, četru utt. argu-

mentu funkcijām. Tomēr šoreiz trūkst ērtas iespējas funkciju ģeo-
metriski attēlot un līdz ar to arī trūkst funkciju parciāliem atvasi-

nājumiem vienkāršas ģeometriskas nozīmes.

Otrās kārtas parciālie atvasinājumi. Atvasinot

divu argumentu funkcijas z=f(x,y) parciālos atvasinājumus,
dabū otrās kārtas parciālos atvasinājumus. Tā atvasinot vēlreiz

dz;

atvasinājumu
/

x (a:, w) pec xun y, dabu 2. kārtas atvasinā-

jumus, ko apzīmē šādi:

d ldz\ d2
z

dldz \ d2
z

~ ,„
. .

dz
Turpretim, atvasinot vel reizi

-^=f'y(x,y) pec x un y, dabū

d ļdz\ d2
z ~ ,„ ,

.

U%)~w jeb f,,yy(x,yy

Piemēri:

1) z =x
2
y +2y3.

dx2 dxdy

d2
Z ' d22

5 5 =2,v, -

3
-

T
= 12iy;

owoa: ot/2

2) 2=e
xy, -p=e*y«, ?=-=(**x.

7 čbc y' dy

d2
z d2

z

d 22 d2
z

dt/ca
9

dy2

d2z d2z

Parciālos atvasinājumus .' un
~

sauc par otras kārtas
% oxoy oyox

jauktajiem atvasinājumiem. Abos apskatītajos piemēros šie atva-
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sinājumi izrādās vienādi. Var pierādīt, ka jauktie atvasinājumi
vienmēr ir vienādi, ja tie ir nepārtrauktas * divu argumentu fun-

kcijas.
101. §. Funkcijas pilnais pieaugums un pilnais diferenciālis.

Divu argumentu funkcijai z=f(x,y) pilnais pieaugums ir

Az=f(x+Ax,y +Ay)-f(x,y). (12.6)

Tas ir funkcijas pieaugums, ja abiem argumentiem doti pieaugumi
Ax un Ay. Pretstatā ir 'funkcijas parciālie pieaugumi, kad tikai

vienam argumentam dod pieaugumu

A
x
z=f(x+Ax,y)-f(x,y),A

y
z=f(x,y +Ay)-f (x, y).

Līdzīgi 90. § arī divu argumentu funkcijas pilno pieaugumu
var sadalīt pieauguma galvenā sastāvdaļā un korekcijas locekļos.
So sadalījumu var iegūt šādu: •

čz dz
Az= +a-Ax+ a'■ Ay, (12.7)

kur a->0 un a'->O, kad A.v->0 un Au->-0 (šīs formulas pama-

tojumu sk. tālāk). Seit korekcijas locekļi a-A.v un a'• Ay ir aug-

stākas kārtas bezgalīgi mazi lielumi salīdzinājumā ar bezgalīgi
maziem lielumiem Ax un Ay.

Funkcijas pieauguma galveno sastāvdaļu apzīmē ar dz:

dz= (12.8)
dx dy

un to sauc par funkcijas z=f(x,y) pilno diferenciāli.

Simetrijas pēc Aa: un Ay vietā šeit raksta dx un dy, un tos

sauc par argumentu diferenciāļiem. Līdz ar to vienādības (12.8)
vietā raksta

.
dz , dz

.. , , df(x,y) , df(x,y) ,
dz= ■z—dx +-r-dy jeb dz= dx+ '\ y ' dy,

dx dy
1 dx dy

jeb dz=f' x (x,y)dx + f'y(x,y)dy. (12.9)

Atsevišķos saskaitāmos šo vienādību labajās pusēs sauc par

funkcijas parciālajiem diferenciāļiem.
Piemērs. ledomāsimies cilindru, kura pamata diametru un

augstumu var izmērīt ar zināmu precizitāti. Noskaidrot, ar kadu

precizitāti var aprēķināt cilindra tilpumu.
Cilindra pamata diametru apzīmēsim ar 2a: un pieņemsim, ka

2.v =20mm±0,l mm. Tad cilindra pamata rādiuss ir x=lomm±

* Divu argumentu funkcijas nepārtrauktību sk. V. I. Smirnova «Augstā-
kās matemātikas kurss», I dala.
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±0,05 mm. Cilindra augstumu apzīmēsim ar y un pieņemsim, ka

y=loomm±o,l mm.

Aprēķināmo cilindra tilpumu apzīmēsim ar z. Tad pēc formu-

las V=nR
2H varam rakstīt, ka

z=nx
2
y,

un izskaitļojot dabūjam, ka z=jilo2
- 100m10000jtmm

3
=

=31 416 mm
3.

Cilindra tilpuma kļūda ir Az, ja pamata rādiusa un augstuma
kļūdas ir attiecīgi Ax un Ay, pie tam un

Tilpuma kļūdu aptuveni izsaka arī dz, pie tam saskaņā ar for-

mulu (12.9)

dz=2nxydx+nx2dy, (12.10)

kur dx=Ax, dy=Ay un

|d«|<o,l. (12.11)

Diferenciāļi dx un dy var būt pozitīvi un negatīvi. Ar vienā-

dām zīmēm tie ir tad, ja x un y abi izmērīti par lielu vai abi par

mazu (1. gadījums), bet ar pretējām zīmēm, ja viens no tiem ir

izmērīts par lielu un otrs par mazu (2. gadījums).
1. gadījumā formulas (12.10) labajā pusē abi locekļi ir ar

vienādām zīmēm; tātad x un y kļūdas aritmētiski summējas:

\dz\ =\2nxydx\ + \nx2dy\. (12.12)

Turpretim 2. gadījumā izteiksmes (12.10) labajā pusē abi locekļi
ir ar pretējām zīmēm; tātad x un y kļūdas daļēji kompensējas:

\dz\<\2nxydx\ + \nx2dy\, (12.13)

jo šoreiz vienādībā (12.10) dz īstenībā vienāds divu locekļu dife-

rencei un \dz\ ir mazāks par šo pašu divu locekļu aritmētisku

summu nevienādības (12.13) labajā pusē.
Apvienojot abus gadījumus, t. i., apvienojot formulas (12.12)

un (12.13), dabūjam, ka

|dz ļ ļ 2nxydx ļ+ | nx
2dy|

jeb
\dz\^2nxy\dx\+nx2\dy\. (12.14)

Sajā un arī citos tamlīdzīgos piemēros kļūdu novērtējumus

parasti raksta īsāk: no vienādības (12.10) uzreiz secina nevienā-

dību (12.14).
levietojot formulā (12.14) dotās skaitliskās vērtības, dabūjam,

ka \dz\ s=S2n• 10 ■ 100 • 0,05+nlO2• 0,1=100it+ 10n= 110n«350.Tā-

tad cilindra tilpums ir

z =31400±350mm3 jeb z=31,4±0,35 cm3.
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Seit tilpuma vērtība noapaļota, ievērojot iespējamo tilpuma mak-
simālo absolūto kļūdu.

Vispārinājums. Līdzīgi divu argumentu funkcijas gadī-

jumam var apskatīt pilno pieaugumu un pilno diferenciāli arī

triju, četru utt. argumentu funkcijām. Trīs argumentu funkcijai
v=f(x,y,z) pilnais diferenciālis ir

,

dv
,

dv
,

dv ,
dv

—
— dx+-T-du + —dz.
dx oy .dz

Vienādības (12.7) pamatojums. Sis pamatojums at-

tieksies uz divu argumentu funkcijām, kurām eksistē abi parciālie
atvasinājumi, pie tam šie atvasinājumi ir nepārtrauktas funkcijas.

Funkcijas yZ=f(x,y) pilnā pieauguma izteiksmi Az=

=f(x+Ax,y +Ay)—f(x,y) pārveidojam, pieskaitot un atņemot
f(x,y +Ay):

Az=[f(x + Ax, y +Ay) -f(x,y +Ay)] + [f(x, y +Ay) -f(x, y)].

Viena argumenta x funkcijas f(x, y +Ay) pieaugumu un viena

argumenta. y funkcijas f(x,y) pieaugumu sadalot saskaņā ar

90. § pieauguma galvenā sastāvdaļā un korekcijas loceklī, dabū-

jam, ka

Az=f'x(x, y +Ay) ■Ax+ ax •Ax+f'
y (x, y) •Ay+a2 • Ay.

Seit ai->O, kad Ax->-0, un oc2->-0, kad Aw-»-0. Apzīmējam
V%{x, y+Ay) =f' x {x, y) -f-a3, pie tam saskaņā ar minēto funkcijas
f'x nepārtrauktību a3->O, kad A#->-0. Tad

Az=[f'x {x, y) fa3]Ax+ai'Ax+f'
V(Jt, y) Ay+

(
a2• Ay.

Atverot kvadrātiekavas un savelkot līdzīgos locekļus,

Az=f'x(x, y)Ax+f'y {x, y)Ay+ (ai + a3) Ax+ a2Ay.

Apzīmējot a=ai+ ct3, a'=a2, dabūjam formulu (12.7), pie tam

saskaņā ar iepriekšējo un a'->O, kad Ax-*0 un Aw->-0.

102. §. Funkcijas ekstrēms

Definīcija. Funkcijai z=f(x,y) Oxy plaknes punktā

(xo, yo) ir maksimums (minimums), ja šajā punktā funkcijas vēr-

tība f(xo,yo) ir lielāka (mazāka) par funkcijas vērtībām visos

citos punktam (xO, yo) pietiekami tuvos Oxy plaknes punktos.

Ģeometriskā nozīme. Ja punktā (xO,y0) funkcijai z=

=f(x,y) ir maksimums (minimums), tad uz virsmas, kura ģeo-
metriski attēlo doto funkciju, Oxy plaknes punktam (xO,y0) atbilst

visaugstākais (viszemākais) punkts salīdzinājumā ar visiem ci-

tiem pietiekami tuviem virsmas punktiem (117. un 118. zīm.).
Pieņemsim, ka punktā (xO, y 0 ) funkcijai z =f(x,y) ir, piemē-

ram, maksimums. Tad saskaņā ar maksimuma definīciju f(xQ,y0)
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ir lielāks par f(x,y) vērtībām arī punktam (xO, yQ) pietiekami tu-

vos Oxy plaknes punktos, kuri atrodas uz taisnes y — yo, t. i., arī

viena argumenta x funkcijai f(x,y 0) punktā x=x0ir maksimums,

un tāpēc saskaņā ar ekstrēma nepieciešamo pazīmi viena argu-

menta funkcijām (83. §)

[fx(*, ifo)lx-« =rx(A-0> #o) =0. (12.15)

117. zīm. 118. zīm.

Līdzīga kārtā arī viena argumenta y funkcijai f(xo ,y) punkta
y=yo ir maksimums, un tāpēc

[fy(*o, y)h»ķ =/',-(*„, Vo) =0. (12.16)

Tās pašas divas pazīmes dabūjamas arī, pieņemot, ka punktā
(xO, t/o) funkcijai z=/(x,«/) ir minimums.

Līdzīgas funkcijas ekstrēma pazīmes var atrast arī funkcijai
ar trim, četriem utt. argumentiem.

Funkcijas ekstrēma nepieciešamā pazīme. Ja
divu argumentu funkcijai z=f(x,y) apskatāmajā punktā x=xO,
y=£/o ir ekstrēms (maksimums vai minimums), tad šajā punktā
funkcijas parciālie atvasinājumi pēc abiem argumentiem Ir vie-

nādi ar nulli.

Piemērs. Aprēķināt funkcijas z=x
2+2y 2+2x —By+ l2 mak-

simumu un minimumu.

Atrisinājums. Dotajai funkcijai atrodam parciālos atva-

sinājumus pēc abiem argumentiem —8 un pie-

līdzinām dullei: 2x4-2 =0, 4y—8= 0. No šejienes seko, ka x=—1,
#= 2. Tātad ( —1;2) ir vienīgais punkts, kur funkcijai var būt

ekstrēms.
i

Lai noskaidrotu, vai atrastajā punktā funkcijai ir maksimums

vai minimums, funkcijas izteiksmi pārveidojam šādi:

z=(x4-l) 24-2(i/-2) 2 4-3,



no kurienes seko, ka apskatāmajā punktā ( —1;2) ir 2=3, kamēr

citos Oxy plaknes punktos z>3. Tātad punktā (—1;2) funkcijai
ir minimums.

103. §. Saliktas funkcijas atvasināšana. Apskatīsim tādu sa-

liktas funkcijas vispārinājumu, kad y var izteikt atkarībā no x

ar divu starpmainīgo v un v starpniecību, t. i., ja funkcionālo
atkarību var izteikt šādi:

y*=F{u,v), kur y=ņ{x), v=ty{x). (12.17)

No šīm vienādībām izslēdzot v un v, doto funkciju var izteikt

arī tā:

• y=F[ņ(x),Mx)l (12.18)

Piemērs.

y=sin2
A:- (lnx— l) 2+sin x+ 1.

Seit y var šādi izteikt atkarībā no x ar starpmainīgo palīdzību:

y —u
2
v

2
+v + 1, kur «.=sin£, v =\nx—1.

Pieņemsim, ka funkcijas (12.17) ir diferencējamas. Izteiksim

»'=y'x atkarībā no , v'
x
=q>'(x) un v'

x=ty'(x).

Dodam x pieaugumu Ax. Tad v un v saskaņā ar pēdējām
divām vienādībām (12.17) dabū pieaugumus Au respektīvi Av.

Toties y saskaņā ar formulu (12.7) (liekot tur x, y un 2 vietā

attiecīgi v, v un y) dabūpieaugumu

Ay= Au +P-Av+ a-Au+ a'-Av, (12.19)
dv ' dv

kur a->-0 un o/->O, kad A«->-0 un Dalām pēdējo vienā-

dību ar Ax

Ay =p_
Au to Ao A« A*

Ax dv Ax dv Ax Ax Ax

un liekam Ax->O. Tad 1)
x
,

U

> v'x; 2) pēdējo divu fun-
'

Ax Ax

kciju (12.17) nepārtrauktības dēļ (67. § 2. piezīme) arī

Av-+O, no kurienes savukārt seko, ka a->-0 un a'->O. Līdz ar

to no vienādības (12.20) dabūjam, ka

Si vienādība ir saliktas funkcijas atvasināšanas formula divu

starpmainīgo gadījumam.



Piemērs. Minētā piemēra funkcijai dabūjam

v'
x
=cosx, o' x

=— , =2uv2+ =2u2
u

x dv dv

un

y'= (2wy2+l)cosA:4-2«
2

=

=[2sinx(ln.Y-l) 2+l]cosx+2sin2x(lnx-l)^.

104. §. Apslēptas funkcijas atvasināšana. Tāpat kā 76. §, ap-

skatīsim vienādojumu

F{x,y)=o, (12.22)

pieņemot, ka tas apslēptā veidā definē y kā x funkciju y =y(x),

pie tam šādas funkcijas var būt vairākas. Par minētās funkcijas
y =y(x) eksistenci var spriest, zinot divu argumentu funkciju ģeo-
metrisko nozīmi.

Ņemsim divu argumentu funkciju z=F(x,y) un iedomāsimies

virsmu, kas ģeometriski attēlo šo funkciju. Ja minētā virsma šķeļ

Oxy plakni, tad kaut kurā šķēluma līniju punktā z=o un arī

F(x, y) =0. Tātad šķēluma līniju punktu koordinātes apmierina
vienādojumu (12.22). Sīs šķēluma līnijas ir arī grafikas minētām

funkcijām y=y(x). Šādas funkcijas var būt vairākas pat tad, ja
minētai virsmai ir viena pati šķēluma līnija ar Oxy plakni (pie-
mēram, ja šķēluma līnija ir riņķa līnija).

Zinot parciālos atvasinājumus, apslēptai funkcijai atvasinā-

jumu var izteikt formulas veidā. ledomāsimies minēto funkciju
y =y(x) ievietotu vienādojumā (12.22), tā ka pēdējais kļūst par

identitāti ar argumentu x:

F[x,y(x)] =0. (12.23)

So identitāti atvasinām pēc x. Kreisās puses atvasinājums sa-

skaņā ar formulu (12.21) ir

dF . dF
,

dF ,dF ,

dx dy dx dy

jo x'=l. Vienādības (12.23) labajā pusē nulles atvasinājums ir

nulle. Tātad

dx dy v



no kurienes beidzot dabūjam, ka

y'=-% (12.24)

w

dF
(pieņemot, ka Vienādība (12.24) ir apslēptas funkcijas

atvasināšanas formula.

Piemēri. Atvasināt apslēptas funkcijas, kas dotas 76. §.

1) 3x-sw+2 =0.

dF dF

F(x,y)=3x-5y + =3, 5,

3 3

2) x 2+y
2-l=o.

F(x,y)=x 2+y
2-l§=2x,<Ķ=2y,

,
2x _x_

y
2y~ y'

Piezīme. Formulas (12.24) pierādījums pastāv, pieņemot, ka eksistē

minētā funkcija */={/(*) un ka tā ir diferencējama. Funkcijas y=y(x) ek-

sistence, kā arī iespēja šo funkciju atvasināt arī šeit (tāpat kā 76. §) nav

pierādīta.

, Vingrinājumi.

Atrast funkciju parciālos atvasinājumus.

1. z=x3y-4xy3. 2. z=ixify+ —.

3.z=±\n(x2+y2). 4-HT--F'

5. z=lntgļ- ī 6. Z=2e -J.

7. f=arctg .
8. u=x2 y-2y

2 z+z3.

9. u= c
*>+*y,***,>

10. lepriekšējiem piemēriem atrast pilno diferenciāli.

11. Atrast pilnā diferenciāļa vērtību funkcijai z=x+y-lļx2+y2
, kad x=3,

y=4, Ajc=o,l, Ai/=0,2.

12. Aptuveni atrast funkcijas cp = maiņu, ja x mainās no 2 līdz

2,1, bet y no 3 līdz 2,5.



13. Atrast konusa tilpumu V un tā maksimālo absolūto un relatīvo kļūdu,
ja pamata riņķa diametrs 2r=100±0,4 mm un augstums /j=200±1 mm.

Kada ir pamata rādiusa un augstuma maksimālā absolūtā un relatīvā kļūda?
14. Atrast taisnstūra prizmas tilpumu V, uzrādot maksimālo absolūto re-

zultāta kļūdu, ja triju savstarpēji perpendikulāru šķautņu garumi *=200±
±0,4 mm, y=150+0,3 mm un z=loo±o,l mm.

Atrast punktus, kur funkcijai var būt ekstrēms.

15. z=3x*-5y2+2xy-4x+y +3.

16. z=x
2
y+x

2 +2y3+5y2.
17. v=xy-2y2 -z2+yz-2x.

18. Atrast funkcijas y=x* atvasinājumu, uzskatot to par saliktu funkciju
ar diviem starpmainīgajiem.

19. 9. nod. 85. un 86. vingr. funkcijām atrast atvasinājumus kā saliktām

funkcijām ar diviem starpmainīgajiem.
20. Lietojot apslēptas funkcijas atvasināšanas formulu, atrisināt 9. nod.

80.—83. vingrinājumu.



IV DAĻA

INTEGRĀLRĒĶINI

13. NODAĻA

NENOTEIKTAIS INTEGRĀLIS

Funkciju integrēšana ir apgriezta darbība funkciju atvasinā-

šanai, tāpat kā, piemēram, saknes vilkšana no skaitļa ir apgriezta
darbība skaitļa kāpināšanai.

jfFj) §. Primitīvā funkcija. Diferenciālrēķinos dotajai funkcijai
atra?īarn atvasinājumu. Tā, piemēram, funkcijai y

=lnx atvasi-

nājums Turpmāk apskatīsim apgrieztu darbību. Zinot y'

izteiksmi, noteiksim y izteiksmi. Tā, piemēram, zinot, ka y'=x
2,

atrast y. Nav grūti uzminēt, ka šeit var ņemt y=-^-x 3, jo

ļ-ļ-x3 j =x 2. Tomēr tā nav vienīgā atbilde, jo var ņemt arī y=

=
-i-

x 34-1, tāpēc ka =x'2- Vispār šeit var ņemt y =

=-ļ-A.-3 +C, kur C ir patvaļīga konstante, jo arī ļ-ļ-x3+ej =x
2.

. Funkciju -ļ-x 3 vai vispār funkciju -ļ-x3+C sauc par funkcijas

x 2 primitīvo funkciju līdzīgi tam, kā x 2 sauc par funkcijas x 9

atvasināto funkciju.

Vispār, ja ir dota atvasinātā funkcija

</'=/(*), (13-1)

tad par tās primitīvo funkciju sauc funkciju y =F(x), kuras at-

vasinājums F'(x)=f(x). Ja ir atrasta viena primitīvā funkcija

F(x), tad arī

y=F(x)+C (13.2)
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ir funkcijas (13.1) primitīvā funkcija, kur C ir patvaļīga kon-

stante, jo arī [F(x) +C]'— f (x).

Pierādīsim, ka funkcijas y'— f(x) primitīvās funkcijas vispā-
rīgā izteiksme ir y —F(x)+C.

Teorēma. Funkcijas f(x) kaut kuras divas primitīvās fun-
kcijas var atšķirties tikai ar konstantu saskaitāmo, t. i., ja

F'(x)=f(x) un F,

l(x)=f(x), (13.3)
tad

Fl(x)=F(x)+C. (13.4)

Tātad, ja viena primitīvā funkcija ir F(x), tad visas pārējās
primitīvās funkcijas izsaka F(x) +C.

Pierādījums. Ņemsim funkciju

®(x)=F ļ (x)-F(x).

Tās atvasinājums saskaņā ar formulām (13.3) ir

0'(x) =F',(x) -F'{x) =/(*)-f(x) =0.

Tātad funkcijas 0(x) atvasinājums identiski vienāds ar nulli.

Tāpēc funkcija <&(x) vienāda ar konstanti (89. § secinājums):

(D(x)=Fl (x)-F(x)=C,

no kurienes dabūjam vienādību (13.4), ko vajadzēja pierādīt.
Piemērs. Funkcijas x 2 vienīgās primitīvās funkcijas izsaka

izteiksme -^-x3+C.
o

Secinājums. Ja divām funkcijām F(x) un Fx(x) ir vie-

nādi atvasinājumi, i. i., F'(x) =F\(x), tad pašas funkcijas var

savā starpā atšķirties tikai ar konstantu saskaitāmo:- Fx(x) =

=F(x)+C.

§. Nenoteiktais integrālis. Funkcijas y
f
=f(x) primitīvās

futißūfjas vispārīgo izteiksmi apzīmē šādi:

ff(x)dx, (13.5)

un to sauc par funkcijas f(x) nenoteikto integrāli. Tas ir

ff(x)dx =F(x)+C, (13.6)

ja

[F(x)+C)'=f(x). (13.7)

Tā, piemēram,

/x
2

dx=yx3+C,
■

(13.8)
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jo

(i-x3
+ c)'=.v2. (13.9)

Integrālī (13.5) funkciju f(x) sauc par zemintegrāļa funkciju,
bet izteiksmi f(x)dx — par zemintegrāļa izteiksmi. Darbību, ku-

ras rezultātā no f(x) dabūjam F(x)+C, sauc par funkcijas inte-

grēšanu. levērojot vienādības (13.6) un (13.7), redzam, ka inte-

grēšana ir funkcijas atvasināšanai apgriezta darbība, pie tam

atvasināšanas rezultātā atgūstām zemintegrāļa funkciju f(x). Tā,

piemēram, integrējot x 2, dabūjam -^-x3+C, bet, pēdējo atvasinot,

atgūstām x 2. Patvaļīgo konstanti šeit sauc par integrācijas kon-

stanti, bet x — par integrācijas mainīgolielumu.

Matemātiskās analīzes nozari, kura apskata funkciju integrē-
šanu, sauc par integrālrēķiniem.

Funkcijas integrēšana līdzšinējā nozīmē ir bezgalīgi daudzno-

zīmīga darbība, jo rezultātā sastopamā patvaļīgā konstante C var

pieņemt bezgalīgi daudz dažādu vērtību.

Piezīme. Dažreiz apzīmējumu ff(x)dx saprot šaurākā no-

zīmē kā kādu vienu primitīvo funkciju:

ff(x)dx =F(x), (13.10)

F'(x)=f{x). (13.11)

Ta, piemēram,

Jx2dx=^x3, (13.12)

J9

ļ^-x3 j'=x2
. (13.13)

Izšķir trīs dažādus primitīvās funkcijas atrašanas gadījumus:
1) jāatrod primitīvās funkcijas vispārīgā izteiksme; 2) jāatrod
kaut kāda viena primitīvā funkcija; 3) jāatrod tā primitīvā fun-

kcija, kura apmierina attiecīgu papildu prasību.
Piemērs 3. gadījumam. Funkcijai x 2 atrast to primitīvo

funkciju, kura vienāda ar 2, ja x=0, t. i., atrast tādu y, lai būtu

apmierināti nosacījumi

fx2dx=y, y|x=o=2.

Vispirms atrodam y vispārīgo izteiksmi y=-^-x3+C, kur jāiz-

vēlas piemērota C vērtība, ievietojot x=o un #=2: 2=o +C, no

kurienes C=2. Meklētā primitīvā funkcija ir y= -Ļx3+2.



Funkcijas integrēšana ka diferenciāļa atra-

šanai apgriezta darbība. Varam arī teikt, ka vienādība

J f (x)dx=F(x) +C pastāv, ja primitīvās funkcijas diferenciālis

vienāds ar zemintegrāļa izteiksmi:

d[F(x) +C]=[F(x) + C]' dx=/ (x) dx. (13.14)

Tā, piemēram, vienādība (13.8) pastāv, jo

dļyx3+ ej=ļyx3 +c 'dx=x
2dx. (13.15)

levērojot vienādības (13.6) un (13.14), funkcijas integrēšana ir

ari diferenciāļa atrašanai apgriezta darbība, pie tam diferenciāļa
atrašanas rezultātā atgūstām zemintegrāļa izteiksmi f(x)dx.

107. §. Primitīvās funkcijas mehāniskā nozīme. Diferenciālrē-

ķinos apskatījām punkta kustības vienādojumu s=F(t) un bija

jāatrod ātrums v kā laika t funkcija. To dabūjām, atvasinot doto

funkciju: v =F'(t) (68. §).
Turpmāk apskatīsim apgriezto uzdevumu, kad dots punkta kus-

tības ātrums v kā laika t funkcija

v =f(t) (13.16)

un jāatrod kustības vienādojums s=F(r). Tā kā v=s=f(t), tad

jāatrod dotās funkcijas f(t) primitīvā funkcija:

s=ļf(t)dt =fvdt. (13.17)

Seit ar integrāli jāsaprot primitīvās funkcijas vispārīgā iz-

teiksme, ja nav papildu nosacījuma par kustību, t. i., ja runa ir

par kustību vispār. Ja turpretim dots papildu nosacījums, piemē-
ram, dota s vērtība sākuma mirklī r=0:

slt=o=s
O, (13.18)

tad runa ir par konkrētu kustību, un ar integrāli tad jāsaprot tā

primitīvā funkcija, kura apmierina šo papildu nosacījumu. Vie-

nādību (13.18) sauc par sākuma nosacījumu.
Piemērs. Apskatīsim brīvas krišanas ātrumu, ja ķermenis

krīt bez sākuma ātruma:

v=gt, (13.19)

kur g ir konstante. Integrējot dabūjam, ka

S=ļgtdt=8£ +C, (13.20)



jo ļ^- +
=gt- Seit Cir patvaļīga konstante, ja nav papildu

nosacījuma. Ja turpretim dots sākuma nosacījums (13.18), tad

minētai konstantei jāatrod tāda vērtība, lai būtu apmierināts šis

nosacījums. No vienādībām (13.18) un (13.20) secinām, ka s0=

=0+C, no kurienes C= s0 un. tātad

Tas ir kustības vienādojums brīvas krišanas gadījumā, ja kustība
sākas punktā s=s0

bez sākuma ātruma. Ja dots, ka s0=0, t. i.,
ka kustība sākas koordinātu sakuma punktā, tad

imļt
2 •

108. §. Primitīvās funkcijas ģeometriskā nozīme. Pieņemsim,
ka dota funkcija y'=f{x). Ar y

=F(x) apzīmēsim kaut kuru tās

primitīvo funkciju (119. zīm.). Tā kā punktā ar abscisu x primi-
tīvās funkcijas y=F(x) grafikai novilktās pieskares virziena

119. zīm.

leņķa a tangenss ir vienāds ar primitīvās funkcijas atvasinājuma
y'=F'(x) vērtību Ox ass punktā x (69. §): tga=/7'(x), tad va-

ram rakstīt, ka

tga=/(x). (13.21)

Atrast primitīvo funkciju F(x) ģeometriski nozīmē atrast tādu

funkciju y=F(x), kuras grafikai punktā x novilktās pieskares
virziena leņķa tangenss ir vienāds ar dotās funkcijas f(x) vēr-

tību Ox ass punktā x.

Ja viena šāda primitīvā funkcija F(x) ir atrasta, tad citas

primitīvās funkcijas dabū, pārbīdot funkcijas y=F(x) grafiku
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paralēli Oy asij uz augšu vai, uz leju. Šādai grafikas pārbīdei
atbilst patvaļīgas konstantes C pieskaitīšana funkcijai F(x).

Apmierināt papildu nosacījumu

ž/U=x„=#o ' (13.22)

nozīmē atrast to primitīvo funkciju, -kuras grafika iet caur doto

punktu (x 0; y0) (119. zīm.). Arī papildu nosacījumu (13.22) sauc

par sākuma nosacījumu.
Mo9.)§. Dažas integrēšanas pamatformulas. Apskatīsim formu-

funkciju integrēšanai. Tās atbilst elementāro pa-

matfunkciju atvasināšanas formulām.

Konstantes integrēšanas formula

fadx =ax+C, (13.23)

jo (ax+ C)'=a, kur a ir konstante.

Pakāpes funkcijas integrēšanas formula:

/' x
a+

ixadx=
-a-^\

+C (a^- 1). jo (13.24)

ja tikai a+l#o jeb a# —1 (jo ar nulli nednkst dalīt). Formulā

(13.24) a var būt arī daļskaitlis (pozitīvs vai negatīvs),

ī. piemērs.

C X
2+l

X31

2. piemērs.

2
+

2

Ja a=—1, tad dabūjam formulu

/ x-ldx= =\nx+ C,

jo (ln x + Seit primitīvā funkcija atrasta tikai gadīju-

mam, kad x>o, jo tikai tad eksistē lnx. Ja turpretim x<o, tad
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— x=|x|, un apskatam funkciju ln(—x) =ln|x|. Sīs funkcijas
atvasinājums ir

[ln( — X)Y =~~(~ XY Z=~

X

~- Tātad šoreiz

j^-=\n{-x)+C=\n\x\+C.
Apvienojot abus gadījumus, kad x>o un x<o, dabūjam

=lnlx|+C. (13.25)

Eksponentfunkcijas integrēšanas formula:

+ C (13.26)

jo (īna +C)'=& (aX)
'
=

Tn
J
a-

aXlna =aK «3 j eb

3. piemērs.

[ 10 xdx= +C=0,4343 • 10X +C.
J ln 10

Ja a=c, tad lna=lne=l, un no formulas (13.26) dabūjam

/ e*dx =c*+C. (13.27)

. Trigonometrisko funkciju integrēšana:

*; Jsinxdx=-cosx +C; (13.28)

i /cosxdx =sinx+C; (13.29)

f !zk~***+*\ <1330>

\ Ssfc—cts *+c- (13-31)

Pēdējo formulu pamatojums līdzīgs iepriekšējo formulu pama-
tojumam.

* Funkcijas, kuras integrējamas ar ciklometrisko funkciju pa-

līdzību:

f
dX

=arcsinx +C; (13.32)

JjJj2=aTciSx+C. (13.33)
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(Ug)y§. Nenoteikta integraja īpašības. 1. Diferencēšana

un integrēšana kā savstarpēji pretējas darbības.

1) No vienādībām (13.6) un (13.7) seko, ka

[ff(x)dx]=f(x), (13.34)

t. i., integrēšana un diferencēšana kā pretējas darbības savstar-

pēji iznīcinās, pie tam rezultātā dabū zemintegrāļa funkciju. Tā,

piemēram,

(jx 2dx)=x 2.

2) Integrēšanas un diferencēšanas darbības var izpildīt arī

apgrieztā secībā. Tad no formulām (13.6) un (13.11) seko, ka

/'F'{x)dx =F{x)+C, (13.35)

t. i., arī diferencēšana un integrēšana kā pretējas darbības sav-

starpēji iznīcinās, tikai rezultātam jāpieskaita patvaļīga kon-

stante C. Tā, piemēram,

~,
f(īx 3)' dX=

ī
x3+C

-

3) No vienādībām (13.6) un (13.14) seko, ka

dff(x)dx=f(x)dx, (13.36)

t. i., arī integrēšana un diferenciāļa atrašana kā pretējas darbības

savstarpēji iznīcinās jeb diferenciālis no nenoteiktā integrāļa vie-

nāds ar zemintegrāļa izteiksmi. Tā, piemēram,

dļx
2dx

—x
2dx.

2. Integrālis no funkcijas, kas reizināta ar

konstanti, un no funkciju summas.

Apskatāmajām īpašībām diferenciālrēķinos atbilst atvasināša-

nas kārtulas funkcijas reizinājumam ar konstanti un funkciju
summai (72. §).

1) ļaf(x)dx =aff{x)dx +C, (13.37)

t. i., konstantu reizinātāju var ņemt ārpus integrāļa zīmes.

Lai to pierādītu, atvasinām vienādības (13.37) abās pusēs eso-

šās izteiksmes:

[faf(x)dx] =af(x),

[aff(x)dx]=a[Jf(x)dx] =af(x).



Tā kā abi atvasinājumi ir vienādi, tad saskaņā ar 105. § secinā-

jumu abu pēdējo vienādību kreisajās pusēs iekavās esošās izteik-

smes- var savā starpā atšķirties tikai ar konstantu saskaitāmo.

Tātad pastāv vienādība (13.37).

2) /t/i(*) +f2(x)]dx =Jfi(x)dx+ ff2 (x)dx +C, (13.38)

t. i., funkciju summas integrālis vienāds ar šo funkciju integrālu
summu. Pierādījums līdzīgs iepriekšējās īpašības pierādījumam.

Pastāv arī vienādības (13.38) paplašinājums kaut kurā galīgā
skaitā ņemtu' funkciju algebriskai summai, kur saskaitāmie var

būt savienoti ar «+» vai «—» zīmi.

Piezīme. Integrēšanas konstanti C vienādībās (13.37) un

(13.38) var nerakstīt, jo var uzskatīt, ka šī konstante pievienota
vienādības labajā pusē esošam integrālim. Tā, piemēram,

jļ4x3+l-yļ dx= j 4x 3dx+ jdx- =4 fx*dx+ ļ dx-

-3 =Jc
4 + x-31n|A:| +C.

legūtā rezultāta pareizību var pārbaudīt, rezultātu atvasinot:

(x
4 +A--31n|;t| +C)'=4x3+l--^-.

"Atvasināšanas rezultātā ir iegūta zemintegrāļa izteiksme. Tātad

integrēta pareizi.
<ļll/§. Substitūcijas (aizvietošanas) metode. Funkcijas izdo-

das integrēt ar līdzšinējiem paņēmieniem tikai visvienkāršākos

gadījumos, kad pēc nenoteiktā integrāļa īpašību pielietošanas var

piemērot integrēšanas pamatformulas. Seit iepazīsimies ar fun-

kciju integrēšanas pirmo speciālo metodi, ar kuru iegūsim ari

divas jaunas integrēšanas formulas. '

Substitūcijas metodes būtība ir tā, ka integrācijas mainīgo lie-

lumu aizvieto ar jaunu mainīgo lielumu. Diferenciālrēķinos tai

atbilst saliktu funkciju atvasināšana (73. §).
Substitūcijas metode balstās uz šādu formulu:

/fi<?(x)W(x)dx= Jf(t)dtS=£: (13.39) •
kur t =(f(x) ir diferencējama funkcija, kurai eksistē diferenciālis
dt =ņ'(x)dx.

Pierādījums. Atvasinām pierādāmās vienādības abās pu-

sēs esošās izteiksmes pēc x, pēc tam labās puses izteiksmi at-

vasinām kā saliktu funkciju:

[/{[<p\x)W(x)dxļ=f[ q,(x)) q>'(x);

[ff(t)dt]=[Jf(t)dtĻt'x
=f(t).<p'(x)=f[<p(x)]cp'(x).



Tā kā atvasinājumi ir vienādi, tad abas izteiksmes var savā

starpā atšķirties tikai ar konstantu saskaitāmo (105. § secinā-

jums). Tātad pastāv vienādība (13.39). Konstanti C šai formulā

var nerakstīt (110. § piezīme).
Dažreiz, pēc šīs metodes ievedot palīga mainīgo lielumu, do-

tais integrālis kļūst vienkāršāks. To redzam sekojošos piemēros.
1. piemērs.

/ (x-2) s dx=fts dt =
-£

+C=i (.v-2) 6+C.

t =x-2,

dt= (x-2)'dx=dx.

Sajā piemērā cp(x)=.v—2, /[cp(.v)]= (x —2) 5, cp'(x) = l un f(t) =

=t5. Integrē pēc palīga mainīgā lieluma t un rezultātā atgriežas
pie izejas mainīgā lieluma x.

s

2. p i c m ē r s.

/2-^3==T/T=yln^+c4lnl2^3"+c-
t=2x+3,

dt=(2x+3)'dx=2dx,

dx=—dt.
,

3. piemērs.

J yi-x* 2jyt 2 J 2J_
2

t^\-x2,

dt= (\-x 2)'dx=-2xdx,

xdx= —-ļf-dt.

4. p i c m ē r,s.

/ c~
2*dx=- \-je

l dt=--i-
e
l +C= - ļe

-2x
+c.

t=-2x,

dt= {-2x)'dx= ~2dx,

dx=-^dt.
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Integrējot ar substitūcijas metodi, integrācijas palīga mainī-

gajam lielumam var arī nelietot īpašu apzīmējumu. Sādā ceļā
vēlreiz atrisinām 4. piemēru:

fc-
2* c-

2*(-2)dx=-Ļjc~
2*d(-2x) =-\e~2 *+C.

Pārbaude: d( —2.v) =(—2x)'dx =(—2)dx. Sajā piemērā palīga
mainīgais lielums ir —2x, ko iepriekš apzīmējām ar t.

5. piemērs.

Jsin(3x-\)dx=-Ļļsin tdt= —ļ-cos t+C =

= —

-ģ- cos (3a:— 1) +C.

t=3x-l,

dt= (3x-\)'dx =3dx,

dx=-lr-dt.

Neievedot palīga mainīgajam lielumam īpašu apzīmējumu:

j sin(3.v-l)rf.r=yjsin(3.v-l)cf(3.v-l) =

=-yCOS(3x-l)+C.

Pārbaude: d{3x-\) = {3x-\)'dx=3dx.

leteicams lasītājam atrisināt arī pirmos trīs piemērus, neieve-

dot palīga mainīgajam lielumam īpašu apzīmējumu.

uny =

= integrēšanas formulas.

ya2
-x2

|£; d x_
fdx 1 f a 1 x

l

- Jlē+tf =Tj ļTļ^-T
arctgT

+c

-
(Pieņemam, ka Seit integrēts pēc formulas (13.33). Tātad

f dx 1 x

=

T
+ C <**=<>). (13.40)
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Piemērs.

f,dx 1 , x

y^+4=y arctgy
+c- .

2. fdx = f dx
=

1 f(x+a)-(x-a) dx
Jx2—a

2 J (x+a) (x —a) 2aJ (x +a)(x —a)

Šeit skaitītājs zem integrāļa zīmes pareizināts ar 2a, un integrā-
lis arī izdalīts ar 2a (pieņemot, ka Pēc tam skaitītājs pār-
veidots: 2a =x+a—x+a=(x +a)— (x —a). Tālāk zemintegrāļa
izteiksmi sadalām divos locekļos:

f dx 1 H 1 1 1

Jx2—a2 2aJ [x— a x+a

1 fdx fdx
_

1 /*of(x-Q)
_

/*cf(.v- +q) ļ
.■ 2a[J x—a Jx+ a\ 2a[J x— a J x+a _~

= )x-a|-.n|x+ a|]+C= +C.

Rezultātā iegūstam formulu

J^=šHS|+c <a#o»- (,3'4l>

Piemērs.

f dx 1.1 a--3 I,

3. Nākamo integrēšanas formulu dabūsim šādas atvasināšanas

rezultātā:

[\n(x +yx^īa~2)]'= + y¥±~a~2)' =
x+ yx2±a2

1 r .v- ļ 1_ -yx2±a2+x
_

1

~x +yx
2 yx~2±a2 \~x +ix 2

±a
2 2

±a
2 ix 2

±a
2 '

[-=£L= =ln(x+ jxī±a~2) +C.
J yx

2±a2

Apskatot gadījumu, kad iekavu izteiksme iznāk negatīva, un rī-

kojoties līdzīgi formulas (13.25) izvedumam, var dabūt šadu for-

mulu:

f dX
. =\n\x+ jxT±a~2\+C. (13.42)

J i/x 2±a2
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Piemērs.

4. f-JL== ļ ļ
r .

7ya2
-.v

2 ya
- 2(a2

-x
2

) -ļ/^ļ^ļ
(Seit jābūt a=s=o, pie tam vienmēr var izvēlēties o>0.) Integrē-

jot pēc formulas (13.32), dabūjam

f
dx

=arcsin —+C. (13.43)
J ya2

—x
2 a

mjjf.'§. Parciālā integrēšana (integrēšana pa da|ām). Diferen-

ciālteldnos tai atbilst reizinājuma atvasināšana.

Attiecīgu integrēšanas formulu iegūsim no reizinājuma atva-

sināšanas formulas

(uv)' =u'v+uv',

kura ir līdzvērtīga vienādībai

uv' — (uv)'-u'v.

Integrējot šo vienādību un ievērojot, ka

j (uv)'d.x =uv +C,

dabūjam meklēto formulu

J uv'dx =uv— Ju'vd.K,
t

ko sauc par parciālās Integrēšanas formulu. Integrēšanas kon-

stanti C vairs nerakstām, jo iedomāsimies, ka tā pievienota vie-

nādības labās puses integrālim.
īsāk parciālās integrēšanas formulu raksta šādi:

ļudv=uv- ļvdu, (13.44)

kur diferenciāļi dv=v'dx, dv=u'dx. Integrāļu pārveidošanu ar

šīs formulas palīdzību sauc par parciālo integrēšanu.
So formulu lieto galvenokārt tad, ja ar to doto integrāli iz-

dodas aizstāt ar citu vienkāršāku integrāli vai vismaz izdodas

aizstāt ar tādu integrāli, ko var pēc tam Vienkāršot. Tātad pēc



198

šīs formulas integrēšanu izpilda it kā «pa daļām», atskaldot lo-

cekli uv.

1. piemērs. Atrast

fm x dx.

Seit jāņem
v=\nx,

dv
— dx,

no kurienes

dv =(lnx)'dx =—dx,
x

v=jdx=x.

Tad pēc formulas (13.44) dabūjam

Jln x d.v=lnx•x— Jx • —x-ln x— ļdx=x -1n x—x +C.

Lai integrētu parciāli, dotā zemintegrāļa izteiksme jāsadala
divos reizinātājos v un dv, pie tam reizinātājam dv jāsatur dx.

Jāievēro, ka formulas (13.44) labajā pusē sastopams reizinātāja
v atvasinājums, kamēr funkcijas v iegūšanai diferenciāļa dv iz-

teiksme jāintegrē. Tāpēc parasti par v izvēlas funkciju, kura pēc
atvasināšanas būtu iespējami vienkāršāka, kamēr par dv izvēlas

tādu diferenciāļa veida izteiksmi, kura pēc integrēšanas būtu

iespējami vienkāršāka.

2. piemērs. Atrast

jxe
x dx.

Seit reizinātājs x pēc atvasināšanas vienkāršojas un funkcija
cxex pēc integrēšanas nesarežģljas. Tāpēc pieņemam

u=x un dv=exdx.

Turpretim otrāda reizinātāju izvēle nebūtu lietderīga, jo reizinā-

tāja cxe
x atvasināšana gan nesarežģī to, toties funkcijas x integrē-

X2 ' ': :• '
šana rada sarežģītāku izteiksmi

— ■

Tātad izvēlamies

u=x un dv=e
xdx,

no kurienes

dv=x'dx =dx un

v= J e
xdx=cx.ex.

ļxex dx=xe
x
- Jex dx=xex -cxe

x +C.
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3. piemērs. Atrast

ļx 2cos 3xdx.

Šoreiz kā atvasinājums, tā arī integrālis no cos 3x dod ar

attiecīgu koeficientu to pašu sin 3x, t. i., (cos 3x)'=— 3sin 3x, bet

/cos 3xdx =-ļ- sin 3x. Toties reizinātāju x 2 labāk atvasināt nekā

integrēt, jo pēc atvasināšanas šī reizinātāja pakāpe samazinās,,
kamēr pēc integrēšanas — palielinās. Tāpēc jāņem

u=x
2, dv=2xdx,

dv = cos 3xdx, o=jcos 3xdx=-ļ-sin 3a.',

un dabūjam

Jx2
cos 3xdx =x2"-ļ-sin 3.v— J-ļ-sin 3x • 2xdx=

*: «' ■'•2"/^;
'. jr'U-

=-^-x
2 sin3x—^-/ xsin3xdx.

o 3«

Kā redzams, ar vienreizēju parciālo integrēšanu ir izdevies

x kāpinātāju samazināt par vienu, tomēr zemintegrāļa izteiksmes

struktūra nav mainījusies. Tāpēc iegūto integrāli J"xsin3xdx vēl-

reiz integrēsim parciāli, ar ko x kāpinātājs atkal samazināsies

par vienu un ar to x kā reizinātājs pazudīs. Tātad

Uļ —x, diiļ =dx,

dv\ =sin 3xdx, vl =js'm3xdx= —cos3a;

un

jx sin 3xdx =x ■ ļ—ļ-ļ cos 3x—jļ —-ļ-j cos 3xdx=

= — — x cos 3x4- 4-sin 3x4-Ci.
o y

Beidzot atrodam

jx2
cos 3xdx=-ļ- x 2sin 3a:—ā~(—ā~

xcos x

~9~
s'n + =

1 2 2
=

-ģ-
x 2 sin 3x+-ģ-x cos 3x4-C.

4. piemērs. Atrast

ļc* sin xdx.
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Seit var abējādi izvēlēties v un dv. Pēc divreizējas parciālās

integrēšanas dabūjam algebrisku vienādojumu, kurā nezināmais

lielums ir apskatāmais integrālis:

fex sin xdx =c
x sin x — jex

cos xdx=

=c
x sin x— cxe

x
cos x —ļe

x sin xdx,

no kurienes

ļe
x sin .vdx=-^-ex (sin x — cos x) +C.

114. §.* Racionālu un iracionālu izteiksmju integrēšana ar

papildināšanu līdz pilnam kvadrātam. Seit apskatīsim tikai trīs

speciālu tipu integrāļus:

1) f
2

mX+ n

dx, 2) / mX+n
dx, 3) / mx+ n

dx,
Jx2+px + q J yx

2
+px + q ■ Jyq+px_x 2

kur m, n, p un q ir reāli skaitļi.
1. Vispirms skaitītājā atbrīvosimies no locekļa ar x, izman-

tojot īpašu paņēmienu, kurš derīgs visu minēto tipu integrāļiem.
Atrodam saucēja kvadrātiskā trinoma diferenciāli:

d(x2
+px+ q) ={x2+px +q)'dx= (2x+p)dx.

Skaitītāju pārveidosim tā, lai iegūtu saucēja kvadrātiskā tri-

noma diferenciāli. Lai dabūtu locekli 2x, skaitītājā ņemam ārpus

tn

iekavām konstantu reizinātāju — un iznesam to ārpus integrāļa

zīmes:

,
>

, 2x + .
, f mx +n

_

m m
j

J x2+px + q 2J x2+px+ q

Pēc tam skaitītājam pieskaitām p un atņemam p:

. r
2.v+p H p

fmx+ n m i
r

m

dx

Jx2+px+ q '
~

2J x2+px + q

X

'

Tālāk integrāli sadalām divu integrāļu summā:

2n_
Cmx+n _m_r 2x+p m f m v.- .
Jx2+px+ q ~2j x2+px + q

+ YJ x2+px + q
dX'

Labajā pusē pirmajam integrālim pielietojam substitūciju, ievē-

rojot minēto diferenciāļa izteiksmi:
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Otrajam integrālim, ņemot konstanto skaitītāju ārpus integrāļa

zīmes, iegūstam

(13.45)
J 62

+px + q
v '

un to apskatīsim vēlāk.

Līdzīgā v»idā rīkojoties otrā un trešā gadījumā, dabūjam

integrālus

f
dX

(13.46)
J 2+px+ q

un

f dx

(13.47)
J yq+px-x

2

2. Tālāk atradīsim integrāļus (13.45), (13.46) un (13.47),
kvadrātisko trinomu papildinot līdz pilnam kvadrātam. Ja x 2 sa-

stopams ar «+» zīmi [integrālī (13.45) un (13.46)], tad rakstām

,Hp-v+«=x2+ 2.ļx +,-^=(.v+ ļ)
2

+( fl -^).
Seit var būt šādi gadījumi:

p
2

p
2

1) q
— 1-Ķ>o. Tad apzīmējam o =a2 un dabūjam

x2+px+ q= + -

P

rJ+a
2.

. Tagad varam atrast integrāli (13.45):

ydx r dx r d (x+ i)
JX2+?X +«~ J

(x + JL)
2

+a

rJ (x + JļJ+a
2

~'

x+^-
-1

. 2, r
1 , 2x +p n

-
— arctg VC

2
=— arctg —= hC2;

a
&

a a
b 2a

P
2
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3) q—~<:o. Apzīmējam q
—

!
-r-

=—a
2

un dabūjam x2+px +

+a=(x+ Jļl-a*.
f dx ■■ f dx

1 2x+p-2a „

=2a
"

2.v+p+ 2a
+C-

Līdzīgi var atrast arī integrāli (13.46). Šoreiz nav jāapskata
atsevišķi gadījumi, un mēs dabūjam, ka

x2+px+ q= + ±a
2,

f ** r
dhī)

+ q J^x+ Aj ±a2

=lnļx+|-+ ļ/(x +-|-)
2

±a2 +C2=

=ln| x+y+ix2
+px+ qļ+ C2.

Beidzot apskatām integrāli (13.47). Šoreiz papildināsim līdz

pilnam kvadrātam šādi:

q+px-x*=q-(x2-px) =q-L*-2-Ļx+£-£\~

p
2

Šeit vienīga iespēja ir, ka jo citādi zemsaknes izteik-

sme ir negatīva un zemintegrāļa funkcija nepieņem reālas vēr-

tības. Apzīmējot =a
2 (kur izvēlamies a>o), dabūjam

q+px—x2 =a
2

— 1a;— un
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./ _p_\ _p

■ 2x-p , _

=arcsin +C2.
2a

{. piemērs.

f -v--l ■ 1 / 2x-2 1 f2x+4-6

J x2+4x+l3 2 7x2 + 4x4- 13 2ix2 +4x+l3

d(x2+4x+l3) =(2x+ 4)dx

_

1 f 2x+ 4
_

f__dx_
2 7x 2+4x+l3 7x2

+4x+13~

1 fd(x2+4x+l3) f dx

~2J x2+4x+l3 J (x2+ 2) 2+32

=yln|x
2+ + C.

2. p i c m ē r s.

r xdx -IT -\Bxdx _-1 r 12-18x-12

7
ļ 12x-9x2-2~ 18 7 ļ/12x-9x2-2

=

18 7 yi2x-9x2 -2
*~

d(l2x-9x2
-2) =(12-18x)dx

1

ļ 18-fgr 2/• ■ _

18/ yi2x-9x 2-2 3y yi2x-9x2-2

12x-9x 2-2=-2-(9x 2-12x) =

=-2-[(3x) 2-2-3x-2 + 22-22]=2- (3x-2) 2.

*
-18f< 12*-9*

2
- 2) -^(12x-9x 2-2) +4/

y2 _g_2)2
=

=
1_ (12x-9x2 2_ f d(3x-2)

18 J_
+

9 7 y2-(3x-2)
2

=

2
N

=-^yi2x-9x 2
-2+ 4-arcsin-^—-+C.

9 ,9 y2

115. §.* Trigonometrisku izteiksmju integrēšana. Apskatīsim
tikai dažus speciālus gadījumus.

1. f sinP x cosi x dx, (13.48)
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kur p un q ir reāli skaitļi, no kuriem vismaz viens ir pozitīvs ne-

pāra skaitlis. Tā, piemēram, p=2n+\, kur n ir naturāls skaitlis

vai nulle. Tad

sin? xdx=sin2n+lxdx= (sin 2 x)n • sin xdx=

= — (1 — cos
2x)"d cos x,

un,integrāli pārveidojam šādi:

J sinPxcosixdx =—j (1 — cos
2 x) n

cos(Jxdcosx.

Pēc iekavu atvēršanas un integrāļa sadalīšanas integrāļu algeb-
riskā summa dabūjam summu no šāda tipa integrāļiem:

Jcosm xcosi xdcosx= ļcosm+ti xdcos x=

CoSm+q+lx
c

~

m+ q+ 1

Līdzīgi var apskatīt arī gadījumu, kad q=2n'+\, kur n' ir natu-

rāls skaitlis vai nulle.

Piemērs.

C cos
3 xdx

- . J ysin x

cos
3 xdx=cos

2 xcosxdx= (1 — sin 2 x)dsinx,

/cos
3 xdx r

—i
— = / (I—sin

2
x)sin =

y sin x J

f■ -i j • f■ 3- j • sin sin 'x
„

= / sin ? xdsinx — / ■—j
= hC =

~2 T

=2ysin x—-|-sin2 xysin x+ C.

2. Ja integrālī (13.48) viens no kāpinātājiem p vai q ir natu-

rāls skaitlis n, bet otrs nulle, tad dabūjam

ļs'mn xdx vai J"cosnxdx. (13.49)

Ja šeit n ir nepāra skaitlis, tad šie integrāļi iekļaujas iepriekšējā
gadījumā, un to atrašanas metode jau apskatīta. Ja turpretim n
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ir para skaitlis n= 2m (m naturāls), tad integrāļu atrašanai var

izmantot trigonometrijas formulas

. 2
1-cos2a: 14-cos2x

~„,m
sin

2
x= un cos

2
A'= . (13.50)

Lietojot šīs formulas, integrāļus (13.49) var pārrakstīt šādi:

fJI -cos2x\m , r/l+cos2A-\ m .
J A 2 )dX reSp- J i 2 ) dX-

Pēc iekavu atvēršanas un integrāļa sadalīšanas 1 integrāļu algeb-
riskā summā atkal rodas integrāļi no kosinusiem nepāra vai

pāra pakāpēs, tomēr zemākās pakāpēs nekā integrāļos (13.49).
Jaunos integrāļus atkal pārveido pēc līdzšinējiem norādījumiem,
vajadzības gadījumos šos pārveidojumus vairākkārt atkārtojot.
Sādi rīkojas tikmēr, kamēr visus locekļus izdodas integrēt vai kā

pakāpes, vai kā integrāļus no vairākkārtīgu leņķu kosinusiem, vai

kā konstantes.

Piemērs.

jsin 4 xdx=/(*" 2°
S2

*)2rf*=-ļ-/ (l-2cos2x4-cos 22x)dx =

i r, ir
0, , i n+cos4A- ,

=4A'_x
siri 2x+ T-*+

3l
sin 4x+c=

3 1 1 "
=s-x——sin 2.v+ — sin 4.v+ C.

o 4 y 62

3. Integrāļi

/tg2n+'A-dx un fctg2n+lxdx, (13.51)

kur n ir vesels skaitlis (pozitīvs vai negatīvs), iekļaujas 1. ga-
sin x cos x

dījuma pec pārveidojuma tgx= resp. ctgx= . Tiešām,

šie integrāļi tad pārveidojas:

Jsin2n+lx cos-<2n+l'>xdx resp. fcos2n+lx sin-( 2n+'»xdx,

kur sinusam vai kosinusam kāpinātājs ir pozitīvs nepāra skaitlis.

Tālākrīkojas tāpat kā 1. gadījumā.
/(\6p§. Elementāro funkciju integrēšanas iespējas. Atzīmēsim

šādtTSiaktus par nenoteiktajiem integrāļiem.



1. Ar šeit apskatītām metodēm izdodas integrēt tikai dažu

atsevišķu veidu elementāras funkcijas, bet ne kaut kuru elemen-
tāru funkciju.

2. Izrādās, ka eksistē tādas elementāras funkcijas, kurām

integrāļus nav iespējams izteikt (t. i., atrast) ar elementāru fun-

kciju palīdzību, piemēram:

)

3. Ar integrāļu (13.52) un citu tamlīdzīgu integrāļu palīdzību
matemātikā definē jaunas «neelementāras» funkcijas, kurām ir

liela nozīme arī matemātikas pielietojumos.

Vingrinājumi.

1. Funkcijām x 3, ■— s'mx, cos* atrast primitīvās funkcijas.

2. lepriekšējā vingrinājuma rezultātus izteikt ar integrāļiem.
3. Funkcijai x 3 atrast to primitīvo funkciju, kura vienāda ar —1, kad

x=2.

C C- fdx (• - fdx
4. Aprēķināt integrāļus: J ( — 3)dx, J x 4dx, J > J ]xdx,J -—»

Aprēķināt integrāļus:

5. /((io^-4
B

Vx4-3-^-+p-)d*.

8. fL+s*+£.dx. 9. j (2e*-sinx+6)d*.

10. /*(4cos* +3-ĪO1 11. [i—% n,'
,
Idx.

J J \cos2
x 2 sin

2
x I

12. | — 5— . 13. / ■ 5
dx.

J sin
2
x• cos

J
x J cos

2
x

ļ4
r cos 2x dx

ļ5
r / 1 1 \

J cosA'+sin* ' ' J +*2) ļ'4("r^x2) /'*

16. f 17. f
dx ■

J J V3x-5
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22. Jal4a
2+l dx.

24. je* x dx.

26. j(cos sa-sin 4a)£/a.

28. f dx.

J COS
2 A

C c* dx

30. Jā^.
/• dx

32, J I^ŠĀ2 "
/• dx

34.
„

- •
J C(a +2)2 -4a

36. fŠ^d*.
J yī~x*

38. /xln X(to. i

40. jxcosxdx.
42. j" (A2 -2x+2)ex dA.

44. JarcctgAdA.

46. fx arctgx cfx.

/• xdx

_48- J I^2x^3-

-50' J x*-6x+lo '

J Va2 -2a-2

/• rfA
54. / - •

J 1'a2 -4a

/dA-- •

I'4+Ga^9a
2

58. Jcos
2
asin adx.

rs\n3x dx

}'cos x

62. fsin
2

3a dx.

64. J" tg3 2a dx.

66. /-: dx.

J sin x

23. J"l0-3x d*.

res dx

27.
J ļ'A2+sinX

/• rfA
29, J 9a

2
+4 '

f
rfA

3I" J 4x2-9 '
(• (1a:

'33.
-

;- •
J V3x 2 -2

/• dx
35. •

J ļ'3-4A-
2

*'- J 1+4A-2

39. Jx2e* dx.

41. Ja2 sin 5a dx.

43. J*c-
3x cosŽAdA.

45. jarcsin x dx.

/• 3a-2 i
47 1

-

dx.
ql- J 3a-

2
-4.v+3

r 2-4a ,
49 | — dx.4y- J 2a2 +x-1

r 4a--2 • .
ci | -dx.

J 4a
2 +4a+s

if xdx
53. /-. •

J }'a2+2x+3

/dx-
. ■ = •

V6-x-a
2

57.
J (3a— 2a2

/cos
3
adx

61. J*sin5 a dx.

63. jcos i 2xdx.

65. J*ctg 3 4a dx.

/dx-. •
sinx
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14. NODAĻA

NOTEIKTAIS INTEGRĀLIS

Seit apskatīsim funkciju integrēšanu jaunā uztverē, kas vēs-

turiski vispirms radās, aprēķinot laukumu figūrām, ko ierobežo

līkas_ līnijas, ja t3s riaV tin** līnjļģs! Jau 111 gs. pirms mūsu

ēras Arhimēds nodarbojās ar laukuma aprēķināšanu figūrai, ko

ierobežo parabolas loks. Tomēr toreiz šādu uzdevumu atrisināša-

nai bija gadījuma raksturs.

Tikai XVII gs. Ņūtonam un Leibnicam izdevās noskaidrot ciešo

sakaru starp laukuma aprēķināšanu un nevienmērīgas kustības

ātruma atrašanu vai pieskares vilkšanu līkai līnijai. Līdz ar to

arī pierādīja ciešo sakaru starp funkciju integrēšanu ar noteikto

integrāli — no vienas puses, un nenoteikto integrāli kā funkciju
atvasināšanai apgriezto darbību

— no otras puses.

Problēmas, kas noved pie noteiktā integrāļa jēdziena.
L Uik līnijas trapeces laukums. Par līklīnijas trapeci
sauc plakanu figūru, ko ierobežo Ox ass (trapeces pamats), ne-

pārtrauktas funkcijas

y=f(x) (H.i)

grafika un divas taisnes x= a un x= b (a<cb, 120. zīm.). Seit

apskatīsim tikai tādu gadījumu, kad intervālā [a, b] t. i.,
kad šinī intervālā funkcijas grafika ir virs Ox ass, un definēsim

minēto laukumu kā attiecīga mainīgā lieluma robežu.

Sadalīsim intervālu [a, b] vienāda vai dažāda garuma elemen-

tāros intervālos, kuru garumus apzīmēsim ar Axv Ax 2,... ,
A.Vk, .. ~ A.Vn (121. zīm.). Katrā elementārajā intervālā patvaļīgi
izvēlēsimies vienu punktu un to abseisas apzīmēsim attiecīgi ar

Ši, h, ■ ■ ■, Sn-

Apskatīsim reizinājumus

f(h)Axu f(h) A.v-2,.. ~ f(|k) Axk,..., /(gn)Axn. (14.2)

Pirmais reizinājums izsaka laukumu taisnstūrim, kura pamats ir

Axi, bet augstums f(Ķi). Līdzīga nozīme ir arī pārējiem reizinā-

jumiem.
So reizinājumu summa ir

vienāda ar minēto taisnstūru

laukumu summu, un saīsināti

to apzīmē šādi:

n

% /"(Šk)Ax k. (14.3)
k=l

Seit burts S («sigma») apzīmē

summu, bet tam apakšā un120. zīm.
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augšā pierakstītie k=\ un n nozīmē to, ka 'sekojošā izteiksmē

f(gk)Axk indeksa k vietā jāliek pēc kārtas 1, 2,. . ~ n, un dabūjam

reizinājumus (14.2); pats summas apzīmējums 2 tad norāda, ka

minētie reizinājumi ir jāsaskaita.

121. zīm.

Visi taisnstūri kopā izveido figūru, kurai aptuveni ir līklīnijas
trapeces forma, un atšķirība ir jo mazāka, jo šaurākās joslās
sadalām līklīnijas trapeci, respektīvi, jo lielāku ņemam šo joslu
skaitu.

Apzīmēsim maksimālo no elementāro intervālu garumiem Axit

Ax2t..., Axn ar X, t. i., apzīmēsim max Axk=K. Liksim Ā,-»-0 (no
tā seko arī, ka n->oo) un apskatīsim summas (14.3) robežu. Ja

minētā summas robeža eksistē, tad šo robežu sauc par līklīnijas

trapeces laukumu L:

n

lim £ f(tk )Axk=L. . (14.4)
k-i

Šī vienādība minēto laukumu izsaka ar īpaša veida summas

robežas palīdzību.
2. Noietā ceļa aprēķināšana pēc dotā kustī-

bas ātruma. Tas ir viegli aprēķināms, ja kustība ir vienmērīga
(v=const.). Tad s=vt, kur s ir laikā t noietais ceļš. Grūtāk ir

aprēķināt s, ja kustības ātrums v ir mainīgs. Apskatīsim punkta
kustību uz taisnes un pieņemsim, ka dots ātrums v kā laika t

funkcija:

v=f(t). (14.5)

Aprēķināsim noieto ceļu Si laika sprīdī no t=a līdz t= b (a<.b).
Minēto laika sprīdi, t. i., intervālu [a, b] sadalīsim elementāros

laika sprīžos Ari, A?2, •• •, Arn un pieņemsim, ka šie elementārie

laika sprīži ir tik īsi, lai katrā no tiem ātrumu varētu bez
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manāmas kļūdas uzskatīt par nemainīgu. Katrā elementārajā laika

sprīdī izvēlēsimies vienu momentu, un tos apzīmēsim attiecīgi ar

Ti, T2,. .. , Tn. Ātrumu vērtības šajos momentos /(īi), f(tt),..~
f(xn) uzskatīsim par aptuvenām ātrumu vērtībām attiecīgajos ele-

mentārajos laika sprīžos.
Apskatīsim reizinājumus

f(*,)Af,, /(T2)Ar2,...,f(T„)A/ n. (14.6)

Pirmais reizinājums aptuveni izsaka noieto ceļu laika sprīdī Ari,
otrais — laika sprīdī Ar2 utt.

Šo reizinājumu summa

t /(Tk)Afk (14.7)
k-l

aptuveni izsaka noieto ceļu Sļ apskatāmajā laika intervālā [a, b].

Tuvinājums ir jo precīzāks, jo īsākos elementāros intervālos sa-

dalīsim laika intervālu [a, b].
Apzīmēsim un liksim Pēc šīs robežpārejas

summas (14.7) robeža-precīzi vienāda ar noieto ceļu Si laika inter-

vālā [a, b\.
n

lim X f(Tk)Ark=Si. (14.8)

Šī vienādība noieto ceļu Sļ izsaka ar īpaša veida summas ro-

bežas^palīdzību.
Noteiktā integrāļa definīcija. Apskatītajos piemēros

formufas (14.4) un (14.8) atšķiras vienīgi ar dažādiem argumen-
tiem. Šajos piemēros izpildītas šādas darbības.

1. Argumenta x respektīvi t maiņas intervāls sadalīts n ele-

mentāros intervālosAAkxk respektīviAAkrk '(£= 1, 2,..., n).
■2. Katrā elementārajā intervālā patvaļīgi izvēlēts viens punkts

ar abscisu |k respektīvi Tk, un šinī punktā ņemta funkcijas vēr-

tība /(|k) respektīvi f(tk) (6= 1, 2,.. ~ n).
3. Minētās funkcijas vērtības reizinātas ar atbilstošo inter-

vālu garumiem: /(£k)Axk respektīvi f(tk )Ark (&= 1,2,..., n).
4. Ņemta reizinājumu summa

n n

£ f(h)Axk resp. £ f(tk )Ark.
k=l k-l

5. Atrasta šīs summas robeža (14.4) respektīvi (14.8), kad
respektīvi maxArk -vO.

Arī daudzos citos piemēros ģeometrijā, mehānikā, fizikā, ķī-
mijā v. c. nepieciešams noteikt līdzīgās summas robežas.
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Turpmāk summas robežu apskatīsim vispārīgā veidā.

Vispirms atzīmēsim, ka summa (14.3) vispār ir atkarīga kā

no intervāla [a, b] sadalījuma veida elementārajos intervālos, tā

arī no punktu gjt izvēles. Toties izrādās, ka summas robeža (14.4)
parasti nav atkarīga nominētajiem apstākļiem.

levedīsim summas robežai (14.4) īpašu nosaukumu un apzī-
mējumu:

Definīcija. Ja summas robeža (14.4) eksistē, pie tam tā

nav atkarīga ne no intervāla [a, b] sadalījuma veida elementāra-

jos intervālos, ne ari no punktu £k izvēles attiecīgos elementārajos
intervālos, tad šo summas robežu sauc par funkcijas f(x) noteikto

integrāli robežās no a līdz b.

Summas robežu (14.4) apzīmē šādi:

b

/ f(x)dx, (14.9)
a

t. i., ■ %C[ - y -
*"

\

n b

lim £ f(gk)Axk=/ f(x)dx, (14.10)
**>k-j a

kur >. =maxAAkx
k-

Noteiktais integrālis tātad ir skaitlis, kas vienāds ar summas

robežu vienādībā (14.10). Seit v un d sauc par integrācijas ro-

bežām, intervālu [a, b] — par integrācijas intervālu, bet x — par

integrācijas mainīgo lielumu.

- Integrāļa apzīmējums radies no burta S, ko agrāk lietoja sum-

mas apzīmēšanai. Vārds «integrālis» ir cēlies no latīņu vārda

«īnteger», kas nozīmē «vesels», jo ar noteikto integrāli ir domāta

veselā (piemēram, līklīnijas trapeces laukuma) salikšana no tā

sastāvdaļām (minētajā piemērā — no joslu laukumiem).
Var likties savādi, kāpēc tā pati integrāļa zīme tiek lietota

kā nenoteiktā, tā arī noteiktā integrāļa apzīmēšanai, kuri pēc
būtības izteic divas pavisam dažādas darbības. Tālāk (120. §)
redzēsim, ka starp šīm darbībām pastāv ciešs sakars.

Bez pierādījuma apskatīsim šādu teorēmu.

Noteiktā integrāļa eksistences teorēma (bez
pierādījuma). Ja funkcija f(x) ir nepārtraukta slēgtā intervālā

[a, b], tad summas robeža (14.10) eksistē, pie tam šl robeža nav

atkarīga ne no minētā intervāla sadalījuma veida elementārajos
Intervālos, ne ari no punktu |k Izvēles attiecīgajos elementārajos
Intervālos.

U piezīme. Ja šīs teorēmas nosacījumi ir apmierināti, tad

summas robežas (14.10) atrašanai var kaut kādā spēciālā veidā

izvēlēties: a) integrācijas intervāla sadalījumu elementārajos
intervālos (piemēram, n vienāda garuma intervālos ); b) punktus



gk attiecīgajos elementārajos intervālos (piemēram, tos var ņemt
elementāro intervālu kreisajos vai labajos galos).

Turpmāk apskatīsim tikai tādas funkcijas, kas ir nepārtrauk-
tas slēgtā integrācijas intervālā un kurām tātad pastāv noteikto

integrālu eksistences teorēma.

Tagad 117. § apskatītos jēdzienus izteiksim ar noteiktajiem

integrāļiem.
b

1. Par līklīnijas trapeces laukumu L sauc integrāli J f(x)dx
a

jeb
b

L=fydx (a<b). (14.11)

Vienādība (14.11) izsaka noteiktā integrāļa ■ ģeometrisko nozīmi.

2. piezīme. Vienādība (14.11) iegūta ar noteikumu, *a

intervālā [a, b]. Noskaidrosim, ko šī vienādība nozīmē, ja
funkcija f(x) intervālā [a, b] var pieņemt kā pozitīvas, tā ari ne:

gatīvas vērtības (122. zīm.). Tad negatīvām f(x) vērtībām atbilst

negatīvi taisnstūru laukumi f(|k)Axk,' kuri pēc summēšanas un

robežpārejas dod laukumu ar mīnusa zīmi. Ar «+ » zīmi ir lau-

kumi L[ un L3, bet ar «—» zīmi ir laukums L 2 (122. zīm.). Tā kā

vienādībā (14.11) L vienāds šādu laukumu algebriskai summai,

tad

L=L\ —Lļ-\-Lļ,

kur Lļ>o, L2>o uirL3>o.

122. zīm.

b

2. Noietais ceļš sx laika sprīdī no t=a līdz t=b ir J f(t)dt jeb
a

b

Sj=/ vdt. ■ (14.12)
a

Sī vienādība izsaka vienu noteiktā integrāļa mehānisko nozīmi.
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Piemērs. Aprēķināt ļ dx.

a

Šeit zemintegrāļa funkcija pie visām x vērtībām vienāda ar

vienu, tāpēc

b
„

f dx=\\m [Aa-i+Ax2+...+Ax
n]=lim (b —a)=b— a.

a \-*0

Ģeometriski šis integrālis izsaka laukumu taisnstūrim, kam pa-

mata garums ir b— a, bet augstums vienāds ar vienu. Rakstot

x vietā t un Uzskatot to par laiku, šis integrālis izsaka noieto

ceļu laika sprīdī no t=a līdz t=b, ja kustības ātrums u=l.

/ftjp§. Noteiktā.integrāļa pamatīpašības. L Definējot noteikto

integrāli ar vienādību (14.10), līdz šim tika pieņemts, ka a<cb.

Ar šo pašu vienādību definēsim noteikto integrāli arī gadījumā,
ja a>b. Šai gadījumā Axk<o kā negatīvs nogriežņa lielums. Ap-
mainot integrācijas robežas, t. i., turpmāk ņemot a par augšējo
robežu un b par apakšējo robežu, arī A*k maina zīmi uz pretējo
un tātad kļūst >0. Līdz ar to summas robeža (14.10) un arī

noteiktais integrālis maina zīmi uz pretējo. Tātad

b a

/ f(x)dx=- ļf(x)dx, (14.13)
a b

t. i., apmainot integrācijas robežas, noteiktā integrāļa zīme mai-

nās uz pretējo.

a

- 2. . jf(x)dx=0, (14.14)
a

t. i., noteiktais integrālis vienāds ar nulli, ja tam abas integrāci-
jas robežas ir vienādas. Tiešām, šinī gadījumā summas robežas

izteiksmē (14.10) nav neviena saskaitāmā, un tāpē« šī robežas

izteiksme un arī attiecīgais integrālis (14.14) vienāds ar nulli.

3. Noteiktā integrāļa vērtība nav atkarīga no integrācijas mai-

nīgā lieluma apzīmējuma, t. i., piemēram,

b- b

/ f(x)dx=ļ f(t)dt. (14.15)
a a

Tiešām, arī atbilstošajā summas robežas izteiksmē saskaitāmo

skaitliskās vērtības nav atkarīgas no zemintegrāļa funkcijas ar-

gumenta un tā pieaugumu apzīmējumiem, bet atkarīgas tikai no

šīs funkcijas grafikas ordinātu un argumenta pieaugumu lielu-
miem.
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Integrācijas mainīgajam lielumam x vietā lietot citu apzīmē-

jumu nepieciešams, piemēram, tāpēc, ka sastopami integrāļi ar

mainīgu augšējo robežu x:

x

ff(t)dt. (14.16)
a

(ģeometriski šis integrālis izsaka lau-

kumu L(x) tādai mainīgai līklīnijas
trapecei, ko ierobežo Ox ass, funkcijas
y=f(x ) grafika un divas Oy asij para-

lēlas taisnes, kuras krusto Ox asi pun-

ktos a un x (123. zīm.).

b cc

4. f f(x)dx+ ļ f(x)dx= / f{x)dx.
a b a

(14.17)123. zīm.

Saskaņā ar šo vienādību saskaita integrāļus ar vienādu zeminte-

grāļa funkciju. Lai to pierādītu, integrāļus vienādības kreisajā

pusē aizstāj ar atbilstošajām summu robežām, kuras pēc apvieno-
juma dod summas robežu tās pašas vienādības integrālim labajā

pusē. (Sk. arī 118. § 2. piezīmi.)

b b

5. / cf(x)dx =c j f{x)dx, (14.18)
a a

t. i., konstantu reizinātāju var ņemt ārpus noteiktā integrāla zī-

mes. Pierādījums tieši izriet no noteiktā integrāļa definīcijas:

b n n b

/cf{x)dx=--\\xx\ £ cf(lk )Axk=c lim £ f(ķs)Axk=c f f{x)dx.

,V" b b
-

i >

6- f [fl(x)+f2(x)]dx =ffl(x)dx+ff 2 (x)dx, (14.19)
'. a / a a

t. i., funkciju summas noteiktais integrālis vienāds ar šo funkciju
noteikto integrāļu summu, pie tam visi integrāļi jāņem ar vienā-

dām integrācijas robežām. Pierādījums līdzīgs iepriekšējās īpašī-
bas pierādījumam.

Pastāv arī vienādības (14.19) paplašinājums kaut kurā galīgā
skaitā ņemtu funkciju algebriskai summai.

7. Kā zināms, noteiktais integrālis (14.19) vienāds ar 124. zīm.

norādītās līklīnijas trapeces laukumu (ja a<ib). Apskatīsim taisn-

stūri, kam pamats ir kopīgs ar šo līklīnijas trapeci un kam pa-
mata malas garums tātad ir b —a, bet augstums f(c).



Kā redzams 124. zīm., eksistē vismaz viens tāds punkts x=c*

intervāla [a, b] iekšienē, lai taisnstūris ar augstumu f(c) būtu

vienliels ar līklīnijas trapeci. To izsakot ar formulu, dabūjam, ka

jāpastāv šādai vienādībai:

b

ff(x)dx=f(c) • (b-a). (14.20)

Šīs formulas būtību izsaka teorēma:

Vidējās vērtības teo-

rēma noteiktajam integ-
rālim. Intervāla [a, b] iekšienē

eksistē tāds skaitlis c, ka f(c),
reizināts ar integrācijas intervāla

garumu b— a, ir vienāds ar fun-
kcijas f(x) noteikto integrāli ro-

124. zīm.

bežās no a līdz b. Šeit precīza c

vērtība nav zināma; ir tikai zināms, ka c atrodas starp a un b **.

Formulā (14.20) vērtību f(c) sauc par funkcijas f(x) vidējo
vērtību intervālā [a,b].

Vienādību (14.20) lieto noteikto integrāļu aptuvenai novērtē-

šanai, lai apmēram spriestu par šo integrāļu vērtību, piemēram,
lai izvairītos no rupjām kļūdām, aprēķinot integrāļus. Saskaņā
ar šo vienādību integrāļa vērtību parasti noapaļo uz augšu (at-

attiecīgi uz leju), ņemot f(c) vietā, kurš nav zināms, funkcijas
f(x) vislielāko (respektīvi vismazāko) vērtību integrācijas inter-

vālā vai citādi noapaļojot f(c) vērtību.

/dx
2x+ 3'

Saskaņā ar vidējās vērtības teorēmu dabūjam

(-**
=

_J
(1-0) =—

{

—-,J2x + 3 2c+3
X '

2c+3
'

»

kur o<c<l. Integrāļa vērtību noapaļojam uz augšu, ņemot

0 o
vietā zemintegrāļa funkcijas

*
vislielāko vērtību inter-

-2C+o ZX J
ro

vālā [0; I]. Pēdējo savukārt dabūjam, ņemot saucēja 2a:+ 3 visma-

zāko vērtību tanī pašā intervālā, t. i., liekot saucējā x=0. Tātad

-L-<_L_=l
2c+ 3 2-0+ 3 3 '

* Punkta x= c vietā var ņemt ari x=c' vai x—c".
** Sniegtais formulas (14.20) pamatojums balstās tikai uz ģeometrisko iz-

tulkojumu,'un tāpēc tas nav formulas pierādījums. Formulas (14.20) pastā-

vēšanai nav jāprasa a<b.
,



Līdzīgi integrāļa vērtību noapaļo uz leju, ņemot saucēja 2x4-3

vislielāko vērtību intervālā [0; 1J:

1 J_ _J_
2c4-3

>
2- 14-3 ■:■ 5 '

Līdz ar to dabūjam šādu aptuvenu integrāļa novērtējumu:

5 2x4-2 3

120. §. Noteiktā integrāļa aprēķināšana, Ņūtona—Leibnicafor-

mula. Seit noskaidrosim ciešo sakaru starp noteikto un nenoteikto

integrāli. Tas dos iespēju izvairīties no ļoti grūtās noteiktā inte-

grāļa kā summas robežas tiešas aprēķināšanas. Toties mēs varē-

sim noteikto integrāli netiešā ceļā aprēķināt ar nenoteiktā inte-

grāļa palīdzību, kas ir nesalīdzināmi vienkāršāk.

Lai aprēķinātu noteikto integrāli

b

Jf(x)dx, (14.9)
a

ņemsim kaut kuru zemintegrāļa funkcijas primitīvo funkciju F(x),
t. i., funkciju ar īpašību, ka F'(x)=f(x). Tad varam rakstīt šādu

vienādību:

b b n x

/ f(x)dx=JF'\x)dx= lim £ F'(Ķk )Axk. (14.21)
a a k=l

Līdz šim argumenta vērtības £i, £2, ■ • •, ln varējām izvēlēties pat-
vaļīgi attiecīgajos elementārajos intervālos ar garumiem Axi,
Ax2 Axn, t. i., attiecīgajos intervālos [a, xj, [x,, x 2],. .., [xn-i, b].
Tomēr turpmāk izvēlēsimies šīs argumenta vērtības tā, lai saskaņā
ar galīgo pieaugumu formulu (89. §) pastāvētu vienādības:

F'(lļ)Axl=F'(Ķl)(xl-a)=F(xl)-F(a),

F'(h) Ax2
=F' (&) (x2-x,) =F (x2) - F (x,),

F'(ln )Axn
=F'(Ķ n) (b-xn- l)=F(b)-F(xn_1).

Summējot šīs vienādības, dabūjam

n

% F'(h)Axk =[F(Xļ )-F(a)]+[F(X2) ~F(Xl )]+

+ .. .+[F(b)-F(xn-l)]=F(b)-F(a).
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levietojot pārveidoto summas izteiksmi sakarības (41.21) labajā

pusē, beidzot iegūstam

b

ff(x)dx =lim[F(b) -F(a)]=F(b)-F(a).
5 A.-M)

Ņūtona —
Leibnica formula:

b

jf(x)dx=F(b)-F(a), (14.22)

kur F(b) un F(a) ir funkcijas f(x) kaut kuras primitīvās funkci-

jas F(x) .vērtības, ko parasti atrod, aprēķinot nenoteikto integrāli
f f(x)dx ar līdzšinējo zemintegrāļa izteiksmi, pie tam vienkāršī-

bas labad integrēšanas rezultātu ņem bez integrācijas konstantes.

Formula (14.22) ir viena no vissvarīgākām matemātiskās

analīzes formulām, jo tā saista savā starpā būtiski dažādus ma-

temātiskās analīzes jēdzienus: noteikto integrāli ar nenoteikto

integrāli un līdz ar to arī ar funkciju atvasināšanu kā integrēša-
nai apgriezto darbību.

Diferenci formulas (14.22) labajā pusē saīsināti apzīmē šādi:

F(.v)ļa jeb [F(.v)]a. Pēdējie divi apzīmējumi nozīmē, ka F(x) iz-

teiksmē x vietā vispirms jāliek b, pēc tam a un tad no pirmās
F(x) vērtības jāatņem otrā vērtība. Līdz ar to formulu (14.22)
var pārrakstīt arī šādi:

b

/ f(x)dx=F(x)\l =[F(x)fa. (14.23)
a

1. p i c m ē r s.

* i
x 3 12 2 3 1 3 7

/ -v2dv= y|ry~T =

y-

Saskaņā ar noteiktā integrāļa ģeometrisko nozīmi šis integrālis
izsaka 125. zīmējumā attēloto laukumu.

2. piemērs.

/2y+£
3

=i in|2'v+3| lo =

T
(lns_ln3) ~

«i(1,6094 - 1,0986) =0,2554.

3. piemērs.

2

" fln xdx=[x• ln x-x)i=*2 • ln 2-2-

-(I.', ln \— 1) =2•ln 2-1«0,3863. 125. zīm.
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4. piemērs. Brīva kritiena kustības ātrums v=gt. Atrast
noieto ceļu Si laika sprīdī no ti līdz f

2.

vdt =Sgtdt=\gt^=±gt22-^

Piezīme. Ņūtona—Leibnica formulu nevar lietot, ja zeminte-

grāļa funkcijai ir pārtraukums integrācijas intervālā, jo noteikto

integrāli mēs apskatām tikai nepārtrauktām funkcijām. Tā, pie-
mēram, mēs nevaram runāt pa integrāļa

/#

aprēķināšanu, jo šeit zemintegrāļa funkcijai ir pārtraukums
punkļā ,v =0.

Ū2\js. Substitūcija noteiktajā integrālī un noteiktā integrāļa
parciāla integrēšana. Ja ir jāaprēķina noteiktais integrālis, pie
tam atbilstošā nenoteiktā integrāļa atrašanai jālieto substitūcijas
vai parciālās integrēšanas metode, tad var rīkoties divējādi:

1) nenoteikto integrāli atrod ar substitūcijas vai parciālās
integrēšanas metodi līdz galam un pēc tam lieto Ņūtona—Leibnica

formulu. Tā aprēķināts 120. § 2. un 3. piemēra noteiktais inte-

grālis;
2) pielieto substitūcijas vai parciālās integrēšanas metodi no-

teiktajam integrālim.

Substitūcija noteiktajā integrālī. Integrācijas
robežas izmaina tā, kā tas izriet no substitūcijas vienādības. Mi-

nētās darbības 120. § 2. piemērā izpilda šādi:

1. piemērs.

/2xT3 =t/t-T11" t]l=
T (Ins - ln3) ~ 0'2554-

--t =2x + 3

dt =2dx _L
—

L
i 3 5

Saskaņā ar substitūcijas vienādību r=2x + 3 vērtībai x= 0 atbilst

t=2-0+ 3=3, bet vērtībai x=l atbilst t=2- I+3=5; abas šīs x

vērtības un atbilstošās t vērtības sakopotas tabula.

Lietoto substitūcijas metodi noteiktajā integrālī nepierādīsim.
Atzīmēsim vienīgi, ka substitūcija noteiktajā integrālī ir atļauta,

ja integrācijas intervālā monotonai x maiņai atbilst saskaņā ar

substitūcijas vienādību monotona (t. i., pastāvīgi augoša vai pa-
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stavigi dilstoša) jauna integrācijas mainīga lieluma maiņa. Acīm

redzot, apskatītajā piemērā minētā prasība ir apmierināta.

2■

2. piemērs. Aprēķināt j~\'4— x
2dx.

o

Izvēloties substitūciju ,v =2sinr, dabūjam

x=

x 0 2

dx=2 cos tdt T~

t 0
—

2_

Jt

2 2

/14~x2dx= /V4-4sin2
r • 2 cos tdt=

• 0 0

? f r

2

l+cos2r,,
=2J ļ/4(l-sin2f)cosrdf =4 J cos 2 tdt=4J ģ

0 Ū 0

,[ t sin 2r ļ£ ./ jt sin ji\ *

=4[T +-4-Jo =4
\T^—/ =n-

Noteiktā integrāļa parciālā integrēšana. To

izpilda saskaņā ar vienādību

X—b x—b x=b

ļ udv=uv — j vdu, (14.24)
x =a x—a x—a '

ko var pierādīt ar Ņūtona—Leibnica formulas palīdzību.

3. piemērs.

222
j

2

jlnxdx=x -\nx —jx —dx=2■ln2—l•ln I—J dx=

i l i..'* i

=2-ln 2-1 «0,3863.

122. §.* Noteiktā integrāļa aptuvena aprēķināšana. To lieto

galvenokārt divos gadījumos: 1) kad apskatāmajam noteiktajam
integrālim atbilstošo nenoteikto integrāli neizdodas atrisināt ar

elementāro funkciju palīdzību un tātad nevar lietot Ņūtona—Leib-

nica formulu; 2) kad jāaprēķina noteiktais integrālis funkcijai,
kurai formula nav zināma, bet ir zināmas vērtības tikai atseviš-

ķos integrācijas intervāla punktos (piemēram, tās ir iegūtas mērī-

jumu rezultātā).
Pēc šīs metodes dotajam noteiktajam integrālim atbilstošo līk-

līnijas trapeci sadala lielāka skaita vertikālās joslās un aptuveni
aprēķina šo joslu laukumus.
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Ta konkrēti, lai aprēķinātu integrāli (14.9),'integrācijas inter-

vālu [a, b] sadalām n vienāda garuma elementāros intervālos ar

garumu A.v =•—Zemintegrāļa funkcijas vērtības'dalījumu pun-

ktos apzīmēsim pēc kārtas ar yO, yu y2,. .., yn-i, Jfa (126. zīm.).

126. zīm.

Taisnstūra formulas. Visvienkāršāk joslu laukumus

aptuveni aprēķināt kā taisnstūru laukumus, ņemot joslu kreiso

vai labo malu garumus par atbilstošo taisnstūru augstumiem. Iz-

vēloties joslu kreisās malas, dabūjam taisnstūru laukumus )

UiļAx, y\Ax, .... yn-iAx.

So taisnstūru laukumu summa

y O
Ax+yiSx +... + t/n_,A.v=

b

(y0+yi+ .. i+žto-i)

ir aptuveni vienāda ar līklīnijas trapeces laukumu un līdz ar to

arī ar doto noteikto integrāli. Tātad

b '

ff {x)ax~_l^{lJo+yl+ ...+(/,_,). (14.25)

Ņemot joslu labās malas, līdzīgi dabūjam otru formulu

b

/ f(x)dx» —4 Wi+ • • +!/'..)• (14.26)
i n

f.*\ , • a • . .*.;.-•/-

Abas pēdējās formulas sauc par taisnstūru formulām noteiktā

integrāļa aptuvenai aprēķināšanai. Tās parasti dod neprecīzus



rezultātus, jo, rēķinot pēc šīm formulām, netiek pareizi ievēroti
mazo trijstūru laukumi starp taisnstūru augšējām malām un fun-

kcijas grafiku (126. zīm. šie trijstūri parādīti tikai pirmajām
divām joslām. Precīzākus rezultātus var dabūt pēc trapeču for-

mulas).

127. zīm.

Trapeču formula. Sīs formulas iegūšanai joslu lauku-

mus aptuveni aprēķina kā trapeču laukumus (127. zīm.). So tra-

peču laukumu summa ir

Ķ -^(f+™...+!,.-,+ f). . ■
Sai summai ir aptuveni vienāds dotais noteiktais integrālis. Tātad

/ t(x)4x*S b-^-^+y2 +...+y + £±£?j . (14.27)

Pastāv citas vēl precīzākas formulas noteikto integrāļu aptu-
venai aprēķināšanai.

Piemērs. legūtās formulas pielietosim 120. § 2. piemēra

/dx
2x +3' gan ormu'as lsteniDa lT domātas citā-

diem nolūkiem, kā norādīts šī paragrāfa sākumā. Integrācijas
intervālu [0; 1] sadalīsim 10 vienādās daļās, t. i., ņemsim «=lO.

Tad -—— =

-ļļgr =0,1, un zemintegrāļa funkcijas vērtības
n 10
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jaap'reķina punktos, kuru abscisas ir *0; 0,1; 0,2;...; 0,9; 1. Tā,

piemēram, ja xi
=0,1, tad yx

=

+g
=0,3125.*

Aprēķini sakopoti tabulā.

2 =2,2887

Pēc taisnstūru formulas (14.25):

f —— «0,1 (y0+2) =0,1- (0,3333 +2,2887) =0,2622.
5 Zx+6

Pēc taisnstūru formulas (14.26):

(2+yI0) =0,1 (2,2887+0,2000) =0,2489. 1
g 2AT +3

Pēc trapeču formulas (14.27):

/ «0,l(s + =0,1 (2,2887+ °'3333+ °'20Q0

) =0,2555.

Salīdzinot šos rezultātus ar piemērā iepriekš dabūto precīzo
rezultātu 0,2554, redzam, ka pēc taisnstūru formulām iegūtie re-

zultāti ir kļūdaini jau otrā decimālzīmē par vienu vienību, kamēr

pēc trapeču formulas iegūtais rezultāts atšķiras no precīzā tikai

ceturtā decimālzīmē par vienu vienību.

123. §.* Neīstie integrāļi. Noteiktais integrālis ir definēts ar

summas robežu (118. §) tikai galīga garuma integrācijas inter-

vāla gadījumā. Tomēr noteiktos integrāļus apskata arī bezgalīga
garuma integrācijas intervālos, bet tad lietderīgi integrāli definēt

* Seit aprēķini izpildīti pec apgriezto lielurrru tabulām.

X\ 0,1 9* 0,3125

0,2 1/2 0,2941 x0 =a=0

0,3 0,2778 y0=

*io=č>=l
X* 0,4 0,2632

Xi 0,5 yi 0,2500 tf,
0
=—-=0,2000

5

Xj

0,6

0,7

0,2381

0,2273
0,2174

0,2083

x& 0,8

0,9*9 y9
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ne tieši kā summas robežu, bet gan ar īpašas papildu robežpār-

ejas palīdzību, un tāpēc šādus integrāļus sauc par neīstiem.

Konkrēti, integrāli

ff(x)dx (14.28)
a

definē ar vienādību:

ff{x)dx=\imff(x)dx. (14.29)
a

'X-»+ oo
a

Ja robeža šīs vienības labajā pusē eksistē (kā galīga robeža!),
tad saka, ka integrālis (14.28) eksistē. Ja turpretim robeža (14.29)
neeksistē, tad saka, ka integrālis (14.28) neeksistē.

Piemērs.

7dx
..

fdx
~

1 t~,—5
= lim / -T-;—s

= lim arctg x =

J l+x-2
X_,+oß

J \+x2
x^+ro

6

Q

jt jt
= lim (arctgX —arctgO] =——0= — .

X-*+oo
z 2

Praktiski uzreiz piemēro Ņūtona—Leibnica formulu tieši neīstajam
integrālim, t. i.,

OO j foo

j y--^5
=arctgx =arctg( + oo)-arctgO=y-0= y.

Vingrinājumi.

Aprēķināt noteikto integrāli un pārbaudīt iegūto rezultātu, noskaidrojot
ar elementārās ģeometrijaspalīdzību attiecīgās ligūras laukumu.

3 4

1. J (2x+\)dx. 2. j (3—ļ-x)rf*.
1 ' ļ ■ >V;is.i. 3

Aprēķināt noteikto integrāli.
n n ,

X 2

3. y 4. ļcosxdx.

3 6

n 2

5. Js\nxdx. 6. j(<ļx 3+\)dx.

0 o

2 |'.
7. J (x3 -r-3x2-2;t)rf* 8. j(\-3x2 ) 2dx.



224

Ar noteiktā integrā|a palīdzību atrast laukumu figūrai, ko ierobežo dotās

taisnes un Ox ass. Ar elementārās ģeometrijas palīdzību pārbaudīt iegūtā
rezultāta pareizību.

10. y=
-ļ-x— 1, x=3,x=5.
2

11. 3a-2(/+5=0, a=-1, x= 3.

Ar noteiktā integrāļa palīdzību atrast laukumu figūrai, ko ierobežo dotā

līnija, divas taisnes un Ox ass. Zīmējumā parādīt aprēķināmo figūru.
12. y= x2+2, a=-1, x= 2.

13. y= —, x=\, a=2.
x

14. «=cosa, a=——, a= — .a
2 2

15. y=\nx, x=\, a=4.

16. Ķermeņa, kustības ātrums ir v=2t+ 3 cm/sek. Aprēķināt noieto ceļu
laika sprīdī no t=\ sek līdz t=2 sek.

17. Vertikāli augšup sviesta ķermeņa ātrums v=v0 —gt, kur v 0 ir sā-

kuma ātrums (t sekundes, v metros sekundē, g=9,B m/sek2 ). Atrast ķermeņa
uzsviešanas augstumu, ja v0=50 m/sek.

Ar vidējās vērtības teorēmas palīdzību novērtēt noteikto integrāli, noapa-

ļojot tā vērtību uz augšu un uz leju.
2 i

18. J" 2rf£ 19. ļ}l-x3 dx.

1
X

0

20. fM±£d*.
J 1+*2

Aprēķināt noteikto integrāli.

2 4

21. f xdx , 22. f s\nixdx.
J 1+a

2 ' 1 • J
0 0

1 1

23 f dx
24 f Xdx

/ x»+2*+s • ' J
(a

2 +l) 2 •

/a
aar dx

-= • 26. /—= .
ļ'4-A-2 /Aļl-(lnA) 2

27. r 28. r -=^=.
J a-

2 ./ Aļ'l+lnA

2, .st.

/,
i cos

3 xdx

sin acos
2
x dx. 30. / j

—

•
o ysin a

2

1
%

e-1

31. jxe-*dx. 32. j* ln(x+i)dx.

• 0 o
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n

2 2

33. Jx•ln x dx. 34. jx• cos x dx.

i o

jt

4

35. Jx- sin2x dx.

4

Aptuveni aprēķināt noteikto integrāli, lietojot trapeču formulu un sadalot

integrācijas intervālu 10 daļās.
I 1

36. f fī^73dx. 37. [Ml±xl dx.

o ū

38. Ar trapeču formulas palīdzību aptuveni aprēķināt noteikto integrāli

ļ f(x)dx, ja f(x) vērtības dotas pielikuma 2. tabulā,

i

Aprēķināt integrāli.

39. ī e~*dx. 40. fĒ.? 41. f — J
J J x2J x

2+2x+2
o 1 -oo

15. NODAĻA

NOTEIKTĀ INTEGRĀĻA PIELIETOJUMI

124. §. Plakanu figūru laukumu aprēķināšana. Tā balstās uz

noteiktā integrāļa ģeometriskās nozīmes. Proti, apskatāmo figūru
sadala piemērotās līklīniju trapecēs un pēc tam figūras laukumu

aprēķina kā līklīniju trapeču laukumu algebrisku summu. Nosakot

šīs līklīnijas trapeces, parasti jāaprēķina arī līniju krustpunktu
koordinātes.

1. piemērs. Atrast laukumu figūrai, ko ierobežo parabolas
y

2
=x un y=x

2.
Atrisinājums. Aprēķinot iegūstam, ka doto parabolu

krustpunktu koordinātes ir (0; 0) un (1; 1) (128. zīm.). Apskatā-
mās figūras laukumu var izteikt kā divu līklīniju trapeču laukumu

diferenci, kurām par pamatu ir Ox ass nogrieznis starp punktiem
x=o un x=l. Pirmo no minētajām trapecēm augšā ierobežo pa-

rabola y =ix, bet otro
— parabola y=x

2, un tāpēc

i i ii „i

, f,r. f 2xv x32 1 1

Apskatīsim gadījumu, kad līklīnijas trapecei pamats atrodas

uz Oy ass, t. i., kad šo .trapeci ierobežo Oy ass, funkcijas
x~w(y) grafika un taisnes y=c un y=d (c<d, 129. zīm.).
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Salīdzinot ar agrāko gadījumu (117. un 118. §), redzam, ka koor-

dinātes ir apmainītas lomām, un ari laukuma formula dabūjama

no formulas (14.11), apmainot koordinātes. Tātad

d

L= J <p(y) dy j eb

d

L =ļxdy (c<d). (15.1)

128. zīm. 129. zīm.

2. piemērs. Atrast laukumu figūrai, ko ierobežo parabola
x—4 —

y
2

un Oy ass.

Atrisinājums. Lai atrastu integrācijas robežas, meklējam
dotās parabolas krustpunktus ar Oy asi: 4—y2=0, no kurienes

y
=±2. Pati figūra atrodas pa labi no Oy ass (lasītājam par

to pārliecināties zīmējumā!). Meklētais laukums ir

L=/(4-!/ ') <i!/=[4!,-^]'
ļ
-(8-|-)-(^8+ 4) = 10f

125. §. Rotācijas ķermeņu tilpumu aprēķināšana. Aprēķināsim

tilpumu rotācijas ķermenim, ko, rotējot ap Ox asi, veido līklīnijas
trapece, kuru ierobežo Ox ass, funkcijas y =f(x) grafika un divas

taisnes x= a unx= b (a<.b, 130. zīm.).
Apskatāmo tilpumu dabūsim kā elementāru cilindru tilpumu

summas robežu. Viens šāds elementārs cilindrs redzams 130. zīm.

Tam pamata rādiuss ir f(x), augstums Ax un tātad tilpums ir

nf{x) 2Ax. Summējot elementāro cilindru tilpumus un izdarot ro-

bežpāreju, kad cilindru augstumi tiecas uz nulli, dabūjam

b

V=nff(x) 2dx jeb
a

b

V=*iify2dx. (15.2)
a
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Šis integrālis izsaka minētā rotācijas ķermeņa tilpumu.
Piemērs. Rotējot parabolai y

2
=x ap 0x asi, veidojas vir-

sma, ko sauc par rotācijas paraboloīdu. Atrast tilpumu ķermenim,
ko ierobežo šis rotācijas paraboloīds un Ox asij perpendikulārā
plakne, kura atrodas vienas garuma vienības attālumā no para-
boloīda virsotnes (131. zīm.).

130. zīm. 131. zīm.

Atrisināju m*..

C C M 11
V=nJ y

2dx=n J xdx =n — =—n« 1,571.
o o

I- J°

Piezīme. Ja rotācijas ķermeni veido līklīnijas trapece, ro-

tējot ap Oy asi, tad rotācijas ķermeņa tilpumu aprēķina pēc for-

mulas

d

V=nf y{y)
2dy jeb

c

d

V=itJx2dy. (15.3)
c

Seit līklīnijas trapeci ierobežo Oy ass, funkcijas x=(f(y) grafika
un divas taisnes y=c un y— d (c<d).

126. §. Mehāniskais darbs. Ja kustība notiek pa taisnes no-

griezni ar garumu s konstanta spēka F iedarbības rezultātā, kad
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šis spēks darbojas pārvietojuma virzienā, tad, kā zināms, par me-

hānisko darbuA sauc reizinājumu A =F- s.

Noskaidrosim, ko sauc par mehānisko darbu mainīga spēka

gadījumā. Pieņemsim, ka 1) kustība notiek pa Os asi no punkta
s=a līdz punktam s=b (132. zīm.); 2) kustību ir radījis

132. zīm.

mainīgs spēks F(s), kurš darbojas pārvietojuma virzienā. ledomā-

simies intervālu [a, b] sadalītu tādos elementāros intervālos, lai

kaut kurā no tiem spēks F (s) manāmi neizmainītos. Apzīmējot
elementārā intervāla garumu ar As un izvēloties F(s) vērtību,

piemēram, šī intervāla sākumā, minētajam elementārajam inter-

vālam dabūjam aptuvenu darba izteiksmi F(s)As, ko shuc par ele-

mentāro darbu. Summējot elementāros darbus un izdarot robež-

pāreju, kad elementāro intervālu garumi tiecas uz nulli, dabūjam

b

A=jF(s)ds. (15.4)
a

Sis integrālis izsaka darbu, ko pastrādā kustības virzienā dar-

bojošats spēks F(s), ja tas rada kustību no punkta s= a līdz

punktam s=b.

Piemērs. Atrast darbu, kas jāpastrādā atsperes izstiepša-
nai par 3 cm, ja ir zināms, ka atsperes izstiepšanai vajadzīgais
spēks proporcionāls atsperes pagarinājumam un atsperes paga-
rināšanai par 1 cm nepieciešams 1 ņūtonu liels spēks.

Atrisinājums. Darbu aprēķināsim džoulos, un tāpēc par

garuma vienību turpmāk ņemsim metru. Atsperes izstiepšanai va-

jadzīgais spēks izteicams kā kx, kur k
— proporcionalitātes koe-

ficients. Tā ka atsperes pagarināšanai par 1 cm =0,01 m vajadzīgs
1 ņūtonu liels spēks, tad pie x=0,0 lspēks ir kx=k- 0,01=1, no

kurienes 6=loo. Atspere tiek izstiepta no līdžsvara stāvokļa x=0

līdz pagarinājumam *i
=0,03 (m). Tātad pēc formulas (15.4)

dabūjam

0,03

A= j 1Wxdx=50[a-2 ]"'03

=0,045 (džoulu).
0

127. §. Šķidruma spiediens uz vertikālu sienu. Apskatīsim ga-

dījumu, kad plakanai vertikālai sienai, uz ko spiež šķidrums, ir

figūras ABDC veids (133. zīm.), pie tam ir zināma sienas mai-



229

nīgā platuma y atkarība no dziļuma x, t. i., ir zināma funkcija

y=f(x). Arī šķidruma spiediens, attiecināts uz sienas laukuma

vienību, atkarīgs no dziļuma x, jo šis spiediens vienāds ar tā šķid-
ruma stabiņa smagumu, kuru varam iedomāties virs attiecīgā dzi-

ļumā horizontāli novietotas laukuma vienības.

ledomāsimies vertikālo

sienu sadalītu tādās šaurās

horizontālās joslās, lai uz

katras joslas spiediens ma-

nāmi neizmainītos. Apzīmē-

jot joslas platumu ar Ax un

uzskatot šo joslu aptuveni
par taisnstūri, tās laukums

ir yAx. Ar
y apzīmēsim šķid-

ruma vienas tilpuma vienības

svaru. Tad' šķidruma spie-
diens dziļumā x, attiecināts

uz laukuma vienību, saskaņā
ar iepriekšminēto ir yx. Ņe-
mot šī spiediena vērtību, pie-
mēram, uz joslas augšējās

133. zīm.

malas, aptuveni dabūjam šķidruma spiedienu uz minēto joslu:

yx-yAx. Summējot spiedienus uz visām sienas joslām un izdarot

robežpāreju, kad joslu platumi tiecas uz nulli, dabūjam

b

P=yļ xydx.
a

Sis integrālis izsaka spiedienu, ar kādu šķidrums spiež uz

augšminēto sienu.

Vingrinājumi

Aprēķināt laukumu figūrai, ko ieslēdz dotās līnijas.
I. y=9-x

2, (/=O. 2. y
2=2x+4,jc=0.

3. x=2-y-y2, x= Q. 4. y2=2x+l, x-y-l=o.

5. y=x 2, y=2-x2. 6. y
2+Bx=\6, y2 -24x=48.

7. x2=2y, x 2+y2 =B, y>o.

Aprēķināt tilpumu ķermenim, ko veido figūra, rotējot ap 0x asi, ja šo

figūru ierobežo dotās līnijas.
8. y

2=4x, x=3.

9. xy =4, x=l, x=4, y— 0.

Aprēķināt tilpumu ķermenim, ko veido figūra, rotējot ap 0y asi, ja šo

figūru ierobežo dotās līnijas.
10. x2 =6y, x=o, (/=O, y=2.

11. y
2+2y=3-x, x=Q.
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12. Elipse, kam lielā ass vienāda ar 2a, bet mazā ass — ar 2b, rotē

1) ap lielo asi, 2) ap mazo asi. Aprēķināt iegūto rotācijas elipsoīdu tilpumus.
Robežgadījumā iegūt lodes tilpumu.

13. Aprēķināt darbu, kas jāpastrādā atsperes izstiepšanai par 20 mm, ja
atsperes pagarināšanai par 1 mm vajadzīgs 0,3 ņūtonus liels spēks.

14. Aprēķināt darbu, kas jāpastrādā ūdens izpumpēšanai no cilindriska

iedobuma, ja tā dziļums ir H=s m un pamata riņķa rādiuss R= 3 m.

15. Aprēķināt darbu, kas jāpastrādā ūdens izpumpēšanai no pussfēriska
iedobuma, kura rādiuss R=Q,6 m.

16. Noteikt spēku, ar kādu ūdens spiež uz vertikālu taisnstūra sienu ar

pamatu 8 m un augstumu 6 m (piemēram, uz slūžām), ja ūdens līmenis snie-

dzas līdz sienas augšējai malai.

17. Vertikālai trapeces veida sienai (piemēram, dambim) augšējā pamata

garums ir 20 m, apakšējā pamata — 10 m, bet augstums ir 6 m. Noteikt

spēku, ar kādu ūdens spiež uz sienu, ja ūdens līmenis sniedzas līdz sienas

augšējai malai.

16.* NODAĻA

DIFERENCIĀLVIENĀDOJUMI

128. §. Pamatjēdzieni. Par diferenciālvienādojumu sauc vienā-

dojumu, kas satur argumentu, nezināmo funkciju un tās atvasi-

nājumus (atvasinājuma vietā var būt ari argumenta un nezinā-

mās funkcijas diferenciāļi).* Diferenciālvienādojumi, piemēram, ir

"

yy'-3x
2
=0, (16.1)

irW, (16.2)

ydx+ xdy=0. (16.3)

Tie ir pirmās kārtas diferenciālvienādojumi, jo tajos sastopams
nezināmās funkcijas pirmās kārtas atvasinājums vai tā vietā argu-

menta un funkcijas diferenciāļi, bet nav augstāku kārtu atvasi-

nājumu. Pirmās kārtas diferenciālvienādojuma vispārīgais veids ir

F(x,y,y')=o (16.4)
vai

y',H(x,y), (16.5)

ja vienādojums ir atrisināts attiecībā pret y\ vai arī

P(x,y)dx+Q(x,y)dy =0, (16.6)

ja vienādojums ir diferenciālā veidā.

Par diferenciālvienādojuma atrisinājumu sauc kaut kuru fun-

kciju, kas apmierina šo vienādojumu. Diferenciālvienādojuma at-

risinājuma atrašanu sauc par diferenciālvienādojuma atrisināšanu

jeb diferenciālvienādojuma integrēšanu.

* Var but gadījumi, kad arguments vai nezināmā funkcija, vai tie abi reizē

diferenciālvienādojumā neieiet tieši, piemēram, vienādojumāy'=x3 neieiet tieši y.
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1. piemērs. Diferenciālvienādojuma y'=x'i atrisinājums ir

y=±.X*+C.
2. piemērs. Lai integrētu diferenciālvienādojumu yy'— 3x2

=

=0, to vispirms pārveidojam, ņemot (y
2
)', un iegūstam

vienādojumu:

i-(y2)'-3x2
=0

jeb

(y
2)'=W,

no kurienes pēc integrēšanas dabūjam

y
2
=ļex2dx=2x 3+C.

Izsakot y, iegūstam divus diferenciālvienādojuma atrisinājumus:

yi,2
=±i2x3TČ.

v

3. piemērs. Lai atrisinātu diferenciālvienādojumu ydx+

+ xdy=0, ievērosim, ka šī vienādojuma kreisā puse ir divu argu-
mentu funkcijas xy pilnais diferenciālis, jo d(xy) =ydx+ xdy. Līdz

ar to diferenciālvienādojumu var pārrakstīt šādi:

d(xy) =0,

no kurienes seko vienādojums: *

xy =C, (16.7)

kas izsaka atrisinājumu apslēptā veidā.

Ja diferenciālvienādojuma atrisinājumu izsaka vienādojums ap-

slēptā veidā, tad šo vienādojumu sauc par diferenciālvienādojuma
integrāli.

Pirmās kārtas diferenciālvienādojumaatrisinājumu (integrāli),
kurš satur patvaļīgu konstanti C, sauc par šī diferenciālvienādo-

juma vispārīgo atrisinājumu (vispārīgo Integrāli). Ja turpretim
šai konstantei izvēlas kādu skaitlisku vērtību, tad dabū diferen-

ciālvienādojuma partlkulāro atrisinājumu (partikulāro Integrāli).
Diferenciālvienādojumu atrisināšanas uzdevumos parasti ir jā-

atrod tāds partikulārs šī vienādojuma atrisinājums (integrālis),
kurš apmierina attiecīgu sākuma nosacījumu. Tā, piemēram, mek-

lēsim diferenciālvienādojuma (16.3) integrāli, kurš apmierina sā-

kuma nosacījumu:

y|x=I=2. (16.8)

* Seit ir jāatsaucas uz šādu divu argumentu funkciju īpašību: ja du(x,y)=

=0 identiski, tad u(x, y) =const.-
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levietojot diferenciālvienādojuma (16.3) vispārīgā integrāli

(16.7) x=l un y=2, dabūjam 1-2 =C, no kurienes C= 2. Mek-

lētais partikulārais integrālis ir

xy =2. (16.9)

Atrisinājuma ģeo-
metriskā nozīme. Diferen-

ciālvienādojuma atrisinājumu
grafikas sauc par integrāllini-

jām. Diferenciālvienādojuma

vispārīgajam atrisinājumam at-

bilst bezgalīgi daudz integrāl-

līniju, jo katrai konstantes C

vērtībai atbilst savs partikulā-
rais atrisinājums un arī sava

integrāllīnija. Sīs integrāllīnijas
veido dotā diferenciālvienādo-

juma integrāllīniju saimi. Tā di-

ferenciālvienādojumam (16.3)
integrāllīniju saime ir vienād-

sānu hiperbolu saime ar vienā-

dojumu (16.7) (visām šīm hi-

perbolām ir kopīgas asimpto-
tas — koordinātu asis; sk.

134. zīm., kur integrāllīnijas ir

konstruētas tikai argumentu
vērtībām x>o).

134. zīm.

Atrast diferenciālvienādojuma atrisinājumu, kurš apmierina
doto sākuma nosacījumu, ģeometriski nozīmē — no integrāllīniju
saimes izvēlēties to līniju, kura iet caur doto punktu. Piemēram,
sākuma nosacījums (16.8) nozīmē, ka integrāllīnijai jāiet caur

punktu

x=l, y=2.

Atrisinājuma pārbaude. Diferenciālvienādojums atri-

sināts pareizi, ja iegūtais atrisinājums pēc ievietošanas diferen-

ciālvienādojumā padara to par identitāti. Tā, piemēram, pārbau-
dīsim, kā atrisinājums, ko izsaka vienādojums (16.7), apmierina
diferenciālvienādojumu (16.3). No vienādojuma (16.7) seko, ka

C C C I c \
y= —> dy= — ~ļdx un ydx+ xdy=—dx+x • ļ =Q

identiski. Tātad minētais atrisinājums ir pareizs.

Ja vienādojuma (16.3) vietā būtu dots šim vienādojumam līdz-

vērtīgs diferenciālvienādojums

y'—~. (le.io)
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tad rezultātu pārbauda šadi. No vienādojuma (16.7) seko, ka

C C

!/=—, </'=— un, ievietojot to vienādojumā (16.10), dabūjam

C 1C1
kreisajā puse j, bet labajā pusē — y —= . Tātad at-

X XXX

kal iznāk identitāte

_C___C_ J_
X2XX

un minētais atrisinājums ir pareizs.;

Ja bez tam dots sākuma nosacījums, tad pārbauda ari, vai

iegūtais atrisinājums apmierina šo nosacījumu. Tā, piemēram,
pārliecināsimies, ka vienādojums (16.9) apmierina nosacījumu

(16.8). levietojot vienādojumā (16.9) jc=l un y=2 no nosacījuma

(16.8), dabūjam 1-2=2; tātad nosacījums ir apmierināts.

129. §. Diferenciālvienādojumu piemēri mehānikā, fizikā, ķīmijā
un bioloģijā. Apskatīsim piemērus, kad diferenciālvienādojums iz-

saka attiecīgu zināmu vai pieņemtu dabas likumsakarību par ap-
skatāmā procesa norisi kaut kurā momentā vai punktā (vai kaut

kurā patvaļīgi izraudzītā «pietiekami īsā» laika sprīdī respektīvi

«pietiekami mazā» telpas daļā), nenorādot procesa vispārīgo no-

risi. Diferenciālvienādojuma atrisinājums tad izsaka procesa vis-

pārīgo' norisi, t. i., apskatāmā fizikālā lieluma maiņu atkarībā no

laika «lielā» laika sprīdī vai atkarībā no kādas koordinātes «lielā»

maiņas intervālā. Sinī paragrāfā apskatīti tikai paši diferenciāl-

vienādojumi, bet atrisinājumi doti 130. un 131. §.
1. piemērs. Organiskas augšanas diferenciālvienādojums.

ledomāsimies vidi, kurā notiek dzīvu organismu (piemēram, bak-

tēriju) vairošanās. Pieņemsim, ka elementārā laika sprīdī Ar (pie-
mēram, vienā stundā) *šo organismu daudzuma, t. i., skaita vai

svara pieaugums Ax ir proporcionāls dzīvo organismu skaitam

vai svaram x un laika sprīdim At. Tas ir, pieņemsim, ka pastāv
šāda vienādība:

Ax —kxAt,

kur k ir proporcionalitātes koeficients. Dalot ar At, dabūjam vie-

Ax
nadojumu—=kx, no kurienes, ņemot'pec tam arvien mazāku At,

pēc robežpārejas Ar->0dabūjam diferenciālvienādojumu x\=kx

jeb

§-*x, (16.11)

t. s. organiskas augšanas diferenciālvienādojumu. Sis vienādojums
izsaka šādu īpašību: organismu vairošanās ātrums ir proporcio-
nāls esošam organismu daudzumam.
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2. piemērs. Atdzišanas diferenciālvienādojums. Ar T apzī-
mēsim ķermeņa temperatūru mirklī t, pieņemot, ka visās ķermeņa
vietās temperatūra ir vienāda. Apskatīsim gadījumu, kad apkār-
tējās vides temperatūra ir O°C. Novērojumi rāda, ka ķermeņa

temperatūras maiņas ātrums T'^=~

cjj
ir proporcionāls esošai tem-

peratūrai T, t. i.,

*L=-kT, (16.12)

kur
—

k (&>0) ir proporcionalitātes koeficients. Seit mīnusa zīme

ir vajadzīga šāda iemesla dēļ: 1) ja ķermeņa temperatūra 7">o,

tad tas atdziest, t. i., 7
,/

t <o, un koeficientam jābūt negatīvam;
2) ja turpretim ķermeņa temperatūra T<o, tad tas sasilst, t. i.,

un koeficientam atkal jābūt negatīvam. Vienādojumu

(16.12) sauc par atdzišanas diferenciālvienādojumu.
3. piemērs. Pirmās pakāpes ķīmiskas reakcijas kinētiskais

vienādojums. Ar a apzīmēsim sākuma koncentrāciju vielai, kas

piedalās reakcijā, bet ar x — reakcijas produkta koncentrāciju
mirklī t. Tad vienkāršākajā gadījumā koncentrācija vielai, kura

piedalās reakcijā, mirklī t ir a—x. Apskatīsim ķīmisku reakciju

(t. s. pirmās pakāpes reakciju), kur reakcijas ātrums *t=-7r ir

proporcionāls lielumam a—x, t,. i.,

dx
=k{a-x), (16.13)

kur k ir proporcionalitātes koeficients. So vienādojumu sauc par

pirmās pakāpes ķīmiskas reakcijas kinētisko vienādojumu.
4. piemērs. Orrās pakāpes ķīmiskas reakcijas kinētiskais

vienādojums. Ar a un b apzīmēsim sākuma koncentrāciju divām

vielām, kas piedalās reakcijā, bet ar x — reakcijas produkta kon-

centrāciju mirklī t. Tad vienkāršākajā gadījumā koncentrācija
abām vielām, kuras piedalās reakcijā, mirklī t ir a—x respektīvi
b— x. Apskatīsim ķīmisku reakciju (t. s. orrās pakāpes reakciju),
kur reakcijas ātrums ir proporcionāls abām koncentrācijām (a—x)
un (b— x), t. i.,

-ģ =k(a-x) {b-x), (16.14)

kur k ir proporcionalitātes koeficients. So vienādojumu sauc par

otrās pakāpes ķīmiskas reakcijas kinētisko vienādojumu.
5. piemērs. Diferenciālvienādojums materiālās daļiņas taisn-

llnijas kustībai vidē ar berzi, pieņemot, ka berze ir proporcionāla
ātrumam un zināma pa kustības taisni darbojošā ārējā spēka at-

karība no laika. Par kustības taisni ņemsim Os asi, materiālās



daļiņas masu apzīmēsim ar m, bet uz materiālo daļiņu pa šo asi

darbojošos zināmo ārējo spēku apzīmēsim ar F(t). Tad kustības

ātrums v= s, un berzes spēks —kv (A,>o). Šeit mīnusa zīme ir

vajadzīga šādu iemeslu dēļ: 1) ja materiālā daļiņa kustas pozi-

tīvā virzienā, tad s aug un tātad v=s>o; bet berzes spēks tad

darbojas negatīvā virzienā un tāpēc šim spēkam jābūt negatīvam;
2) ja turpretim materiālā daļiņa kustas negatīvā virzienā, tad s

dilst un tātad <v =s<o; bet berzes spēks šoreiz darbojas pozitīvā
virzienā, un tāpēc šim spēkam jābūt pozitīvam. Kustības paātrinā-

jums a =v=s.

Saskaņā ar attiecīgo dinamikas likumu pastāv vienādība ma—

=R, kur m ir materiālās daļiņas masa, bet R —
materiālai daļi-

ņai pielikto spēku kopspēks. Sajā gadījumā R= —Xv+F(t), un

mēs dabūjam kustības diferenciālvienādojumu:

mv=-'kv+F(t). (16.15)

Tālāk apskatīsim dažus speciālus pirmās kārtas diferenciālvie-

nādojumu veidus, kad var norādīt konkrētus priekšrakstus šo vie-

nādojumu integrēšanai.

» 130. §. Diferenciālvienādojums ar atdalāmiem mainīgajiem. Tā

sauc diferenciālvienādojumu, ko var izteikt šādā veidā:

'H§t; < 16l6)

Tas ir vienādojuma (16.5) apakšgadījums, kad vienādojuma la-

bajā pusē esošo funkciju var izteikt ar divu citu funkciju dalī-

jumu, no kurām pirmā atkarīga tikai no x, bet otrā — tikai no y.

(Vienādojuma (16.16) labo pusi var uzskatīt arī par divu funkciju

fi(x) un , . . reizinājumu, no kurām pirmā atkarīga tikai no x,

bet otrā
—

tikai no y.)

Vienādojuma (16.16) atrisināšanas metode. Vis-

pirms y' atvieto ar diferenciāļu dalījumu (95. §). Tad atdala

mainīgos lielumus, Vienādojumu reizinot un dalot ar attiecīgām
izteiksmēm tā, lai vienādojuma vienā pusē no mainīgajiem x un

y paliktu tikai x, bet otrā pusē tikai y:

f2(y)dy=h(x)dx. (16.17)

Pēc tam vienādojuma kreisā puse jāintegrē pēc y, bet labā puse

pēc x:

Jf2(y)dy =ffl(x)dx +C. (16.18)
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Šī vienādībā apslēptā veidā izsaka meklēto funkciju y
=y(x),

kuras atrašanai jāatrisina vienādībā sastopamie integrāļi.
Pārliecināsimies par to, ka vienādība (16.18) ir vienādības

(16.17) un arī vienādojuma (16.16) sekas. Vienādības (16.18) abās

pusēs esošās izteiksmes atvasinām pēc x:

(ffl(x)dx)',=fl(x),

(/h(y) dy)\=(ļf 2(y) dy )'y-y'=f2(y) y'.

Tā kā abu izteiksmju atvasinājumi saskaņā ar vienādojumu
(16.16) ir vienādi, tad pašas šīs izteiksmes var savā starpā at-

šķirties tikai ar konstantu saskaitāmo (105. § secinājums), t. i.,
pastāv vienādība (16.18).

Vienādība (16.18) satur patvaļīgu konstanti C, un tāpēc tā

ir diferenciālvienādojuma (16.16) vispārīgais integrālis.

Apskatīto metodi diferenciālvienādojumu atrisināšanai sauc par

mainīgo lielumu atdalīšanas metodi. Ar šo metodi var atrisināt

daudzus 128. un 129. § piemērus. Šajos piemēros meklēsim diferen-

ciālvienādojuma vispārīgo atrisinājumu vai integrāli.

1. piemērs. yy'— 3x2=0.

y
dL =2>x2

, ydy=3x2dx,

integrējot dabū

fydy=J 3x2dx+C
v

=x3+C,, «/
=±y2x3+C, kur 2C, =C.

2. piemērs. ydx+ xdy—Q.

integrējot: ff=- ln|y| =-lnļ x\ +ln|C|.
kur Ci=ln|C|, un dabūjam, ka xy=C. Šeit integrācijas konstante

apzīmēta ar lnļCļ, nevis ar C, lai rezultātu dabūtu vienkāršākā

izskata.

o
•

-

dx
.

3. piemērs. =m.

dt

dx
—=kdt; integrējot: lnļa:ļ =kt +\n\C\ =lnekt + ln|Cļ, no kurienes

x=Ceki
. Apzīmējot organismu sākuma daudzumu ar a, dabūjam

sākuma nosacījumu: x\t=o=a. Pēc šī nosacījuma ievērošanas at-

rodam x=aekt.

1 - .
.

dT
. _

4. piemērs. —r-
=—kT.

dt
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dT
— —kdt; integrējot: lnļTļ =—&r+ln]C|, no kurienes T=Ce~u

.

Ar T0 apzīmēsim ķermeņa sākuma temperatūru. Tad pēc sākuma

nosacījuma T\t=o=T0 ievērošanas dabūjam 7'=7'oe~kt.

5. piemērs. — x).

dx

a_x

=kdt; integrējot: — lnļa—x\ =kt—lnļCļ, no kurienes pēc

sākuma nosacījuma ;tļt=o=0 ievērošanas atrodam x=a(\ — e_kt).

dx
6. piemērs. = k(a —x)(b — x).

- -=kdt, ~ + C,.
(a-x)(b-x) J(a-x)(b-x) J 1

Kreisajā pusē sastopamo integrāli apskatām atsevišķi, aprobežo-
joties ar vispārīgo gadījumu a^=b:

f
dx L_ [(*-*)-(

b
~x )

dx-

J (a—x)(b-x) a—bJ (a—x)(b-x)

=-^r\^— C—]-rK{-ln\b-x\ +ln ja-*|]-
a— b[J b—x Ja— x a—b 1

1 1 1 IJ

'
_

1 ln|a —X\
a—b \b —x\'

Tad diferenciālvienādojuma integrālis ir

Jl-Ib
a—b b—x a—b '

(Ci=—i-rlnlCl), no kurienes
——

=Cc(b- a)kt
; pēc sākuma no-

\ a— b 1 7 a—x

sacījuma x\t=o =0 ievērošanas un x izteikšanas dabūjam

- h
l~e(b~a)kt

x ~
ab -

a _fcg(b-a)kt •

131. §. Lineārs pirmās kārtas diferenciālvienādojums. Tā sauc

diferenciālvienādojumu, ko var izteikt šādā veidā:

y'+P(x)y=Q{x). (16.19)

So vienādojumu sauc par lineāru tāpēc, ka tas ir pirmās pakā-

pes vienādojums attiecībā pret y un y'. Tads, piemēram, ir vienā-

dojums (16.15), kur x vietā ir t, bet y vietā v.
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Vienādojuma (16.19) atrisināšanas metode. Vie-

nādojuma atrisinājumu y meklē divu citu funkciju v un b reizinā-

juma veidā:

y
=uv. (16.20)

No šejienes y'=u'v+ uv'. levietojot šīs izteiksmes vienādojumā
(16.19), dabūjam vienādojumu

u'v+uv' +P(x)uv =Q(x). (16.21)

Šeit vienu no funkcijām v vai v mēs varam izvēlēties patva|īgi,
un pēctam otrā funkcija jāņem tā, lai šis vienādojums tiktu ap-
mierināts. Funkciju izvēlamies tā, lai vienādojums (16.21) būtu

pec iespējas vienkāršots.

Izrādās lietderīgi v ņemt no attiecīgiem locekļiem ārpus
iekavām

u'v+ u[v'+ P(x)v] =Q(x)

un pēc tam pieprasīt, lai izteiksme iekavās anulējas

v'+P(x)v =0. (16.22)

Šis ir palīga diferenciālvienādojums, un to atrisina kā vienādo-

jumu ar atdalāmiem mainīgajiem. Tā atrisinājums ir

v =e-pW*. (16.23)

Tā kā šeit pietiek atrast kādu vienu funkcijas v izteiksmi, kāpi-
nātājā ņem pēc iespējas vienkāršu nenoteiktā integrāļa atrisinā-

jumu, ko dabū, atmetot integrācijas konstanti.

Vienādojuma (16.21) vietā paliek vienkāršots diferenciālvienā-

dojums

u'v=Q(x) (16.24)

jeb, ievērojot vienādību (16.23),

v'=Q{x)elP(x)dx
. (16.25)

Integrējot dabūjam

« =/Q{x)elP(x)dx
dx+ C. (16.26)

Reizinot izteiksmi (16.26) ar izteiksmi (16.23), dabūjam y:

y=e-lpwdx[f Q(x) cl Pix)dx
dx+c], (16.27)

kas ir vispārīgais diferenciālvienādojuma (16.19) atrisinājums.
1. piemērs. Atrisināt diferenciālvienādojumu (16.15). Lai

pielietotu formulu (16.27), vispirms locekli kv pārnesām uz kreiso



pusi, bet pašu vienādojumu dalām ar m. Tad P(x) vieta jāņem

—, Q(x) vietā £1Q t,et /P(x)dx vietā dabūjam

J m tn

Dotā vienādojuma vispārīgais atrisinājums tad ir

v=
l-e"' fF(t)e"'dt+C • (16.28)

Ātruma v atrašanai vēl ir jāizpilda integrēšanas darbība, ko var

pilnīgi veikt tikai tad, ja funkcijai F(t) dota konkrēta izteiksme.
Piezīme. Atrisinot piemērus, parasti neatsaucas uz iegūto

formulu (16.27), bet gan katrā piemērā atkārto šīs formulas izve-

dumam lietoto risinājuma gaitu.
2. piemērs. Atrast vispārīgo atrisinājumu diferenciālvienā-

dojumam

y
>
+

JL=
x. (16.29)

Atrisinājums. levērojot izteiksmi (16.20), dabūjam vienā-

dojumu

v v+uv -\ =x jeb
x

u
,
v + (16.30)

Pieprasām: o'H «=O, no kurienes pēc integrēšanas dabūjam, ka

o=p—. Funkcijai v paliek vienādojums

u'v=x jeb v'—x2.

Vēlreiz integrējot, dabūjam

v=i-jc3+C. (16.31)

Pēc reizināšanas ar v atrodam diferenciālvienādojuma (16.29)
vispārīgo atrisinājumu

y =~J
x2+

T- (16-32)

132. §. Totālais diferenciālvienādojums (eksaktais diferenciāl-

vienādojums). Tā sauc diferenciālvienādojumu

P(x,y)dx +Q(x, y)dy =0, (16.33)
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ja tā kreisā puse ir kādas divu argumentu funkcijas pilnais dife-
renciālis. Apzīmējot minēto funkciju ar u(x, y), dabūjam

dv (x, y) =
=P (x, y)dx+Q (x, y) dy, (16.34)

un diferenciālvienādojumsir līdzvērtīgs ar vienādojumu <

du(x,y)=o, (16.35)

no kurienes seko, ka *

u(x,y)=C. (16.36)

Sī vienādība ir diferenciālvienādojuma (16.35) vispārīgais integ-
rālis.

Kā redzams, diferenciālvienādojuma integrēšana reducējas uz

funkcijas u(x, y) atrašanu. Sī funkcija u(x, y) eksistē, ja vienā-

dojuma kreisā puse ir pilnais diferenciālis.

Pilnā diferenciāla nepieciešamā pazīme. Ja iz-

teiksme

P(x,y)dx + Q(x,y)dy (16.37)

ir pilnais diferenciālis, tad nepieciešama vienādības

pastāvēšana identiski, t. i., visām apskatāmajām x un y vērtībām.

Tiešām, pilnā diferenciāļa pastāvēšanas gadījumā no vienādī-

bas (16.34) seko

dP _d ļdu\_ d idu\dQ
~

dy dy\dxļ dx\dyj dx

Pilnā diferenciāļa pietiekamā pazīme. Ja vie-

nādība (16.38) pastāv Identiski, tad izteiksme (16.37) Ir pilnais
diferenciālis.

Pierādījumu iegūsim, reizē sniedzot arī metodi funkcijas u(x, y)
konstruēšanai. "

Vienādība (16.34) ir līdzvērtīga šādam vienādību pārim:

= =Q(x,y). (16.39)

Integrējam pirmo vienādību pēc x, turot y konstantu, dabūjam

u{x, y)= fP(x, y)dx+<p(y),

* Sk. zemteksta piezīmi 128. § 3. piemēram.
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kur integrācijas konstante pie dažādām konstantām y vērtībām

var pieņemt dažādas vērtības, un tāpēc tā īstenībā ir y funkcija,
ko šeit apzīmējam ar <p(<y). Līdz ar to divu argumentu funkcijas
u(x,y) meklēšana ir reducēta uz viena argumenta funkcijas q>(2/)
meklēšanu. Apzīmēsim vēl

fp(x,y)dx =F(x,y), (16.40)

un dabūjam

u{x,y)=F(x,y)+<f(y). (16.41)

Funkcijas y(y) atrašanai izteiksmi (16.41) ievietojam otrā vie-

nādībā (16.39):

~«FV(*, y)+<f>'(y)=Q(x,y),

no kurienes

q>'(y)=Q(x,y)-F'y (x,y). (16.42)

Uzdevuma atrisinājums ir iespējams, ja šīs vienādības labā puse

nav atkarīga no x, t. i., ja tā ir konstanta attiecībā pret x (jo šīs

vienādības kreisā puse nav atkarīga no x) jeb ja atvasinājums

■^[Q(x,y)-F'y (x,y)]

vienāds ar nulli. Bet šis atvasinājums arī izrādās vienāds ar nulli,
ja pastāv vienādība (16.38):

a

[Q-F>y]=ņ-F»yx=ņ-F»xy=ņ^o*,
dx l yj dx y dx y dx dy

jo saskaņā ar formulu (16.40):

=
±(dF\dP_

xy dy\dx) dy
'

Integrējot vienādību (16.42), dabūjam

V(y)=f[Q (x, y) ~F'
7(x, y)]dy+C. (16.43)

So izteiksmi ievietojot vienādībā (16.41), atrodam meklēto

funkciju u(x, y). Ar šīs funkcijas ievietošanu vienādībās (16.39)
var pārliecināties, ka iegūtā funkcija u(x,y) apmierina uzdevuma

prasības, pie tam vienkāršības labad var ņemt C'=o. Reizē ir

arī pierādīts, ka vienādības (16.38) pastāvēšanas gadījumā izteik-

sme (16.37) ir pilnais diferenciālis.

* Mēs pieņemam, ka funkcijas F(x,y) otrās kārtas jauktie atvasinājumi
ir vienādi (100. §). i
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1. piemērs. Integrēt vienādojumu ydx+ xdy=0.

Atrisinājums. Seit pazīme (16.38) ir apmierināta, jo

= 1 = Saskaņā ar vienādībām (16.39) dabūjam

3*"* dy-=
X
-

16-44)

Integrējam pirmo vienādību pēc x:

v=xy+<p(y)

un pēc tam ievietojam v izteiksmi otrā vienādībā:

dv
... ,

_=X+(p(y ) =*,

no kurienes <p'(f/) =0 un (f{y)—C', kur var ņemt C'=0. Tātad

u=xy un dotā diferenciālvienādojuma vispārīgais integrālis ir

xy=C, kas saskan ar vienādību (16.7).

Integrējošais reizinātājs. Dažreiz vienādojums
formā (16.6) nav totāls diferenciālvienādojums, bet, pareizinot ar

attiecīgu izteiksmi M(x,y), tas kļūst par totālu diferenciālvienādo-

jumu. Tādā gadījumā izteiksmi M(x,y) sauc par integrējošo rei-

zinātāju.
2. piemērs. Integrēt vienādojumu ydx— xdy=0.

Sis vienādojums nav totāls diferenciālvienādojums, jo =

= 1 =— 1. Toties pēc dalīšanas ar x 2, t. i., pēc reizinā-

šanas ar ~, tas kļūst par totālu diferenciālvienādojumu:

ydx— xdy . y , I

X 2

=0 jeb^d*-—di/ =0,

jo tagad

dy\x2l x 2 dx\ x j

1 •

Tātad šeit ir integrējošais reizinātājs. Tagad atradīsim fun-

kciju u(x, y):

duL
_

y dv
_

1

U , , . dv 1
...

1
»=—+q^),

¥
=-

T
=

--.
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no kurienes <p'(<y)=o un <p(ļ/)=C' =0. Tātad u=—~-, un diferen-

ciālvienādojuma vispārīgais integrālis ir —^-=— C, no kurienes

y =Cx.

Atzīmēsim, ka šo pašu diferenciālvienādojumu var integrēt arī

kā vienādojumu ar atdalāmiem mainīgajiem.
133. §. Otrās kārtas diferenciālvienādojums, ko var atrisināt

ar tiešu integrēšanu. Par otrās kārtas diferenciālvienādojumu sauc

vienādojumu, kas satur argumentu, nezināmo funkciju un tās pir-
mās un otrās kārtas atvasinājumus.* Visvienkāršākais šāda dife-

renciālvienādojuma veids ir

y"=f(x). ,(16.45)

Sis vienādojums ne y, ne y' nesatur tieši, un to var atrisināt ar

tiešu integrēšanu.
Integrējot vienu reizi, dabūjam

' y'=ļf(x)dx+Cl.

Integrējot otro reizi, atrodam

y=f[ļf(x)dx]dx +Cix +C 2, (16.46)

kas ir diferenciālvienādojuma (16.45) vispārīgais atrisinājums, un

tas satur divas patvaļīgas konstantes.
Praktiski parasti ir jāatrod tāds partikulārs diferenciālvienā-

dojuma atrisinājums, kas apmierina papildu nosacījumus (parasti
sākuma nosacījumus). Lai atrastu vērtības divām patvaļīgām kon-

stantēm, vajadzīgi divi papildu nosacījumi.
1. piemērs. Integrējot vienādojumu y"=x2, atrast partiku-

lām atrisinājumu, kas apmierina nosacījumus:

Ž/U=o=l, y'| x=o=-2.

Atrisinājums. y'= 3+C v y= j^x
i + Clx+C 2 (vispā-

rīgais atrisinājums). Pielietojam sākuma nosacījumus, liekot abās

pēdējās vienādībās x=0:

l=C2 un —2 =Cļ. Diferenciālvienādojuma partikulārais atri-

sinājums ir y
=-^-xi —2x+\.

2. piemērs. Brīvās krišanas gadījumā ar m apzīmēsim krī-
tošas materiālas daļiņas masu, bet ar F

— smaguma spēku, tkas

* Daži no minētiem lielumiem otrās kārtas diferenciālvienādojumā var

neieiet tieši, piemēram, vienādojumā (16.45) y un y' neieiet tieši. Vienādojumā
obligāti jāieiet otrās kārtas atvasinājumam.
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darbojas uz šo daļiņu. Tad F =mg, kur g ir gravitācijas kon-

stante. Ņemsim Os asi krišanas virzienā, t. i., vertikāli uz leju.

Kustības paātrinājums ir s. Saskaņā ar attiecīgo dinamikas

likumu (129. § 5. piem.) dabūjam diferenciālvienādojumu:

ms=F jeb

s=g, (16.47)

pieņemot, ka gaisa pretestību varam neievērot.

Pēc divreizējas integrēšanas dabūjam kustības vienādojumu

vispārīgā veidā

s =

ygr
2+Cit + C 2

ar divām patvaļīgām konstantēm C{ un C2. Pieņemsim, ka doti

sākuma nosacījumi

sļ t=o =s0 un u| t=o=s|t= o=fo,

kur So ir krītošās daļiņas sākuma koordināte, tv0
— daļiņas sā-

kuma ātrums. levērojot šos nosacījumus, iegūstam Cļ=vO, C
2=s0,

un kustības vienādojums ir

s=

ygr
2+ <V+sO.

Speciālā gadījumā, kad s0
= 0 un v0=0, t. i., kad krišana sā-

kas koordinātu sākuma punktā bez sākuma ātruma, kustības vie-

nādojums ir

Salīdzinot dažādās grāmatas nodaļās apskatītos brīvās kri-

šanas piemērus, redzam, ka, atvasinot kustības vienādojumu, at-

rod kustības ātrumu un paātrinājumu, bet, integrējot ātrumu vai

paātrinājumu, atrod kustības vienādojumu.
134. §. Otrās kārtas lineārais homogēnais diferenciālvienādo-

jums ar konstantiem koeficientiem. Sāda diferenciālvienādojuma
veids ir

y"+py'+qy =0, (16.48)

kur p un q ir konstantes. So vienādojumu sauc par lineāru tāpēc,
ka tas ir pirmās pakāpes attiecībā pret y, y' un y".
Par homogēnu to sauc tādēļ, ka attiecībā uz minētiem lielumiem

vienādojums satur tikai pirmās pakāpes locekļus, bet nesatur lo-

cekli ar pakāpi 0, t. i., brīvo locekli.

Šādus diferenciālvienādojumus var atrisināt ar Eilera metodi,
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pēc kuras meklē partikulārus atrisinājumus šādā izskatā: y =eTX.
Tadj/'=/-erx, y"=r

2
erx, un pēc ievietošanas vienādojumā (16.48)

dabūjam

r
2
e

[X +pre
TX + qe

rx
=0

jeb pēc saīsināšanas ar eksponentfunkciju

r
2
+pr+q =0. (16.49)

Sis vienādojums ir algebrisks otrās pakāpes vienādojums, ko sauc

par diferenciālvienādojuma (16.48) raksturīgo vienādojumu.
Ja vienādojumam (16.49) ir divas reālas dažādas saknes r,

un r
2,

tad vienādojumam (16.48) ir divi partikulāri atrisinājumi
i/i

=e
r'x un y2=eTiX

. Vienādojuma (16.48) atrisinājums ir arī fun-

kcija

y=Cle^x+ C2e x̂, (16.50)

par ko var pārliecināties, šo funkciju ievietojot vienādojumā

(16.48). Ja šeit Cj un C 2 ir patvaļīgas konstantes, tad funkciju
(16.50) sauc par diferenciālvienādojuma (16.48) vispārīgo atrisi-

nājumu raksturīgā vienādojuma reālu dažādu sakņu gadījumā.

I. piemērs. Atrisināt vienādojumu y" +sy' +6y=0.

Raksturīgais vienādojums šeit ir r
24-5/-4-6=0, un tā saknes

ir r\=—2, r2=—3. Diferenciālvienādojumam vispārīgais atrisi-

nājums ir y=Cļe~2x+C
2
e-

3x.

Atrisinājuma fizikālā nozīme. Uzdevumos, kur x nozīmē laiku,
parasti f\ un r2 iznāk negatīvi (ja tie ir reāli). Funkcija (16.50)
tad izsaka aperiodiski rimstošu procesu kā divu dilstošu ekspo-
nentfunkciju summa. Tā, piemēram, šāda funkcija var izteikt iz-

stieptā atsperē piekārta ķermeņa kustību vidē ar pietiekami lielu

berzi (teiksim, smagā eļļā), ķermenim tuvojoties līdzsvara stā-

voklim bez ārējā spēka iedarbības.
Vēl apskatīsim gadījumu, kad raksturīgā vienādojuma (16.49)

saknes h kompleksas:

r\ =a+bl, r2=abi.—bi.

Tad diferenciālvienādojuma (16.48) risināšana ar Eilera metodi

sarežģījas, jo partikulāros atrisinājumus iegūstam eksponentfun-
kciju veidā ar kompleksiem kāpinātājiem, kuru nozīme šeit nav

skaidra. Izrādās, ka vienādojumam (16.48) par atrisinājumu der

funkcija

y=Cc« sin (6x4-9), (16.51)

par ko var pārliecināties, ievietojot šo funkciju diferenciālvienādo-

jumā (16.48). Ja šeit C un 0 ir patvaļīgas konstantes, tad
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funkciju (16.51) sauc par diferenciālvienādojuma (16.48) vispārīgo

atrisinājumu raksturīgā vienādojuma kompleksu sakņu gadījumā.
2. piemērs. Atrisināt vienādojumu y"+4y'+ I3y =0.

Raksturīgais vienādojums šeit ir r
2-f-4r+l3 =0, un tā saknes

ir r\ =—2+3i, r
2=—2 —3i. Diferenciālvienādojuma vispārīgais

atrisinājums ir y =Cc-2x sin (3*4-0).
Atrisinājuma fizikālā nozīme. Uzdevumos, kur x nozīmē laiku,

parasti a iznāk negatīvs. Funkcija (16.51) tad izsaka rimstošu
svārstību procesu kā dilstošas eksponentfunkcijas reizinājumu ar

sinusa funkciju. Tā, piemēram, šāda funkcija var izteikt atsperē
piekārta ķermeņa kustību ap savu līdzsvara stāvokli vidē ar pie-
tiekami mazu berzi, ja šo kustību rada vienīgi sākuma mirklī

esošie apstākļi (piemēram, atsperes izstiepšana), bet ne ārējs
spēks, kas darbojas uz atsperi svārstību laikā.

135. §. Diferenciālvienādojumu atrisināšanas veidi. Kā re-

dzams, apskatīto vienkāršāko diferenciālvienādojumu veidu gadī-

jumos diferenciālvienādojuma atrisinājumu izdodas izteikt

1) tieši ar elementārām funkcijām, kā, piemēram, lineāriem

homogēniem diferenciālvienādojumiem ar konstantiem koeficien-

tiem [formulas (16.50) un (16.51)];

2) ar integrāļiem no zināmam funkcijām, kur šie integrāļi vēl

jāatrisina, kā, piemēram, diferenciālvienādojumiem ar atdalāmiem

mainīgajiem [formula (16.18)], lineāriem pirmās kārtas diferen-

ciālvienādojumiem [formula (16.27)] un totāliem diferenciālvienā-

dojumiem [formulas (16.40), (16.41) un (16.43)].

Otrajā gadījumā saka, ka diferenciālvienādojuma atrisinājums
izteikts ar kvadratūrām. (Vārda «kvadratūra» tiešā nozīme ir lau-

kuma aprēķināšana, ar ko saistās integrāļa atrisināšana.)
Sarežģītāku veidu diferenciālvienādojumiem atrisinājumus ne-

izdodas izteikt iepriekšminētajos veidos. Tomēr atrisinājumus tiem

garantē atrisinājumu eksistences un unitātes teorēmas. Sīs teorē-

mas precizē nosacījumus, pie kuriem var galvot par vienādojumu

atrisinājumu eksistenci un vienīgumu.

īpaši atzīmēsim unitātes teorēmu nozīmi: ja apskatāmā tipa
uzdevumam par diferenciālvienādojuma atrisināšanu pastāv uni-

tātes teorēma un ja ar kaut kādu metodi ir iegūts šī uzdevuma

atrisinājums, tad ir garantija tam, ka pētāmais process, kuram

jānotiek saskaņā ar formulēto uzdevumu, patiešām norisināsies
—

attiecīgās precizitātes robežās — saskaņā ar iegūto atrisinājumu.
Pazīstot diferenciālvienādojuma integrēšanas uzdevuma atri-

sinājuma eksistenci un unitāti, šī vienādojuma atrisinājumu var

meklēt ,arī ar skaitliskām diferenciālvienādojumu atrisināšanas
metodēm. So metožu lietošana nozīmē diferenciālvienādojuma at-

risinājuma vērtību aptuvenu aprēķināšanu (piemēram, ar skait-

ļojamām mašīnām) atsevišķām argumenta vērtībām, izmantojot
tieši pašu diferenciālvienādojumu, bet ne šī vienādojuma atrisinā-

juma formulu.



Vingrinājumi

1. Pārbaudīt, ka funkcijas 1) y=Cx3
un 2) </=—4x3 apmierina diferen-

ciālvienādojumu xy'— 3t/=0, pie tam otrā funkcija apmierina arī sākuma

nosacījumu: y— 4, kad x= —1.

2. Zinot, ka diferenciālvienādojumam xy'—3y=o vispārīgais atrisinājums
ir y=Cx 3, atrast šim vienādojumam to atrisinājumu, kurš apmierina sākuma

nosacījumu 1) t/=3, kad x=l, 2) y=6, kad x=— 2.

Diferenciālvienādojumam atrast vispārīgo atrisinājumu.
3. x2y'+y=0. 4. xyy'=\-x2.
5. x+xy+y'(y+xy)=o. 6. (*i/*-|-jc)d;c4- (y-x2 y)dy=0.

7. 2sr2a\s=(l +f2)d*.

Diferenciālvienādojumam atrast partikulāro atrisinājumu, kurš apmierina

sākuma nosacījumu.

8. xy'+y =0; y=4, kad x=-2. 9. 2y'}
r

x=y; y=\, kad x=4.

10. Istabā, kuras temperatūra ir 20°C, novietots līdz 100 °C sakarsēts

ķermenis. Līdz 60 °C tas atdziest 10 minūtēs. Pēc cik ilga laika tas atdzisīs

līdz 25 °C?

Diferenciālvienādojumam,atrast vispārīgo atrisinājumu.

11. 12. y'+2xy=xc-*
2

13. (l+x2)y'-2xy =(l+x2 ) 2. 14. y' cosx-y sin x=sin 2x.

Diferenciālvienādojumam atrast partikulāro atrisinājumu, kas apmierina
sākuma nosacījumu. N

15. xy'+y— e
x =0; t/=2, kad x=l.

16. f
2
s=2/s-3; s=3, kad I=l.

Materiālā daļiņa ar masu m kustas pa taisni bez sākuma ātruma vidē ar

berzi dotā spēka F(t) iespaidā, kurš darbojas kustības virzienā. Atrast ātrumu

v atkarībā no laika t, pieņemot, ka berze ir proporcionāla ātrumam.

17. F(t)=kt, kur * — konstante. 18. F(t) =f0 sincor.

19. Elektriskā strāva ī, kas plūst elektriskā ķēdē ar virknē saslēgtu pre-

testību R un induktivitāti L, apmierina diferenciālvienādojumu L—+Ri =v,

kur v — ķēdei pieslēgtais spriegums. Atrast strāvu ķēdē, kad sākuma mirklī

r= 0 tai pieslēgts konstants spriegums v=uO, bet sākuma strāvas nav (pie-

ņemam, ka L un R ir konstanti).

Diferenciālvienādojumam atrast vispārīgo atrisinājumu.
20. (xy2 -2x3)dx+ (x2y-2y3)dy=0.

21. (ye*-2x)dx+e*dy =t).

22. -J^=

* -lW
x 2+y2 \x2+y2 I

Diferenciālvienādojumamatrast vispārīgo atrisinājumu, zinot vienādojumam
integrējošu reizinātāju.

23. ydx-(x+y2)dy=o, M=-Ļ.
24. (x2+y2+2x)dx+2ydy=o, M=c*.

Diferenciālvienādojumamatrast vispārīgo atrisinājumu.
25. y"=x+cos x. 26. y"=\nx.

27. y"-y'-2y=0. 28. y"-4y=Q.
29. t/"+3y'=o. 30. y"+4y= 0.

31. y"+6y'+l3y=0. 32. 4y"-By'+sy =0.

Diferenciālvienādojumam atrast partikulāro atrisinājumu, kurš apmierina
sākuma nosacījumus.

33. y"-4y'+3y=0, ?y|x=o=6, (/'|x_0= 10.

34. y"+4y'+29y=-0, i/|l=o =o, y'\ l^o
=ls.
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V DAĻA

BEZGALĪGAS RINDAS

17. NODAĻA

SKAITĻU RINDAS

136. §. Bezgalīga rinda kā maiņas process. Bezgalīga rinda
ir viens no svarīgākajiem matemātiskās analīzes jēdzieniem, un

tai ir tiešs sakars ar mainīga lieluma robežu.

Rindas jēdziena labākai izpratnei aplūkosim maiņas procesu,

kurā mainīgais lielums mainās pa kādas skaitļu virknes locekļiem,
piemēram,

*= (n=1,2,3,...).

Attiecīgā skaitļu virkne te ir

I; l-L; l A; 1 —• 1 —•
... (17 1)

'24 '8 ' 16'
{ '

Sīs virknes atsevišķos locekļus varam dabūt arī šādi:

*i =l; x 2
=l+i-; x3=l + -l+

T

L
;

~1 _L,J_. ,■
1 1,1,1.

x*
2 2 2 23 'Xs

2 22 23 24' '

t. i., summējot pēc kārtas skaitļu virknes

1;
"2~: 2 2

": 23"1 ĪF''" 17-2^

locekļus.
Pētāmo maiņas procesu (17.1) tādējādi ir iespējams saistīt ar

citu (parasti vienkāršāku) maiņas procesu (17.2), pie tam mai-

nīgā lieluma x robežu dabū kā skaitļu virknes (17.2) visu locekļu
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summu. Tiešām, tā kā skaitļu virkne (17.2) ir bezgalīgi dilstoša

ģeometriska progresija ar kvocientu pirmo locekli «1= 1,

tad tās summa, kā zināms, ir

=2,

2

ko dabū arī tieši, pārejot mainīgā lieluma x izteiksmē 2 — uz

robežu, kad n-+oo.

Izteiksmi

,
J J_ _1_ 1

+2+22 +23 24 '

kas satur bezgalīgi daudz saskaitāmos, sauc par bezgalīgu rindu

jeb vienkārši par rindu.

Ikkatrs maiņas process x=f(n), n=l,2,3,t. i., process,

kurā mainīgais lielums mainās pa kādas skaitļu virknes

Xļy X2, X
3ļ Xļ, ...

locekļiem, ir izsakāms vienmēr kādas bezgalīgas rindas veidā.

Pietiek tikai ņemt <2i = *i; a2—x2
—*iļ a

3=x3— x 2; a
4—x4—x 3;...,

un no dabūtajiem skaitļiem sastādītā rinda

ai+a2+a3+a4+ ...

ir meklētā. Tādējādi katra bezgalīga rinda pārstāv kādu noteiktu

maiņas procesu, kurā mainīgā lieluma katru sekojošo vērtību

dabū no iepriekšējās, pievienojot tai vēl vienu rindas locekli.
Šādas «bezgalīgas summas» matemātiskajā analīzē plaši iz-

manto gan dažādu elementāru funkciju tuvināto vērtību ērtākai

aprēķināšanai, gan dažādu jaunu funkciju definēšanai. Plašu pie-
lietojumu bezgalīgās rindas atrod arī funkciju integrēšanā, dife-

renciālvienādojumu atrisināšanā v. c.

Rindas var sastādīt ne vien no skaitļiem, bet arī no funkcijām,
vektoriem vai citiem matemātiskiem objektiem. Attiecīgās rindas

tad arī sauc par skaitļu rindām, funkciju rindām, vektoru rindām
vai tml. Sajā nodaļā mēs aplūkosim vienīgi skaitļu rindas.

137. §. Pamatjēdzieni; konverģentas un diverģentas rindas.

Skaitļu rinda

a{ +a2+a3+ .. .+ aQ+ ...

ir dota, ja ir zināma vai nu tās vispārīgā locekļa a
n

izteiksme (kā
dabiskā argumenta n funkcija), vai arī ir uzrakstīti tik daudz

tās pirmo locekļu, ka kļūst saprotama jebkura rindas locekļa



250

veidošanās kārtula. Pirmajā gadījumā rindas locekļus dabū, ņemot
pēc kārtas vispārīgā locekļa izteiksmē «=1,2,3,..., bet otrajā
gadījumā cenšas vispirms sastādīt vispārīgā locekļa izteiksmi.

Dažkārt nākas noteikt arī rindas locekļus, kas ir abās pusēs
rindas vispārīgajam loceklim, t. i., locekļus an-i un an+l.

Piemēri. I. Uzrakstīt rindu, kuras vispārīgais loceklis

an
=

( n_|_2)ļ '
n°teikt arī šīs rindas locekļus an-i un an+i-

Liekot pēc kārtas vispārīgā locekļa formulā «=1,2,3,...,
dabū

1 22 32

ai =3l; a2=
4!; TlT'"?

un doto rindu var uzrakstīt tā:

1 2 2 ,32 ,
—4- — +—4-...
3! 5!

levērosim, ka rindas locekļu skaitītājos kāpināšanas darbība nav

izpildīta. Ar to cenšas padarīt rindu «uzskatāmāku» (sevišķi, ja
rindas vispārīgā locekļa izteiksme nav dota) —

tā kļūst labāk

saskatāms rindas locekļu veidošanās likums.

Lai dabūtu rindas locekļus an-\
un an+i, ir jāņem rindas vispā-

rīgā locekļa izteiksmē « vietā attiecīgi «— 1 un «4-1. Dabūjam

(n-1)
2

_(«-l) 2

fln_l
(n-14-2)! («4-1)! '

(«4-1) 2 _(rt4-l) 2

Gn+l
(«4-14-2)1 («4-3)! -

2. Noteikt vispārīgā un. tam sekojošā locekļa izteiksmes rindā

3-5 5-7 7-9 9-11

2 224-l 32 4-l
+

4 2 4-l ''

Rindas locekļu saucēju veidošanās likums viegli saskatāms, ja
ievēro, ka arī pirmā locekļa saucējs 2=12

4-1; vispārīgā locekļa
saucējs tātad ir «

24-l. Lai noteiktu vispārīgā locekļa skaitītāju,
ievērosim, ka skaitītāju pirmie reizinātāji veido aritmētisko pro-

gresiju ar diferenci d— 2 un pirmo locekli 3; vispārīgā locekļa
skaitītāja pirmais reizinātājs tātad vienāds ar 3+2(«—1) =2«4-1.

Tā kā visu locekļu skaitītāju otrie reizinātāji ir par 2 lielāki nekā

pirmie, tad

(2«4-l)(2«4-3)
an rJT\ ■
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Lai noteiktu sekojošo locekli, dabūtajā vispārīga locekļa izteik-

smē n jāapmaina ar n+l. Dabūjam

=

[2(n+ l) + l][2(ft+l)+3)] . (2«+3) (2n+5)
°
n+l

(n+l) 2+l (n+l)
2
+l •

(Sajā piemērā skaitītāju var uzrakstīt arī vieglāk, ja ievēro, ka
katra locekļa pirmais reizinātājs ir vienāds ar iepriekšējā locekļa
otro reizinātāju, bet otrais reizinātājs vienmēr par 2 lielāks nekā

pirmais.) t

Piezīme. Rindas apzīmēšanai bieži izmanto arī summas

simbolu Yj an-

n-1

Apzīmēsim rindas pirmo n locekļu summu ar sn, t. i.,

s
n=aļ+ a2+a3 +.. . +an.

Summu sn sauksim par rindas n-to parciālsummu. Ja n mainās,
tad mainās arī s

n; pie tam ir iespējami divi gadījumi.
1. Parciālsumma sn

tiecas uz kādu galīgu robežu s, kad

n—>-00. Tādā gadījumā saka, ka dotā rinda konverģē un ka tās

summa ir vienāda ar s.

2. Parciālsummai sn neeksistē galīgā robeža, kad n->-00. Tādā

gadījumā saka, ka dotā rinda diverģē un ka tādai rindai sum-

mas nav.

Ilustrācijai aplūkosim ģeometrisko rindu

l+q+q
2+... + qn~1+... ,

t. i., rindu, kuras locekļi mainās ģeometriskā progresijā. Tās par-

ciālsumma, kā zināms, ir

(!-<?") l-c?"

l-q 1-9

un te ir jāizšķir šādi gadījumi.

1. Ja |ģ|<l, tad q
n -+0 un sn -> , kad n->-oo; šajā ga-

dījumā ģeometriskā rinda konverģē un tās summa s =

y~
—•

2. Ja ļc7|>l, tad qn
-+00, un, tā kā saucējs 1— q ir pastāvīgs,

tad arī sn ->-00, t. i., rinda diverģē.
3. Ja (7=l, tad rinda pieņem veidu

1 + 1 + 1+...+1+...

un tās parciālsumma s
n=n; tātad arī šajā gadījumā sn ->oo.

4. Ja q=
— 1, tad mums ir rinda

1-1 + 1-1 +...
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un tās parciālsumma sn, kad n-*-00, kļūst pārmaiņus vienāda ar

0 vai 1. Tādējādi arī šajā gadījumā parciālsummai s
n

neeksistē

robeža, t. i., rinda diverģē.
Kopsavilkumā varam teikt, ka ģeometriskā rinda konverģē vie-

nīgi tajos gadījumos, kad |i7|<;l.
Kā otru piemēru aplūkosim rindu

-t+U +-L_ + ,+
1 ļ

n(n+l)
T

Te mums trūkst gatavas parciālsummas izteiksmes kā ģeometris-
kai rindai. Tā tomēr viegli sastādāma, ja ievērojam, ka rindas at-

sevišķie locekļi ir uzrakstāmi kā divu skaitļu diferences

1 y 1 _l_
=

J l_ J_
=

J I_
1-2 2 : 2-3

_

2 3 : 3-4 3 4' "'

,1_ 1
_

1

'n(n+l)
~~

n n+l

Tādēļ

no kurienes

Sn=l
TT

n+l

un lim s
n
= limļl —ļ=1.

Aplūkotā rinda tātad konverģē, un tās summa ir vienāda ar l.

138. §. Konverģentu rindu īpašības; rindu konverģences nepie-
ciešamais noteikums. Atzīmēsim vispirms tās konverģento rindu

īpašības, kuru dēļ dažas operācijas ar tām ir izpildāmas kā ar

galīgām summām.

1. Ja rinda

o1 +o2+a 3+-■-+«n+
.
..

konverģē un tās summa ir s, tad konverģē arī rinda

kai + ka2+ka 3+.. , +ka
n + ...,

ko dabū, ja pirmās rindas katru locekli pareizina ar kādu skaitli k,
un tās summa ir vienāda ar ks. īsāk: konverģentu rindu var pa

locekļiem reizināt ar vienu un to pašu skaitli.

Tiešām, apzīmējot otrās rindas parciālsummu ar S
n, varam

rakstīt

S
n
= (kaļ +ka2+.. .+ ka

n) =k{al -\-a2+.. . +an ) =ks
n,
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bet

lim Sn
= lim (ks n ) =k lim sn =ks,

n->co n-+oo n-Hao

ar ko apgalvojums ir pierādīts.
2. Ja konverģē rindas

al+a2+a3+.. .+ an+ ...

un

bx +b2+b3+.. .+b
n+ ...,

un to summas ir attiecīgi s un S, tad konverģē arī rinda

{ax±bx) + (a2±b2) +...+ (an
±b

n ) +...

un tās summa ir s+S. īsāk: divas konverģentas rindas var pa lo-

cekļiem saskaitīt.

Lai to pierādītu, jāievēro, ka pēdējās rindas parciālsumma

(ai±bi) + (a2±b2) +...+(an±b
n) =(a 1+a2+ ... +a

n)±

±(bl +b2+... +b
n) =s„±Sn,

un jāpāriet uz robežu, kad n-»-00.

Būtu kļūdaini tomēr domāt, ka it visas kārtulas, kas pareizas
galīgām summām, saglabājas arī bezgalīgām rindām. Tā, pie-
mēram, mēs zinām, ka galīga skaita saskaitāmo summa nav at-

karīga no saskaitāmo kārtības. Vēlāk redzēsim, ka konverģentām
rindām ne vienmēr drīkstam patvaļīgi pārkārtot rindas locekļus,

neriskējot ne vien izmainīt rindas summu, bet pat pārvērst doto
rindu diverģentā rindā.

3. Rindas konverģences īpašība saglabājas, ja mēs izmainām

galīgu skaitu tās locekļu. Tas viegli saprotams, ja ievēro, ka tā

dabūtās rindas summa atšķiras no sākotnējās rindas summas par

kādu galīgu lielumu.

4. Konverģentas rindas vispārīgais loceklis an
tiecas uz nulli,

kad n->oo. ,

Tiešām, tā kā

sn=ai+a2+ .. .+an-i +Qn

un

sn-ļ =al+a2+ .. .
+a

n-\,

tad

Bet, tā kā rinda konverģē, tad

lim aR
= lim (sn—sn-i) = limsn— lim sn_1

=s-s=0.

n-xjo n-Kso n—*-oo n-»-ao
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Pieradīta teorēma izsaka t. s. rindu konverģences nepieciešamo
noteikumu. Ja šis noteikums nav izpildīts, t. i., ja tad

rinda nevar konverģēt (tā diverģē). Ta, piemēram, rinda

12,3 n

diverģē, jo lim an
= lim

n
= lim ——-=1;

n-H» n-H» I+l n-«o j _j_
_ļ_
n

tātad a
n

netiecas uz nulli.

Ka šis noteikums nav pietiekams, secināms, aplūkojot t. s. har-

monisko rindu

l+
T

+
T

+l+-

Rindas vispārīgais loceklis te tiecas uz nulli, tomēr šī rinda di-

verģē.

Lai par to pārliecinātos, ņemsim pazīstamo robežu

lim(l +—)
n

=c

un atcerēsimies, ka maiņas procesā mainīgais lielums (l +~~~j
visu laiku paliek mazāks par savu robežu (sk. 61. §), t. i.,

Logaritmējot šīs nevienādības abas puses pie bāzes c, dabūjam

r»lnļr+-ļ-|<lne=l,
no kurienes

ln(l + -L\<l.
\ n ] n

Tā kā

ln(l+— )=
\ n) n

v '

tad pēdējā nevienādība pārrakstāma formā

ln(n+l) -lnn<—.v '
n
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Liksim tagad dabūtajā nevienādība n=l,2, 3,... . Tas dod šā-

das n nevienādības:

ln2-lnl<l

In3-ln2<y

In4-hv3<-i-

-ln 5-ln 4< —

4

ln(n+l) -lnn<—.

Saskaitot šīs n nevienādības, kreisajā pusē visi locekļi, izņemot
otro un priekšpēdējo, anulējas. Bet, tā kā ln I =0, tad rezultātā

dabū, ka

ln(rl+ lj<l +i-+ļ+i-+...
+ -l.

Pēdējās nevienādības labajā pusē ir harmoniskās rindas parciāl-
summa s

n. Tā kā ln(n+ l)->-co, kad n->oo, tad no šīs nevienādī-

bas secināms, ka arī sn ->-00, t. i., harmoniskā rinda diverģē.
139. §. Pozitīvu locekļu rindas; rindu salīdzināšana. Ja rindas

visi locekļi ir pozitīvi, tad tās parciālsumma sn
monotoni aug un

tādēļ ir iespējami tikai divi gadījumi: vai nu sn ->-°o, un rinda

tādā gadījumā diverģē, vai arī s (s — galīgs skaitlis), t. i.,
rinda konverģē; trešais gadījums, kad parciālsumma nepārtraukti
svārstās, te nav iespējams.

Pozitīvu locekļu rindu konverģenci bieži vien ir iespējams no-

teikt, salīdzinot to ar kādu citu rindu, kuras konverģence (vai
diverģence) jau zināma. Ja pētāmas rindas locekļi, sākot ar kādu

numuru, nepārsniedz kādas pazīstamas konverģentas rindas at-

bilstošos locekļus, tad šī rinda konverģē. Ja turpretim jaunās rin-

das locekļi nav mazāki par kādas pazīstamas diverģentas rindas

atbilstošajiem locekļiem, tad arī jaunā rinda diverģē.

1. piemērs. Aplūkosim rindu

l + +
W+-¥+

---
+ +

---

Sīs rindas locekļi, sākot ar otro, nepārsniedz ģeometriskās rindas

_L
+

_L
+ -U-L + +-L+

2T 22 23 24 2n "
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attiecīgos locekļus, jo nn^2n

,
sākot ar n— 2. Bet, tā kā pēdējā

rinda konverģē (kvocients <7='<ļ-ļ> tad konverģē arī dotā rinda.

2. piemērs. Noskaidrot konverģenci rindai

,+
•

+
'

+...+
'

+...
V 2 ļ/3 m

Salīdzinot šo rindu ar harmonisko rindu

redzam, ka tās locekļi nav mazāki par harmoniskās rindas locek-

ļiem tādēļ4=^>—), bet, tā kā harmoniskā rinda diverģē,
\ Un n }

tad diverģē an dota rinda.

3. piemērs. Rindu

ar harmonisko rindu tieši salīdzināt nevaram. Salīdzināsim to ar

rindu, ko dabū, harmoniskās rindas katru locekli pareizinot ar —

(rindas konverģenci, tātad arī diverģenci tas neiespaido), t. i., ar

rindu

1,1 1 , 1 ,

Tā kā dotās rindas locekļi ir lielāki par dabūtās diverģentās rin-

das atbilstošajiem locekļiem, tad dotā rinda diverģē.

4. piemērs. Ja rindai

r+l+'-a+...+ '+...
22 32 42

n
2

atmetam pirmo locekli (tas konverģenci neiespaido), tad dabū
rindu

22
+ 32+42 (n+l) 2

kuras locekļi nepārsniedz rindas

ī^2
+ + +

"
,+

nļn+T)
+''"'
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attiecīgos locekļus, jo (n+l) 2>n(n+ 1). Bet, tā kā pēdējā rinda,
kā agrāk redzējām, konverģē, tad konverģē arī iepriekšējā un līdz

ar to arī dotā rinda.

1. piezīme. Ja dotās rindas locekļi izrādītos lielāki par at-

bilstošajiem konverģentas rindas locekļiem, tad vēl neko par do-

tās rindas konverģenci nevar secināt. Tā, piemēram, ja rindu

,+
'

+ >+...+ J_
+
...

2 2 32 n2

gribētu salīdzināt ar rindu

T^2
+

2^3
+ +' " -+ n{n+l)

+- "

tieši, tad mēs secinātu, ka dotās rindas locekļi ir lielāki par otrās
rindas atbilstošajiem locekļiem, jo n

2<n(n+l). Bet no tā vēl

neko nevaram spriest par dotās rindas konverģenci (dotā rinda
varētu arī diverģēt). Tāpat gadījumā, ja dotās rindas locekļi ne-

pārsniedz kādas diverģentas rindas atbilstošos locekļus, tad no

tā vēl neseko dotās rindas konverģence; tikpat labi tā varētu

arī diverģēt.
2. piezīme. Rindu salīdzināšanai izdevīgi izmantot rindu

1 + 77k +i+- •-
+ +-••

2k 3k . n
k

Var pierādīt (sk. 141. § 3. piemēru), ka tāda rinda konverģē,

ja k>\ (kā 4. piemērā), bet diverģē, ja (k=\ harmoniskai

rindai, bet 2. piemērā £='-ļ-). Rindu salīdzināšana ir spēcīgs pa-

ņēmiens rindu konverģences noteikšanā, ja vien to veic sapratīgi.
Tas jāievēro jo sevišķi tāpēc, ka sastādīt rindām vienkāršas par-

ciālsummu izteiksmes un noteikt šo parciālsummu robežas izdo-

das tikai retos gadījumos.
140. §. Dalambēra pietiekamā konverģences pazīme pozitīvu

locekļu rindām. Ar rindu salīdzināšanu ir pamatojama arī šāda

t. s. Dalambēra konverģences pazīme:
Ja pozitīvu locekļu rindai

ai +a 2+a3 +.. .+an +. ..

lim un /</, tad rinda konverģē; ja turpretim I>l, tad

n-x»

rinda diverģē.
Otro apgalvojumu var pierādīt pavisam vienkārši, jo attiecība

tad, sākot ar kādu numuru, kļūst un, numuram tālāk augot,
a

a

arī paliek lielāka par 1, t. i., jeb a
n+i>«n. Tas rāda, ka
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tādā gadījumā rindas locekļi, sākot ar kādu numuru, aug un nav

izpildīts nepieciešamais konverģences noteikums.

Pieņemsim tagad, ka /<l. Izvēlēsimies kādu patvaļīgu skaitli

q starp / un 1. Tā kā attiecība neierobežoti tuvojas /, tad

maiņas procesā, sākot ar kādu numuru n=m, tā kļūst un, numu-

ram tālāk pieaugot, arī paliks mazāka par q, t. i.,

no kurienes

am+i«*nW; am+2 <am+lq<.am q
2; a

m+3 <.am+2q<a mq3
;...,

t. i., dotās rindas locekļi, sākot ar numuru m, nepārsniedz ģeo-
metriskas rindas

aai+amq+amq 2+amq3 +. ..

locekļus. Bet, tā kā o<cq<.h tad šī ģeometriskā rinda konverģē.
Bet tad konverģē arī dotā rinda.

1. piemērs. Noteikt konverģenci rindai

_2_ _3_ J_,_s_,
l+

3 +32+33 +34
+•• ••

n *
Rindas vispārīgais loceklis a

n
=

gn_, , bet sekojošais loceklis an+i
=

=

nŽi. Attiecība

an+l
_

(n+l)3n-'

_

1 1

a
a

3n
•n 3n 3 3m *

un tādēļ

i-
Q
n+l

_

1
lim •

Saskaņā ar Dalambēra konverģences pazīmi šī rinda konverģē.
2. piemērs. Rindai

L k2 ,k3 kn

kur k ir pozitīvs skaitlis,

an+1 ~

(n+l)~n\(n+l) '

bet

..
an+i

~
&n+ln!

..

k
nlim = hm

—n—,',>.„= lim——- =0,
n-H» n-»oo

n- \
n+U *

n-*oo
n+l
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tadeļ ari ši rinda konverģē, pie tam neatkarīgi no ta, cik liels ir
skaitlis k. levērosim, ka, piemēram, ja 6=looo, rindas locekļi sā-

kumā aug ja vien n<999ļ., bet, sākot ar 1000. locekli,

sāk strauji dilt.

Piezīme. Gadījumos, kad lim ■—~ 1, Dalambēra pazīme
n-xx>

1

atbildi par rindas konverģenci vai diverģenci nedod. Ta, piemē-
ram, ne vien rindai

~ fln+i ~ n(n+l) ..
n

IIITI =lim-; -V—; 7-jrr-
=lim — =1,

n-*oo «n n- >0o (n+l) (/Z+2) n->oo« + 2

bet arī harmoniskai rindai

lim = lim = 1;
n-H» #n n-Kx> I+l

tomēr pirmā rinda konverģē, kamēr otrā diverģē.
Sādu rindu konverģences noteikšanai jālieto citi kritēriji.
141. §.* Konverģences integrālā pazīme. Dažreiz jautājumu

par rindas konverģenci vai diverģenci var izšķirt, salīdzinot doto

rindu ar neīsto integrāli (sk. 123. §), kam zemintegrāļa funkcija
f{x) veselām argumenta vērtībām dod rindas locekļus

fl,=f(l); a2=f(2); a
3=/(3);...a„ =/(n);...

Var pierādīt šādu t. s. konverģences integrālo pazīmi:
Rinda

ax+a2+az+.. . +an+ ..., kur a
n
=f(n),

kuras locekļi ir pozitīvi un monotoni dilst, ir konverģenta vai di-

verģenta atkarībā no tā, vai integrālis

oo

/=/ f(x)dx
i

eksistē vai neeksistē.

Pierādījumam attēlosim grafiski rindas locekļus, atliekot uz

abscisu ass rindas locekļu numurus 1, 2, 3, ..., n, n+1,..., bet

uz ordinātu ass — atbilstošās rindas locekļu vērtības au
a

2,

«3,..., an,an+i,... (135. zīm.). Caur dabūtajiem punktiem novil-

ksim līniju y=f(x).
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Aplūkojot 135. zīmējumu, ievērojam, ka rindas parciālsummu
s

n
var izteikt ar tādu taisnstūru laukumu summu, kuru pamati ir

vienādi ar vienību, bet augstumi vienādi ar rindas locekļu vērtī-

bām a u a2, ..., an. Visu šo taisnstūru laukumu summa ir lielāka

par līklīnijas trapeces lau-

kumu, ko ierobežo līkne y =

=f(x) un taisnes x=\, x =

=n-kl, y=0. Izsakot trape-
ces laukumu ar noteikto inte-

grāli, vararp rakstīt, ka

n+ 1

sn>/ }(x)dx. (17.3)
1

Aplūkosim tagad 136. zī-

mējumu. Te pirmā taisnstūra

augstums ir a2, tādēļ tā lau-
kums arī ir vienāds ar a 2

.

Otrā taisnstūra laukums ira
3

utt., bet pēdējā taisnstūra

laukums ir an+l. Visu šo

135. zīm.

taisnstūru laukumu summa ir vienāda ar rindas locekļu summu,
sākot ar a2 līdz an+i, t. i., vienāda ar sn+i— ct\. No otras puses,

taisnstūru kopīgais laukums šoreiz ir mazāks par tās pašas līk-

līnijas trapeces laukumu, tādēļ
n +1

s„+i-ai<j f(x)dx,
i

no kurienes

n + 1

Sn+l</ f(x)dx +al.
i

(17.4)

Aplūkosim tagad abus

iespējamos gadījumus.
1. Pieņemsim, ka integra-

oo

lis ļf(x)dx eksistē, t. i., tam

i

ir galīga vērtība. Ta ka

n + l oo

/ f(x)dx<f f(x)dx,
i i

tad saskaņā ar nevienādību

(17.4)
OO

Sn<Sn+l< / f(x)dx +ū
u

136. zīm.
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t. i., parciālsumma sn ir ierobežota. Bet, numuram n augot, tā var

tikai augt, jo visi rindas locekļi ir pozitīvi. Pēc pazīstamās Veier-

štrāsa teorēmas šādam monotoni augošam, bet ierobežotam mai-

nīgam lielumam eksistē robeža

lim s„=s,

t. i., rinda konverģē.
oo

2. Pieņemsim tagad, ka J f(x)dx =00. Tas nozīmē, ka

n+ 1 1

ļ f(x)dx, numuram n augot, neierobežoti aug. Bet tad saskaņā

ar nevienādību (17.3) arī s„ neierobežoti aug, t. i., dotā rinda di-

verģē.
Ar to teorēma arī ir pierādīta.
Konverģences integrālā pazīme bieži vien palīdz izšķirt jautā-

jumu par rindas konverģenci tajos gadījumos, kad Dalambēra pa-

zīme atbildi nedod. Aplūkosim dažus piemērus.
1. piemērs. Harmoniskās rindas

lbcekļi monotoni dilst, bet vispārīgais loceklis an
=f{n) =—. Tā-

dēļ var ņemt f(x) — —- Sajā gadījumā integrālis

I f dx 1 00

I=l — =ln x

i x ,
un tas neeksistē, jo \nx-+oo, ja x-*-00. Tātad dotā rinda diverģē,
ko mēs ar citu paņēmienu pierādījām jau iepriekš (sk. 138. §).

2. piemērs. Rindai

F2"
+2^3"+ +-""+ nJrīTĪ)

+-''

zemintegrāļa funkcija f( x) =

x

ari *r mono^-oni dilstoša in-

tervālā (i; +00), bet

X 100I00 1 00 1
=ln r

=ln
r

=ln 1 —ln=ln 2;
x+l\i

ļ+
_l_ 2

x 1

šī rinda tātadkonverģē.
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3. piemērs. Aplūkosim vel t. s. vispārināto harmonisko
rindu

kur k ir jebkurš skaitlis. Ja rinda ir, acīm redzot, diver-

ģenta, bet, ja k>o, tad rindas locekļi monotoni dilst un tās kon-

verģences noteikšanai varam izmantot integrālo pazīmi. Liekot

f(x)=-yļ un pieņemot, ka (šis gadījums jau aplūkots 1. pie-

mērā), dabū

/dx c v^~k

ļ
k 1

-j-=
/

x
~kdx= -—r = lim

-:—r
—-—

r .
x

k

\ I—6|i x-«,
l-k l—k

Tālākais ir atkarīgs no kāpinātāja k vērtības: ja 6<l, tad 1—k>

>0 un .v'-k ->co, bet, ja k>l, tad l-fe<o un xl-*=-Ļ-r -*0.

Pirmajā gadījumā rinda tātad diverģē, bet otrajā gadījumā kon-

verģē.
Tā kā rinda diverģē arī, ja k=l, tad kopsavilkumā varam teikt,

ka vispārinātā harmoniskā rinda konverģē, ja k~>\, bet diverģē,

ja fcsgl.
levērosim, ka, lietojot aplūkotās rindas konverģences noteik-

šanai Dalambēra pazīmi, mēs atbildi nedabūtu, jo

= lim
7—ļ-TTļr

= li m /——r\ =1.
n-*oo n-«>o \M i' ) ļļ _ļ

ļ_ ļ
\ « /

Integrālā pazīme tātad arī šoreiz izrādījās spēcīgāka par Dalam-

bēra pazīmi. Atsevišķos gadījumos vienīgi var rasties grūtības
neīstā integrāļa aprēķināšanā.

142. §. Alternējošas rindas. Leibnica konverģences pazīme.
Par alternējošu rindu sauc rindu

a
l
-a2+az— ai +as-as+ ...+ (-l)

n-'an+ ...,

kur au a% a3,... ir pozitīvi skaitļi, t. i., rindu, kurai ik divi bla-
kus stāvošie locekļi ir ar pretējām zīmēm.*

* Izklāsta vienkāršības dēļ pieņemts, ka rindas pirmais loceklis ir pozi-
tīvs. Gadījumu, kad rindas pirmais loceklis ir negatīvs, var reducēt uz iepriek-
šējo, pareizinot rindu pa locekļiem ar skaitli (—1). Kā agrāk redzējām, šāda

operācija rindas konverģenci neizjauc; vienīgi rindas summa maina zīmi uz

pretējo.

levērosim vēl, ka (ērtības dēļ) rindas locekļa zīme ir izlikta atsevišķi,
jo skaitļi au a2,a3,... ir domāti pozitīvi.
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Alternējošām rindām ir spēkā šāda t. s. Leibnica teorēma:

Ja alternējošas rindas locekļi pēc absolūtās vērtības monotoni

dilst un vispārīgais loceklis tiecas uz nulli, tad rinda konverģē.
Lai teorēmu pierādītu, pieņemsim vispirms, ka n ir pāra skait-

lis; tad rindas parciālsumma sn
ir uzrakstāma divos veidos:

Sn= (01-02) + (03-O4) +• ••+ (On-l-On)

un

Sn=Oi- (02-O3) - (04-O5) -•■ •-(On-2 —On-l) ~O
n.

Abas šajās vienādībās visas iekavas ir pozitīvas, jo Ok>Ok+i vi-

siem k. No pirmās vienādības tādēļ secināms, ka

sn>o

(kā pozitīvu skaitļu summa) un rindas parciālsumma monotoni

aug reizē ar n, jo nāk klāt arvien jauni pozitīvi saskaitāmie. Otrā

vienādība savukārt rāda, ka parciālsumma sn
ir ierobežota, jo

Sn<Ol

(no O] tiek atņemti pozitīvi skaitļi). Pēc pazīstamās Veierštrāsa

teorēmas, šādam monotoni augošam, bet ierobežotam mainīgam
lielumam eksistē robeža.

lerobežojumu, ka parciālsummu indeksi ir pāra skaitļi, var

atmest, ja ievēro, ka

sn+l =Sn +O
n+l.

Tā kā on+i-»-0, tad arī parciālsummas ar nepāra indeksiem tiecas

uz to pašu robežu.

Ļoti uzskatāmu Leibnica teorēmas pierādījumu iegūst, ja rin-

das parciālsummas attēlojam uz skaitļu ass (sk. 137. zīm.). Tā kā

Sl=Oi,

s
2=Oi

— a2,

«3 =01 —O2+03,

Sļ =aļ —02+03— 04

utt., bet

Oi>a2>a3>a4 > ...,

137. zīm.



tad parciālsummas ar pāra indeksiem izrādās monotoni augošas,
bet parciālsummas ar nepāra indeksiem — monotoni dilstošas.

Abos gadījumos tās ir ierobežotas, jo ir mazākas par «i.

Alternējošām rindām piemīt šāda īpašība, kas padara tās ļoti
ērti lietojamas tuvinātos aprēķinos. Kļūda, ko pieļaujam, ja kon-

verģentas rindas summas vietā ņemam tās parciālsummu, pēc
absolūtās vērtības nepārsniedz pirmā atmestā locekļa absolūto
vērtību.

Tiešām, atmetot visus locekļus, sākot ar on+i, mēs pieļaujam
kļūdu .

/?„=( - l) n
fln+ l+ (- l) n+l<ln+2+ (- l)»+2

an+3+ . . •=

= (-l)n(an+1-an+2+an+3-aii+4 +. • •)•

Bet iekavās atkal ir konverģenta alternējoša rinda, kuras ikviena'

parciālsumma (un tātad arī rindas summa!), kā redzējām, ir ma-

zāka par rindas pirmo locekli, kas šoreiz ir loceklis a
n+{. Rindas

parciālsumma sn
tātad dod rindas summas s tuvinājumu ar iztrū-

kumu vai uzviju atkarībā no tā, vai pirmais no atmestajiem locek-

ļiem an+i ir pozitīvs vai negatīvs.

Ilustrācijai aplūkosim rindu

2
-t-

3 4
-r...r

n
+

Sī rinda izpilda abus Leibnica teorēmas nosacījumus: tās locekļi
pēc absolūtās vērtības dilst

un an
=-—->-0. Rinda tātad konverģē.

Dotās rindas parciālsummas sit
s

3; 55,...s5,... dod rindas summu s

ar_ uzviju, bet s2, s4, 56,...s 6,... — ar iztrūkumu. Aprēķinot s9=0,745,
mes dabūtu rindas summu s ar precizitāti līdz 0,1, t. i., sfeo,7,
jo pirmā atmestā locekļa absolūtā vērtība ir 0,1. Lai atrastu sum-

mas tuvināto vērtību ar trim pareizām decimālzīmēm, būtu jā-
summē 999 šīs rindas locekļi.

Kā vēlāk redzēsim, aplūkotās rindas summas precīzā vērtība
s=ln2. Izmantot tomēr šo rindu skaitļa ln2 aptuvenās vērtības

noteikšanai nebūtu ieteicams, jo jāsummē pārāk daudz rindas lo-

cekļu. Par tādam rindām saka, ka tās konverģē lēni.

Piezīme. Leibnica teorēmas nosacījums, lai rindas locekļi
pēc absolūtās vērtības monotoni diltu, ir būtiski svarīgs. Tā, pie-
mēram, alternējošai rindai

_
I+2

-

1
4.

2
_

1
+

2 1
+

2 1
4.

2
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locekļi gan tiecas uz nulli, bet visu laiku pēc absolūtās vērtības

nedilst. Ja, summējot šīs rindas pirmos 2n locekļus, apvienojam
ik divus saskaitāmos grupā, tad dabūjam

_ (_l+2)+(4+ļ)+(_i +4) +
...+(_4+4)

jeb

, 1,1 l ' ~\--^.
-,

t. i., dotās rindas parciālsumma ir vienāda ar harmoniskās rindas

parciālsummu, kas, kā zināms, neierobežoti aug, kad n->oo. Al-

ternējošas rindas konverģenci tātad var garantēt vienīgi tādā

gadījumā, kad ir izpildīti Leibnica teorēmas abi nosacījumi.

143. §. Patvaļīgu locekļu rindas; rindu absolūtā un nosacītā

konverģence. Aplūkosim tagad rindas, kurām ir bezgalīgi daudz

gan pozitīvo, gan negatīvo locekļu, pie tam locekļu zīmju maiņas

likums var nebūt tik vienkāršs, kā tas, piemēram, bija alternējo-
šām rindām.*

Teorēma. Patvaļīgu locekļu (maiņzlmju) rinda

a\ +a2+az+.. .+an+ ... (17.5)

konverģē, ja konverģē rinda

\a} \+ \a3\ +]ai\ +..'.+ \an\ +..., (17.6)

kas sastādīta no tās locekļu absolūtajām vērtībām.

Pierādījumam apzīmēsim rindas (17.5) parciālsummu ar sn,
bet rindas (17.6) parciālsummu ar S

n. Pēc nosacījuma sn
satur

gan pozitīvus, gan negatīvus locekļus. Apzīmēsim pozitīvo locekļu
summu, kas ietilpst parciālsummā s„, ar Sk, bet negatīvo locekļu
absolūto vērtību summu ar sm (k +m=n). Tad

sn =Sk —s
m, bet S„ =Sk+sm.

Tā kā rinda (17.6) konverģē, tad Sn ->-S; bez tam (kā pozitīvu
locekļu summa) vienmēr S

n
<S. Arī pozitīvie mainīgie lielumi

un sm, numuram n augot, var tikai augt. Bet, tā kā tie ir iero-

* Gadījums, kad visi rindas locekli ir negatīvi, nekā būtiski jauna ne-

dod; reizinot tādu rindu pa locekļiem ar ( — 1), dabūsim pozitīvu locekļu rindu

un abu rindu summas atšķirsies tikai ar zīmi. Tāpat nekas jauns nerodas,

ja vienādzīmju locekļi (vai nu pozitīvie, vai negatīvie) ir galīgā skaitā. Tādā

gadījumā tos varam ignorēt, jo galīgs skaits locekļu rindas konverģenci ne-

iespaido.--
,

•
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bežoti, jo to summa Sk+sm
=sn<S,5

n<S, tad tiem abiem eksistē ro-

beža. Bet tad eksistē robeža arī parciālsummai sn, jo

lim s„=lim(sk — sm) =lim sk—lim s
m,

n-K» n-*co n-K» n-*oo

t. i., rinda (17.5) konverģē.
Apgrieztais apgalvojums: ja patvaļīgu locekļu rinda konverģē,

tad konverģē arī rinda, kas sastādīta no tās locekļu absolūtajām

vērtībām, ne vienmēr ir pareizs; sastādītā rinda var izrādīties arī

diverģenta.
Visas konverģentās rindas tādējādi var,sadalīt divās klasēs.

Pie pirmās klases pieder rindas, kas konverģē reizē ar rindām,
kas sastādītas no to locekļu absolūtām vērtībām. Tādas rindas

sauc par absolūti konuerģentām rindām.

Pie otrās klases pieder konverģentas rindas, kurām rindas, kas

sastādītas no to locekļu absolūtajām vērtībām, diverģē. Tādas rin-

das sauc par nosacīti konverģentām rindām.

Tā, piemēram, rinda

i_J_+_L_± + + +
2 2 2 2 3 2"-1 ' *

konverģē absolūti, jo konverģē rinda, kas sastādīta no tās locekļu
absolūtām vērtībām

l"r"_

2""r"22 +
23

" +-■ • +
2"-i

+•
•••

(Tās ir ģeometriskas rindas ar kvocientiem
—

"2~
un "2~-) Ur~

pretim rinda

i 2+ 3 4
+...+ - +...

gan konverģē (pēc Leibnica pazīmes), bet tikai nosacīti, jo no tās

locekļu absolūtām vērtībām sastādītā rinda

~111 1

ir harmoniskā rinda un tātad diverģē.
Galļgām summām, kā zināms, ir spēkā t. s. komutatīvā īpa-

šība: summas vērtība nav atkarīga no tā, kādā secībā izdara sa-

skaitīšanu. Izrādās, ka arī absolūti konverģentām rindām piemīt
šī komutatīvā īpašība. Locekļu pārkārtošana nosacīti konverģentā
rindā var turpretim izmainīt tās summu vai pat padarīt rindu

diverģentu. Tā, piemēram, ja rindā

1 1 1 C-l) 11- 1
1 ——+ — - + +1— h

4
+
"-

+
n
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pārgrupējam locekļus, liekot pec katra pozitīva locekļa divus vienu
otram sekojošos negatīvos locekļus, tad dabū rindu

I 1_ J j 1_ J 1 1_
2 4 3. 6 8+ 5 10 12

+"' "'

jeb

Izpildot tagad atņemšanu katrā iekaviņā, dabūsim rindu

J___l_ J [ J ļ_
2 4+ 6 8 10 12

'

kuras locekļi sastāda tikai pusi no sākotnējās rindas locekļiem;
arī tās summa tādēļ ir divreiz mazāka par sākotnējās rindas

summu. Rindas summa locekļu pārgrupēšanas dēļ ir izmainījusies.
Sis šķietami paradoksālais rezultāts izskaidrojams ar to, ka

nosacīti konverģentās rindās visi pēc kārtas ņemtie pozitīvie lo-

cekļi, tāpat visi negatīvie locekļi, veido diverģentu rindu, un do-

tās rindas konverģence ir izskaidrojama tieši ar* to «līdzsvaru»,
kas pastāv starp abu diverģento rindu locekļiem. Pārkārtojot rin-

das locekļus, šo līdzsvaru var izjaukt.
Sastādot turpretim tādas atsevišķas rindas no absolūti kon-

verģentu rindu pozitīvajiem un negatīvajiem locekļiem, dabū divas

konverģentas vienādzīmju rindas, kuru konverģenci šāda locekļu
pārgrupēšana neiespaido.

Atšķirībā no komutatīvās īpašības, kas, kā redzējām, piemīt
tikai absolūti konverģentām rindām, asociatīvā īpašība piemīt
jebkurai konverģentai rindai. Ikvienā konverģentā rjndā, nemainot

locekļu kārtību, var tos apvienot kādās vien patīk grupās. Saskai-

tot locekļus katrā grupā, dabūsim jaunu rindu, kas konverģēs uz

to pašu summu. Tā, piemēram, nosacīti konverģentā rindā

1_ J l_ \ 1

2+ 3 4
+

5 6

locekļus var grupēt šādi: V

Izpildot darbības iekavās, dabū pozitīvu locekļu rindu

I^2"+ 3^T+5^6 +-"'+ (2n-l)2/t
+
""'

kurai ir tā pati summa kā sākotnējai rindai.



Pretējā darbība
— iekavu atvēršana

— pieļaujama tikai tādā

gadījumā, ja pēc iekavu atvēršanas rodas honverģenta rinda. Tā,

piemēram, rinda

tātad ģeometriskā rinda

11,1,1
1 h— -\ h. ..

,
16

*

konverģē un tai ir summa 1, kamēr rinda

p i-J-:.-^-i-;-,i-ļ6

6

ko dabū pēc iekavu atvēršanas, diverģē, jo tās parciālsummas ar

pāra indeksiem tiecas uz to pašu robežu 1, bet parciālsummas ar

nepāra indeksiem tiecas uz 2. lekavu atvēršana šajā gadījumā
nav pieļaujama.

Vingrinājumi

oo

Rindu Va
a

uzrakstīt formā aļ+a2+a3 +... .

n-l

1 V 2n~' ■ 2 V 3,1 +1 ■ 3 V 'n(»+') ■ 4 V (-l) n+'2n -
&3" ' • +2)!' • n»

'•

Ķ •
Noteikt rindas vispārīgo locekli an un abus tam blakus stāvošos locekļus

fln-i yn a„ +,.

74.
84.94. 10

4. •
fi

3
0.

5
J

.

7
J
_

■ i
■ 5. 7+^+-+— +

...,
6. _+_+-+-+...;

7 1 4- '4-1 4- • 8
4 64- 8 10

4.

Izmantojot konverģences nepieciešamo noteikumu vai rindu salīdzināšanas

paņēmienu, noteikt konverģenci rindām.

.
T

+
rj

+ jh ,2- T
+i+

iv-
+

T7
+

---

,3. _L+^_+^_+ JL
+ . ,4. ±-+±+±+±+1-+ .

99 199 299 399 T 2 5 10 T
17

15. 4=+J=+-L+4=+...

110 ļ'2o 130 ļ'4o
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Lietojot Dalambēra pazīmi, noteikt rindu konverģenci.

1,3,5,7 11 31 51 71 '
16.

T+žr+žr+¥
-+... 17. T+T+-+-+...

»\+&tffa+£r+--' ,9 -+tT-+sT+3T2+-

-20. ±
+

_L+
i

:+
_L

+...

V273 14 V5

Noteikt rindu konverģenci, lietojot integrālo konverģences pazīmi.

21- I+i=+t:+iz+--- 22- īT+F+f+!"+•• •
V 3V 5 V7

23. + ...

2
3}'2 4ļ'3 5V4

Noskaidrot rindu konverģenci, lietojot dažādus paņēmienus.

3,45,6,ur 1 , 1 , 1 1 ,

3V2 3V3 3V4

26" T
+f+ll+l7

+
---

27' -F
+i+^+i---+-

-2 22 23 24

32 -2! 3 3 -3! 34 -4! 35 ■5!

Noskaidrot alternējošo rindu konverģenci vai diverģenci, pie tam konver-

ģences gadījumā noskaidrot arī: 1) vai rinda konverģē absolūti, vai tikai no-

sacīti, 2) cik rindas locekļu jāņem, lai kļūda, nosakot rindas aptuveno summu,

nepārsniegtu 0,001.

29" T-T+4-Ī7-+--- 30" T-f+i-TT+--

31- i-^+āHr +-"

32-

-33.1-4+4-4+...
V 3 ļ's V7

18. NODAĻA

PAKĀPJU RINDAS

144. §. Jēdziens par funkciju rindu. Pakāpju rinda, tās kon-

verģences intervāls. Rindu teorijā, kā arī tās pielietojumos sevišķi
svarīgu vietu ieņem rindas, kuru locekļi ir kāda mainīga lieluma

x funkcijas, t. i., rindas

U
l (x)+U2 (x)+... + Un(x)+... (18.1)

Atšķirībā no skaitļu rindām šo rindu summas (tāpat to parciāl-

summas) nav vairs skaitļi, bet funkcijas.
Katrai fiksētai mainīgā lieluma x vērtībai x 0 funkciju rinda

kļūst par skaitļu rindu

Ui(.vo) 4- u2(x0) +•
•.

+ «n(*o) +• ••
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Ja dabūtā skaitļu rinda izrādās konverģentā, tad saka, ka fun-

kciju rinda šai x vērtībai konverģē vai arī ka funkciju rinda kon-

verģē punktā x
—

x Q. Ja kādai citai x vērtībai x\ atbilstošā skaitļu
rinda izrādītos diverģenta, tad saka, ka funkciju rinda punktā
x= Xļ diverģē. Tādējādi funkciju rindas konverģences jautājums
vienmēr saistās ar to x vērtību noskaidrošanu, kurām šī rinda

konverģē vai diverģē.
Visu to x vērtību kopu, kurām dotā funkciju rinda konverģē,

sauc par šīs funkciju rindas konverģences apgabalu. Tā, piemē-
ram, funkciju rindā

l+x+-x
2+x3+...+ x n+ ..., (18.2)

liekot pēc kārtas X=-Ļ', —Ļ \2, dabū skaitļu rindas

2 22 23

I
__L

+
_L-I

+
2 22 23

l+2+22+23 +

no kurām divas pirmās konverģē kā ģeometriskās rindas, bet
trešā diverģē. Ar funkciju rindu (18.2) tātad ir dota vesela saime

ģeometrisko rindu. Arī pašu funkciju rindu (18.2) tādēļ sauksim

par ģeometrisko rindu (tās kvocients q =x).
Ģeometriskā rinda (18.2) konverģē visiem |jt|,<l; tās konver-

ģences apgabals tātad ir intervāls ( —1; 1).

Rindas summu dabūsim, lietojot pazīstamo formulu s=y~~^-
Tā dod s= ——, kas rāda, ka funkciju rindas summa savukārt

1—x

ir tā paša mainīgā x funkcija.
No visām funkciju rindām īpaša nozīme matemātiskajā analīzē

ir rindām, kuru locekļi ir x pakāpes. Vispārīgā veidā tādas rindas
var uzrakstīt tā:

a0+aix+a2x
2+.. .+ an

x"+ ..., (18.3)

kur a O, a
if

a
2,..., an,... ir skaitļi, t. s. rindas koeficienti. Tādas

rindas sauc par pakāpju rindām; arī iepriekš aplūkotā funkciju
rinda (18.2) ir šāda pakāpju rinda.

Piezīme. Atšķirībā no skaitļu rindām par vispārīgo locekli
te pieņemts saukt ne rindas n-to locekli, bet (n-f-l)-mo locekli

anx
n. Pirmais loceklis a0 te ir t. s. nulltais (arī brīvais) loceklis,

un attiecīgi mainās arī rindas pieraksts ar summas simbolu; tas

būs Vi a
n
x

n.
n-0
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Pievērsīsimies tagad jautājumam par pakāpju rindas konver-

ģences apgabala noteikšanu. Te varam izmantot Dalambēra kon-

verģences pazīmi pozitīvu locekļu rindām. Bet, tā kā pakāpju
rindas locekļi var būt gan pozitīvi, gan negatīvi (atkarībā no koe-

ficientu un mainīgā lieluma x zīmes), tad mēs šo pazīmi pielieto-
sim rindai

Xl + ļa, 1-I*l+ \a2\-\x\*+.. .+ \aa \-\x\*+ ..., (18.4)

t. i., interesēsimies par pakāpju rindas absolūto konverģenci.
Pēc Dalambēra pazīmes rinda (18.4) konverģē, ja

n-o» | | -1 -v ļll
t. i., ja

\ x\. UmlSstL
<i

n-x» I On

(pēc saīsināšanas ar x
n

var ņemt ļxļ pirms robežas zīmes, jo
tas no n nav atkarīgs). Bet šis nosacījums būs izpildīts vienīgi
tad, ja

ļx ļ< Hm|_?JL .

Lietojot apzīmējumu

(18.5)
n-»-ooI On+l |

varam teikt, ka pakāpju rinda konverģē visiem x, kam |*|<c,
t. i., tā konverģē intervālā (— q; q).

Skaitli q sauc par pakāpju rindas konverģences rādiusu, pie
tam te ir iespējami trīs gadījumi.

1. Ja q =00, tad pakāpju rindas konverģences intervālā ietilpst
visi reālie skaitļi. Tā, piemēram, pakāpju rindas

i,.x2 , X3 ,xn

I+*+-+-+ ...+- +
...

konverģences rādiuss

;. (rt+ni ~
I

q= lim-——!—= lim(n+l) =00,

n->oo n.
n-^oo

tādēļ tā konverģē visos skaitļu ass punktos.
2. Ja q=0, tad konverģences intervāls deģenerējas par punktu

x=0, un pakāpju rinda konverģē uz savu nullto locekli. Tā pa-

kāpju rindai

1 +x+ 2U2+ 3!a:3+... +nUn + ...



konverģences rādiuss,

q= lim, = lim —Ļ-r =0,

un tādēļ tā konverģē vienīgi punktā x=0.

3. Ja konverģences rādiusam ir galīga vērtība (q¥=o), tad

konverģences intervāls ir ierobežots, pie tam šī intervāla iekšpusē,
kur <q, rinda konverģē, bet intervāla ārpusē, kur |x|>q,
rinda diverģē.

Konverģences intervāla gala punktos pakāpju rinda var gan

konverģēt, gan diverģēt. Lai noskaidrotu, kā rinda tur izturas, at-

sevišķi jāpētī skaitļu rindas, kuras dabū, liekot pakāpju rindā

x=—q unx= q. Tā pakāpju rindai

l+x+
22

-+
F

+...+_+...

konverģences rādiuss

q= lim ."., = lim ( n, \ = lim /—^—\ = 12
= 1,

n^o("+l)
2

n-*eoļj + J_J

kam atbilst konverģences intervāls ( —1; i). Liekot pēc kārtas

x= —
1 un x= 1, dabū skaitļu rindas

,_, ,J 1_
+22 32

un

1 + i+l+l-k...

no kurām pirmā konverģē pēc Leibnica teorēmas, bet otra
— kā

vispārinātā harmoniskā rinda, kuras vispārīgais loceklis an—,—|

un & =2>l (sk. 141. §. 3. piemēru). Aplūkotā pakāpju rinda tā-

tad konverģē slēgtā intervālā [—1; I].
Ja pakāpju rinda nesatur visas x pakāpes (ja tai ir «robi»),

tad izmantot formulu (18.5) konverģences rādiusa noteikšanai ne-

drīkst. Tādos gadījumos pakāpju rindai katrreiz jāpiemēro Dalam-

bēra konverģences kritērijs tieši tā, kā to darījām, izvedot for-

mulu (18.5).
Aplūkosim piemēru. Noteikt konverģences rādiusu pakāpju

rindai

x 2 ,x* x 6 x
s

— 1 \-
-2 23 25 27 "
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Rindas vispārīgais loceklis te ir

x
2a

x
2n+2

tādēļ

lim
""+» 1

= lim I*2"+2'22n "' 1 lim -

n->-oo [ I 2 • X
2n ļ n-*oo 2 2 4

Jt
2

uņ rinda konverģē, ja no kurienes x
2<4 un |x|<2. Ar

to ir noteikts arī konverģences rādiuss q=2 un konverģences in-

tervāls (—2; 2). Intervāla gala punktos pakāpju rinda kļūst par

skaitļu rindu 2+2 + 2+
..., tādēļ dotā pakāpju rinda konverģē

tikai vaļējā intervālā (—2; 2).
145. §. Pakāpju rindu atvasināšana un integrēšana; dotās fun-

kcijas izvirzīšana pakāpju rindā. Attiecībā uz pakāpju rindām ir

spēkā šādas divas svarīgas teorēmas.

1. teorēma. Ja pakāpju rindas konverģences rādiuss ir q

un summa f(x), t. i.,

a
0+aļx+a

2
x

2 +... +an
x"+.. . =f{x), (18.6)

tad rindai, kuru dabū, to pa locekļiem atvasinot, ir tas pats kon-

verģences rādiuss
q un tās summa ir vienāda ar funkcijas f(x)

atvasinājumu, t. i„

aļ + 2a 2
x + 3a3

x2 +... +na
n
xn- 1+...=f'(x).

īsāk: pakāpju rindu var pa locekļiem atvasināt.

Kas attiecas uz konverģenci kādā intervāla galā, tad tā vispā-
rīgi nesaglabājas (diverģence gan).

2. teorēma. Rindai, ko dabū, integrējot pa locekļiem rindu

(18.6) robežās no nulles līdz x, ir tas pats konverģences rādiuss,
X

un tās summa ir vienāda ar jf(x)dx, t. i., .
o

X

aox+^-x 2 +...+ -^L-*»+• + ...= f f(x)dx.
2 3 n+l

o

īsāk: pakāpju rindu var pa locekļiem integrēt.
Integrējot rindu pa locekļiem, saglabājas arī tās konverģence

intervāla galos; rindas kvalitāte tādējādi it kā uzlabojas.
Ar abām teorēmām (kuras pieņemam bez pierādījuma) cieši

saistās jautājums par dotās funkcijas izvirzīšanu pakāpju rindā,
t. i., funkcijas izteikšanu pakāpju rindas veidā. Tas dod iespēju
vienkāršāk aprēķināt šīs funkcijas atsevišķās vērtības.

Pirms formulējam problēmu vispārīgā veidā, aplūkosim dažus

atsevišķus gadījumus.
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Aplūkosim rindu

1 -x +x 2+x
i -x

5
+ .. .

Tā ir ģeometriska rinda ar kvocientu q=—x un tātad konverģē,

ja |x|<l. Tās summa s=~- =y^Tx• Tādējādi varam rakstīt,

ka

-l—
=\-x +x2-x*+x*-x 5

+ ... (18.7)
l+x

Pēdējo vienādību varam ūzskatīt par funkcijas y-ļ—- izvirzī-

jumu pakāpju rindā pēc augošām x pakāpēm. No šī izvirzījuma

viegli varam dabūt citus izvirzījumus.
1. Funkcijas ln(l+jc) izvirzījums. Tā kā \n(\+x) =

/dx ' -

y , tad meklēto izvirzījumu dabūsim, rindu (18.7) integre-

jot pa locekļiem:

y2 v 4 v5

\n(l+x) +
X

ī
+ .. (18.8)

Sī rinda, tāpat kā rinda (18.7), konverģē intervālā (— 1; 1). Bez

tam tā konverģē arī intervāla galapunktā x—\\ tādēļ

In2=l-
y-t—-T+ļr -...,

kur labā pusē ir mums pazīstamā alternējošā rinda.

2. Funkcijas arctg x izvirzījums. Liekot izvirzījumā
(18.7) x vietā x 2, dabū

Ta ka

, r dx

tad, integrējot pa locekļiem šo jauno rindu, dabu

arctgx= +ļ-y+
... (18.9)

Arī šī rinda konverģē intervālā (—1; 1). Bez. tam tā konverģē
arī abos intervāla galos (ko gan par sākotnējo rindu nevar ap-

galvot). Liekot x=\, dabūjam

* .
*

. 1,1 l V
arctgl=T

=l-3-+5-- y +
...,
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un šo skaitļu rindu varētu izmantot skaitļa jt tuvinātai aprēķinā-
šanai (šī rinda gan ļoti lēni konverģē).

146. §. Maklorēna rinda; tās pielietojums funkciju izvirzīšanai

pakāpju rindās. lepriekš aplūkotajiem piemēriem par funkciju iz-

virzīšanu pakāpju rindās bija tikai gadījuma raksturs; šos izvir-

zījumus dabūjām, izmantojot kādas citas funkcijas jau zināmu

izvirzījumu. Noskaidrosim tagad jautājumu, kā iespējams izvirzīt

rindā jebkuru funkciju, kurai šāds izvirzījums eksistē.

Pieņemsim tātad, ka doto funkciju f(x) var izvirzīt pakāpju
rindā

f(x)=ao+alx+ a2x
2+ a3x

3 +aixi +a5x5+
..., (18.10)

kur a O, au a 2,... ir pagaidām vēl nenoteikti koeficienti, pie tam

šī rinda konverģē kādā intervālā ( —q;q). Izrādās, ka rindas koe-

ficientus var izteikt ar funkcijas f(x) un tās atvasināto funkciju
vērtībām punktā x=o.

Tiešām, liekot vienādībā (18.10) x=0, dabūjam

f(0)=ao.

Atvasināsim tagad vienādības abas puses atkārtoti pēc x; tad da-

būsim

f'(x) =al+ 2a2
x+ 3a 3

x
2
+ 4aix

3 + 5a
s
x*+ ...

f"(x) =2a2+2-3a3
x+ 3-4aA

x
2+ 4-5a

5
x

3+ ...

f"'(x)=2-3a3+2-3-4a4x+3-4-5a5x
2 + ...'

f< 4> (x) =2• 3 • 4a
4
+2•3 • 4 • 5a

5
x +

...

t

Liekot šajās vienādībās atkal x =0, dabūsim

no)=ai;

/"(o)=2a2, t. i., a2=
M-;

r
/
(0)=2.3a3, t.i.,a3

=
'

P( o)=2-3.4a4, t. i., «4= :

kas rāda, ka visi rindas koeficienti izsakāmi vienveidīgi pēc for-

mulas

p)ļo)_ 8ļl)
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levietojot atrastos koeficientus sākotnēja vienādība (18.10),
dabū rindu

m =m J^+qg>s +q^+.. .+»*•+...,
(18.12)

ko sauc par funkcijas f(x) Maklorēna rindu.

Tātad, ja funkciju f(x) var izvirzīt pakāpju rindā, tad šī rinda

ir noteikti Maklorēna rinda. Arī agrāk atrastās rindas funkcijām

ln(l+x) un arctg x ir tādas Maklorēna rindas, par ko var pār-

liecināties, aprēķinot šo rindu koeficientus pēc formulas (18.11).
Lai funkciju varētu izvirzīt pakāpju rindā, tai ir jāizpilda diez-

gan stingri nosacījumi: tās visu kārtu atvasinājumiem jāeksistē

punktā x= 0. Tā, piemēram, funkcijai f(x)=yx punktā x= 0 ne-

eksistē neviens atvasinājums, tādēļ šī funkcija nav izvirzāma

Maklorēna rindā. Plašāka diskusija rāda, ka atsevišķos gadīju-
mos arī ar to vēl nepietiek. Var tomēr pierādīt, ka katrai elemen-

tārai funkcijai, kurai eksistē visi atvasinājumi punktā x=0, for-

mula (18.12) ir pareiza jebkurā intervālā, kurā iegūtā Maklorēna
rinda konverģē.

Apskatīsim piemērus.

1. Funkcijas cxe
x izvirzījums. Ja

f{x)=e\

tad f'{x)=e*; f"(x)=e*; f" (x) =c
x,. .., fw (x) =c*,... un f(0) =

=('(o)=no)=... =f<
n
)(o)=...= l. Funkcijas cxe

x Maklorēna rin-

dai tadeļ ir šads veids:

eX=l+
T!

+
2T

+
3!

+
---

+
nT +--- (18-13>

Ar Dalambēra pazīmi jau noskaidrojām (sk. 144. §), ka šī rinda

konverģē visiem x. No iegūtā izvirzījuma, liekot x vietā —X, dabū
arī izvirzījumu

. X X 2 X3
,

,\ x
n

=1
-T! + 2T-3T+

---
+ (- I ) n^! +

---'

bet, liekot x vietā — x
2,

v-2 v-4 v6r2n

pie tam arī šie abi izvirzījumi konverģē visiem x.

2. Funkciju sin x un cos x izvirzījumi. Ja

f(x)=s'mx,
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tad f(x) =cos x; f"(x) =— sinx; f" (x) =— cosX; fiy (x) =sin ,v; .. .
un f(0)=0; f(0) =l; f'(0)=0; /'"(0) =-l; pY(O)=O;... Sajā
gadījuma iegūstam rindu

sin* =

*-37+oT-7T +... (18-14)

Analogi dabū arī funkcijas cosx izvirzījumu

cos*=l-£+£-£+
..., (18.15)

bet vienkāršāk to dabū, atvasinot iepriekšējās vienādības abas

puses.

Abi izvirzījumi atkal konverģē visiem x, jo to locekļu absolūto

vērtību rindas sastāda tikai daļu no funkcijas cxe
x izvirzījuma

locekļu absolūto vērtību rindas.

levērosim, ka nepāra funkcijas sinx izvirzījums satur tikai x

nepāra pakāpes, kamēr pāra funkcijas cosa; izvirzījumā visi lo-

cekļi ir x pāra pakāpes. Funkcijas Maklorēna rinda tātad palīdz
saskatīt funkcijas īpašības.

legūtās rindas var izmantot, lai izvirzītu rindā arī citas trigo-
nometriskās funkcijas. Tā, piemēram, lai izvirzītu rindā funkciju
cos2x, pietiek likt pēdējā izvirzījumā x vietā 2x. Tad dabū

0 , 22
x

2 , 24
x

4 2 6
x

6 ,

Izvirzījumu funkcijai sin 2
* vienkāršāk dabūsim, ievērojot, ka

sin 2
A;= -ļ- (1 — cos2x). Tas dod

.
,

1/,
.
, 22x

2 24jc4 , 26
*

6 \
sin

2x- =

Tļl-l+_-—+-6--...)
jeb

. ,
2x 2 23

x
4 25x6 27xs

sm X=-J2T~-4T
+

-6l 8F+\" .

3. Ņūtona binoma izvirzījums (binomiālā rinda).
Aplūkosim funkciju

f(x) = (\+x)™,

kur m ir patvaļīgs reāls skaitlis. Te

f'(x)=m(l+x)™-1

f"(x)=m(m-\)(\+x)™-2

f'"{x) =m(m-l) (m-2) (l+x) m- 3

ķ*)(xj =m(m-l) (m-2) ... (m-n+l) (l+x) m- n,
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Ta kā

f(0) =l; /'(0)=m; /"(o)=m(m-l); f"'(0) =m(m- 1) (m-2);...,

/(n)(0) =m(m-l) (m-2).. .(m-n+ 1),..., tad Maklorēna rinda ir

uzrakstāma veidā

(1 +*)-- i+mx+£!^*+
mlm-» (^-2)^+...+

m(m-l)(m-2)...(m-n+l)^ n

n!

Labā pusē ir t. s. binomiālā rinda. Ja m ir vesels pozitīvs skaitlis,
tad, sākot ar n=m+l, rindas koeficienti kļūst vienādi ar nulli,
un mēs dabūjam parasto Ņūtonabinoma izvirzījumu

(I+x)m=l+m .v+ x2+

kas ir galiga summa.

Lai noskaidrotu binomiālās rindas konverģenci, ievērosim, ka

m(m—1)(m—2)...(m — n+ l) (m —n)
Qn+l

(n+1)! •

Tādēļ konverģences rādiuss

0= ļim | a" I = lim 1 m ( m-1 ) ("*-2). ..(m-n+l) (n+1)!
=

-

n-«|n\m(m— 1) (m-2).. .(m-n+ 1) (m-n)

..
n+l • n 1

.

= lim = lim = —- = 1.

|m- n | nAoo m_
_

| - 1

n

Tādējādi binomiālā rinda konverģē intervālā (— 1; 1). Konver-

ģence intervāla galos ir atkarīga no kāpinātāja m vērtības.

Liekot binomiālajā rindā attiecīgi m=—1; m=-2~; m=—

dabū šādas bieži sastopamas binomiālās rindas:

-jL-=\-x+x*-x3 + ...+ + ...
(tā ir jau agrāk lietotā ģeometriskā rinda).

-Lj ,(, +x,-*.■-ļ,+ L^|,.+ fcf£J«,...
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No pēdējās rindas, liekot x vietā — x
2,

dabu ari šadu izvirzī-

jumu:
1

ii
1

2 , 1-3
4 , 1-3-5

fi ,

TrrTP
= 1 +yx2trrf +2T4T6 • •

Ja vēl ievērosim, ka

c
dx

I '■ ■ ■ =arcsin .v,

jfyi-x2

tad, integrējot pēdējo rindu pa locekļiem, dabū

,1 x 3 ,1 • 3 x
s

,1• 3 •5 X 1
arcs.n*=*+ -

r 3-+
—._+__._+...,

kas, starp citu, ir ļoti ērta skaitļa n tuvinātai aprēķināšanai. Lie-

kot ,v =

-Ķ-, dabū

1 jt 1 1 1 1-3 1
arcsm _=_=_+_._+_.__ +

...

Seit pietiek jau ar šīs skaitļu rindas 4 locekļiem, lai dabūtu
-rr
o

«0,5234 ar trim pareizām decimalzīmēm.

138. zīm.
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Piezīme. Stingri jāievēro, ka kādas funkcijas f(x) vērtības

sakrīt ar tās Maklorēna rindas summu tikai konverģences inter-

vāla punktos. Tā, piemēram, funkcijas =j-ļ—vērtība punktā

x= 2 ir f(2) = ~~T> k amēr tās Maklorēna rindai
1-1-2 o

l-x+x
2-x*+

...

punktā x= 2 summa neeksistē.

Lai iegūtu pārskatu, kā rindas parciālsummas tuvojas rindas

summai, ieteicams aplūkot 138. zīm., kur attēlota gan funkcijas

y=
j , gan arī tās Maklorēna rindas pirmo četru parciālsummu

grafikas. Katras sekojošās parciālsummas grafika (zīmējumā tās

apzīmētas ar numuriem 1, 2, 3 un 4) arvien ciešāk piekļaujas
dotās funkcijas grafikai.

147. §. Pakāpju rindu pielietojumi tuvinātos aprēķinos. Fun-

kciju izvirzījumus pakāpju rindās var plaši pielietot dažādos tu-

vinātos aprēķinos. Aplūkosim dažas iespējas.
1. Pēc funkciju cx,e

x, sin x un cosx izvirzījumiem ar cik patīk
lielu precizitāti var noteikt šo funkciju vērtības jebkurai argu-

menta x vērtībai. Tā, piemēram, lai noteiktu skaitli c, funkcijas
izvirzījumā liekam x=1. Tas dod

e=l+1 +
2T

+
3T +4T+

---'

pie tam, lai noteiktu skaitli c ar precizitāti līdz 0,0001, pietiek
ņemt šīs rindas 8 locekļus. Analogi, liekot, piemēram, sin* izvir-

zījumā x—l, dabūsim

•,,1,1 1
sin i =!___ +___+....,

kas ir alternējoša rinda. Ja atmetīsim visus locekļus, sākot ar ce-

turto, kļūda pēc absolūtās vērtības nepārsniegs pirmā atmestā

locekļa absolūto vērtību, t. i., -ļr = .},
n

. Tādēļ ar precizitāti līdz
7! 5040 1

0,0002 dabūjam, ka

sin 1 «sin 57°18'«1-i
r
+ J-^0,842.

Abu funkciju sinx un cos* rindas konverģē ļoti strauji. Kon-

verģenci var vēl paātrināt, iepriekš reducējot aprēķinus uz šaura

leņķa trigonometrisko funkciju vērtību aprēķināšanu. Tā panā-
kam, ka jau trīs rindas locekļi dod rezultātu ar precizitāti līdz

0,0001, kas ir parastā trigonometrisko funkciju vērtību tabulu
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precizitāte. Tieši ar šādu paņēmienu arī sastāda trigonometrisko
funkciju vērtību tabulas.

2. Binomiālo rindu var pielietot tuvinātai sakņu vilkšanai no

skaitļiem. Tā, piemēram, lai aprēķinātu ļ/HO, izdarām vispirms
šādu pārveidojumu:

yīīo=yīooTīo=ļ/ioo(i+±1 = ioļ/i + l-joļi+ .
Liekot tagad izvirzījumā (sk. 278. lpp.)

yT+T=l +i-x-^+^3__s_;c4+
... f

x —

Tģ->
dabū

yilO=loļl+—-—+16ooq- 256 000
+-• )~

«10+0,5-0,0125+0,0006=10,4881

ar visām četrām pareizām decimālzīmēm.

Analogi, izdarot iepriekš nepieciešamos pārveidojumus, nosaka

jebkuras citas pakāpes saknes. Tā, piemēram,

V72=V64+-8-ļ/64(l + i-)-4ļ/l + i-=4(l + |)
1,

v. tml. Seit vienmēr iepriekš «atskalda» dotajam zemsaknes skait-

lim tuvāko skaitli, no kura sakne velkas bez atlikuma, un tad šo

skaitli ņem pirms iekavām. Tas nepieciešams tādēļ, ka binomiālā

rinda konverģē tikai visiem |x'|<l. To neievērojot, varam dabūt

aplamus rezultātus.

3. Parādīsim tagad, kā pakāpju rindas var izmantot skaitļu
naturālo logaritmu aprēķināšanai. Agrāk dabūtā rinda

, ,
x 2 x 3 x 4 x 5 x 6 x 7

ln(l+x)=x-
y
+--T+---+ T

-...

šim nolūkam nav visai piemērota, jo, lai, piemēram, noteiktu pēc
šī izvirzījuma ln 2 ar precizitāti kaut vai līdz 0,001, ir jāņem
1000 rindas locekļu. Bez tam te jāņem vērā ierobežojums |x|<l.

No šī izvirzījuma tomēr varam dabūt citu izvirzījumu, kas

labāk piemērots mūsu uzdevumam. Sai nolūkā ņemsim vispirms
izvirzījumā x vietā —x; tas dod

yp.

Xn(X-x) =-x-------------...



Atņemot tagad šo vienādību no iepriekšējās, pie tam ievērojot, ka

1 +a:
ln(14-.v) —ln(l —x) =ln

_x
, dabūjam

, 14-.t „/ X 3 ,X
5

X 7\

So pēdējo izvirzījumu, kas tāpat konverģē visiem |ac|<t_l, tad

arī lieto naturālo logaritmu aprēķināšanai.
• 1 +x

Lai aprēķinātu, piemēram, ln 2, liekam
ļ
—— =2, no kurienes

izrēķinām x. Tā kā 1 4- x =2 —2x, tad 3x=l un Tādēļ

,n!-!({+Fj+^ +•••)• ;
•

pie tam pietiek ņemt tikai 3 locekļus iekavās, lai dabūtu ln2«

«0,6931 ar kļūdu, kas nepārsniedz 0,0001.

4. Funkciju izvirzījumi pakāpju rindās dod iespēju aprēķināt
tuvināti noteiktos integrāļus, arī tos, kuru primitīvās funkcijas
nav izsakāmas galīgā veidā ar elementārām funkcijām. Tā, pie-
mēram, izmantojot jau agrāk dabūto izvirzījumu (sk. 146. §) fun-

kcijai e~x\ var atrast, ka

pie tam kļūda nepārsniedz pirmo atmesto locekli 0,005.

Tāpat, izmantojot agrāk dabūto rindu (sk. 146. §)

varam rakstīt, ka, piemēram,

rsin2
x

. r/ 23
x

3 25
x

5 27
x

7 \ .

ļ -x~
dx= j \

x
—īT+

-ēr—W
+-"I**'

Jx2 23x* 2^6_27 *» \M

~\2 4!4
+

6!6 818
+"" */|o~

=
J Li ! »—J_

4- «0 4241
2 12

+
135 2520

pie tam kļūda nepārsniedz 0,0004.

282
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Abi aplūkotie piemēri ir tādi, kur primitīvā funkcija nav izsa-

kāma ar elementārām funkcijām.
5. Rindu pielietojumu diferenciālvienādojumu atrisināšanā

ilustrēsim ar šādu piemēru: ir jānosaka diferenciālvienādojuma

y"+xy'+y=x cos x (18.17)

atrisinājums, kas izpilda sākuma nosacījumus

y(0)=0; y'(0)=l. (18.18)

ledomāsimies, ka meklētais atrisinājums izvirzīts Maklorēna
rindā

Izvirzījuma brīvais loceklis un tam sekojošā locekļa koeficients

mums jau ir doti ar sākuma nosacījumiem (18.18). Lai dabūtu
nākošā locekļa koeficientu, liekam dotajā diferenciālvienādojumā
x= 0 (un tātad y=0; y'=\). Tas dod t/"(0)=0. Pārējo atvasināto

funkciju vērtības punktā x= 0 dabūsim, atkārtoti atvasinot vis-

pirms pašu diferenciālvienādojumu (18.17)

y"'+ xy"+2y'=cosx — x sin x,

yW+xy"'+3y"= — 2 sin x — x cos x,

w(5
>4-x«/<4>4-4f/"=-3 cos x+x sin x,

j/<6)+ +5y<4> =4 sin x+x cos x,

t/(
7)+xy(6> +6t/<

5)=5 cos x— x sin x utt.

un tad liekot iegūtajās vienādībās x= 0, y=0, y'=0, kā arī pārē-
jās atvasināto funkciju jau aprēķinātās vērtības. Tā atrodam

w "'(0) =-l; yl*)= (0); yč)(0) =l; w(6)(0) =0; y<7>(0) =-1; .. .

Tātad

X 3 X 5 X 7.
y=X ---+SĪ-7Ī+-3Ī-

-jeb, kas ir tas pats,
y=s'm x.

Ka atrastā funkcija tiešām ir dotā diferenciālvienādojuma atrisi-

nājums, varam pārliecināties, ievietojot to tieši diferenciālvienā-

dojumā.
Te jāpiezīmē, ka ne jau vienmēr mēs atrisinājumu dabūsim

kādas pazīstamas rindas veidā. Vispārīgā gadījumā atrisinājuma

pareizību varēsim pārbaudīt, ieliekot diferenciālvienādojumā pašu
rindu un tās atvasinājumus. Grūtības vispārīgā gadījumā sagādā
arī tās precizitātes noskaidrošana, kuru iegūstam, izmantojot atri-

sinājumam tikai galīgu skaitu rindas locekļu.
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148. §.* Teilora rinda. Maklorēna rindu varējam sastādīt tikai

tādai funkcijai, kura ne vien pati ir definēta punktā x=0, bet

kurai eksistē arī visi atvasinājumi šajā punktā. Jau tādas vien-

kāršas funkcijas kā f(x)=yx vai /(x)=lnA: tādēļ nav izvirzāmas

Maklorēna rindā.

,Ir iespējams pakāpju rindas jēdzienu vispārināt, ņemot par

tās locekļiem ne vienkārši x pakāpes, bet gan binoma x—a pakā-
pes, kur a ir piemēroti izvēlēts skaitlis. Šādas vispārinātas jeb
t. s. Teilora rindas tad varam mēģināt sastādīt visos tajos gadī-
jumos, kad funkcijas izvirzījums Maklorēna rindā neeksistē.

Pieņemsim, ka dotā funkcija f(x) pieļauj šādu izvirzījumu pēc
x—a pakāpēm:

f(x) =a
0+al (x-a) +a

2 (x-a) 2 +a3(x-a) z+a
4 (x-a) 4+ .. ~

kur a
O, a

u a% ... ir pagaidām nenoteikti koeficienti. Lai šos koe-,
ficientus noteiktu, atvasināsim, tāpat kā meklējot Maklorēna rin-

das koeficientus, vienādības abas puses atkārtoti pēc x. Tad dabū

f'(x) =ay + 2a2(x —a) + 3a3(x —a)
2+ 4a4 (x —a) 3+ ...

f"(x) =2a 2+ 2-3-a3(x-a) +3• 4a4 (x-a)
2 + ...

f"'(x)=2-3a3+2-3-4a
i {x-a) +...

Liekot visās šajās vienādībās (arī sākotnējā) x= a, dabūjam:

f(a)=ao; f'(a)=a,; f"(a) =2a2; f"(a) =2-3a
3; ..

~

no kurienes

a -f,aV a
-?(«)

~
,' /"(ak

a
_f'"(a) .

leliekot tagad atrastās koeficientu vērtības sākotnējā vienādībā,
atrodam, ka

fļ*) =/(«) +^jr-.(x-a) + {x-a) 2+
f

(x-a)* + ...+
+ f^L (x-a)- +

... (18.19)

Tā arī ir meklētā Teilora rinda. Speciālā gadījumā, kad a=0, no

tās dabūjam Maklorēna rindu.

I. piemērs. Izvirzīt Teilora rindā polinomu

f(x) =x*-4x + 5

pēc augošām binoma x— 2 pakāpēm.

Atvasinot funkciju f(x), dabūjam
f'(x)=3x2

-4; f"(x)=6x; f"'(x)=6; fW(x)=o, ja n>3. Liekot ta-
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gad x= 2, iegūstam f_(2) =5; ('(2) =8; /"(2) = 12; /'"(2)=6;
/W(2)=o, ja n>3. Dotas funkcijas izvirzījums Teilora rindā ir

hx) =s+l- (x-2) +
i

- (*-2)2+
1

(x-2)3

jeb

f(x) =5+8(x-2) +6(x-2)
2 + (x-2)

3.

Teilora rindai šai gadījumā iznācis galīgs locekļu skaits. Viegli
saprotams, ka šāda galīga rinda radīsies katram polinomam.

2. piemērs. Izvirzīt Teilora rindā pēc binoma x—\ pakā-
pēm funkciju f(x) =lnx.

Te f(x) -
±

; f"(*)-Ļ ; /"' 0) = ; f< 4> (*) - - ;...,
no kurienes

T(l) =l; /"(1) =-1; r'(l) =l-2; /(4>(1) =— 1 -2-3;...

Tādēļ
'

lnx=lnl+ l.(x-l)-
T
L

(A;_i )
2+

T
i_2_

(x_1) 3_

1-2-3 . 1W ,
(x —1) +•• •

jeb

. o-i) 2 , (x-i) 3 {x-\y ,

Lai noskaidrotu, kādā intervālā dabūtā rinda konverģē, varam

lietotatkal Dalambēra konverģences pazīmi. Tā kā šeit

tad

~ "n+l ~
I (*-l) n+'-tt , ....

n .
~lim —— — lim /, '.

r .—- =\x— 1 • lim ——= x— 1 .
n-*co "n n-*J (rt+l) (X-l) n 1 1 ' '

Atrastā pakāpju rinda tātad konverģē, ja |x—l|<l, t. i., —1<

<x- 1 < 1 jeb o<x<2.

Intervāla galapunktā x= 0 dabū diverģentu skaitļu rindu

—1 ——————bet otrā galapunktā x= 2 iznāk jau agrāk

skaitļa ln2 aprēķināšanai izmantotā rinda 1
— 4-+4 ļ-+...

2 3 4

Aplūkotā rinda tādēļ konverģē intervālā o<x^2.
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3. piemērs. Aplūkosim jau agrāk lietoto izvirzījumu

= l-x+x
2
-x

3+ (18.20)

kas konverģē visiem |x|<;l. Konverģences intervāla labajā galā
šī rinda diverģē, kaut gan pašai funkcijai punktā x=l ir pilnīgi
noteikta vērtība. Arī dotās funkcijas vērtību aprēķināšanai kon-

verģences intervāla ārpusē aplūkotā rinda nav lietojama.

Mēģināsim tagad izvirzīt funkciju f(x) = pēc binoma

x—I pakāpēm. Pārrakstot ērtības dēļ funkcijas izteiksmi formā

f(x) = (I+x) -1, dabūsim

nx) =-(l+x)-2; f"(x)=2(l+x)-3;

f"'(x) =-2-3- (l+x)- 4; flV (x)=2-3-4(l+x)-5
;...,

no kurienes tālāk atrodam

/(i)=y; f'(i) = r(t)=§; r(i)-■-§*■:
li

f(4) (i)=J-;.-.

Dotās funkcijas izvirzījums Teilora rindā tātad ir

(18.21)

Tā ir atkal ģeometriska rinda ar kvocientu q= —ļ-(x—1). Sī rinda

tādēļ konverģē, ja \x— Iļ<l, no kurienes seko, ka \x— l|<2,

t. i., -2<x-l<2 jeb -l<x<3. Par rindu (18.21) mēdz teikt,
ka tā ir rindas (18.20) analītiskais turpinājums ārpus intervāla

(— 1; 1). Intervāla (— 1; 1) punktos abu rindu summas ir vienā-

das, bet ārpus šī intervāla, proti, intervālā (1;3) doto funkciju

|
var pārstāvēt tikai rinda (18.21).

4. piemērs. Noteikt diferenciālvienādojuma

y
'
=x2+y2 (18.22)

atrisinājumu, kas izpilda sākuma nosacījumu y(l)=0.

Atšķirībā no iepriekšējā paragrāfā aplūkotā piemēra te nav

vairs dota funkcijas vērtība punktā x= 0, bet gan punktā x=l.
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Diferenciālvienādojuma atrisinājumu tadeļ meklēsim Teilora rin-

das veidā

Rindas pirmais loceklis jau zināms: t/(l)=0. Pirmā atvasinājuma
vērtību dabū no dotā diferenciālvienādojuma: y'(l) = 1 +0= 1. Pā-

rējo atvasinājumu vērtības punktā x=l dabūsim, atkārtoti atvasi-

not diferenciālvienādojumu (18.22):

y"=2x+2yy' '
y"'=2+2y'2+ 2yy"

yW=6y'y" +2yy"
/

y(S)=6y"2+By
,
y"'+2yyW

Liekot iegūtajās sakarībās x=l, y—0, y'=\, kā arī atrastās pā-
rējo atvasinājumu vērtības, dabūjam

»"(1)=2; </"'(l)=4; 0<«>(1) =12; y&(\) =56; ...

Meklētais atrisinājums tātad ir

«,= (*_ !) + (*_ 1)2+1- (.v_ 1)3+ ļ. (x_ 1)4+
Z.

(x_ 1)5 +...

(18.23)

Galvenās grūtības te sagādā aprēķinu precizitātes noteikšana,

jo mēs taču nezinām pat dabūtās rindas konverģences intervālu.

Zināmu ieskatu par precizitāti varam iegūt, ja sastādām atrastās

funkcijas atvasinājumu

y'=\+2{x-\)+2{x-\) 2+2{x-\y + ~{x-\y+
... (18.24)

un, izejot no dabūtajām sakarībām (18.23) un (18.24), nosakām

atsevišķi vienādojuma (18.22) kreiso un labo pusi dažos «kontrol-

punktos».

Izvēloties kontrolei, piemēram, punktu x=l,s, dabūjam

y'=2,90; «=0,88; x2+r/
2=3,02.

Līdzīgā veidā dabū, ka punktā x=0,5

«'=0,40; t/=-0,32; x2+y
2=0,35.

Atšķirība starp vienādojuma abām pusēm (pēc absolūtas vērtī-

bas) pirmajā gadījumā ir 0,12, bet otrajā gadījumā 0,05. Ja vē-

lamies dabūt labāku saskaņu, rindā (18,23) jāņem vairāk locekļu.



Vingrinājumi

Noteikt pakāpju rindas konverģences intervālu un noteikt konverģenci
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Izvirzīt dotās funkcijas Maklorēna rindā un noteikt dabūtās rindas kon-

verģences intervālu.

"7 -JL-j 8—! • 9
1 •

x+2 ' " t2-*) 2 * '

yļ+x2 '

10. ln(*+Vl+*s
); 11. sin*2.

Aprēķināt tuvinātās vērtības, ņemot izvirzījuma trīs locekļus.

12. ļ'222T 13. ln 0,88; 14. cos 18°.

Aprēķināt ar precizitāti līdz ceturtai decimālzīmei.

15. 134T 16. ln 1,2; 17. — .

fe

Aprēķināt noteikto integrāļu tuvinātās vērtības, izvirzot zemintegrāļa fun-

kcijas pakāpju rindā (ņemt trīs rindas locekļus).
0,5 0,4 _x?

18. ļ £-Z±dx; 19- / c
2

dx;

0 0

0,3

20. f ar^x dx.
J x
0

Atrast pirmos četrus locekļus diferenciālvienādojuma integrāļa izvirzīju-
mam pakāpju rindā ar dotajiem sākuma nosacījumiem.

21. y'+y2=e*; t/(0)=0;

22. y"-y cos x= x; y(0)= l; t/'(0)=0.
23. Uzrakstīt trīs pirmos locekļus funkcijas f(x) =x 3lnx izvirzījumam Tei-

lora rindā pec binoma x— \ pakāpēm.
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VI DAĻA

VEKTORU ALGEBRAS ELEMENTI

UN ANALĪTISKĀ ĢEOMETRIJA TELPĀ

19. NODAĻA

VEKTORU ALGEBRAS ELEMENTI

149. §. Skalāri un vektoriāli lielumi. Par skalāriem sauc tādus

lielumus, kurus izvēlētajā mēru sistēmā izteic ar vienu vienīgu
skaitli. Tā, piemēram, kāda daudzstūra laukumu izteic kvadrāt-
centimetru skaits, temperatūru — grādu skaits, elektrības dau-

dzumu — kulonu skaits utt. Visi reālie skaitļi ir skalāri lielumi.

Par vektoriāliem lielumiem jeb vektoriem sauc tādus lielumus,
kuru raksturošanai nepietiek ar vienu skaitli un kuriem bez to

skaitliskās vērtības (vektora moduļa) jāuzrāda arī virziens. Tā,

piemēram, runājot par spēku, nepietiek, ja ir zināma tā skaitliskā
vērtība gramos, kilogramos vai tonnās, jo ir jāzina arī tā darbī-

bas virziens. Tas pats attiecas uz ātrumu, paātrinājumu utt. Ne-

viens reāls skaitlis nav vektors, bet katrs reāls skaitlis, kas nav

mazāks par nulli, var būt kāda vektora modulis.
Dažādus vektoriālus lielumus ģeometriski izteic ar orientētiem

taisnes nogriežņiem, kurus apskatījām 1. nodaļā (sk. 3.—8. §).

150. §. Vektoru summa. Definīcija. Par vektoru a un i

summu sauc vektoru c, ko dabū, savienojot pirmā vektora a sā-

kumu ar otrā vektora b galu, ja vektors b atlikts no vektora a

gala (139. zīm.). Sai gadījumā raksta c=a+b.

Atgādinām, ka šai kursā mēs apskatām tikai brīvus vektorus

(sk. 3. §).
Vektoru summai ir komutatīvā īpašība,

~a+b =b+~a, (19.1)

jo, ja a=AB=DC (139. zīm.) un b=ĀD=BC, tad ~a
+b=ĀB +

+BC=AC un~b +a=AD+DC =AC.



Vektoru summai ir asociatīva īpašība,

(a+'b) +~c=a+ (b +c), (19.2)

jo, ja a =AB, ~b=B~C un ~c =CD (140. zīm.), tad {a+b) +c=
ĀC

+

+ČD=ĀD un ~a+ (b +7) =AB +BD=AD. Formulā (19.2) 'tātad

139. zīm. 140. zīm. 141. zīm.

abās pusēs var atmest iekavas. Vispār, ja ir dota vektoru sistēma

au
a

2,...,an tad, atkārtojot (n—\) reizi vektoru saskaitī-

šanas operāciju, dabū vektoru s= ax+a 2 +. • - +«n jeb

7= tZ. (19.3)
i=l

Jebkura vektora a summa ar rtullvektoru o ir vienāda ar vek-

toru o,

~a+o=~a. ' (19.4)

Ja dots vektors a=AB, tad vektoru BA sauc par vektoram a pre-

tēju vektoru un apzīmē ar ( —a). Katram vektoram a eksistē pre-

tējs vektors, kurš izpilda identitāti

a+ (-a) =o. (19.5)

Atņemt kādu vektoru nozīmē pieskaitīt pretēju vektoru. Ģeomet-
riski vektoru atņemšanas kārtula parādīta 141. zīmējumā.

151. §. Vektora reizinājums ar skaitli. Definīcija. Par

vektora a reizinājumu ar skaitli % sauc vektoru

ī=Xa, (19.6)

kas kollneārs ar vektoru a un tā modulis \b\ =\X\-\a\. Tā vēr-

šams Ir vienāds ar a vērsumu, ja X~>o, un tas ir pretim vērsts

vektoram a, ja X<o.
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Piemēram, pareizināt vektoru a ar skaitli 3 nozīme tnskaršot

tā moduli, nemainot virzienu; pareizināt to pašu vektoru a ar

skaitli —3 nozīmē trīskāršot tā moduli un apgriezt vērsumu, bet

pareizināt ar nozīmē saīsināt vektora moduli uz pusi, nemai-

-» -» ļ_» 3
not virzienu. 142. zīm. attēloti vektori a, 3a, —3a, —a un —— a.

No definīcijas izriet, ka 1 -a =a,

(-l)-a=-a, . (19.7)

rīa=a +a+
...

+ a, (19.8)

kur n ir saskaitāmo skaits. Balstoties uz ģeometrisko uzskatā-

mību, nav grūti pierādīt, ka

a(Baļ =(aß)a, (19.9)

(a+B)a=aā+pX (19.10)

a(a+b
>

) =āa+ ab, (19.11)

kur a un b ir dotie vektori, bet a un B jebkādi reāli skaitļi. Pierā-

dīsim, piemēram, formulu (19.11). Sai nolūkā attēlosim (143. zīm.)

vektoru ~a =AB un ~b=BC summu ĀC=ĀB +BC=~a+ l). Bez tam

attēlosim vektoru aa =A'B' un $b=B'C summu A'C' =A'B'+

+BrC'=aa+ab.

Ta ka trijstūra A'B'C malas A'B' un B'C ir paralēlas un pro-

porcionālas trijstūra ABC malām AB un BC, tad trijstūri ABC

143. zīm.142. zīm.

un A'B'C ir līdzīgi. Tādēļ arī malas AC un A'C ir paralēlas un

proporcionālas, \A'C'\: \AC\ = ļaļ. Skaidrs, ka vektori A'C un

AC ir ar vienādu vērsumu, ja a>o, un tie ir savstarpēji pretim-

vērsti, ja a<o. No tā izriet, ka A'C'=aAC vai a(a+b) =aa+ a&,
ko arī vajadzēja pierādīt.
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Ar formulām (19.10) un (19.11) izteikta distributīva īpašība
ir pareiza arī trim un vispārīgi n saskaitāmiem.

Vienības vektoru, kura pamats un vērsums sakrīt ar kāda

vektora a pamatu un vērsumu, sauc par vektora a ortu un ap-

zīmē ar a°.

Acīm redzot,

~a=*\a\-~a°. (19.12)

152. §. Vektoru lineārā neatkarība. Vektoru b=Xl aļ+X2Ci2+

+
...

+XTian sauc par vektoru sistēmas ai;a2,..., an,
lineāru kombināciju un skaitļus Xi, %2, •■ ■, r.n par lineārās kombi-

nācijas koeficientiem. Ģeometriski lineāru kombināciju attēlo tā,

ka no kāda patvaļīgi izvēlēta punkta A velk vektoru AA{=X\ū\, no

tā gala punkta A\ kā no sākuma velk vektoru A{A2=%2a2 utt., līdz

nonāk pie vektora A
n-\A Tl

='K
nan, un pēc tam savieno punktus A

un A
a. Vektors AA n

=ha\ + 'k2a2+.. . +Xna
n

ir attēlojamā lineārā

kombinācija. Tā, piemēram, 144. zīmējumā attēloti vektori a, b un

c, kas atrodas šī zīmējuma plaknē un šo 3 vektoru divas lineā-

-» —� 3—, _>

ras kombinācijas: s=3a— c, un o=4a + 2o+ c.

Nullvektors ir jebkuras vektoru sistēmas lineāra kombinācija,

ja visi lineārās kombinācijas koeficienti ir nulles, 0- a, +0-a
2+

+.. .+0• an=o, bet, kā redzējām 144. zīmējuma 2. piemērā, null-
vektors var būt arī tāda vektoru lineāra kombinācija, kurā vismaz

viens koeficients nav nulle.

Dēfinī c i j a. Vektoru sistēmu au
a

2,...,aD, sauc

par lineāri atkarīgu, ja nullvektoru var izteikt kā šis vektoru sis-

tēmas lineāru kombināciju, kurā vismaz viens koeficients nav

nulle.

Vektoru sistēmu au a2,...,an, kas nav lineāri atka-

rīga, sauc par lineāri neatka-

rīgu. Tādai sistēmai vienādība

kial + X 2a 2+.■ . +KaD
=o iespē-

jama tikai tad, ja Xl ='k2
=
...

1. teorēma. Katra vek-

toru sistēma, kurā ietilpst kaut

viens nullvektors, Ir lineāri at-

karīga.144. zīm.
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Pierādījums. Pieņemsim, ka ax =o ietilpst vektoru sis-

tēmā a
u

a
2,..., aa. Tad neatkarīgi no skaitļa Xx,

Xļal
='klo=o un

eksistē lineāra kombinācija o =lļai+X 2a2+.. . + }.
nan, kurā koe-

ficienti = =...=Xn
=0, bet A,i==0. Tas nozīmē, ka vektoru sis-

tēma ir lineāri atkarīga, ko arī vajadzēja pierādīt.

2. teorēma. Ja lineāri atkarīgai vektoru sistēmai u
u

u
2,...,

"n, ("S>2) pievieno patvaļīgu vektoru sistēmu v
u

v 2,.. ., vm, tad

paplašinātā vektoru sistēma uu u2, ..., un, vu v 2, ..., vm arī ir

lineāri atkarīga.

Pierādījums. Saskaņā ar teorēmas nosacījumu lineārā

kombinācijā +X2
u

2+.. . +X aun
=o vismaz viens koeficients nav

nulle. Tādēļ arī lineārā kombinācijā KļUļ+K2u2+.. . +X
nun+0•vx+

+0• v2+.. .+0• v m
=o vismaz viens koeficients nav nulle. Tas

nozīmē, ka paplašinātā vektoru sistēma ir lineāri atkarīga, ko arī

vajadzēja pierādīt.

3. teorēma. Vektori v un v ir kolineāri tad un tikai tad,
ja tie ir lineāri atkarīgi.

Pierādījums. Pieņemsim, ka v un v ir lineāri atkarīgs

vektoru pāris. Tas nozīmē, ka lineārā kombinācijā au+ fiv=o vis-

maz viens koeficients nav nulle. Ja tad-u =Ā,D, kurX= ——.

, a

Tādēļ saskaņā ar formulu (19.6) vektori v un vAr kolineāri.

Otrādi, pieņemsim, ka v un v ir kolineāri vektori un vismaz

viens no tiem, piemēram, v nav nullvektors. Tad eksistē tāds

reāls skaitlis X, kas apmierina vienādību u=Xv jeb ( — 1)-m+

+/.u=o. Tā kā tad vektori v un v ir lineāri atkarīgs
vektoru pāris. Ar to teorēma pierādīta.

Sekas. Ja vektoru pāris {v, v} nav kolineārs, tad vienādība

au +p,v =o iespējama tikai tad, kad a=6=0.

153. §. Komplanāri vektori. Vektoru sadalīšana komponentēs.
Vairākus vektorus sauc par komplanāriem vektoriem, ja to pam-
ati ir paralēli vienai plaknei vai arī atrodas dotajā plaknē. Ja

komplanāriem vektoriem ir kopīgs sākuma punkts, tad tie atrodas

vienā plaknē. Tādēļ runāt par komplanāru vektoru sistēmu ir jēga
tikai tad, ja tajā ir vismaz 3 vektori, jo divi vektori, kam kopīgs
sākuma punkts, vienmēr atrodas vismaz vienā plaknē. Acīm re-

dzot, jebkura kolineāru vektoru sistēma ir komplanāra.

1. teorēma. Jau un v ir lineāri neatkarīgs vektoru pāris,



tad katru šim vektoru pārim komplanaru vektoru w var Izteikt

kā vienu vienīgu vektoru pāra {v, v} lineāru kombināciju

w=au+ $v, (19.13)

Pierādījums. Izvēlēsimies vekto-

riem v, v un w kopīgu sākuma punktu O

(145. zīm.) un pieņemsim, ka w nav ko-

lineārs ar v vai v. Velkot caur vektora

w= OA gala punktu divas vektoru v un v

asīm paralēlas taisnes, izveidojas parale-

lograms OAxAA
2. Paralelograma malas ir

vektoriem v un d kolineāri vektori OA\=145. zīm.

=A 2A=au un OA
2
=AIA=$v, bet saskaņā

ar vektoru summas definīciju OA =OA2+A 2A jeb w=au+sv. Ja

w ir kolineārs ar vektoru v, tad šajā formulā B=0. Ja w ir koli-

neārs ar vektoru v, tad a=0.

Ar to ir pierādīts, ka katru vektoru w, kas komplanārs ar

lineāri neatkarīgu vektoru pāri {«, v}, var izteikt kā šī vektoru

pāra lineāru kombināciju (19.13). Atliek pierādīt, ka šī lineārā

kombinācija ir vienīgā.
Pieņemsim, ka bez izteiksmes (19.13) eksistē vēl kāda cita

izteiksme

w=a]u+ Bil». (19.14)

Salīdzinot izteiksmes (19.13) un (19.14), iegūstam au+ fiv =a\u+

+M jeb

(a-ai)H+ (b-Bi)u=o. (19.15)

Tā kā vektori v un v ir lineāri neatkarīgi, tad izteiksme (19.15)

iespējama tikai tad, ja a—

cti
=0 un B—Bi =0 jeb a=a, un B=Bi.

Tādēļ izteiksme (19.13) ir viena vienīga, ko arī vajadzēja pierādīt.
Sekas. Jebkurā plaknē var uzrādīt ne vairāk kā divus lineāri

neatkarīgus vektorus.

Katru lineāri neatkarīgu vektoru pāri {v, v) sauc par plaknes
bāzi. Lineārās kombinācijas (19.13) koeficientus sauc par vek-

tora w koordinātēm, bet vektorus au un Bu — par vektora w kom-

ponentēm bāzē {v, v}.
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2. teorēma. Vektoru sistēma {«, v, w} ir komplanara tad un

tikai tad, ja tā ir lineāri atkarīga.

Pierādījums. Pieņemsim, ka vektoru sistēma {u,v,w} ir

lineāri atkarīga. Tas nozīmē, ka lineārajā kombinācijā KIU+K2V +

+K3
w=o vismaz viens koeficients nav nulle. Ja X3=/=O, tad w=

=au+ pv, kur a= —t—un B= —t-

2

-. Tādēļ saskaņā ar iepriekšējo
A3 X 3

teorēmu vektori v, v un w ir komplanāri.

Otrādi, pieņemsim, ka vektori v, v un w ir komplanāri, bet

vismaz divi no tiem, piemēram, v un v, nav kolineāri. Tad sa-

skaņā ar iepriekšējo teorēmu eksistē tādi reāli skaitļi a un 6, kas

apmierina vienādību w =au+sv jeb au+Bi> +(— \)w =o. Tā kā

( — tad vektoru sistēma {u,v,w} ir lineāri atkarīga. Ar to

teorēma ir pierādīta.

Sekas. Ja vektoru sistēma {«, v, w} nav komplanāra, tad Iz-

teiksme hļU+X2V+XļW=o iespējama tikai tad, kad Xi =k2— X3=0.

Izvēloties nekomplanāru vektoru sistēmas vektoriem kopīgu
sākuma punktu, tie veido kāda trijplakņu kakta šķautnes jeb t. s.

vektoriālo triedru. Vektoriālā triedrā {«, v, w} vektori seko viens

otram noteiktā kārtībā, pirmais ir v, otrais v, trešais w. Atkarībā

no tā, kā, skatoties no vektora w gala punkta, notiek īsākais pa-

grieziens, lai vektora v virzienu sakļautu ar vektora v virzienu,
izšķir labo un kreiso triedru. Labajā triedrā šis pagrieziens ir

pretējs pulksteņa rādītāju kustības virzienam (146. zīm. a), krei-

sajā triedrā
—

to kustības virzienā (146. zīm. b).

3. teor ē m a. Jau,v, w) ir nekomplanāru vektoru sistēma,

tad katru vektoru a var izteikt kā vienu vienīgu vektoru sistēmas

{v, v, w) lineāru kombināciju

a*=llU-ļ-k2V+k3W. (19.16)

146. zīm. 147. zīm.
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Pierādījums. Izvēlēsimies vektoriem v, v, W kopīgu sā-

kuma punktu 0 (147. zīm.). Tādā gadījumā šo vektoru asis ir

kāda trijplakņu kakta šķautnes. Sākuma punkts O ir trijplakņu

kakta virsotne. Vektors a var atrasties trijplakņu kakta iekšpusē,
uz vienas no trim skaldnēm vai uz kādas no trim šķautnēm. Katrā

gadījumā par vektora a sākuma punktu izvēlēsimies trijplakņu

kakta virsotni 0 un, pieņemot, ka vektors a= OA atrodas trij-

plakņu kakta iekšpusē, vilksim caur tā gala punktu A visām trim

trijplakņu kakta skaldnēm paralēlas plaknes. Tad veidojas para-

lēlskaldnis, kura diagonāle ir vektors a. Paralēlskaldņa šķautnes

.ir vektoriem v, v, w kolineāri vektori OAi=%\U\ OA2~X 2v un

OA
3
=X3w, kur Xi, X2unX 3 ir kādi reāli skaitļi. Saskaņā ar vektoru

summas definīciju OA =OAl +AlB+BA. Tā kā paralēlskaldņa ko-

lineārās un vienādi vērstās šķautnes fr vienādas, tad Aļß=
OA

2;

B~A=OA3 un OA =OAl+ OA2+ OA3 jeb 'a =K^u+X2v +K3 w. Ja vek-

tors a atrodas uz vienas no trijplakņu kaktu skaldnēm, tad ta*s
ir komplanārs ar diviem vektoriem, kas pieder pie vektoru sistē-

mas {«, v, w} un koeficients pie trešā šīs sistēmas vektora lineā-

rajā kombinācijā (19.17) ir vienāds ar nulli. Piemēram, ja vek-

tors a atrodas uz tās skaldnes, kurā atrodas vektori v un v, tad

X3=0. Ja vektors a atrodas uz vienas no trijplakņu kakta šķaut-
nēm, tad divi koeficienti lineārajā kombinācijā (19.16) ir nulles.

Piemēram, ja vektors a atrodas uz vienas šķautnes ar vektoru w,
tad 2=0.

Ar to ir pierādīts, ka katru vektoru a var izteikt kā lineāri ne-

atkarīgas vektoru sistēmas {«, v, w) lineāru kombināciju (19.16).
Atliek pieradīt, ka šī lineārā kombinācija ir vienīgā.

Pieņemsim, ka bez izteiksmes (19.16) eksistē vēl kāda. cita

izteiksme

a=ļiiu+ \i2v + ļi3w. (19.17)'

Salīdzinot izteiksmes (19.16) un (19.17), iegūstam

KļU +l2v+X3
w=ļiļU+ u2

f + ļi3
w

jeb

{X2-y.2)~v+ (X3-\i3)w=o. (19.18)

Tā kā vektoru sistēma {«, v, w} nav komplanāra, tad izteiksme

(19.18) iespējama tikai tad, ja Xi — v.i=0; X2—p2=0; X3—

|.i 3 =0
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jeb k\ =nuX2=u-2', = v.3- Tadeļ izteiksme (19.16) ir vienīga, ko
arī vajadzēja pierādīt.

Sekas. Telpā var uzrādīt ne vairāk kā trīs lineāri neatkari-

. gus vektorus.

Katru trīs lineāri neatkarīgu vektoru sistēmu sauc par telpas
bāzi. Izvēlētas bāzes vektoru lineārās kombinācijas (19.16) koe-

ficientus K\, K2 un X 3 sauc par vektora a koordinātēm, bet vekto-

rus X\U, X2
v un X 3w par vektora a komponentēm bāzē {«, v, w).

Ja bāze izvēlēta, tad lineārās kombinācijas (19.16) vietā var

saīsināti rakstīt a= (V, X 2; X 3).
154. §. Dekarta koordinātu sistēma telpā. Koordinātu sistēmu

telpā veido trīs izvēlēti bāzes vektori un sākuma punkts O

(148. zīm.). Bāzes vektoru asis, kas krustojas sākuma punktā 0,
sauc par koordinātu asīm. Vienu no tām sauc par abscisu asi,
otru par ordinātu, trešo par aplikātu asi. Atkarībā no tā, kādu

triedru veido bāzes vektori, izšķir labo un kreiso koordinātu sis-

tēmu. Sajā grāmatā kreiso koordinātu' sistēmu nelietosim.

Katrs koordinātu asu pāris atrodas vienā no trim koordinātu

plaknēm. Koordinātu plaknes sadala telpu astoņos oktantos. To

numerācija parādīta 148. zīmējumā.
Jebkura punkta P stāvokli izvēlētajā koordinātu sistēmā pil-

nīgi nosaka tā rādiusvektors OP =r. Par punkta P koordinātēm

sauc tā rādiusvektora koordinātes izvēlētajā bāzē. Tā, piemēram,
148. zīmējumā attēlots punkts P, kas atrodas IV oktantā, un tā

rādiusvektors OP=u—4v +2w jeb īsāk 0P=(1;— 4; 2). Skaitļi

(1; —4,2) ir arī punkta P koordinātes koordinātu sistēmā

{0, v, v, w}. Punkta koordinātes raksta iekavās blakus punkta ap-

zīmējumam, piemēram, P(l; —4; 2). Pirmo skaitli šajā pierakstā
sauc par punkta abscisu, otro par ordināti, bet trešo par aplikātu.

Katram punktam telpā, tāpat kā vektoram, ir tātad 3 koordinā-

tes — unotrādi — katrai sakārtotai trīs skaitļu kopai atbilst viens

vienīgs punkts, kuru var konstruēt pēc dotajām koordinātēm. Trīs

savstarpēji perpendikulārus ortus i, j, k, kam moduļi vienādi ar

vienu, t. i., ļ īļ =ļ/| =\k | = 1,. sauc par ortonormētu telpas bāzi.

Ortonormēta bāze un sākuma punkts 0 veido taisnleņķa koordi-

nātu sistēmu telpa (149. zīm.). Taisn-

leņķa koordinātu sistēmas abscisu ass

(Ox ass) orts ir i, ordinātu ass (Oy

ass) orts ir /, un aplikātu ass (Oz ass)

orts ir k. Patvaļīga punkta P taisn-

leņķa koordinātes pieņemts apzīmēt ar

(x;y\z). Tādējādi pieraksts P(x;y;z)
nozīmē, ka punkta P abscisa ir skaitlisx, 148. zīm.
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ordināte — skaitlis y un aplikāta — skaitlis z. Sie skaitļi ir vie-

nādi ar punkta P rādiusvektora

7=*xi+yJ+ztt, (19.19)

jeb saīsinātā pierakstā

~r= (x;y; z) (19.20)

149. zīm. 150. zīm.

projekcijām (koordinātēm) uz taisnleņķa koordinātu sistēmas

{0; i; j; k) asīm. 149. zīmējumā redzams, ka rādiusvektora r= OP

komponentes ir vektori OP\=xi; OP
2
=yj; OP

3
=zk. So ass vek-

toru algebriskie lielumi x =OP
v y =OP

2 un z=OP
3 ir punkta P

un tā rādiusvektora OP taisnleņķa koordinātes.

Punkti, kuru aplikāta ir 0, atrodas xOy plaknē. Tā, piemēram,
punkts Po(x;y;0) ir punkta P(x; y; z) taisnleņķa projekcija xOy
plaknē. Punkti, kuru aplikāta un ordināte ir nulle, atrodas uz

abscisu ass. Punkts P\(x; 0; 0) ir punkta P(x; y; z) taisnleņķa pro-

jekcija uz abscisu ass. Tā paša punkta projekcija uz ordinātu
ass ir punkts P2(0;y;Q), bet uz aplikātu ass P 3 (0;0;z). 150. zī-

mējumā, piemēram, attēlots punkts 4(3;2;—1) taisnleņķa koor-

dinātu sistēmā. Sis punkts atrodas V oktantā, tā rādiusvektors

ir 04= (3; 2; -1). Punkta 4(3; 2; -1) projekcija xOy plaknē ir

punkts 4
0(3; 2;0), bet projekcija uz Ox ass ir punkts 4'(3;0;0).

Ja kāda vektora a koordinātes, ortonormētā telpas bāzē ir

skaitļi ax, ay, a
z, tad lineārās kombinācijas a=axi +ayj+azk vietā

īsāk raksta

a= (ax\ a
y; az). (19.21)
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Tādēļ vienmēr ir spēka simboliska identitāte

(ax; a
y; az ) =ax

i+a
y j+azk. (19.22)

Var lietot šādus pierakstus:

o=(0;0;0), (19.23)

T= (1; 0; 0),

T=(0; I; 0)» ■ (19.24)

k= (0; 0; 1).

Divi vektori a= (ax; ay; az ) un b= (bx; b
y; b

z ) ir vienādi tad un

tikai tad, ja ir vienādas atbilstošās to koordinātes: ax
=b

x; a
y
=b

y

un a z
=b

z.

Vektoru summas a+ b koordinātes ir vienādas ar saskaitāmo

vektoru koordinātu summu:

a+ b= (ax; ay; az ) + (bx; b
y; b

z) =

=(ax+bx; a
y+by; a z +b

z). (19.25)

Piemēram, (3; -1; 0) + (4; 2; -15) =(7; 1; -15).

Pareizināt vektoru a=(ax; ay\ az) ar kādu reālu skaitli X no-

zīmē pareizināt visas šī vektora koordinātes ar X:

a =X(ax; a
y; a z ) =(Xax; Xay; Xaz ). ■ (19.26)

Piemēram, 3(2; -1;4) = (6; -3; 12).

Katra vektoru sistēmas a
u a2,..., a

n
lineāra kombinācija

~b=Xiai+X2
~a

2+
■■■

+Xnfln (19.27)

ir identiska ar 3 lineāru vienādojumu sistēmu:

b
x
=X\a\

x+
X 2a2x+.. . +X

nanx

b
y=Xļaly +X2a2y +.. . +Xnany (19.28)

b
z
=Xia\z +X 2a

2z+.. . +Xnanz

kur Xļ, X 2,.. ., X
n

ir lineārās kombinācijas (19.27) koeficienti, bet

(bx; b
y; b

z ) un (aix; aiy ; aļz), t= 1, 2,.. ~n, izteiksmē (19.27) ietilp-
stošo vektoru koordinātes.

155. §. Vektoru skalārais reizinājums. Pastāvīga spēka F

darbu, kas paveikts, pārvietojot kādu materiālu punktu pa taisna



virziena ceļu s, kura garums ir ļsļ, fizikā aprēķina ar formulu

/l=|s|-.Fs, kur F
s
= ir pastāvīgā spēka F projekcija uz

ceļa s ass un cp
— leņķis starp spēku F.un ceļu s (151. zīm.).

Padarītais darbs tātad ir vektoru f un s funkcija A= \s\-\F\coscp.

Sai funkcijai ir īpašs apzīmējums A=F-s

un to sauc par vektoru F un s skalāro rei-

zinājumu.
Neatkarīgi no fizikālās interpretācijas

par vektoru a un b skalāro reizinājumu
sauc reālu skaitli, kuru apzīmē ar simbolu

a-b un iegūst, pareizinot pirmā vektora

moduli ar otrā vektora projekciju uz pirmā
vektora ass, t. i.,

151. zīm.

fl.6=|a|.pra &*=|6ļ-prb o=|a|.|&|cos<p, (19.29)

kur cp= <£ (a, b) ir leņķis starp vektoriem a un b.

Bez apzīmējuma a-b skalārā reizinājuma apzīmēšanai lieto

arī citus simbolus, piemēram, ab, (a, b) v. c.

Saskaņā ar definīcijas formulu (19.29) skalāram reizinājumam
ir spēkā komutatīvā īpašība

a- b=b -a.

Acīm redzot,

a-a= ja|-|a|-coso= |a| 2 (19.30)

a • c= ļaļcos <£ (a, c) (19.31)

c, -7
2
=cos <ļ: (e

u
~e

2 ), (19.32)

kur a ir patvaļīgs vektors, bet c, e\ un e2
— vienības vektori.

Skalārais reizinājums a■ b= \a\-\bļ- cos 9 ir vienāds .ar nulli,

ja vismaz viens no skaitļiem \a\, [b\ vai cos<p ir nulle. Ja eos/jp=

=0, tad <P="2" un ir savstarpēji perpendikulāri (ortogo-

nāli). Tā kā nullvektoru var uzskatīt par ortogonālu ar jebkuru
vektoru, tad skalārais reizinājums Ir vienāds ar nulli tad un tikai

tad, ja vektori ir ortogonāli. Skalārais reizinājums ir pozitīvs, ja
leņķis starp vektoriem ir šaurs, bet negatīvs, ja šis leņķis —

plats.
Skalāram reizinājumam ir spēkā asociatīvā īpašība attiecībā

uz skaitlisku reizinātāju X, t. i.,

(ka) -~b=a- (Xb) =X(a-"b). (19.33)



Lai par to pārliecinātos, atcerēsimies formulu (1.6), pec kuras

pr?a= |aļcos <£ (a, b). Ja vektoru a pareizina ar skaitli X, tad

arī tā projekcija uz kādas ass jāreizina ar šo skaitli, t. i.,

pr? (Ka) =Ā|aļcos <£ (a, b) un ļ6lprT (Ka) =Aļap-|&|cos <ļ; (a,~b),

152. zīm.

bet saskaņa ar skalārā reizinājuma definīciju tas nozīmē, ka

(ka)-b=k(a-b). Analogi pierādāms, ka (kb) •a=k(a ■ b). Tādēļ
formula (19.33) ir pareiza.

Lai pierādītu, ka skalāram reizinājumam ir spēkā ari distri-

butīvā īpašība

(a + b) •~c =a-7+~b -7, (19.34)

tad balstīsimies uz ģeometrisko uzskatāmību, kas attēlota 152. zī-

mējumā. No zīmējuma redzams, ka OAļ =pr~?a, AļA2
=pr~? b un

Ovl2=pr? (a +~b) =OAi +A1A2.
Tādēļ

pr?(a+b) =pr?a+pr?fc. (19.35)

Pareizinot izteiksmes (19.35) abas puses ar vektora c moduli

|c|, iegūstam

|c | •pr? (a +6) =|c | • pr7 a+ ļc ļ • pr?7. (19.36)

Formulas (19.36) kreisā puse saskaņā ar skalārā reizinājuma de-

finīciju ir skaitlis (a +b)-c, bet labā puse skaitļu a-c un b-c

summa. Ar to ir pierādīta formula (19.34).

Ja vektori a=(a x; a
y; a

z ) un b=(č>x; b
y; b

z) uzdoti ar savām

koordinātēm, tad, balstoties uz distributīvo īpašību un ievērojot,
ka

7-7=7-7=£ (19.37)
»



un

7-7=7- ~k=k-ī=o, (19.38)

dabūjam, ka

a-b= (ax
i +ayj+ • (bx

i+b
yj+b

zk) =

=axbx +ay
b
y+az

b
z. (19.39)

Piemēram, vektoru a= (—2;1; 3) un 6=(2;4; —1) skalārais rei-

zinājums ir"a-~6= (-2)-2+l-4+3-(-l) =-3.

Formulas (19.39) īpašs gadījums ir

~a.a=a
x
2+ay

2 +az
2
, (19.40)

bet a-a=\a\ 2. Tādēļ, ja zināmas vektora a koordinātes taisnleņķa
koordinātu sistēmā, tad tā modulis aprēķināms pēc formulas

\a\=yax2+a
y

2+az
2. (19.41)

Piemēram, vektora a— (—3; 4; —12) modulis ir |a| =

=V(—3)2+4 2+ (— 12)2
=yĪ69= 13. Saskaņā ar formulu (19.12) šī

vektora orts ir vektors

aoJ 3
;
±- -i2-).

\ 13' 13 ' 13/

156. §. Vienkāršākie uzdevumi par taisnleņķa koordinātēm

I°. Vektora virziena kosinusi. Ja vektora a projekcijas uz taisn-

leņķa koordinātu sistēmas {Q; i; /; k) asīm apzīmētas ar ax, ay un

az, bet a ir leņķis starp i (Ox asi) un a, p — leņķis starp j

(Oy asi) un a, y
— leņķis starp k (Oz asi) un a, tad saskaņā

ar formulu (1.7) vektora a virziena kosinusi ir:

ax
_

a
y

az ~„
cosa=

-ļ—r-; 005 8= cosv=
t—r. (19.42)

\a\ \a\ ■ \a\

kāpinot formulu (19.42) abas puses kvadrātā, summējot un ņe-
mot vērā, ka \a\ 2

=a
x

2+ay
2+az

2, iegūstam

cos
2 a+cos2 B+ cos

2v=l. (19.43)

, Vektora virziena kosinusi pilnīgi nosaka vektora virzienu, bet
neko neliecina par tā moduli.

,



Tā kā

a° ■ i =pr7
>

a°=cos <£ (a°, i) = cos a,

a° • / =pr/ a°=cos <£ (a°, /) =cos 6,

a° •k=ņr~ķ a°=cos<ļ; (a°,k) =cos v

un a=ļfl|-a°, tad vektora a virziena kosinusi ir vienādi ar tā

orta koordinātēm, t. i.,

a°= (cos ct; cos 8; cos y). (19.44)

Piemēram, vektora a=( —3; 4; —12) orts, kā redzējām iepriek-

šējā paragrāfā, ir vektors a°=ļ— ; ; — j|"ļ- Vektora a vir-

ziena kosinusi tātad ir

3 4 12

cosa=- T3-; cos^-^-

-2°. Vektoru kolinearitātes nosacījumi. Divu vektoru ,a =

= (ax; a
y; a

z ) un b= (b x;by;bz ) kolinearitātes nepieciešamais un

pietiekamais nosacījums saskaņā ar 152. § 3. teorēmu ir to lineārā

atkarība, t. i., b=Ka. Tādēļ saskaņā ar formulām (19.26) b
x
=Xax;

b
y
=Xa

y
un b

z
=Xa

z. Izslēdzot no šīm izteiksmēm skaitli X, dabū-

jam kolinearitātes nosacījumus:

6
x
=

fc
z
=

fcz
(1945)

ax a
y

az

Ja kāda vektora a koordināte ir nulle, piemēram, a y=0, tad vek-

tora a pamats ir paralēls xOz plaknei un pats vektors perpendi-
kulārs Oy asij. \

3°. Vektoru ortogonalitātes (perpendikularitātes) nosacījums.

Saskaņā ar vektoru a=(a x; a
y; az ) un b= (b x;by;b z) skalārā'

reizinājuma īpašībām vektoru ortogonalitātes nepieciešamais un

pietiekamais nosacījums ir skalārā reizinājuma vienādība ar nulli,
t. i.,

a
x
b

x +a
y
b
y+a

z
b

z =0. (19.46)

4°. Leņķis starp vektoriem. Saskaņā ar formulām (19\29),

(19.39) un (19.41) kosinusu leņķim <p, kas ir starp vektoriem a=

=(ax; a
y\ a

z) un 6= (bx; b
y; b

z ), aprēķina pēc formulas

a-b a x
b

x +ay
b

y+az
b

z
naA

4\
cos<p=

-j—, |, |=— — — -. (19.47)
\a\-\b\ 1ax

*+a
y2+az *-ybx

z+b
y
*
+b

z
>
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Piemērs. Atrast vektora a=2e+ 3j —k projekciju uz vek-

tora b=—3i —j+k ass un noteikt leņķi starp šiem vektoriem.

Atrisinājums. Saskaņā ar formulu (19.39) a-b=

=2-(-3)+3-(-l) + (-l)-l =-10 un saskaņā ar formulu

(19.41) |ft|=ļ/(-3)2 +(-1)2+12=yil)

|a|=y22 + 32+(-l) 2
=yĪ4,

bet saskaņā ar formulu (19.29)

pr?a= = «-3,03.
\b\ yn

Saskaņā ar formulu (19.47) ,

cos<p=
_T •CL=4l£«-0,8, no'kurienes <p«l43°lo'.

yi4-yn yis4

153. zīm.

s°. Attālums starp diviem punktiem. Vektors a= (ax; b
y; az),

kura sākuma punkts A (xx\yu- z{) un gala punkts B(x 2; y2; z
2) ir

divu rādiusvektoru r2=OB un r
x
=OA starpība (153. zīm.). Tā kā

r*= (x 2; y2; z
2) un r,= (*,; yu- Zj), tad

a =r2-~ri= (x2-xi; y 2-yu- z2-zx)



jeb saskaņā ar divu vektoru vienādības nosacījumu

o.x—X2— Xļ, I

a
Y=y2-yu (19.48)

ūļ =Z
2

— Zļ. J

Attālums starp punktiem A un B ir vektora a modulis, kuru

var aprēķināt pēc formulas (19.41). No šejienes.

\AB\ =y(*2-*i) 2+ (y2-y,) 2+ (22-z,) 2. (19.49)

Piemērs. Vektora a sākuma punkts ir A(—5; 11; 1) un gala

punkts B( — 1; —8; 9). Noteikt šī vektora ortu.

Atrisinājums. Saskaņā ar formulu (19.49) |a| =

=V(-l+s)2+ ( —B—ll) 2 +(9—l) 2=ļ/441=21. Saskaņā ar formu-

lām (19.48) a
x=4; a

y
=—19 un az=8 un saskaņa ar formulām

4 19 8

(19.42) cosa=2j-; cos6=-2ļ, cosy=

2j-.
Tadeļ meklējamais orts

-o
=

M._i9
:
±\

\2l' 21 2lj
6°. Nogriežņa dalīšana dotajā attiecībā. Ja caur diviem pun-

ktiem A un B ir vilkta taisne un uz tās atrodas trešais punkts C,
AC

kurš nesakrīt ar punktu B, tad skaitli sauc par attie-

cību, kādā punkts C dala orientēto taisnes nogriezni AB. Ja X>o,
tad punkts C atrodas starp punktiem A un B (154. zīm. a).'Ja
Ā.<o, tad punkts C neatrodas starp punktiem A un B (154. zīm. b).

154. zīm.

AC
Doti punkti A(xt; yytZ(\ un B(x2\ y2; z2 ) un attiecība K= .

Jāatrod punkts C(x;y\z). Apzīmēsim punktu A, B un C rādius-

vektorus ar r
u

r
2

un r. Tad, kā redzams no 154. zīmējuma, AC=

—r—T\ un CB =r2
—

T\. Tā kā AC un CB ir kolineāri vektori un

to algebrisko lielumu attiecība X ir dota, tad AC=XCB un
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vienmēr ir speķa vektoriāla vienādība r— rx =X(r2
— r). No tas seko

(1 +X)r=7ļ+lr2 un

—> —�

ir

(19.50)

jeb saskaņā ar formulām (19.26)

Xļ+XX2_ U\+XU2 .
,

Zļ+Xz2 /IQCI\
A=_

r+X' y
=Āīī-'

2=

"ī+ir- (19>51)

Atzīmēsim vēl dažus formulas (19.50) paveidus. Liekot %=

= formula (19.50) kļūst simetriskāka

m+ n

Tā kā skaitļus m un n dotajā attiecībā te=—- vienmēr var izvē-

lēties tādus, lai to summa m+n būtu vienāda ar 1, tad

~r=m7{+nrļ, (m+n=\) (19.53)

jeb

7= (i-tt)7, +rtr
2. (19.54)

.
157. §. Vektoru vektoriāls reizinājums. Runājot par algebrisku

operāciju, kas nosaukta par reizināšanu, zinām, ka skaitļa reizi-

nājums ar skaitli ir skaitlis, ķa skaitļa reizinājums ar vektoru ir

vektors un ka vektora skalārais reizinājums ar vektoru ir skaitlis.

Tagad iepazīsimies ar algebrisku operāciju, kuru sauc par vek-
tora vektoriālo reizinājumu ar vektoru. Atšķirībā no skalārā rei-

zinājuma vektora vektoriālais reizinājums ar vektoru ir vektors.

Definīcija. Par vektoru a un b vektoriālo reizinājumu

sauc vektoru c, kura modulis un virziens noteikts šādi:

1) |c| = |aH&|sin<(M);

2) vektors c ir perpendikulārs abiem vektoriem a un b;

3) vektori a, b un c veido labo vektoriālo triedru. Tas nozīmē,

ka, apvienojot visu trīs vektoru a, b un c sākuma punktus, vekto-

ram c jābūt vērstam tā, kā ir vērsts perpendikulāri pret delnu

saliekts labās rokas trešais pirksts, ja pirmais pirksts (īkšķis) no-

rāda vektora a, bet otrais — vektora b virzienu (155. zīm.).
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Vektora a un vektora b vektoriālo reizinājumu c parasti ap-

zīmē ar simbolu aXb jeb [ab]. Tā garuma skaitliskā vērtība (mo-
dulis) saskaņa ar definīciju ir vienāda ar tāda paralelograma

laukumu, kura malas ir vektori a un b, jo

\axb\ = \c\ =|a|.|6|sin <f (a,~b). (19.55)

155. zīm. 156. zīm.

Vektoriāla reizinājuma jēdziens ir radies mehānika. Cieta ķer-
meņa statikā būtiski svarīga loma ir tādam jēdzienam kā spēk

moments pret punktu. Ja spēks F pielikts punktā A (156. zīm.

tad par spēka F momenta vektoru pret punktu O sauc vekto

M =rXF, kur r=OA ir rādiusvektors, kas savieno punktu O

spēka F pielikšanas punktu A. Momenta skaitliskā vērtība (m
dulis) tātad ir vienāda ar spēka moduli, pareizinātu ar punkta

attālumu \OP\ no taisnes, kas ir spēka vektora F pamats.
Vektoriālā reizinājuma īpašības.

I°. Divu kolineāru vektoru a un b vektoriālais reizinājums
nullvektors:

aXb =o,

jo tādā gadījumā sin<£ (a, b) =0 un

\aXb\ =0.

2°. Vektoriālam reizinājumam ir antl-

komutativā īpašība, t. i., mainot reizinā-

tāju kārtību, vektoriālais reizinājums
maina zīmi (157. zīm.)

a

,

Xb=-(bX~a). (19.56)

Šī īpašība izriet iieši no definīcijas. Tā

kā vektoriālajam reizinājumam nav spēkā 157. zīm.
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komutatīvā īpašība,, tad reizinātāju rakstīšanas kārtībai ir būtiski

svarīga nozīme.

3°. Asociatīvā īpašība attiecībā pret skalāru reizinātāju:

' ~aX)J>=%~aXb =X (axb). (19.57)

Ja X>o, tad šī īpašība ir acīm redzama, jo, cik reizes, nemainot

virzienu, palielina vienu paralelograma malu, tikpat reizes palie-
linās paralelograma laukums. Ja A<o, tad formula paliek spēkā,

jo, ja maina viena reizinātāja zīmi, tad mainās arī vektoriālā

reizinājuma zīme.

4°. Distributīvā īpašība:

(a +b) X~c=axc+bxc; 7X (a +V) =~cXa +cxX (19.58)

Lai to pierādītu, pieņemsim, ka vektora c ortam c° un vektoram a=OA ir

kopīgs sākuma punkts 0, kas atrodas kādā plaknē A, pret kuru ir perpendi-

kulārs vektors c° (158. zīm.). Taisne, kas vilkta caur vektora a gala punktu A

perpendikulāri plaknei A, krusto šo plakni punktā A
v

Vektoru OAļ sauc par

vektora a=OA projekciju plaknē A. Raugoties uz plakni A no vektora c°

gala punkta, pagriezīsim vektoru 0AX plaknē A par 90° pulksteņa rādītāja

kustības virzienā un parādīsim, ka tā iegūtais vektors OA2 ir vienāds ar vek-

toru aXc°. Tiešām ļo^4ll- \OA2\= \a\ • cos(9o°-cp)= ļaļ • sinq>, kur cp ir leņķis

starp vektoriem a un c°. Vektors OA2 pēc konstrukcijas ir perpendikulārs

vektoriem a un c°. Vektori a, c° un OA2 veido labo triedru. Tātad 0/t
2
=aXc°.

158. zīm. 159. zīm.

Izvēlēsimies 3 vektoriem c°, a un a+b kopīgu sākuma punktu 0 (159.zīm.).

Caur šo punktu 0 perpendikulāri vektoram c° vilksim plakni A un apzīmēsim

ar OA
2 vektora 0=0/1, projekciju šajā plaknē, bet vektora a+b — OBļ pro-

jekciju plaknē A ar OB2. Acīm redzot, OAi+Aļßi— OBi un OA2 +A282^0B2.

Raugoties uz plakni A no vektora c° gala punkta, pagriezīsim vektorus OA2

un OB2 plaknē A par 90° pulksteņa rādītāju kustības virzienā. Tad dabūjam
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vektorus OA3 un 0B3, kurus saista vienādība OA 3+A 3
B

s =OB3. Saskaņā ar

iepriekšējā rindkopā aprakstīto konstrukciju OA
3 =aXc°\ OB3=(a+b)Xc° un

A~3*B
3
=~bx7°. Tādēļ"

(a+7)x7=7xč°+bxč°. (19.59)

Pareizināsim izteiksmes (19.59) abas puses ar vektora c moduli |c|. Tad, ievē-

rojot vektoriālā reizinājuma asociatīvo īpašību attiecībā pret skalāro reizinā-

tāju, dabūjamvienādību

(a+b) X|c|• č»=āx|c| .7>+bX |C (19.60)

Tā kā |cļ-c°=c, tad (a+b) Xc=aXc+bXc, ko arī vajadzēja pierādīt.

Ja vektori a= (ax; a
y; az ) un b =(b x; b

y; b
z) doti ar savām

koordinātēm, tad, balstoties .uz tikko pierādīto distributīvo īpa-
šību un ievērojot, ka

7x7=7x7=7x7=7, (19.61)

7xl=7; 7x7=l; 7x7=J, (19.62)

7x7= -k; kxl= -7 7x7= -7 (19.63)

dabūjam

axb= (axi +a
yjxazk) X =

=ax
b

y
k

— a
x
b

zj — a
y
b
x
k +a y

b
z
i+a

z
b

x\— az
b

yi

- (ay
b

z -az
b

y )i+ (az
b

x
-a

x
b

z)j+ (axby
—a

y
bx )k. (19.64)

legūtais rezultāts ir pārskatāmāks, ja to uzraksta, lietojot 1. no-

daļas 12. § aprakstītos determinantus:

7x/~h ar a
z \az ax \ax ay\-*GX&=

b
y

b
z

l + \b
z

b
x

! + \b
x

b
y
\k' ' ( 19-65)

jeb

«Xi=(? a

: ļ\: ? M). (19.66)
\by

b
z\ b

z
b
xIbx

b
y \ļ

So rezultātu var viegli iegaumēt, ja vektoru v un d koordinātes

uzraksta kā skaitļu tabulu (matricu)

(ZZZY
Aizsedzot matricas pirmo kolonu, paliek tie skaitļi, kuri veido

formulas (19.66) pirmo determinantu. Aizsedzot matricas otro



kolonu, paliek skaitļi, kuri veido formulas (19.66) otro determi-

nantu, bet ar mīnusa zīmi. Aizsedzot matricas trešo kolonu, va-

jadzīgā kārtībā paliek skaitļi; kuri veido formulas trešo determi-

nantu.

Piemērs. Atrast vektoru a=2i+ 3/ +6fe un b=4i+j+ 3k

vektoriālo reizinājumu.

Atrisinājums. Uzrakstīsim vektoru a un b koordinātu
matricu

12 3 6\

U 1 3/

Aizsedzot matricas pirmo kolonu, dabūjam

(ax7) x
=

8

|ļ=9—6= 3.

Aizsedzot otro kolonu un rakstot determinantu ar mīnusa zīmi,

dabūjam

(a XT)y =-ļ4 g| =-(6-24) = 18.

Aizsedzot trešo kolonu, dabūjam «

(aX6)i= | =2— 12= —10.

Tātad

=3?+lBf-10r
jeb īsāk pieraksta

7x7= (3; 18; -10).

i

Vingrinājumi

h Noteikt ortus vektoriem 1) a=si—2j— Wt; 2) a=i— j.

2. Noteikt vektora a=(33; —10; 6) virziena leņķu kosinusus.

3. Cik lieli ir leņķi starp vektoru un koordinātu asīm, ja tie visi trīs ir

vienādi?

4. Aprēķināt leņķi starp vektoriem a=i+j —Ak un ft=(l; —2; 2).

5. Parādīt, ka vektori 2i— j+k un 4i+9j+k ir savstarpēji ortogonāli.

6. Atrast vektoru b, kurš kolineārs ar vektoru a=(2;,—l;2) un apmierina

vektoriālu vienādību a-b=— 18.

7. Doti vektori ā*= (3; 0; - 1), 7= (2; 4; 3), 7= (-1; 3; 2), ~d= (2; 0; 1). Ap-

rēķināt i) (7x7) x7un 2) (7x7) • (7x7).
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20. NODAĻA

VIENĀDOJUMU ĢEOMETRISKĀ NOZĪME

158. §. Vienādojums ar vienu mainīgo lielumu. Visvienkāršākā
vienādība

x= a, (20.1)

kur a ir dots skaitlis, ģeometriski izsaka kāda 'punkta koordināti

uz ass (sk. 5. §). Taisnleņķa koordinātu sistēmā plaknē vienā-

dība (20.1) izteic tādu taisni, kura ir paralēla Oy asij resp. per-

pendikulāra pret Ox asi (sk. 17. §). Visiem šīs taisnes punktiem
ir viena kopīga īpašība — to abscisas ir a. Šādas īpašības nav

nevienam citam punktam, kurš neatrodas uz Oy asij paralēlas
taisnes.

Vilksim taisnleņķa koordinātu sistēmā telpā plakni, kura ir'

paralēla yOz plaknei (perpendikulāra Ox asij) un krustojas ar

Ox asi punktā A(a;0;0). Katrs patvaļīgs punkts P(x;y;z) atro-

das šajā plaknē tad un tikai tad, ja tā projekcija uz abscisu ass

ir punkts A(a;0\0). Tas nozīmē, ka nepieciešamais un pietieka-
mais nosacījums tam, lai kāds patvaļīgs punkts P(x\y;z) atras-

tos šajā plaknē, ir vienādība (20.1). Tādēļ x= a ir yOz plaknei

paralēlas (Ox asij perpendikulāras) plaknes vienādojums taisn-

leņķa koordinātu sistēmā telpā. Visiem šīs plaknes punktiem ir

viena kopīga īpašība — to abscisas ir a. Šādas īpašības nav ne-

vienam citam punktam, kurš neatrodas minētajā plaknē.

Analogi var pierādīt, ka

1) y=b un 2) z= c (20.2)

ir 1) xOz un 2) xOy plaknei paralēlu plakņu vienādojumi. Šeit
b un c ir doti skaitļi. Ja a=b=c= 0, tad dabūjam koordinātu

plakņu yOz, xOz un xOy vienādojumus:

x=0, y=0 un 2=0. (20.2')

Taisni, pa kuru dotā plakne šķeļ kādu koordinātu plakni, sauc

par dotās plaknes pēdu attiecīgajā koordinātu plaknē. Taisnes

krustpunktu ar kādu plakni sauc par taisnes pēdu plaknē. Piemē-

ram, plaknes x= a pēda xOy plaknē ir Oy asij paralēla taisne, bet

xOz plaknē —
Oz asij paralēla taisne (160. zīm.). Trešās pēdas

šai plaknei nav, jo tā ir paralēla ar yOz plakni. Ox ass pēda
plaknē x=a ir punkts A (a; 0; 0).

Ja vienādojumam f(x)=o ir n reālas saknes, t. i., n reāli

skaitļi a
it

a 2,..., an apmierina vienādojumu f(x)=o, tad šī vie-

nādojuma ģeometrisko nozīmi izteic n vienādojumi: x=a
u

x=

=a
2,x =an, kas ir yOz plaknei paralēlu plakņu kopa, kuru

krustpunkti ar Ox asi ir Ax(ay\ 0; 0), A
2 (a2; 0; 0),. ..., A

n(a„; 0; 0).
Piemēram, vienādojums x2—x—2= 0 telpā izteic divas plaknes
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x= 2 un x= —1, kuras paralēlas yOz plaknei un krusto 0x asi

punktos i4i(2; 0;0) un i4
2(-l;0;0).

159. §. Vienādojums ar diviem mainīgiem lielumiem. Visvien-

kāršākais vienādojums ar diviem mainīgiem lielumiem x un y ir

y =kx, kur k ir dots skaitlis. Ja šāds vienādojums saista punktu
koordinātes taisnleņķa koordinātu sistēmā plaknē, tad tas

160. zīm. 161. zīm.

ģeometriski nozīmē taisni, kura vilkta caur koordinātu sākumu un

veido ar abscisu ass pozitīvo virzienu leņķi a=arctgk.

Pieņemsim, ka vienādojums

y =kx (20.3)

saista punktu koordinātes telpā. Sādu vienādojumu, acīm redzot,

apmierina katra tāda punkta P0(x;y;0) koordinātes, kurš atrodas

xOy plaknē uz taisnes (/), kas šai plaknē novilkta caur koordi-

nātu sākumu un veido ar abscisu ass pozitīvo virzienu leņķi a=

=arctg& (161. zīm.). Vilksim plakni, kuras pēda xOy plaknē ir

taisne (/), bet pēdas pārējās divās koordinātu sistēmas plaknēs
ir Oz ass. Kāds patvaļīgs punkts P(x;y;z) atrodas uz šīs plak-
nes tad un tikai tad, ja tā projekcija Po plaknē xOy atrodas uz

taisnes (/). Tādēļ punkts P(x\y\z) atrodas uz vilktās plaknes
tad un tikai tad, ja tā koordinātes x un y apmierina vienādo-

jumu (20.3). Vienādojums (20.3) taisnleņķa koordinātu sistēmā

telpā izsaka plakni, kura iet caur Oz asi. Otrādi, katru plakni,
kura iet caur Oz asi, var izteikt ar vienādojumu (20.3).

Apzīmējot k—~g~> vienādojumu (20.3) varam pārrakstīt

simetriskākā formā
Ax+By =0. (20.3')

Analogā veidā var pārliecināties, ka vienādojums, /

By + Cz=0, (20.3")
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kur B un C doti skaitļi, ir tādas plaknes vienādojums, kura iet

caur Ox asi, un

Ax+ Cz=o (20.3"')

ir tādas plaknes vienādojums, kura iet caur Oy asi.

Katrs lineārs algebrisks vienādojums

Ax +By+C=0 (20.4)

163. zīm.162. zīm.

taisnleņķa koordinātu sistēmā plaknē izsaka kādu taisni (l) (sk.
22. §). Vilksim telpā plakni, kuras pēda xOy plaknē ir taisne (/),
bet pārējās divas pēdas ir paralēlas Oz asij (162. zīm.). Acīm

redzot, katra taisnes (/) punkta koordinātes Po(x;y;0) apmierina
vienādojumu (20.4). Kāds patvaļīgs punkts P(x\y,z) atrodas uz

vilktās plaknes tad un tikai tad, ja tā projekcija P
0 plaknē xOy

atrodas uz taisnes (/). Tādēļ punkts P(x;y;z) atrodas uz vilk-

tās plaknes tad un tikai tad, ja tā koordinātes x un y ir saistītas

ar vienādojumu (20.4). Vienādojums (20.4) taisnleņķa koordinātu

sistēmā telpā izsaka Oz asij paralēlu plakni. Otrādi, katru Oz

asij paralēlu plakni var izteikt ar vienādojumu (20.4). Analogi
vienādojums

By +Cz +D=Q, (20.4')

kur B, C, D ir doti skaitļi, taisnleņķa koordinātu sistēmā telpā
ižsaka Ox asij paralēlu plakni un

Ax + Cz+D=0 (20.4")

ir Oy asij paralēlas plaknes vienādojums.
Vienādojums

F(x;y)=o (20.5)

taisnleņķa koordinātu sistēmā plaknē izsaka līniju, kuras punktu
koordinātes apmierina šo vienādojumu (sk. 18. §).

Ja kāda taisne (r) pārvietojas telpā, krustodama visu laiku

kādu dotu līniju (/) un palikdama paralēla dotajam vektoram, tad
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tā veido virsmu, kuru sauc par cilindru (163. zīm.). Taisni (r)
sauc par cilindra veiduli (veidotāju), bet līniju (/) par vaduli

(vadītāju).

Pieņemsim, ka vienādojums (20.5) ir kādas līnijas (/) vienā-

dojums xOy plaknē un ka šī līnija ir tāda cilindra (c) vadule,
kura veidule paralēla Oz asij. Katrs patvaļīgs punkts P(x;y;z)
atrodas uz cilindra (c) tad un tikai tad, ja tā projekcija P

0

plaknē xOy atrodas uz līnijas (/). Tātad punkts P(x-,y; z) atro-

das uz cilindra (c) tad un tikai tad, ja tā koordinātes x un y
apmierina vienādojumu (20.5). Tādēļ vienādojums (20.5) taisn-

leņķa koordinātu sistēmā telpā izsaka cilindru, kura veidule ir

paralēla Oz asij. Otrādi, katru cilindru, kura veidule paralēla Oz

asij, var izteikt ar vienādojumu (20.5).
Piemēram, vienādojums x2+y

2
=r

2 taisnleņķa koordinātu sis-

tēmā telpā izsaka riņķa cilindru, kura rādiuss ir r, veidule — pa-
ralēla Oz asij un šķēlums ar xOy plakni (vadule) ir riņķa līnija
ar centru koordinātu sākumā un rādiusu r.

Analogi vienādojums

F(y,z)=o (20.5')

taisnleņķa koordinātu sistēmā telpā izsaka cilindru, kura veidule
paralēla,o% asij, un vienādojums

F(x;z)=o (20.5")

izsaka cilindru, kura veidule paralēla Oy asij.
II

2
2

2

Piemēram, vienādojums +-r-= 1 izsaka cilindru, kura vei-

duie paralēla Ox asij un šķēlums ar yOz plakni ir elipse, kuras

centrs atrodas koordinātu sākumā, lielā pusass a=3, mazā pusass

b=2.

160. §. Vienādojums ar trīs mainīgiem lielumiem. Līdz šim

apskatītās plaknes un cilindri ir virsmas speciālgadījumi. Vispār
analītiskajā ģeometrijā par virsmu sauc punktu kopu 1 telpā, kuru

koordinātes kādā noteiktā koordinātu sistēmā apmierina vienādo-

jumu ar 3 mainīgiem lielumiem

F(x;y;z)=o. (20.6)

No šeit minētās virsmas definīcijas izriet, ka dotās virsmas

vienādojums ir tāds vienādojums ar 3 mainīgiem lielumiem, kurš

kļūst par tāpatību tad un tikai tad, ja tajā mainīgo lielumu vietā
ievieto patvaļīgas dotās virsmas punkta koordinātes.

I.° Piemērs. Atrast vienādojumu sfērai, kuras rādiuss ir r

un centrs atrodas punktā C(a; b; c).

1 Var teikt arī «punktu ģeometrisko vietu».
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Atrisinājums. Sfēra ir punktu ģeometriskā vieta, kuri
atrodas vienādā attālumā no viena un tā paša punkta, ko sauc

par sfēras centru. Attālumu no sfēras centra līdz patvaļīgam sfē-

ras punktam sauc par sfēras rādiusu. Apzīmēsim patvaļīgu sfē-

ras punktu ar P(x;y;z). Punkts P(x;y;z) atrodas uz sfēras tad
un tikai tad, ja |PCļ=r, bet saskaņā ar formulu (19.49) \PC\ =
=ļ (x-a) 2+ (y-b) 2+ (z-c) 2.
Tādēļ

{x-a) 2+(y-b) 2+(z-c) 2=r 2. (20.7)

Vienādojums (20.7) ir sfēras vienādojums. Ja sfēras centrs atro-

das koordinātu sākumā, tad a=b=c= 0 un tās vienādojums ir

x2+y
2+z2=r

2. (20.8)

2.° piemērs. Noskaidrot, vai punkts Af(3; -4; 12) atrodas
uz sfēras, kuras centrs ir koordinātu sākums un rādiuss 13.

Atrisinājums. Saskaņā ar formulu (20.8) sfēras vie-

nādojums ir x2+y
2+z2

= 169. levietojot punkta Af(3; —4; 12) koor-
dinātes šajā vienādojumā, rodas identitāte 32+(—4) 2+ 122

= 169.

Tātad punkts M atrodas uz dotās sfēras."

Virsmu taisnleņķa koordinātu sistēmā sauc par algebrisku,' ja
tās vienādojuma F(x; y; z) =0 kreiso pusi var izteikt kā polinomu
attiecībā pret mainīgajiem x, y un z. Atkarībā no polinoma pakā-
pes izšķir pirmās, otrās un augstāku kārtu virsmas. Piemēram,

plakne (20.4) ir pirmās kārtas, bet sfēra (20.7) ir otrās kārtas

virsma.

161. §. Līnijas vienādojumi telpā. Līniju telpā var definēt kā

divu virsmu šķēlumu, t. i., kā tādu punktu ģeometrisko vietu, kuri

atrodas uz divām virsmām. Tātad punktu koordinātēm, kuras apm-
ierina vienas virsmas vienādojumu, ir jāapmierina arī otras vir-

smas vienādojums.

Līnija telpā ir punktu ģeometriskā vieta, kuru koordinātes ap-

mierina vienādojumu sistēmu

' '

n
(20.9)

F2{x;y\z)=Q.\

Vienādojumus (20.9) sauc par dotas līnijas vienādojumiem.

Piemēram, apskatīsim vienādojumu sistēmu

3x+2w-6 =o,ļ

x-2y
=o.| t 2O-10)

Taisnleņķa koordinātu sistēmā telpā pirmais vienādojums ir

Oz asij paralēlas plaknes vienādojums [sk. formulu (20.4)], bet

otrais ir tādas plaknes vienādojums, kas vilkta caur Oz asi [sk.
formulu (20.3')]. So divu plakņu šķēlums, acīm redzot, ir Oz asij
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paralēla taisne (164. zīm.). Vienādojumu sistēmas (20.10) var

atvietot ar citu, tai ekvivalentu vienādojumu sistēmu

4,-3-o,} <20'10'>

164. zīm. 165. zīm.

kuras pirmo vienādojumu dabū, izslēdzot no sistēmas (20.10) mai-

nīgo y, bet otro vienādojumu dabū, izslēdzot no sistēmas (20.10)

mainīgo x.

Vienādojumu sistēmā (20.10') pirmais vienādojumsir yOz plak-
nei paralēlas plaknes vienādojums, bet otrais — xOz plaknei para-

lēlas plaknes vienādojums [sk. formulas (20.1), (20.2')]. Sīs divas

plaknes šķeļas pa to pašu taisni, kura bija dota ar vienādojumu
sistēmu (20.10). Tas pilnā mērā saskan ar mūsu priekšstatu par

plakni un taisni, jo divas plaknes šķeļas pa vienu taisni, bet katru

taisni var uzskatīt par neierobežoti daudzu plakņu pāru šķēlumu.
Līniju telpā var izteikt ar diviem vienādojumiem (20.9) ne-

ierobežoti daudzos veidos, jo katru divu doto virsmu vietā var iz-

vēlēties divas citas virsmas, kura"s šķeļas pa to pašu līniju. Analī-

tiski tas nozīmē ņemt dotas vienādojumu sistēmas vietā kādu

citu, tai ekvivalentu vienādojumu sistēmu.

Piemēram, apskatīsim vienādojumu sistēmu

x2+y
2
+z

2=9A

x2+y
2 =A) ( 20-H )

Izslēdzot no šīs sistēmas x2+y
2,' dabūjam jaunu veidojumu

z
2—5= 0. Atstājot sistēmas (20.11) pirmo vienādojumu nemainītu,

varam uzrakstīt jaunu'vienādojumusistēmu:

x 2+y
2+z2

=9,)



Atstājot sistēmas (20.11) otro vienādojumu nemainītu, varam

uzrakstīt vēl citu vienādojumu sistēmu:

z
2 -5=0/|

*
2

+y
2
=4.ļ ( 20-H ">

Vienādojumu sistēmas (20.11—20.11") ir savstarpēji ekvivalentas.

Visos 3 gadījumos tie ir divu riņķa līniju vienādojumi telpā, tikai

sistēmā (20.11) šīs riņķa līnijas ir sfēras un cilindra šķēlumi,
sistēmā (20.11) tās ir sfēras un divu plakņu šķēlumi, bet trešajā
gadījumā —

cilindra un divu plakņu šķēlumi (165. zīm.).
Ja ar vienādojumiem (20.9) taisnleņķa koordinātu sistēmā

telpā ir-dota kāda līnija (/) un no šīs sistēmas izsaka divus mai-

nīgos lielumus, piemēram, x un y, kā trešā mainīgā lieluma z

funkcijas, t. i., atvieto vienādojumu sistēmu (20.9) ar tai ekviva-

lentu sistēmu

T ( \ (20.12),v

jeb

fi(x; 2) =0,1'

n
(20.12)

tad dotā līnija (/) ir izteikta

ar diviem cilindru vienādo-

jumiem [sk. formulas (20.5)
un (20.5')]. So cilindru vei-

dules ir paralēlas Oy un Ox

asīm, un tiem ir kopīga va-

dule — dotā līnija (/). Šā-

dus cilindrus sauc par pro-

jicējošiem cilindriem, jo to

veidules projicē dotās līnijas
punktus uz koordinātu sistē-

mas plaknēm (166. zīm.).

Piemērs. Dota līnija

x2+ y
2
+z2

=4,\

(;t_ ir+!/*-,.!<2o'i3>
166. zīm.

Atrast šīs līnijas projekcijas visās trīs koordinātu sistēmas

plaknēs.
Atrisinājums. Sistēmas (20.13) pirmais vienādojums ģeo-

metriski izsaka sfēru ar centru koordinātu sākumā un rādiusu

R= 2. Otrais vienādojums nav atkarīgs no mainīgā lieluma z; tā-

pēc ģeometriski tas izsaka cilindru, kura veidule ir paralēla Oz
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asij. Sis cilindrs projicē doto līniju xOy plakne. Projekcija ir riņķa

līnija

(*-i)
2

+y
2

=i/ļ
Z=0J

167. zīm. 168. zīm.

kuras centrs atrodas punktā C(1;0;0) un rādiuss r=l. Dotās

līnijas (/) daļa, kas atrodas koordinātu sistēmas pirmajā oktantā,
un tās projekcija (/i) xOy plaknē attēlota 167. zīmējumā.

Lai dabūtu tā cilindra vienādojumu, kas doto līniju (/) projicē
x(Jz plaknē, tad no vienādojumu sistēmas (20.13). jāizslēdz mai-

nīgais lielums y. To panāk, atņemot no pirmā vienādojuma otro.
Tā dabūjam x

2
— (x— l) 2+z2= 3 jeb z

2 +2x—4=0. Meklējamā līni-

jas (/) projekcija xOz plaknē ir līnijas

z
2+ 2x-4=

o,ļ
punktu kopa, kuru abscisām un aplikātām, ja tās pa pāriem ievieto

vienādojumu sistēmā (20.13), atbilst reālas y vērtības. Sajā gadī-
jumā līnijas (/) projekcija ir parabolas z

2
+2x— 4=0 loks xOz

plaknē (168. zīm.). Loku norobežo punkti 4(0; 2) un C(0; —2),
un tas iet caur punktu 5(2;0). Viegli pārliecināties, ka vienā-

dojumu sistēmā (20.13) reālas y vērtības iespējamas tikai tad, ja
un -2sCz<2.

Lai dabūtu tā cilindra vienā-

dojumu, kas doto līniju (/) pro-

jicē yOz plaknē, tad no vienādo-

jumu sistēmas (20.13) jāizslēdz

mainīgais lielums x. To panāk,

ievietojot x=\±}'\— y
2

no otrā

vienādojuma pirmajā. Tā dabū-

jam (l±yī^F) 2+y2+z2 =4 jeb169. zīm.
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z 4
— 4z2+ 4« 2=0. Meklējama līnijas (/) projekcija yOz plaknē ir

līnija (169. zīm.)

z
4-4z2+ 4«2

=o,ļ
x =o,f

jo visu šīs līnijas reālo punktu ordinātēm un aplikātām, —

sSjy'4s +l, — ja tās pa pāriem ievieto vienādojumu
sistēmā (20.13), atbilst reālas x vērtības.

162. §. Līniju parametriskie vienādojumi. Katram punktam uz

dotas līnijas telpā ir 3 koordinātes, kuras var būt definētas kā

kāda ceturtā lieluma funkcijas:

*-<p(0; z==x(o- (20.14)

Vienādojumos (20.14) katrai parametra t vērtībai tā maiņas ap-

gabalā atbilst noteiktas x, y, z vērtības. Mainoties parametram
t, punkts P(x;y;z) pārvietojas telpā, veidodams kādu līniju. Tā-

dēļ vienādojumus (20.14) sauc par līnijas parametriskajiem vie-

nādojumiem. Līniju parametriskos vienādojumus mēdz lietot, pie-
mēram, pētot punkta kustību telpā; tad parametrs t ir laiks,
formulas (20.14) nosaka kustības likumu, bet līniju, kuras paramet-
riskie vienādojumi ir šīs formulas, sauc par kustības trajektoriju.
Jāpiezīmē, ka vienu un to pašu līniju var iegūt no dažādiem vie-

nādojumiem (20.14), jo kustības likumi pa vienu un to pašu tra-

jektoriju var būt dažādi. Ja no līnijas parametriskajiem vienādo-

jumiem izslēdz parametru, tad dabū divu virsmu vienādojumus
Fx(x;y;z) un F2(x;y;z). Sīs virsmas šķeļas pa doto līniju. Iz-

slēgt parametru no līnijas parametriskajiem vienādojumiem ne

vienmēr ir iespējams, un tas bieži vien nav arī lietderīgi.

163. §. Līnijas un virsmas krustpunkti. Ja kāda līnija krusto

virsmu, tad krustpunkta koordinātēm jāapmierina kā līnijas, tā

virsmas vienādojumi. Tā kā līniju telpā nosaka divi vienādojumi
Fļ (x; y; z) =0 un F2(x; y; z) =0, bet virsmu viens vienādojums
F(x\ y; z) =0, tad līnijas un virsmas krustpunkta koordinātēm jā-
apmierina vienādojumu sistēma

F\{x\ y; z) =o,j
F2 (x; y; z) =o,\ (20.15)

F(x;y;z)=o.\

Ja vienādojumu sistēmai (20.15) ir atrisinājumi, tad līnija
krusto virsmu tik punktos, cik atrisinājumu ir šādai vienādojumu
sistēmai. Ja vienādojumu sistēmai (20.15) nav atrisinājumu, tad

līnija virsmu nekrusto.

Līnijas un virsmas krustpunktu atrašanas uzdevums ievēro-

jami vienkāršojas, ja līnija uzdota ar saviem parametriskajiem
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vienādojumiem (20.14). Tādā gadījumā dotajā virsmas vienādo-

jumā F(x;y;z)=o mainīgo x, y un z vietā ievieto to izteiksmes

(20.14) un aprēķina vienādojuma F[(f(t); ip(r); %(t)] =Q saknes.

Reālās saknes, ja tādas eksistē, dod tās parametra t vērtības, pie
kurām līnija (20.14) krusto virsmu F(x, y, z)=o. levietojot līnijas
parametriskajos vienādojumos t vietā reālo sakņu vērtības, iegūst
krustpunktu koordinātes.

Vingrinājumi

\. Noskaidrot šādu vienādojumu ģeometrisko nozīmi:

a) (/2 -4</+3=o, b) i/-2=o, c) z-2x+3=o, d) zx=0,
c) y

2
-z

2=o, f) y=smx, g) x 2-y
2=l, h) x 2+y2=l,

i) X2+i/2+22=1, j) X2+ļl
2+Z2=0.

2. Noskaidrot vienādojumu sistēmu ģeometrisko nozīmi

a) (x-\) 2+(y+4)2+z2=25\

iH-1-0/

»£4- i
AT-2=0 I

3. Uzrakstīt sfēras vienādojumu, ja tās centrs ir punktā C(2; —1;3) un

rādiuss 9.

4. Atrast vienādojumu cilindram, kurš projicē xOy plaknē līniju
6xy - 9y2

- 2zx+Gx- 9y+ 3z- 36=0,ļ
2x-3y+ 2=0.1

21. NODAĻA

PLAKNE UN TAISNE TELPĀ

164. §. Plaknes vispārīgais vienādojums. 1. teorēma. Kat-

ras plaknes vienādojums taisnleņķa koordinātu sistēmā telpā Ir

pirmās pakāpes (lineārs) algebrisks vienādojums

Ax +By +Cz +D=0, (21.1)

kur A, B, C un D ir reāli skaitļi. Lai vienādojums (21.1) saturētu
vismaz vienu no mainīgajiem lielumiem x, y, z, tad A, B un C

vienlaicīgi nevar būt 0.

Pierādījums. Pieņemsim, ka taisnleņķa koordinātu sis-

tēmā telpā ir dota kāda plakne. Izvēlēsimies uz tās kādu punktu
Mo(xo\ yo, z

0) un apzīmēsim patvaļīga punkta M koordinātes ar

(x\y;z). Bez tam izvēlēsimies brīvu vektoru n=(A\B;C), kurš

nav nullvektors, bet ir perpendikulārs pret doto plakni (170. zīm.).

Saskaņā ar formulām (19.48) vektora M
OM koordinātes ir

(x — x
o;y— yo;z—z

0). Punkts M atrodas dotajā plaknē tad un

tikai tad, ja vektori M OM un nir ortogonāli. Tādēļ nepieciešamais
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un pietiekamais nosacījums, lai punkts M(x; y; z) atrastos dotajā

plaknē, ir

A (x-x 0) +B(y-y0) +C(z-z 0 ) =0. (21.2)

Vienādojums (21.2) ir dotās plaknes vienādo-

jums. Atverot iekavas un apzīmējot skaitli

( — Ax
0

—By0
—

Cz
0) ar D, dabūjam Ax+By+

+Cz+D =0, t. i., vienādojumu (21.1). Teorēma

ir pierādīta.
Piemērs. Sastādīt vienādojumu plaknei,

kura iet caur punktu A4 0(l; —1;2) perpendiku-

lāri vektoram n= (2; 2; —3).

Atrisinājums. Saskaņā ar formulu

(21.2), meklējamais vienādojums ir 2(x—l) +

+2(#+l)-3(z-2) =0 jeb 2x+2y-3z+6 =

2. teorēma. Katrs lineārs algebrisks vienādojums taisn-

leņķa koordinātu sistēmā telpā izsaka plakni.

Pierādījums. Pieņemsim, ka ir dots kāds patvaļīgs
lineārs algebrisks vienādojums Ax+By+Cz +D=0 un taisnleņķa
koordinātu sistēma telpā. Acīm redzot," vienmēr var atrast tādus

skaitļus A'o, r/0, zO, kuri apmierina šo vienādojumu, t. i., Ax0+By0+

+Cz0+D =0. Atņemot no dotā vienādojuma šo identitāti, dabūjam
vienādojumuA (x—xo) +B(y — y0) +C(z — z0) =0, bet tas taisnleņķa
koordinātu sistēmā telpā izsaka plakni, kura iet caur punktu

M0(x 0; y Q; z0 ) perpendikulāri vektoram n=(A;B;C). Vektoru n

sauc par taisnes normālvektoru. Teorēma ir pierādīta.
Gadījumā, ja vienādojumā (21.1), kuru sauc par plaknes vis-

pārīgo vienādojumu, kāds no koeficientiem A, B, C, D ir nulle,

tad dabūjam nepilnos plakņu vienādojumus. Tādus vienādojumus
apskatījām 158. un 159. §, izņemot gadījumu, kad plaknes vienādo-

jums ir Ax +By+Cz=0, t. i., šai vienādojumā iztrūkst brīvais lo-

ceklis D. Sāds vienādojums izsaka plakni, kura iet caur koordi-

nātu sākumu 0(0; 0;0), jo A •0+B•0+C
•0 =0 ir identitāte.

Piemērs. Pārbaudīt, vai punkts M(3; 2; —1) atrodas plaknē
2x +3y-32+6=0.

Atrisinājums. Tā kā 2•3+ 3 • 2-3 • (-1) tad

punkts M neatrodas dotajāplakne, bet ir ārpus tas.

165. §. Plaknes vienādojums ar asu nogriežņiem. Pieņemsim,
ka ir dots kāds plaknes vienādojums Ax+By+Cz +D =0, kurā visi

koeficienti A, B, C, D ir no nulles atšķirīgi skaitļi. Izdalīsim vie-

nādojumu ar ( — £>), tad dabūsim

Ax By Cz

— B —D —D

170. zīm.
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jeb

+ +—= 1

_DJ D_ _D_ '
A B C

jeb

T
+
T

+
T

= '- <2L3>

kur

D. D D

a=-T, b=-
Ē-, un C=-^-.

171. zīm.

Skaitļiem a, b, c vienādojuma (21.3) ir ļoti vienkārša ģeomet-
riska nozīme. Sis vienādojums kļūst par tāpatību, ja tajā ievieto

punkta A (a; 0; 0) koordinātes, jo +~ļļ~ +~ļr = Tādēļ Skaitlis a

ir abscisu ass nogriežņa OA lielums a= OA (171. zīm.). A ir plak-
nes un 'abscisu ass krustpunkts, jo tas atrodas uz dotās plaknes
un uz abscisu ass. Analogi b=08, kur B(0;b;0) ir plaknes un

ordinātu ass krustpunkts, bet c=OC, kur C(0;0;c) ir plaknes un

aplikātu ass krustpunkts. .
Piemērs. Sastādīt plaknes vienādojumu, zinot, ka tā nošķeļ

no koordiņātu asīm nogriežņus a= 4, 6=2, c=—B.

Atrisinājums. Pēc formulas (21.3) meklējamais plaknes

x v z

vienādojums ir
5- =

1 jeb 2x+4y—z— 8=0.
4z — o

166. §. Leņķis starp divām plaknēm. Pieņemsim, ka ir doti divu

plakņu vienādojumi AļX+Bļy+ CļZ+D=Q un A
2
x +B2y +C2z+

+D2=0. Par leņķi starp divām plaknēm sauc leņķi starp šīm

plaknēm perpendikulāriem vektoriem nx= (Ai\ B\\Cļ) un n2=

= (A2;
B2; C 2). Sī leņķa kosinusu aprēķina pēc formulām (19.47).

Ja vektori n,\ un n2 ir ortogonāli, tad plaknes ir perpendikulāras.

Ja vektori ti\ un n
2

ir kolineāri, tad plaknes ir paralēlas.
Piemērs. Aprēķināt leņķi (p starp plaknēm 2x+3y — z+4=0

un x+ 2z/ +3z+7=0.

Atrisinājums. Pēc formulas (19.47)

cos(p=^=Zl 6~3
= = (p«69°s'.

1/4+ 9+l-1/I+4+ 9 14

167. §. Plaknes normālvienādojums. Pieņemsim, ka ir dots kā-

das plaknes vispārīgais vienādojums Ax +By+ Cz+D =0, un pa-
reizināsim to ar kādu pagaidām nenoteiktu reizinātāju X. Tad da-

būsim XAx + XBy+XCz+XD=0, kur vektors (kA; kB; XC) ir per-

pendikulārs dotajai plaknei, bet tā modulis ir 2 (A 2+B2+ C 2).
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Izvēlēsimies tādu X, lai šis vektors butu vienī-

bas vektors, t. i., lai yx2{A 2+B2+ C 2) =1. Tad

jabut

X=
1

(21.4)
±ļA2+B2

+ C 2

Reizinātāja X zīmi varam brīvi izvēlēties. Izvē-

lēsimies to vienmēr tā, lai XD<.O, t. i., lai X
172. zīm.

zīme būtu pretēja brīvā locekļa D,zīmei, un

apzīmēsim XD=—p. Sādu X sauc par normējošo faktoru jeb rei

nātāju.
Pareizinot dotās plaknes vispārīgo vienādojumu ar normējo

faktoru, mēs pārveidojam plaknes vispārīgo vienādojumu form

xcos a +ycos B+ zcos y—p= 0, (21.5

kur a, 6, y ir plaknei perpendikulārā vienības vektora n° virzie

leņķi un (cos a; cos 6; cos y) =(KA; XB\ XC) ir šī vektora koorc

nātes. Vienādojumu (21.5) sauc par plaknes normālvienādojum
Pierādīsim,- ka skaitlis p vienādojumā (21.5) ir vienāds ar a

tālumu no koordinātu sākuma līdz plaknei. Sai nolūkā vilksim

koordinātu sākuma pret doto plakni perpendikulu un apzīmēs

tā pamatu šai plaknē ar Ķ (172. zīm.). Tad OK=|OĶ\ ■ n°, k

n°=(cos a; cos 6; cos y) •

Patvaļīgs punkts M(x; y; z) atrodas dotajā plaknē tad un tik

tad, ja OM-n°= \OK\, kur OM= (x; y; z) ir'punkta M rādiusve

tors. No tā seko, ka \OĶ\ =a:cosa + ycos b + 2cosy, bet saska

ar vienādojumu (21.5) šis skaitlis ir vienāds ar p. Skaitlis p
= \OK\ tātad ir vienāds ar attālumu no koordinātu sākuma lū

plaknei.
Piemērs. Pārveidot normālformā vienādojumu 2x +2y— z

+ 12=0.

Atrisinājums. Ā,= —-=L===—ļ-, un dotās plakn

normālvienādojums ir

22 1 '

168. §. Attālums no punkta lī

plaknei. Pieņemsim, ka ir jāatroc
punkta M 0( y0; zQ ) attālums līdz pla
nei, kura uzdota ar savu normālvien

dojumu xcos a +t/cos B+2cosy —P=

Vilksim (173. zīm.) no punkta M 0pre

plakni perpendikulu un apzīmēs173. zīm.
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tā krustpunktu ar plakni ar M(x;y;z). Meklējamais attālums d

tad ir vektora MM0= (x0 —x;yo—y\ z0
— z) modulis. Šis vektors ir

kolineārs ar vektoru n°= (cos a; cos B; cos y), un tādēļ to skalā-

rais reizinājums MM
0
-n°=±\MMQ\=±:d. Plusa zīme šeit rodas

tad, kad leņķis starp vektoriem n° un MM0 ir 0, bet mīnusa zīme

tad, kad šis leņķis ir n. No pēdējās vienādības seko, ka

(x0— x)cos a+ (y0
— w)cos 8+ (z0

— z)cos y =±d

jeb

atoCos a+VoCosB-r-20 cosY— (x cos a+vcos 8+2cos y) = ±d,

bet

x cos a+y cos 6 +2 cos y=p.

Tādēļ
+ t/ocos 6+2

0cosy
—p). (21.6)

Attālums ir būtiski pozitīvs lielums. Tādēļ formulā (21.6) no di-

vām zīmēm vienmēr jāņem tā, kas dod pozitīvu rezultātu. Plusa

zīme norāda, ka dotais punkts un koordinātu sākums atrodas

katrs savā plaknes pusē. Mīnusa zīme norāda, ka dotais punkts un

koordinātu sākums ir vienā plaknes pusē.
Piemērs. Dota plakne 3x +4y— 122+14=0 un punkts

A/0(4;3; 1). Atrast punkta M 0attālumu līdz dotajai plaknei.

Atrisinājums. Pārveidosim doto vienādojumu normāl-

formā. Dabūjam X= —

*
— =—rr, un dotās plaknes nor-

V9+16+144 13

mālvienādojums ir — +4y—122+14) =0. Pēc formulas

(21.6) d=|--^(3-4 +4-3-12-1 + 141=2. Sajā gadījumā punkts

M 0 un koordinātu sākums atrodas vienā plaknes pusē, jo d=

= |-2|.
169. §. Taisnes vispārīgie vienādojumi. Katru taisni telpā var

definēt kā divu plakņu šķēlumu. Tādēļ taisnes vispārīgie vienā-

dojumi taisnleņķa koordinātu sistēmā telpā ir divu lineāru algeb-
risku vienādojumu sistēma.

i4Ix+ flIfy+Cl 2 +D,=o,\

A2x+B2y+ C2z+D2=o.\ (21J)

Caur katru doto taisni var

novilkt bezgalīgi daudz

plakņu. Katra plakņu pāra
vienādojumi ir dotās taisnes

vispārīgie vienādojumi (174.
zīm.).

Ne katra divu lineāru al-174. zīm.
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gebrisku vienādojumu sistēma definē taisni. Ja plaknes ir para-

lēlas, t. i., ja vektori rii= (Au Bx; C\) un n2= (A 2\ B2; C 2) ir koli-

neāri, tad vienādojumu sistēma (7) taisni nedefinē.

170. §. Taisnes kanoniskie vienādojumi. Pieņemsim, ka taisn-

leņķa koordinātu sistēmā

telpā ir dota kāda taisne. Iz-

vēlēsimies uz tās kādu pun-
ktu M0(x 0; y 0; 20) un apzīmē-
sim patvaļīga punkta M koor-

dinātes ar (x\y\z). Bez tam

izvēlēsimies brīvu vektoru

a=(m\n;p), kas nav null-

vektors un ir kolineārs ar

doto taisni (175. zīm.). Vek-

tora M
O
M koordinātes ir

175. zīm.

(x — x 0; y —

y0; z — z0) . Punkts M atrodas uz dotās taisnes tad un

tikai tad, ja vektori M
O
M un air kolineāri. Tādēļ nepieciešamais

un pietiekamais nosacījums, lai punkts M(x;y\z) atrastos uz

dotās taisnes, ir

x-xo_y-0_y-yo_z-z(, , .

m n p
' \ • >

Vienādojumus (21.8) sauc par kanoniskajiem vienādojumiem
taisnei, kura iet caur punktu M 0( t/o; z

0 ) un ir paralēla vektoram

c= (m; n; p). Vektoru a sauc par taisnes virziena vektoru. Ja kāda

no vektora a koordinātēm ir nulle, tad šo nulli pieraksta simet-

rijas dēļ arī raksta kā dalītāju vienādojumos (21.8), paturot prātā,
ka šāda nulle pierakstā nozīmē taisnes perpendikularitāti attiecī-

gajai koordinātu sistēmas asij.
Ja taisne iet caur diviem dotajiem punktiem A(x\\y\\Z\) un

B(x2; IJ2, Z2), tad par tās virziena vektoru var pieņemt vektoru

AB= (x2—Xv y2—yu z
2

— Z\) un par punktu uz tās vienu no dota-

jiem punktiem, piemēram, punktu A (x{; yu- Z\). Tādas taisnes ka-

noniskie vienādojumi saskaņā ar (21.8) ir

x—Xļ _y —y\ _z—Zi
.. (219)

x2-x, ž/2-2/1 Zļ—Z\

Piemērs. Atrast vienādojumus taisnei, kura iet caur punktu

Mo(2; -3; 1) un ir perpendikulāra plaknei x-4#+5=0.

Atrisinājums. Dotajai plaknei perpendikulārais vektors

n=(l;— 4; 0) pēc uzdevuma noteikumiem ir kolineārs ar meklē-

....
. . x-2 u+ 3 2-1

jamo taisni. Tas kanoniskie vienādojumi ir—j
—= -
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Nulle kā dalītājs atrastās taisnes kanonisko vienādojumu pie-
rakstā nozīmē tikai to, ka šī taisne ir perpendikulāra Oz asij. Sīs
taisnes vispārīgie vienādojumi ir

4x + j/-5 =0, \

2-I=o.}
171. §. Taisnes parametriskie vienādojumi. Apzīmēsim visas

attiecības vienādojumos (21.8) ar t. Tad dabūjam 3 vienādoju-
x—x 0 . ij — iļo . z—z

0
mus: ——^

- =t, - —— =/ un -=t
m n p

jeb /

x=x0+mi,

y=y0+nt, (21.10)

z=20+pr.

Vienādojumus (21.10), kuros visas trīs taisnes patvaļīgā (tekošā)
punkta koordinātes x, y un z izteiktas kā ceturtā mainīgā lieluma t

funkcijas, sauc par taisnes parametriskajiem vienādojumiem.
172. §. Leņķis starp divām taisnēm. Par leņķi starp divām

taisnēm sauc leņķi starp šo taišņu virziena vektoriem. Divas tais-

nes ir paralēlas, ja to virziena vektori ir kolineāri, un savstarpēji
perpendikulāras, ja virziena vektori ortogonāli.

1. piemērs. Aprēķināt leņķi cp starp taisnēm

x- 1 y_2+ 4 x+6_y-2 _2-3 .
1 ~-2 7

U "

5
~

1 ~-1
:

Atrisinājums. Doto taišņu virziena vektori ir a, =

=(1; -2; 7) una2
=(5; 1; -1). Pēc formulas (19.47)

coscp=
l
-s+ (- 2)- I+7-(- 1 )

= <p«96W.
1/I+4+49-1/25+1+ 1 27f2

2. piemērs. Uzrakstīt vienādojumus taisnei, kura iet caur

punktu M
0(0; —2; 1) un ir perpendikulāra divām dotajām taisnēm

x—2 _y+ l
_

2 x
_

y
_

z+ l (
1 =1 2Un ~J-~^2~~Ī~ ;

Atrisinājums. Doto taišņu virziena vektori ir_aj=

= (1; —1;2) un a2=(3; —2; 1). Par meklējamās taisnes virzienu

vektoru var pieņemt vektoriālo reizinājumu

-»-> -» —12—» ļ2 1—• I—l— -» — —

a=a,Xa2
=

_2 j'+,3/+ 3 _2
*=3t+s/ + *.
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—>

Tātad meklējamas taisnes virziena vektors ir a= (3; 5; 1) un pec

formulām (21.8) meklējamās taisnes vienādojumi ir

x y+2 z- 1
m

3
~

5
_

1 *

173. §. Leņķis starp plakni un taisni.

Par leņķi starp plakni un taisni sauc

leņķi starp taisnes projekciju plaknē
un taisni (176. zīm.). Ja taisnes vir-

ziena vektors ir a={m;n;p) un plak-

nes normālvektors n=(A;B;C), tad

leņķi starp plakni un taisni aprēķinām
pēc formulas

cos(9o=±lp)— I

...
\Am+Bn+Cp\

176. zīm.

(21.11)

Plakne un taisne ir paralēlas tad un tikai tad, kad vektori a un n

ir savstarpēji ortogonāli, t. i.,

Am+Bn+Cp=0. (21.12)

Plakne un taisne ir perpendikulāras tad un tikai tad, ja vektori
—* —*

a un n ir kolineāri, t. i.,

(21.13)

Taisne atrodas dotajā plaknē, ja tai ir kopīgs punkts ar plakni
un bez tam izpildās nosacījums (21.12).

Piemērs. Aprēķināt leņķi starp taisni

2X-y— l=o,l

3*+2-5=O,J

un plakni x—3y —2z+ 5=0.

Atrisinājums. Taisnes virziena vektors ir vektoru a
x =

= (2; —1;0) un a2= (3; 0; 1) vektoriālais reizinājums a =ax xa2
=

_/ļ-l 0
r

0 2. 12 -l|\ f _ l ._2.3)-\\ 0 1
'

1 3' |3 0\}~ ( ''h



un plaknes normālvektors ir n= (1; —3; —2). Pec formulas

(21.11)

|-l-l+2-3-2-3| 1
nft_sihcp =-

L
==

—=±=
— «0,07; <p«4.

1/I+9 +4-1/I+4+ 9 14

Vingrinājumi

1. Noskaidrot šādu vienādojumu ģeometrisko nozīmi telpa: x=a; y=b;
z=c; x= 0; y= 0; 2=o; Ax+D=0; By +D= 0; Cz+D=0; Ax+By =0;
Ax+Cz=Q; By+Cz=o; Ax +By+D=Q; Ax+Cz+D=0; By+Cz +D= 0;

Ax+By +Cz=o.

2. Atrast uz plaknes 2x—y+sz—lo =0 punktus, kuros tā krusto koordi-

nātu asis.

3. Uzrakstīt plaknes 2x—y+sz— 10=0 vienādojumu ar asu nogriežņiem un

tās normālvienādojumu.

4. Sastādīt vienādojumu plaknei, kura iet caur punktu (—2;7; 3) un ir

paralēla ar plakni x—4(/+52+7 =0.

5. Atrast vienādojumu plaknei, kura iet caur punktu (— 4; 2; 0) un ir per-

pendikulara pret taisni
——

=2—^-=—- .

6. Atrast vienādojumus taisnei, kura iet caur punktu (4; 2; 0) un ir per-

pendikulāra plaknei 3x—2y— 2=0.

7. Atrast vienādojumus taisnei, kura iet caur punktu ( — 1; 0; 2) un ir

,-, . . . x+3
paralēla taisnei —?—=y =z.

8. Caur plaknes x— 3(/+22+4 =0 un Oz ass krustpunktu novilkt taisni,

kura perpendikulāra plaknei x—2y=0.

9. Atrast vienādojumu plaknei, kura paralēla ar Ox asi un iet caur pun-
ktiem (-2; 4; -1) un (2; -3; 2).

10. Aprēķināt leņķus starp plaknēm

a) 4x-sy+3z- 4=o un x-4(/-z+3 =0;

b) 3x- i/+22+10=0 un sx+9y-3z =0;

c) 6x+2(/-42+1l =0 un 9x+3y-62-2=o.

.„._,.-.,,.. .. -
x+4 y 2—l x—\ y—7

11. Aprēķināt leņķi starp taisnēm ——=-|-=—ģ
— un ~—=

9
=

2+l

6
'

x—\2 v— 9 2—l
12. Atrast taisnes —-—=

=—— un plaknes 3x+sy-z-2 =0 krust-

punktu.

13. Atrast vienādojumus taisnei, kura atrodas plaknē 2x+y—3z+l=o un

iet caur diviem punktiem, kuros šī plakne krustojas ar taisnēm, —•— =^—^-=
2+l x-5 y—3 2+4

14. Atrast punkta (11; 17;-9) projekciju plaknē sx+By—6z+s=o.
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15. Pārveidot kanoniska formā taisnes vienādojumus

I6x-2y- 2+16 =0,1
20x+ (/-32+20=0./

16. Aprēķināt leņķi starp taisni

3x+y- 2+1=0,) , , . „ „

2x-y+4z-2 =0)
un pa 1 *-B#+32+6=o

22. NODAĻA

OTRĀS KĀRTAS VIRSMAS

174. §. Rotācijas virsmas. Saskaņā ar teikto 20. nodaļā vie-

nādojums x 2+y
2
=a

2 taisnleņķa koordinātu sistēmā telpā ir tāda

cilindra vienādojums, kura veidule ir paralēla Oz asij, bet vadule

ir riņķa līnija xOy plaknē ar centru koordinātu sākumā un rā-

diusu a. Tā kā xOy plaknes vienādojums ir 2=o, tad aprakstīta
cilindra vadules

— riņķa līnijas vienādojumi ir

x2+y
2
=a

2
,)

z=oj <22"

Ja riņķa līnija rotē ap kādu no saviem diametriem, piemēram,
ap Oy asi, tad veidojas rotācijas virsma, kas šajā konkrētajā

piemērā ir sfēra ar rādiusu a un centru koordinātu sākumā. Šādas

sfēras vienādojums ir [sk. formulu (20.8)]

x2+y
2
+z

2
=a

2. (22.2)

Salīdzinot vienādojumus (22.1) un (22.2), redzam, ka vienā-

dojumu (22.2) dabū, ja pirmajā no vienādojumiem (22.1) mai-

nīgo lielumu x atvieto ar
2+z

2. Tas nozīmē, ka šajā konkrētajā

gadījumā, atvietojot xOy plaknē definētās līnijas vienādojumā x

ar ~\lx2+ z
2, dabūjam vienādojumu tai rotācijas virsmai, kuru veido

dotā līnija, rotējot ap Oy asi. Izrādās, ka šāds rotācijas virsmas

vienādojuma atrašanas paņēmiens lietojams visos gadījumos, kad

kādā taisnleņķa koordinātu sistēmas plaknē ir uzdota līnija, kura,
rotējot ap vienu no šīs koordinātu plaknes asīm, veido rotācijas
virsmu.

Pieņemsim, ka yOz plaknē ir uzdota līnija (/), ar vienādoju-
miem

F(y; 2) =0,1

*=o.J < 22-3)

Apskatīsim rotācijas virsmu, kuru veido šī līnija, rotējot bez

slīdes un deformācijas ap Oz asi (177. zīm.). Apzīmēsim patva-
ļīga punkta M koordinātes ar (x\y;z). Punkts M atrodas uz



rotācijas virsmas tad un tikai tad, ja tas atrodas uz riņķa līnijas,
kuru veido kāds līnijas (/) punkts P(0; yo; z0), rotējot ap Oz asi.

Salīdzinot punktu M un P koordinātes, atrodam, ka

z0 =
z un J/0=y*2+y

2. ' (22.4)

178. zīm.177. zīm.

Tā kā koordinātes y0 un z0 apmierina pirmo no vienādojumiem
(22.3), tad

F(ix2~+y~2-,z)=o. (22.5)

•Vienādojums (22.5) ir tās rotācijas virsmas vienādojums, kuru

veido līnija (22.3), rotējot ap Oz asi.

Ja tā pati līnija (22.3) rotētu ap Oy asi, tad analogā veidā

dabūtu rotācijas virsmas vienādojumu

F(j/;]/x 2+z
2)=o. (22.6)

1. piemērs. Atrast vienādojumu rotācijas virsmai, kuru

veido taisne z=ky\ at=0, rotējot 1) ap Oz asi, 2) ap Oy asi.

Atrisinājums. 1. Pēc formulas (22.5) apmainīsim tais-

nes vienādojumā y ar yx 2+y
2. Tad dabūjam z=k^x2

+y
2 jeb

k2
x

2+ k2
y

2 —z2=o. Šī virsma ir apaļš konuss, kura virsotne atro-

das koordinātu sākumā un kura ass ir Oz ass.

2. Pēc formulas (22.6) taisnes vienādojumā z= ky apmainī-
sim zar 2+z2. Tad dabūjam yx 2+z2=ky jeb x 2-k 2y2+z2= 0.

Arī šī virsma ir apaļš konuss, kura virsotne atrodas koordinātu

sākumā, bet šī konusa ass ir Oy ass (178. zīm.).
2. piemērs. Atrast vienādojumu rotācijas virsmai, kuru

u
2

z
2

veido elipse + =1; *=0, rotējot ap Oz asi.

Atrisinājums, i. Pēc formulas (22.5) apmainīsim elip-
_

x 2 u2 z2

ses vienādojumā yar ~}/x2
+y2

.
Tad dabūjam + =1- So



virsmu sauc par saspiestu rotācijas elipsoīdu jeb sferoīdu, ja
[cl <161 (179. zīm.), vai par izstieptu rotācijas elipsoīdu, ja
|c|> 16| (180. zīm.).

Piezīme. Sfēra ir rotācijas elipsoīda speciāls gadījums, kad
b= c. Pirmajā tuvinājumā Zemes virsma ir sferoīds, kuram lielā

179. zīm. 180. zīm.

pusass 6=6378 km, bet maza pusass c =6356 km. Zemes sferoīds

ir saspiests no poliem un izstiepts uz ekvatora.

3. piemērs. Atrast vienādojumu rotācijas virsmai, kuru
u2 Z

2

veido hiperbola =t> *=0, rotējot 1) ap Oz asi, 2) ap 0y

asi.

Atrisinājums. 1. Pēc formulas (22.5) apmainīsim hiper-
X 2 1/2 Z

2

bolās vienādojuma yar
2+y

2. Tad dabūjam == 1.

So virsmu sauc par viendobuma rotācijas hiperboloīdu.
2. Pēc formulas (22.6) apmainīsim hiperbolas vienādojumā z

u2
x 2 z

2

ar ~}/x2+z2. Tad dabūjam $° virsmu sauc P ar div
~

dobumu rotācijas hiperboloīdu.
4. piemērs. Atrast vienādojumu rotācijas virsmai, kuru

veido parabola y
2
=2pz, x= 0, rotējot ap Oz asi.

Atrisinājums. Pēc formulas (22.5) apmainīsim parabo-

las vienādojumā y ar fxT+y
2, tad dabūjam x2+y

2
=2pz. So vir-

smu sauc par rotācijas paraboloīdu.
175. §. Elipsoīds. Par elipsoīdu sauc virsmu, kuras kanoniskais

(visvienkāršākais) vienādojums ir

x 2 u
2

z
2

Salīdzināsim vienādojumu (22.7) ar vienādojumu

x 2+y
2+ z

2 =l. (22.8)
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Vienādojums (22.8) ir tādas sfēras vienādojums, kuras centrs at-

rodas koordinātu sākumā un rādiuss ir 1. Ja punkts ar koordinā-

tēm (x; y; z) atrodas uz sfēras, t. i., tā koordinātes apmierina
vienādojumu (22.8), tad punkts ar koordinātēm (ax;by\cz) ap-

mierina vienādojumu (22.7). Tas nozīmē,
ka elipsoīdu (22.7) dabū no sfēras (22.8),

ja visu tās punktu abscisas x atvieto ar

ax, ordinātes y — ar by, aplikātas z — ar

cz. Tātad elipsoīds ir virsma, kuru var

dabūt no sfēras, to vienmērīgi deformējot
(izstiepjot vai saplacinot) pret yOz, xOz

un xOy plaknēm (181. zīm.). Elipsoīda

šķēlums ar jebkuru koordinātu plakni ir

elipse. Elipses ir arī visi elipsoīda šķē-
lumi ar plaknēm, kuras paralēlas koordi-

nātu plaknēm. Piemēram, vienādojumi
181. zīm.

a
2 62

c 2 ' (22.9)

z=h,

kur |A|<Cļc|, izteic elipsoīda šķēlumu ar plakni, kura paralēla
xOy plaknei. Vienādojumu sistēmu (22.9) var aizstāt ar šādu ekvi-

valentu vienādojumu sistēmu:

a
2+

b 2
~

c 2
'

z=h

jeb

Pirmais no vienādojumiem (22.9) izteic eliptisku cilindru, kura
veidule paralēla Oz asij, bet vadule ir elipse xOy plaknē ar pus-

/ h2
-, / h2

asīm a\ļ \ — by\ — —. Tātad vienādojumi (22.9') ir elip-

ses vienādojumi.
Ja a=b, tad vienādojums (22.7) izteic rotācijas elipsoīdu, bet,

ja a=6 =c, tad sfēru ar centru koordinātu sākumā un rādiusu a.

176. §. Hiperboloīdi. I. Par viendobuma hiperboloīdu sauc vir-

smu, kuras kanoniskais (visvienkāršākais) vienādojums ir

X 2 U2
7

2
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Katra xOy plaknei paralēla plakne šķeļ šo virsmu pa elipsi
(182. zīm.), jo vienādojumi

a2^b2 c2(22.11)
z=h,

182. zīm. 183. zīm.

ir elipses vienādojumi, lai kads butu reālais skaitlis h. Šķēlums
ar yOz plakni ir hiperbola

x v'u' b2
c 2

l-

Šķēlums ar xOz plakni ari ir hiperbola

y=0;
a

2
c2

Ja a=b, tad vienādojums (22.10) izteic viendobuma rotācijas hi-

perboloīdu, kura šķēlums ar katru xOy plaknei paralēlu plakni
ir riņķa līnija. Minēsim bez pierādījuma, ka viendobuma rotāci-

jas hiperboloīdu veido, rotējot ap asi, ne vien hiperbola, bet arī

katra taisne, kura rotē ap tai šķērsu taisni, ja vien šīs šķērsās
taisnes nav savstarpēji perpendikulāras. Uz katra viendobuma

hiperboloīda atrodas divas taišņu saimes.

11. Par divdobumu hiperboloīdu sauc virsmu, kuras kanonis-

kais (visvienkāršākais) vienādojums ir

v*2 tj2 ?2
'

(2212)

Sai, virsmai ar xOy plakni nav reālu šķēlumu, jo vienādojumi
x 2 u

2

2=0; —?+tt = — 1 nedefinē reālu līniju.
a

2 b 2 '
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Šķēlumi ar plaknēm

2=±/z, ]
f£ (22.13)
a

2 +b2 c 2
L

ļ
ir elipses (183. zīm.), ja |/iļ >ļc|.
Šķēlums ar yOz plakni ir hiperbola

z
2

u
2

x= 0; =j-Ļ=l
c 2b 2

un ar xOz plakni — arī hiperbola

z
2

x 2

Ja a=b, tad vienādojums (22.12) izteic divdobumu rotācijas
hiperboloīdu, kuram visi šķēlumi ar plakni z=±ļi, kad ļ/iļ>ļcļ,
ir riņķa līnijas,

177. §. Paraboloīdi. I. Par eliptisko paraboloīdu sauc virsmu,
kuras kanoniskais (visvienkāršākais) vienādojums ir

—+—=2z, kur pq >o. (22.14)
Pa

Pieņemsim, ka p>o un q>o. Virsmas šķēlums ar plakni z=h

ir elipse (184. zīm.)

x 2 y
2

_

2ph
+

2qh~ ' /

z=h,

kuras pusasis ~\l2ph un ir reāli lielumi, ja hp-0.
Šķēlums ar yOz plakni ir parabola

x=0; y
2=2qz

un ar xOz plakni arī parabola

y= 0; x2=2pz.

184. zīm. 185. zīm.
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Ja p=q, tad vienādojums (22.14) izteic rotācijas paraboloīdu,
kuram visi šķēlumi ar plakni z=h, kad /i>o, ir riņķa līnijas.

11. Par hiperbolisko paraboloīdu sauc virsmu, kuras kanonis-
kais (visvienkāršākais) vienādojums ir

y-y=2z, kur pq>o. (22.15)

Pieņemsim, ka p>o un a>o. Sīs virsmas šķēlums ar yOz
plakni ir parabola (185. zīm.)

x=0; y
2=—2qz.

Šķēlums ar xOz plakni ir parabola

y=0; x2=2pz.

Šķēlums ar xOy plakni ir divas krusteniskas taisnes: a) z=0;

y=~\l—-x un b) z= 0; y=—ļ/—-x, jo vienādojuma ———=0
VPV P P 1

kreisa puse sadalās reizinātajos: ,

\lp Iq]\lp W

Virsmas (22.15) šķēlumi ar xOy plaknei paralēlām plaknēm
ir hiperbolas

x 211
2

2ph 2qh
vai

u
2

x 2

Hiperboliskais paraboloīds ir izņēmums starp otrās kārtas
virsmām tajā ziņā, ka neviens tā šķēlums ar koordinātu asīm per-

pendikulārām plaknēm nav elipse. Sī virsma, kura atgādina seg-
lus, ir raksturīga ar to, ka uz tās atrodas divas taišņu saimes.

178. §. Koniskas virsmas. Pieņemsim, ka ir dots virsmas

vienādojums
F(x;y;z)=o (22.16)

un ka funkcija F(x;y;z) ir tāda, kurai ir spēka identitāte

F(Xx;ky;Xz)=l*-F(x;y;z). (22.17)

Te X ir patvaļīgs reizinātājs un n kāds noteikts pakāpes rādītājs.
Tādas funkcijas sauc par homogēnām funkcijām un skaitli n par
homogēnās funkcijas dimensiju jeb pakāpi. Piemēram, x2—2xy +

+y2+ 9z2 ir otrās pakāpes homogēna funkcija, jo (lx) 2
—

-2(U) (ky) + (Xy) 2+9(lz) 2=l 2(x2-2xy +y2+ 9z2
), turpretim
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x2—2xy +y2+ 9z2
— 1 nav homogena funkcija, jo, ievietojot šīs fun-

kcijas izteiksmē x, y, z vietā Xx, Ky, Kz, nav spēkā identitāte

(22.17).
Ja virsmas vienādojuma (22.16) kreisā puse ir homogena fun-

kcija, tad šīs virsmas veidule ir taisne, kura iet caur koordinātusā-

kurnu. Tiešām, ja uz virsmas

(22.16) atrodas punkts A (av, yx; z x),
tad F{X\\ Zj)=0 un F(Xx\\Xy\\
Xz\)=X*F(xx;yx;z\) neatkarīgi no

tā, kāds ir patvaļīgais reizinā-

tājs X. Tādēļ, ja uz virsmas atro-

das punkts A(xl\yl ;zl), tad uz

tās atrodas arī punkts B(x;y\z),
kura koordinātes iegūst, pareizinot
punkta A koordinātes ar patva-
ļīgu reizinātāju X:

x=kxu\

y =Xyu\ (22.18)

z=KZi.)
186. zīm.

Ja parametrs X mainās, tad punkts B apraksta taisni, kura iet

caur punktu A un caur koordinātu sākumu. Sīs taisnes paramet-
riskie vienādojumi ir vienādojumi (22.18), kuros parametrs ir X

—>

un taisnes virziena vektors ir punkta A rādiusvektors .r{=

«? lfi\ Ja virziena vektora gala punkts A maina stāvokli

telpā, kustoties pa kādu dotu līniju (vaduli) /, tad šī vektora

pamats (veidule) apraksta virsmu. Sādu virsmu sauc par konisku

virsmu ar virsotni koordinātu sākumā (186. zīm.).
Tātad vienādojums F(x; y; z) =0, kura kreisā puse # homogēna

funkcija, ģeometriski izsaka konisku virsmu ar virsotni koordi-

nātu sākumā.

Piemēram, vienādojums x2—2xy +y
2+ 9z 2

=Q ģeometriski iz-

saka otrās kārtas konisku virsmu ar virsotni koordinātu sākumā.

Jāpiezīmē, ka koniska virsma var pārvērsties par plakni, kura
iet caur koordinātu sākumu, jo tādas plaknes vienādojuma Ax+

+By+Cz=0 kreisā puse ir pirmās pakāpes homogēna funkcija.
Ja vienādojuma F(u;v;w)=o kreisā puse ir homogēna fun-

kcija, kuras argumenti savukārt ir trīs citu argumentu x, y, z

lineāras funkcijas: u=x—a; v=y—b; w=z—c, tad koniskās vir-

smas F(u; v; w) =0 virsotne atrodas punktā 0'(a; b; c).
179. §. Otrās kārtas virsmas vispārīgais vienādojums. Virsmu,

kuras vienādojums vispārīgā gadījumā ir otrās pakāpes algeb-
risks vienādojums

Ax2+By2 +Cz2+Dxy+Eyz+Fxz+Gx +Hy+lz+ J= 0, (22.19)

sauc par otrās kārtas virsmu. Te A, 8,..., / ir doti reāli skaitļi —

vienādojuma koeficienti. Sajā vienādojumā koeficienti A, B, C,
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D, E, F reizē nav 0, jo tad vienādojums ir lineārs. Bet lineārs

vienādojums ir pirmās kārtas virsmas, t. i., plaknes vienādojums.
Visu iespējamo gadījumu analīze, kura šajā kursā neietilpst,

rāda, ka atkarībā no tā, kādi ir vienādojuma (22.19) koeficienti,
šis vienādojums ģeometriski var izteikt vienu no šādiem 12 ga-

dījumiem:

1) elipsoīdu (181. zīm.);
2) viendobuma hiperboloīdu (182. zīm.);
3) divdobumu hiperboloīdu (183. zīm.);
4) eliptisko paraboloīdu (184. zīm.);

5) hiperbolisko paraboloīdu (185. zīm..);

6) otrās kārtas cilindrisku virsmu;

7) otrās kārtas konisku virsmu;

8) plakņu pāri, piemēram,

(2x-3y+z-6) (x+y-3z +5) =0;

9) dubultplakni, piemēram,

(3x-2£/+z-4) 2=0;

10) taisni, piemēram,

(2x+y +z-3)
2+ (x-3y +6z-5) 2=0;

11) punktu, piemēram,

(x-2)
2
+(y+ 3)

2+ (2-4) 2=0;

12) vienādojuma (22.19) koeficienti ir tādi, ka neviena' reāla

punkta koordinātes šo vienādojumu neapmierina (imaginara vir-

sma), piemēram,

(x-2) 2+ (y +3) 2+ (z-4) 2= -\,

(2x+y+z~3)
2
+ (x-3y+6z-5) 2

=-2,

(3x-2j/+ 2-4)
2=-3.

Vingrinājumi

1. Sastādīt vienādojumus rotācijas virsmām, kuras, rotējot ap
Ox asi,

veido xOy plaknē uzdotās līnijas:
a) taisne y—kx,
b) sinusoīda y=sinx,
c) riņķa līnija (x—a) 2

+y 2=R2.
2. Aprakstīt šādas >otrās kārtas virsmas:

a) a;2+4ž/2+922 -36=0;

b) *2+4(/2 -9z 2-36 =0;

c) x
2+4ļ/

2
-

922+36= 0;

d) x 2+4z2=o\

c) x 2+4y2-z=o;

f) x 2-4
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VII DAĻA

LINEĀRĀS ALGEBRAS ELEMENTI

23. NODAĻA

LINEĀRU ALGEBRISKU VIENĀDOJUMU SISTĒMAS

180. §, Lineārs algebrisks vienādojums un tā atrisinājumi. Sīs

grāmatas 3. un 21. nodaļā plaši iztirzāta lineāru algebrisku vie-

nādojumu ģeometriskā interpretācija, kad mainīgo (nezināmo)
skaits dotajā vienādojumā nav lielāks par 3.

Par lineāru algebrisku vienādojumu ar n nezināmajiem x
v

Xļ,...,xa sauc vienādojumu

axx x -\-a2x2+.. . +aRx n=b. (23.1)

Te ax
,
a2,..., a

v
ir doti reāli skaitļi, kurus sauc par

vienādo-

juma koeficientiem. Doto skaitli b sauc par vienādojuma brīvo

locekli jeb labo pusi. Ja brīvais loceklis ir nulle, tad vienādojumu
sauc par homogēnu, pretējā gadījumā — par nehomogēnu vienā-

dojumu.
Katrā lineārā algebriskā vienādojumā vismaz viens koeficients

nav nulle. Ja, piemēram, ai=/=O, tad no (23.1) seko:

*
1
=A_^

2
_^

3_.. ._£^
n
. (23.2)

a x
ax ax ax v '

Katrai patvaļīgai skaitļu kopai x2=a% x
3=a3,

A:n=an, kas

ievietota izteiksmē (23.2), atbilst viena pilnīgi noteikta x x vērtība

b a2 a 3 a
n

ai =———a2 03— ... — —ctn.
ai ai a\ ū\

Acīm redzot, skaitļu kopa {cti; a2;...; an }, ievietota lineārajā
vienādojumā (23.1), pārvērš to par identitāti. Katru tādu sakār-

totu skaitļu kopu sauc par lineārā vienādojuma atrisinājumu. Tā

kā n— 1 skaitli šādā skaitļu kopā var izvēlēties patvaļīgi, tad

katram lineāram algebriskam vienādojumam ar n nezināmajiem
ir bezgalīgi daudz atrisinājumu.

Piemērs. Vienādojums 2xx +Zx2
— 6x3+ lß=0 ir lineārs ne-
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homogēns algebrisks vienādojums ar 3 nezināmajiem xv x2,x3.
Tā koeficienti ir 0,1 =2, a

2=3, a
3=—6, brīvais loceklis b=

— 18.

Tā kā šajā vienādojumā neviens koeficients nav nulle, tad jebkuru
nezināmo var izteikt kā pārējo divu nezināmo lineāru funkciju,

3

piemēram X\ =—9 —

-^-x2+ 3x3. Patvaļīgi izvēloties x2un x 3vērtī-

bas, piemēram, x 2
=—2; x3=A, un ievietojot tās pēdējā izteiksmē,

dabū Xi=6. Skaitļu kopa {6; —2; 4} ir viens dotā vienādojuma at-

risinājums, jo, ievietojot šos skaitļus vienādojumā, dabū aritmē-

tisku identitāti 2•6+3 • (-2)-6 •4+lß =0. Izteiksmi xy=-9-

-3
—

~2X2+Zx3,
kur x 2un x 3 ir patvaļīgi reāli skaitļi, sauc par dota

vienādojuma vispārīgo atrisinājumu. Lietojot attiecīgus apzīmē-
jumus, šo vispārīgo atrisinājumu var izteikt parametriskā formā

xx + 3t2,

x2
= tļ ,

x
3
= t2,

kur ti un t2 ir patvaļīgi reāli skaitļi.
181. §. Lineāru algebrisku vienādojumu sistēma. Par lineāru

algebrisku m vienādojumu sistēmu ar n nezināmajiem sauc vie-

nādojumu sistēmu
,

<2llXi + +.• ■+OiaXn
=bļ,

021*1 +Ū22X2+.. .+#2n*n =b2, (23 3)

Ora\X\ +Qm2*2 + • • - +<Zmn*n=6m

jeb saīsinātā pierakstā:

an*i +Gi2*2+ • • ■ + 0111*11 =X (23.4)

(i=l,2, ...,m).

Lietojot summas simbolu, vienādojumu sistēmas (23.3) pierakstu
var vēl saīsināt:

n

£ aij*j=6i, (i=l,2 m). (23.4)
i-i

Te aij ir doti reāli skaitļi, kurus sauc par vienādojumu sistēmas

koeficientiem, Xj — nezināmie lielumi un b\ — vienādojumu sistē-

mas brīvie locekļi, kas arī ir doti reāli skaitļi. Katram vienādojumu
sistēmas koeficientam sistēmas vispārīgajā pierakstā, kā redzams,
ir divi indeksi, ar kuriem šie koeficienti savstarpēji atšķiras. Kāda

koeficienta pirmais indekss sakrīt ar vienādojuma numuru sis-

tēmā, bet otrais
— ar tā nezināmā numuru, pie kura šis koeficients

atrodas. Piemēram, a35 ir trešā vienādojuma piektā nezināmā

Xļ koeficients; šī vienādojuma brīvais loceklis ir dots skaitlis b
3.
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Lineāru vienādojumu sistēmu sauc par homogēnu, ja visi tās

brīvie locekļi ir nulles, t. i., ja bļ =6
2=.• .=b

m
=o. Ja kaut viens

brīvais loceklis sistēmā (23.3) nav nulle, tad šo sistēmu sauc par

nehomogēnu lineāru algebrisku vienādojumu sistēmu. Piemēram,

X\-\-2>x2
— Xļ — 2=0,

2*l+ x
2+ x

3
+l=o, (23.5)

—Xļ + 7x2
— 5x

3
— 8=0,

ir nehomogēna lineāru algebrisku vienādojumu sistēma. Šīs vie-

nādojumu sistēmas 3 nezināmie ir X\, x 2, x 3, brīvie locekļi č>i =2,

b
2
=—1,63=8, bet koeficienti a

u
=a22 =a23=1; ai2=3; ai3

= a3i=
=— 1; a

2i=2; a
32

=7 un a
33

=—5.

Vienādojumu sistēmas (23.3) koeficientu tabulu, kas sakār-

tota m rindās un n kolonās, sauc par šīs sistēmas matricu:

(a\\
a
i 2

...
a

m

\a2i a22 ...
a

2n ļ (23 g)

#ml 0m2...o
m2...amn

'

Skaitļu tabulu, kurā bez sistēmas koeficientiem ietilpst arī

brīvo locekļu kolona, sauc par vienādojumu sistēmas paplašināto
matricu. Piemēram, vienādojumu sistēmas (23.5) paplašinātā
matrica ir

(13-1
2\

2 1 1-1

-1 7 -5 8/

182. §. Vienādojumu sistēmas atrisinājums. levietojot vienā-

dojumu sistēmā nezināmo x
v

x 2,..., x
n

vietā kaut kādus skaitļus
cii, ct2,..., an,

dabū

«1101 +0:1202 + .. . + ainan=Bi, (t=l, 2,..., m),

kur 61 ir kāds skaitlis, kas vispār nav vienāds ar ī-tā vienādojuma
brīvo locekli bļ. Ja pastāv aritmētiska identitāte

ouai + ai2a2+.• . + aman=6i, (i= 1,2,...,m),

tad saka, ka skaitļi ai, a2,..., an apmierina vienādojumu sistēmu,

un sakārtoto skaitļu kopu {cti, a2,...,an} sauc par vienādojumu
sistēmas atrisinājumu.

1. piemērs. Skaitļu kopa {—1,1,0} ir vienādojumu sistē-

mas (23.5) atrisinājums, jo, liekot šajā sistēmā nezināmo vietā

skaitļus Xi
=— 1; x2=l; x3=0, visi sistēmas (23.5) vienādojumi

pārvēršas par aritmētiskām identitātēm

1 • (-1) +3-1-1 -0-2 =0,
2- (-l) + l-l + l-o+l=o,

-1 • (-I)+7-1-5-0-8=0.
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Vienādojumu sistēma var būt saderīga vai nesaderīga. Vienā-

dojumu sistēmu sauc par saderīgu, ja tai ir vismaz viens atrisi-

nājums. Tā ir nesaderīga, ja tai nav neviena atrisinājuma.
Saderīgām sistēmām var būt viens vienīgs atrisinājums vai arī

neierobežots skaits atrisinājumu. Piemēram, vienādojumu sistēmai

(23.5) bez jau pieminētā atrisinājuma {— 1; 1; 0} ir neierobežots

skaits atrisinājumu. Visus sistēmas (23.5) atrisinājumus, kā vē-

lāk redzēsim, var izteikt kā viena parametra lineāras funkcijas:

*,= -1-0,8/,]
x2= 1+0,6/, (23.7)

*3= /, J
kur / ir patvaļīgs reāls skaitlis. Tiešām, lai kāds būtu /, ievietojot

vienādojumu sistēmā (23.5) nezināmo vietā funkcijas (23.7), visi

sistēmas vienādojumi pārvēršas par identitātēm:

(- 1 - 0,8/) +3(l+0,6/) -/-2=0,

2(-1-0,8/)+ (1+0,6/)+/+l=o,
- ( - 1 -0,8/) +7(1+0,6/) -5/-8=0.

Funkciju kopu (23.7) sauc par vienādojumu sistēmas (23.5)

vispārīgo atrisinājumu.
2. piemērs. Vienādojumu sistēma

X\ — X2
—

*3 =0, I

3*,-2*2
- x3=4, • (23.8)

-2x,+3x2+3*3 =5, J

ir saderīga. -Tās atrisinājums ir {5; 6; — I}, jo, ievietojot skaitļus

*i=s; x2=6 un x3=—1 vienādojumu sistēmā (23.8), visi tas vie-

nādojumi pārvēršas par aritmētiskām identitātēm. Kā vēlāk re-

dzēsim, šis atrisinājums ir vienīgais.
3. piemērs. Vienādojumu sistēma

X\-\-2>x2
— x3=<2,

2Xi+ x2+ x 3
=-\,\ (23.9)

—

Xi +7x2
—s*3=l, J

ir nesaderīga. Lai to pierādītu, pieņemsim nezināmos x v x2, x 3 par

neatkarīgi mainīgiem lielumiem, apzīmēsim diferences starp sis-

tēmas (23.9) labajām un kreisajām pusēm ar

i>i= 2- a."i-3x2+ *3> )
v

2=-l-2x 1- x - x 3, ļ (23.10)

t>3= t+ Xļ -7*2+5*3, ļ

un nosauksim lineārās funkcijas v u v2, v 3 par bāzes mainīgajiem.
Acīm redzot, vienādojumu sistēma (23.9) ir saderīga tad un tikai
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tad, ja eksistē kaut viena tāda nezināmo xv x2, x 3 vērtību kopa,
kurai atbilstošās visu bāzes mainīgo vērtības ir Vļ =v2=v3=Q.

Tādēļ pietiek parādīt, ka pieņēmums par atrisinājuma eksistenci

noved pie pretrunas ar nosacījumu v x=v2=v3=0. Lai to parādītu,
pēc brīvas izvēles izslēgsim no lineāro funkciju sistēmas (23.10)
neatkarīgi mainīgiem lielumiem vienu nezināmo apmaiņā pret
kādu no bāzes mainīgajiem. Tāda neatkarīgi mainīgā un bāzes

mainīgā lomu apmaiņa Ir lespējama, ja koeficients pie Izslēdzamā

nezināmā tajā vienādojumā, kas šo nezināmo saista ar apmai-
nāmo bāzes mainīgo, nav nulle. Sai gadījumā koeficienti' pie *i

visos sistēmas (23.10) vienādojumos nav nulles. Tādēļ Xļ var sa-

mainīt lomām ar jebkuru no bāzes mainīgajiem, piemēram, var

samainīt lomām *i un v\. Sai nolūkā no sistēmas (23.10) pirmā
vienādojuma izteic Xi =2— v

y
— 3*2+*3 un ievieto to pārējos divos

vienādojumos. Tad dabū jaunu lineāru vienādojumu sistēmu

*i = 2- vļ-3x
2+x3,

v
2 =-l-2(2-v l -3x2+x3) J

v3
= 1+ (2-i>i-3*2+*3)-7*2+ 5*

3 J

jeb

*i= 2- ot
— 3*2+" *3, ļ

v
2
=-5 +2vi+ 5*2-3*3, (23.11)

t>3=3-Ui- 10*2+ 6*3. ļ

Tā kā koeficients pie *
2, piemēram, otrajā sistēmas (23.11) vienā-

dojumā, nav nulle, tad arī *2
un v2 var samainīt lomām.

Sai nolūkā no sistēmas (23.11) otrā vienādojuma izteic *2
=

2 13 H

= I—ķ1 —
ķ Vi+-ķ v2+ —*3 un ievieto to pārējos divos vienādojumos.

Tad dabū

.1 3 4
xl=-l+ — v -

-jr-v2—

ķ *3.

,
2 ■ 1■ ■ 3 (23.12)

*2= l--ģ-Ul + 2+-ģ-*3.

v3=—7 +3vļ — 2v 2.

Samainīt lomām *3 un v3, acīm redzot, nav iespējams, jo koe-

ficients pie *3
sistēmas (23.12) trešajā vienādojumā ir nulle. Ja

vi=v2= 0, tad *i= —1 — ļļ-*3', *2=l +-|-*3, bet v
3
=—7 neatkarīgi

no tā, kāda ir *
3 vērtība. Tādēļ pieņēmums par tādas nezināmo

*i, *2, *3 vērtību kopas eksistenci, kurai atbilstu Vļ =v2=v3=0,
noved pie pretrunas un dotā vienādojumu sistēma (23.9) ir nesa-

derīga.
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Lineāru algebrisku vienādojumu sistēmas atrisināšana visos

gadījumos prasa atbildi uz šādiem jautājumiem.
1. Vai dotā vienādojumu sistēma ir saderīga?
2. Vai sistēmas atrisinājums, ja tāds eksistē, ir vienīgais?
3. Ķāds ir sistēmas vispārīgais atrisinājums, ja tāds eksistē?

Atbildes uz visiem trim jautājumiem var dabūt ar kādu lineā-

rās algebras skaitlisko metodi. No šīm metodēm šajā nodaļā iz-

tirzāsim trīs Zordāna izslēgšanas metodes paveidus un tai radnie-

cīgo, plaši pazīstamo Gausa metodi lineāru algebrisku vienādo-

jumu sistēmu atrisināšanai.

183. §. Modificētā 2ordāna izslēgšanas metode. Modificēto

Zordāna izslēgšanas metodi plaši pielieto tādu ekonomikas opti-
mālās plānošanas uzdevumu risināšanā, kuru matemātiskajā mo-

delī ietilpst lineāru algebrisku vienādojumu sistēmas. So metodi

praktiski pielietojām iepriekšējā paragrāfā, risinot vienādojumu
sistēmu (23.9).

Vispār, lai risinātu m lineāru algebrisku vienādojumu sistēmu

(23.3) ar n nezināmajiem pēc modificētās Zordāna izslēgšanas
metodes, tad pieņemsim, ka diferences starp vienādojumu laba-

jām un kreisajām pusēm ir nezināmo (neatkarīgo mainīgo)
xv Xļ, ■■ ■ ,xn

lineāras funkcijas (bāzes mainīgie):

V\
=b\ — Qii*l — a\ļXļ —

...
— Qin*n,

V2=b2— <221*1 — 0 22X2—••- — #2n*n,
(23 13)

Vļļļ=bļļt— flml*l — #m2*2 • • •

Acīm redzot, vienādojumu sistēma (23.3) ir saderīga, ja var uz-

rādīt kaut vienu nezināmo x
v x 2,... ,xn

vērtību kopu, kurai atbilst

visu sistēmas (23.13) lineāro funkciju nulles. Ja tāda nezināmo

xiy x 2,..., xn vērtību kopa, kas apmierina nosacījumu Vi =v
2

==

=.. . = vm =o, neeksistē, m vienādojumu sistēma ar n nezināma-

jiem ir nesaderīga.
Vienādojumu sistēmu parasti pieraksta tabulas formā:

(23.14)

1 ~x
2

V] bļ a
n

a[2 ... au...

v 2 b2 a2i a22 ... a2 ļ...

v\ b\ an «i2... au ...

a
2k

...ala

. . . d
2a

...
am

b
p apl aM ... aPļ...

...a
pn

v m bm Omi Omj• • • OmJ • ■ ■
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Tā kā katrā lineārā algebriskā vienādojumā vismaz viens koe-

ficients nav nulle, tad katrā tabulas (23.14) rindā vismaz viens

skaitlis nav nulle, un, tā kā katrs nezināmais ietilpst vismaz vienā

sistēmas vienādojumā, tad arī katrā tabulas kolonā, neieskaitot

sistēmas brīvo locekļu kolonu, vismaz viens skaitlis nav nulle.
Jebkurš no tabulas (23.14) skaitļiem (i= 1,2,..., m; /=

=1,2,..., n) atrodas kādas rindas un kolonas krustojumā. Ja

izvēlas kādu tādu kolonu un rindu, kuru kustojumā novietotais
elements Cij-nav nulle, piemēram, aPk#o, tad ir iespējams izslēgt
nezināmo .v'k no neatkarīgi mainīgo skaita, apmainot to lomām

ar bāzes mainīgo v
p. To panāk, izsakot ho sistēmas (23.13) p-tā

vienādojuma

Xk=
h Cpl

Xi ..

-

ap}
.Yi-...-

1
p -...-

a
2r

L Xa
#pk flpk <3pk tfpk

P

£pk
n

un ievietojot šādu xk pārējos sistēmas (23.13) vienādojumos. Tad

dabū jaunu vienādojumu sistēmu, kuru pierakstīsim jaunas tabu-
las (I) formā:

(23.15)

Te

C=-L, (23.16)
°pk '

ū
, aijflpk-flikapj

> (23>17)
Opk

j¥*k)

un

i=

f>iflpk-&pflik> {i¥sp) (2318)
Opk

I 1 -*1 -V,

v2 b' 2

a'u a'
l2 --- a'ļļ...

a'n a'22
■.. a'21...

a'u a'u ■ ■ ■ a'
y ...

— Cūļļi
— ca

2\s.

—Cdļk

. . . fl'in

...

a'
2n

.
■.

a'm

-Vk cbp ca
pļ

CŪ
P2■ ■ . Cūpļ ... c ...Cūpn

Vm °'m Cl'
ml ū'm2■ ■ ■ a'raļ . • . -ca m k . . . d mn



Tiešam, ja sakuma tabula tad

•
,

k-i •• • >

,7 ; «s*\

Opk Opk
j= 1 «pk «pk

J=k+l

un

k-l /k-l n i n

vi=bi
- £ai £ «pjA'j-fp- Z Opj*j ļ- Z aipcj=

j-1
ap*\

J-l J-k+l
/

j-k+l

_

bjū v\
— bpdļķ QijQpk —aiķapj «ik

_ £ w-Q^p]% (t-=1!2)
...

)P _ liP+li ... m).
j-k+l "Pk

Izvēlēto sākuma tabulas skaitli kas atrodas p-tās rin-

das un &-tās kolonas krustojumā, sauc par šīs tabulas galveno
elementu. Jebkuru vienādojumu sistēmas koeficientu, kas nav

nulle, var vai nu pilnīgi patvaļīgi, vai arī, vadoties no kādiem

īpašiem apsvērumiem, izvēlēties par galveno elementu. Ja

ir galvenais elements, tad to rindu un kolonu, kurā šis elements

atrodas, sauc par galveno rindu un galveno kolonu.

Par modificētās Zordāna izslēgšanas metodes vienu soli ar

galveno elementu ap
k#o sauc p-tā bāzes mainīgā v

p apmaiņu
lomām ar neatkarīgi mainīgo x\.

Tātad izpildīt vienu modificētās Zordāna izslēgšanas metodes
soli ar galveno elementuaakPk nozīmē atvietot sākuma tabulu

(23.14) ar jaunu tabulu (23.15). Vienā solī ietilpst šādas darbības:

1) atvietot sākuma tabulas galveno elementu ar tā apgriezto
lielumu

1
c= a k

P
=

— ;

2) atvietot galvenās rindas elementus ar skaitļiem, kurus dabū,

pareizinot šīs rindas elementus ar galvenā elementaa akPk apgriezto
lielumu c;

3) atvietot galvenās kolonas elementus ar skaitļiem, kurus

dabū, pareizinot šīs kolonas elementus ar galvenā elementa

apgriezto lielumu c un mainot zīmi;

4) atvietot visus citus sākuma tabulas elementus, kas neatro-

das galvenajā rindā vai galvenajā kolonā, ar skaitļiem, kurus ap-

rēķina pēc formulām (23.17) vai (23.18).

Formulu (23.17), (23.18) un to paveidu atvieglotai iegaumē-
šanai un praktiskai izmantošanai pastāv dažādas mnemoniskas

kārtulas. Viena no tām ir «taisnstūra kārtula». Lai formulētu šo

viegli iegaumējamo kārtulu, jāievēro, ka katrā no formulām

345
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(23.17) vai (23.18) iesaistīti četri sākuma tabulas skaitļi: 1) at-

vietojamais elements, 2) galvenais elements, 3) tas galvenās rin-

das elements, kas atrodas vienā kolonā ar atvietojamo elementu,

un 4) tas galvenās kolonās elements, kas atrodas vienā rindā ar

atvietojamo elementu. Grafiski šie 4 skaitļi katrā konkrētā gadī-

jumā atrodas kāda taisnstūra virsotnēs. Viena no taisnstūra dia-

gonālēm vienmēr savieno atvietojamo un galveno elementu. So

diagonāli nosacīti sauc par galveno diagonāli. Otrā, t. s. blakus

diagonāle savieno atbilstošos galvenās rindas un galvenās kolo-

nas elementus.

levērojot to, taisnstūra kārtulu var formulēt šādi:

Katru jaunās tabulas elementu, kas neatvieto galvenās rindas

vai galvenās kolonas elementu, dabā, ja no galvenās diagonāles

galos novietoto elementu reizinājuma atņem blakus diagonāles

galos novietoto elementu reizinājumu un iegūto diferenci Izdala

ar galveno elementu.

1. piemērs. Atrisināt vienādojumu sistēmu (23.8) ar modi-

ficēto Zordāna izslēgšanas metodi.

Atrisinājums. Pārrakstīsim doto vienādojumu sistēmu

sākuma tabulas formā:

Ja par galveniem izvēlamies, piemēram, pirmo kolonu 1
un

trešo rindu, tad galvenais elements ir skaitlis a
3!
=—2, kas tabulā

apvilkts ar četrstūri. Izpildot ar šo galveno elementu vienu Zor-
dāna izslēgšanas soli, dabū jaunu tabulu, kurā mainīgie Xi un v 3
samainīti ar to lomām:

Aizpildot jauno tabulu (I), vispirms samaina vietām xx un v 3
un ieraksta savā vietā galvenā elementa apgriezto lielumu — 0,5.

1 Dodot brīvo locekļu kolonai numuru nulle, pārējo tabulas kolonu numuri

sakrīt ar nezināmo indeksiem, bet rindu numuri ar bāzes mainīgo indek-

siem.

1 -*1 -x2 -x3

v 2

0

4

5

1

3_
I -2I

-1

-2

3

-1

-1

3

I 1 -v3 -X2 -*3

v 2

2,5

11,5

-2,5

0,5

1,5

-0,5

0,5

2,5

-1,5

10.5|
3,5

-1,5
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Pēc tam atvieto galvenās rindas pārējos elementus ar skaitļiem
—2,5; —1,5; —1,5, kurus dabū, izdalot galvenās rindas elemen-

tus 5,3 un 3 ar galveno elementu —2. Tad atvieto galvenās kolo-

nas pārējos elementus ar skaitļiem 0,5 un 1,5, kurus dabū, izdalot

galvenās kolonas elementus 1 un 3 ar galveno elementu —2 un

mainot dalījumu zīmes. Beidzot, visus pārējos sākuma tabulas
elementus atvieto ar skaitļiem

yi _o. (-2)-1.5_ 25,

(-2)-5.3
=I|[s;

„-, ļ=
(-'>-(

r|>-'-3 =o|s; „,
ļļ=

(-3>-( =
2>-3-3

=2,5;

* \ (— I) •(—2) —3-3
oc

«13 =
=0,5; a'

23
=-

; y

_2

'
=3,5,

kurus dabū pēc taisnstūra kārtulas.

Ar to noslēdzas pirmais modificētās Zordāna izslēgšanas me-

todes solis.

Ja dabūto jauno tabulu (I) uzskata par sākuma tabulu un

tajā par galveniem izvēlas, piemēram, trešo kolonu un pirmo
rindu, tad jaunais galvenais elements ir a

13.i
=0,5, kas tabulā at-

tiecīgi iezīmēti.1 Izpildot ar šo galveno elementu nākošo Zordāna

izslēgšanas soli, dabū jaunu tabulu

Pieņemot jaunajā tabulā (II) par galveniem otro kolonu un otro

rindu, galvenais elements ir skaitlis «22-2= —1, ar kuru nākošajā
Zordāna izslēgšanas solī dabū tabulu (III)

1 Simbols avi apzīmē pirmā vienādojuma trešā nezināmā koeficientu pir-

majā tabulā. Vispārīgi simbols aij.k apzīmē i-tā vienādojuma /-tā nezināmā

koeficientu &-tajā tabulā.

II -v3 -x2 -Vļ

x3

v2

*1

5

-6

5

1

-2

1

l_
1-1I

0

2

-7

3

III — Vļ -v,

*3

*1

-1

6

5

-1

2

1

1

-1

0

— 5

7

3



348

Ar trešo soli izslēgšanas process ir noslēdzies, jo visi bāzes mai-

nīgie pārvērsti par neatkarīgi maināmiem lielumiem, un vienādo-

jumu sistēmas nezināmie ir to lineārās funkcijas:

*3
=-1 + v 3-v

2+5v
v |

*2= 6
—

2v
3+v

2
—7v

u |
*i= 5— v 3 —3Vļ. ļ

Nosacījumu vi =v2=v3=0 apmierina viena vienīga nezināmo lie-

lumu vērtību kopa *i=5, *2=6, *3
=—1, kas arī ir vienādojumu

sistēmas (23.8) vienīgais atrisinājums.
2. piemērs. Atrisināt vienādojumu sistēmu (23.5) ar modi-

ficēto Zordāna izslēgšanas metodi.

Atrisinājums.

Sī tabula atbilst vienādojumu sistēmai

*,= -1+0,20,-0,602-0,8*3, ļ
*

2
= 1

- 0,4u ! +0,2f 2+0,6*3, ļ

kurā neatkarīgi mainīgie lielumi ir p u v2un *3, bet bāzes mainīgie

*i, *2 un v3. Kā redzams, izpildīt vēl vienu Zordāna izslēgšanas

soli, lai apmainītu lomām mainīgos v3un *3, nav iespējams, jo
tabulas (II) trešās rindas un trešās kolonas krustojumā atrodas

nulle. Var gan samainīt lomām v 3 ar jebkuru no mainīgiem V\

v3

1

2

-1

8

1

iii
2

-I

-x2

3

7

-*3

-1

1

—5

I 1 -01 -x2 -x3

2

— 5

10

. -2

1

3_
1-51

10

-1

3

-6

II

x2

v
3

II 1

-1

1

0

1 -t),

-0,2

0,4

-3,0

-Vi -v2

0,6

-0,2

2,0

0,8

-0,6

0
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vai v
2,

bet tāds solis vienādojumu sistēmas atrisināšanā nekā

jauna nedod. Izdarot tādu soli, mainās tikai tabulas (II) pirmās
un otrās kolonas elementi, bet nulltā un trešā kolona paliek bez

izmaiņām. Sajā piemērā v3=3v\ — 2v2 un, ja divi no trim lielu-

miem vu v2, v 3ir nulles, tad arī trešais ir nulle neatkarīgi no

xv x2un *3 vērtībām.

Liekot Ui=o2=0, dabū

*i =
— 1 —0,8*3,

I *2= 1+0,6*3.

Sīs izteiksmes ar jebkuru patvaļīgu *
3 vērtību atbilst nosacī-

jumam Vi =v2=v3=0. Tātad tās ir dotās vienādojumu sistēmas

(23.5) vispārīgais atrisinājums. Apzīmējot x3=t, dabū sistēmas

vispārīgo atrisinājumu kā viena parametra lineāru funkciju saimi

(23.7).
2 1

Ta ka šaja piemēra v3=3vi —
2v

2,
tad vl=—v

2+—v3un v2=

3 1

~~2
Vi—2~

v- Tas nozīme, ka dotajā vienādojumu sistēma (23.5)

jebkurš vienādojums ir pārējo divu vienādojumu sekas. Piemē-

ram, otro vienādojumu dabū, ja pirmo vienādojumu pareizina ar

3 1

-ņ,
trešo ar un pareizinātos vienādojumus saskaita. «Tadeļ

saka, ka šajā vienādojumu sistēmā ir tikai divi lineāri neatkarīgi
vienādojumi, bet trešais ir pārējo divu lineāra kombinācija.

■ Risinot vienādojumu sistēmu ar Zordāna metodi, no pēdējā iz-

slēgšanas soļa tabulas redzams, vai sistēma ir saderīga, un no-

lasāms ne vien saderīgās sistēmas vispārīgais atrisinājums, bet

atklājas arī iepriekš nepamanītas lineāras sakarības starp sistē-

mas vienādojumiem.
3. piemērs. Atrisināt vienādojumu sistēmu (23.9).
Atrisinājums.

I -x2 ~*3

03

2

-1

1

133
2

-1

3

1

-1

1

— 5

-Vi -x
2

-x
3

xl

p,

"3

2

-5

3

-2

1

3

1-5 I
10

-1

3

-6
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No pēdējās tabulas redzams, ka vienādojumu sistēma (23.9)
ir nesaderīga, jo v3

=—7 +3v\ — 2v 2 neatkarīgi no x v x 2, *3 vērtī-

bām un no tā, ka tad nosacījums Vļ =v2=v3=Q nav iz-

pildāms.
184. §. Vienādojumu sistēmas lineāra kombinācija. Ja katru

dotās vienādojumu sistēmas vienādojumu pareizina ar kādu

skaitli un visus vienādojumus pēc pareizināšanas saskaita, tad

iegūst jaunu vienādojumu, kuru sauc par dotās vienādojumu sis-

tēmas lineāru kombināciju. Pareizinot, piemēram, trīs dotos vienā-

dojumus

Xļ—2*2+ 5*3=0, —1

x - *3
=5, 3 (23.19)

2*ļ-3*2 =-4, 0

ar uzrādītajiem skaitļiem —1, 3, 0 un saskaitot, dabū jaunu vie-

nādojumu —*i +5*2—B*3= 15, kas ir sistēmas (23.19) lineāra

kombinācija.
Vispār, ja m vienādojumu sistēma ar n nezināmajiem (23.3)

pārrakstīta formā (23.13), tad bāzes mainīgie v
u

v 2,.. ., v m
ir n

argumentu xv x 2,...,
x n

lineāras funkcijas. Par šo funkciju sis-

tēmas lineāru kombināciju sauc funkciju

w=Xlvl +X 2v
2+... +Wm. (23.20)

Te Xi, X 2,... Xm ir doti skaitļi, kurus sauc par lineārās kombinā-

cijas koeficientiem. Ja Xi =X2=.. .=Xm =o, tad w=0 neatkarīgi no

tā, kāda ir dotā funkciju sistēma. Ja V\
= t>2=.. . =om =o, tad arī

w— 0 neatkarīgi no tā, kādi ir lineārās kombinācijas koeficienti.

Tādēļ, ja kādu skaitļu kopa {au a2,...,an} apmierina vienādojumu
sistēmu (23.3), tad tā apmierina arī jebkuru šīs sistēmas lineāru

kombināciju.
Pārrakstot, piemēram, vienādojumu sistēmu (23.19) lineāru

funkciju sistēmas formā, dabū

Oi = — *i + 2*2
—5*3,

v
2
= 5 - *

2+ *
3, (23.21)

u
3
=—4 —2*l+3*2.

II ~v2 -x3

x2

v 3

-1

1

-7

__1_ 3_
5 5

_2_
5 5

-3 2

5

5

0
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Ja lineārās kombinācijas koeficienti ir —1, 3, 0, tad funkciju sis-

tēmas (23.21) lineāra kombinācija ir &y= 15+*i—s*2+B*3. Skaitļi

Xi=7; *2
=6 un *3=l apmierina vienādojumu sistēmu (23.19).

Sie skaitļi apmierina ari jebkuru šīs vienādojumu sistēmas lineāru

kombināciju.
Ja kaut viens no dotās vienādojumu sistēmas vienādojumiem

ir pārējo šīs sistēmas vienādojumu lineāra kombinācija, tad saka,
ka dotā vienādojumu sistēma ir lineāri atkarīga. Ja turpretim ne-

vienu no dotās vienādojumu sistēmas vienādojumiem nevar izteikt

kā pārējo šīs sistēmas vienādojumu lineāru kombināciju, tad vie-

nādojumu sistēmu sauc par lineāri neatkarīgu.
185. §. Ekvivalentas vienādojumu sistēmas. Divas vienādojumu

sistēmas ar vienādu nezināmo skaitu x v *2,..., *n sauc par ekvi-

valentām, ja tām ir vienādi vispārīgie atrisinājumi.
Tā kā katra skaitļu kopa, kas ir kādas vienādojumu sistēmas

atrisinājums, apmierina arī jebkuru šīs sistēmas lineāru kombi-

nāciju, tad divas vienādojumu sistēmas ir ekvivalentas, ja katrs

vienas sistēmas vienādojums ir kāda otrās vienādojumu sistēmas

lineāra kombinācija.
Piemēram, vienādojumu sistēma (23.5) ir ekvivalenta ar sis-

tēmu

■ < 2322 >

jo sistēmas (23.5) trešais vienādojums *i—7*2+s*3= —8 ir vie-

nādojumu sistēmas (23.22) lineāra kombinācija v
3
=—3vi+ 2v2.

Sī sistēma savukārt ir ekvivalenta ar sistēmu

*i + 0,8*3= -1, \
x2—0,6*3= 1> J

jo visām trim sistēmām ir vienādi atrisinājumi (23.7).
Katrs Zordāna izslēgšanas metodes solis pārveido doto vienā-

dojumu sistēmu jaunā, iepriekšējai sistēmai ekvivalentā vienādo-

jumu sistēmā.

186. §.* Parastā Zordāna izslēgšanas metode. Sī metode at-

šķiras no modificētās Zordāna izslēgšanas metodes ar to, ka par

sākuma bāzes mainīgajiem pieņem diferences starp lineāro vienā-

dojumu kreisajām un labajām pusēm (bet ne labajām un kreisa-

jām pusēm, kā pie modificētās metodes), apzīmējot

vi=aii*i + a,2*2+.• . + am*n—&1,

v2= a2lxl +a22
x

2+... +a
2nxn

-b
2, (23 23)

U rna=ami*l + am2*2 +.• . +amn*n —6m-

Parastās Zordāna izslēgšanas metodes sākuma tabula atšķi-
ras no tabulas (23.14) tikai ar to, ka tajā vienādojumu sistēmas
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brīvie locekļi ierakstāmi ar pretēju zīmi un tabulas galvā neat-

karīgi mainīgiem lielumiem nav {— ) zīmju.
Parastās Zordāna izslēgšanas metodes vienā solī ietilpst visas

tās pašas darbības, kuras jāizpilda, realizējot vienu modificētās

metodes soli, tikai ar to atšķirību, ka, atvietojot galvenās rindas

elementus, jāmaina iegūto skaitļu zīme, bet tā nav jāmaina gal-
venās kolonas elementiem.

Salīdzināšanas nolūkā atkārtosim vienādojumu sistēmas (23.8)

risinājumu, izmantojot 183. § lietotās modificētās metodes vietā

parasto Zordāna izslēgšanas metodi:

Pēdējā tabulā ierakstītie skaitļi ir vienādi ar 183. § 1. piemēra

gala tabulā dabūtajiem skaitļiem. Ari aritmētisko darbību un pie-
rakstu skaits, risinot vienādojumu sistēmu ar parasto vai ar mo-

dificēto Zordāna metodi, ir vienādi. Šajā kursā parasto Zordāna

izslēgšanas metodi nelietosim, jo matemātisko metožu pielietoju-
mos ekonomikā priekšroka dodama modificētajai Zordāna izslēg-
šanas metodei.

x2 *3

V»

0

-4

-5

1

3_
I-2 |

-1

-2

3

-1

-1

3

I "3 x2

Vl

*1

-2,5

-11,5

-2,5

-0,5

-1,5

-0,5

0,5

2,5

1,5

I 0.5 |

3,5

1,5

II Pj x2

*3

P,

*1

5

6

5

1

2

-1

I -1 I
0

2

7

3

III 1 »8 Vi

*3 -1

6

-1

2

1

-1

-5

7Xj

*1 5 1 0 3
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187. §. Saīsinātā Žordāna izslēgšanas metode. Katrā Zordāna

izslēgšanas solī, kā redzējām, no sākuma bāzes mainīgajiem pēc
brīvas izvēles izslēdz vienu elementu, apmainot to lomām ar brīvi

izvēlētu sākuma tabulas neatkarīgi mainīgo (nezināmo) elementu.

Apmaiņa iespējama tad, ja bāzes mainīgā rindas (galvenās rin-

das) un neatkarīgi mainīgā koeficientu kolonas (galvenās kolo-

nas) krustojumā neatrodas nulle, jo nulle nevar būt izslēgšanas
soļa galvenais elements. Ja, risinot vienādojumu sistēmu, ir vaja-
dzība iegūt atbildi tikai uz 182. § beigās minētajiem 3 jautāju-
miem, tad risinājumu var saīsināt, atmetot katrā nākošā Zordāna

izslēgšanas solī to tabulas kolonu, kuras elementi ir koeficienti

pie neatkarīgi mainīgā lomā pārceltā sākuma bāzes mainīgā.
Piemērs. Atrisināt vienādojumu sistēmu

*i +2*2+3*3+ *4= 3,

*i + 4*2+ 5*3+ 2*4
= 2,

2*l +9*2 +B*3+3*4= 7, ļ (23.24)
3*,+7*2+7*3+2*4=12,

s*i + 7*2+9*3+2*4=20.

Atrisinājums. Pārrakstām doto vienādojumu sistēmu sā-

kuma tabulas formā:

Izpildot vienu Zordāna izslēgšanas soli ar galveno elementu au
=

= 1 un atmetot 1. kolonu, dabū jaunu tabulu:

-*1 -x
2 ~*3

fl

v2

v3

Vi

3

2

7

12

20

i

2

3

5

2

4

9

7

7

3

5

8

7

9

:4

2

3

2

2

I i ■

v 2

3

-1

1

3

5

2

2

5

1

-3

2

2

-2

-6

1

I 1 I
1

-1

-3

P4

p«
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Izpildot nākošo soli ar galveno elementu 024-1 = 1 un atmetot

ceturto kolonu, dabū:

Acīm redzot, jebkuru no vēl neizslēgtajiem sākuma bāzes mai-

nīgajiem v 3, Vļ vai Vļ var apmainīt lomām ar x 2, bet nevienu no

tiem vairs nevar apmainīt lomām ar x 3, jo 033.2
=

043.2=053.2
=0

un neviens no tiem nevar būt galvenais elements. Izvēloties nā-

košajā izslēgšanas solī par galveno elementu a32.2 =3 un atmetot
otro kolonu, dabū:

(23.25)

No tabulas (23.25) redzams, ka vienādojumu sistēma (23.24)
ir ekvivalenta ar vienādojumu sistēmu

xx= 4- x 3, \

=

2_
*2

3 ' } (23.26)
7

Xļ— —^
— 2x3.

Vienādojumu sistēma (23.24) ir saderīga, jo tajā ir tikai 3 lineāri

neatkarīgi vienādojumi, pārējie divi ir 3 citu šīs sistēmas vienā-

dojumu lineāras kombinācijas. Sai sistēmai ir bezgalīgi daudz

atrisinājumu. Tās vispārīgais atrisinājums ir

*!= 4- t,

*-l •
X3= t,

Xt=--j -2t,

kur t ir jebkurš reāls skaitlis.

II 1 ~x
2

-x3

4

-1

2

2

2

0

2

I 3 |
3

3

1

2

0

0

0

III 1

4 1

x
4

7_
3

_2_
3

2

0

0* 0 0

05 0 0
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Saīsinātā Zordāna izslēgšanas metode tātad dod atbildi uz

Visiem 3 lineāru vienādojumu sistēmu atrisināšanas pamatjautā-
jumiem, bet nedod atbildi, piemēram, uz jautājumu, kādas lineā-

ras sakarības pastāv starp sākuma sistēmas vienādojumiem, ja
sistēma ir lineāri atkarīga, kā tas ir arī šajā piemērā.

188. §. Gausa metode. Sī metode atšķiras no iepriekšējās ar

to, ka pēc katra izslēgšanas soļa atmet ne vien sākuma tabulas

galvenai kolonai atbilstošo kolonu, bet arī sākuma tabulas gal-
venai rindai atbilstošo rindu jaunajā tabulā. Atmesto jaunās
tabulas rindu pieraksta atsevišķi kā vienādojumu. Pēc katra izslēg-
šanas soļa rodas viens tāds eliminācijas vienādojums. Elimināci-

jas vienādojumu sistēma ir ekvivalenta ar doto sākuma vienādo-

jumu sistēmu, un tās atrisināšana ir relatīvi vienkārša.

1. piemērs. Atrisināt vienādojumu sistēmu

2xl + 3x2+11x3+5x4=2,

X[+ x2+ 5x3+2x4=l,

2x,+ x
2+ 3x3+2x4=-3, ' (23.27)

Xi+ x 2+ 3x3+ 4x4
=—3.

Atrisinājums. Pārrakstām doto vienādojumu sistēmu sā-

kuma tabulas formā:

Pieņemot par sākuma tabulas galveno elementu a
n
=2 un iz-

pildot ar šo elementu vienu Zordāna izslēgšanas soli, dabū pirmo
eliminācijas vienādojumu

ļ 3 11 5
xi — 1 ~~2 Xi—2~

*3
—

2
Xi

un pēc galvenās rindas un galvenās kolonas atmešanas —jaunu,
pirmo reizi reducētu tabulu:

1 -*2 ~*3 ~*4

2 ļ_2J
1

3 11

5

5

21

-3

-3

2 1 3 2

t'4 1 1 3 4

-X2 -*3

V2

Vi

Vt

0

-5

-4

n

2_
-2

1_
2

I

2

-8

__5_
2

~

2

-3

_3__
2
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Pieņemot par vienu reizi reducētās tabulas galveno elementu

022-1 =—2"
un 'zP'ldot ar šo elementu jaunu Zordāna izslēgšanas

soli, dabū otro eliminācijas vienādojumu

X2=O—X3—

X4

un pēc galvenās rindas un galvenās kolonas atmešanas —■ jaunu,
otro reizi reducētu tabulu:

Pieņemot par divas reizes reducētās tabulas galveno elementu

033.2=—6, nākošajā izslēgšanas soli dabū trešo eliminācijas vie-

nādojumu
5 1

A'3~"6"~T X4

un trešo reizi reducētu tabulu:

Trešo reizi reducētajā tabula atlicis tikai viens galvenais ele-

W;-- '■ 7 v
ments tf44.3

=

-ģ- pēdējam izslēgšanas solim. No ta seko pēdējais

eliminācijas vienādojums x4
=—1.

Apkopojot visus eliminācijas vienādojumus, dabū vienādojumu
sistēmu

; 3 ii 5
,

X\*=\ —2~
x2— ~2~

*3
~

~~2
*4 '

'X2=0

5~ ļ^3- **
( 23-28 )

X3
=

"6"~"6
A'4'

X4= — 1

jeb

2x\ +3x2+11x3+sx4= 2,

*\2tT=l\ (2329>

x 4=-l.

II 1 ~*3

v 3

Vi

-5

-4 -2

-1

2

III —Xļ

Vi
_7_

3

7_
3
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Eliminācijas vienādojumu sistēma (23.28) jeb (23.29) ir ekvi-

valenta ar doto sistēmu (23.27) un viegli atrisināma ar pakāpe-
niskas ievietošanas palīdzību. levietojot pēdējā vienādojumā at-

klāti izteikto x4 =
— 1 priekšpēdējā vienādojumā, dabū x

3=l. levie-

tojot atrastos x3=l un x4
=— 1 nākošajā vienādojumā, dabū x2=0

un, beidzot, X\
=— 2. Atrastās nezināmo vērtības ir dotās vienā-

dojumu sistēmas (23.27) vienīgais atrisinājums.
2. piemērs. Izpētīt vienādojumu sistēmu

Xj
— 2X2-{- 3x3

—

A*4 = 1,

X\— x2+ 3x 3+x4=5,

x,-2x2+ (k2+2)x 3
-x

4=k+ 2, ' ( >

Xļ — 2x2+ 3x3—Xļ=k2

atkarībā no parametra k vērtības.

Atrisinājums.
Pārrakstām sistēmu tabulas formā un risinām to pēc Gausa

metodes, iezīmējot katrā tabulā izvēlēto galveno elementu un iz-

rakstot pēc katra izslēgšanas soļa attiecīgo eliminācijas vienā-

dojumu.

*l=l+2*2-3*3 + *4-

x2=4 —2x4

(23.31)

j a k2 -\=o, tad & =±1, un, ja k=-l, tad arī £+I=o. Tādēļ,

ja 6= —1, tad otro reizi reducētajā tabula (23.31) visi elementi

1 -*2 ~x4

v3

04

1

5

k+2

I 1 I
1

1

1

-2

-1

-2

-2

3

3

-1

1

-1

-1

-*2 -*3

v
2

4

k+ļ
k2 -l

I 1 I
0

0

0

0

2

0

0

II 1 -x3

0

0

-xA

v3

Vi

ļfe2 -ll
0
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ir nulles. Tas nozīme, ka vienādojumu sistēma (23.30) ir saderīga,
un tā ir ekvivalenta ar eliminācijas vienādojumu sistēmu

Xi= 1 +2x
2

— 3*3+ xit \

x2=\ -2*4. ] ( }

levietojot x 2 izteiksmi no sistēmas (23.32) otrā vienādojuma

pirmajā un pārrakstot otro vienādojumu bez izmaiņām, dabū vie-

nādojumu sistēmas (23.32) vispārīgo atrisinājumu

ķso, } <2M4>

Te Xļ un x2ir bāzes nezināmie, bet X\ un x2 brīvie nezināmie.

Apzīmējot x3=t{ un x4=r2, vispārīgo atrisinājumu (23.34) var

pārrakstīt kā divu patvaļīgi mainīgu parametru tļ un t2
lineāru

funkciju saimi

Xi=9-3.i-3*2,

x2=4 -24

Xz= 11 ,

x4= t2.

Ja otro reizi reducētajā tabulā (23.31) k2
— tad, izpildot

nākošo Zordāna izslēgšanas soli ar k2
— 1 kā galveno elementu,

dabū trešo eliminācijas vienādojumu

_

k + \ 1_
*3

k 2-\~k~\

un trešo reizi reducēto tabulu

Tā kā šajā tabulā /e2 —I==0, tad sistēma ir nesaderīga. Tādēļ
sistēma (23.30) ir saderīga tikai tad, ja k= —1, un nesaderīga,

ja k=t=-\.

189. §. Lineāru homogenu vienādojumu sistēma. lepriekšējos

paragrāfos iztirzātās metodes lineāru algebrisku vienādojumu sis-

tēmu skaitliskai risināšanai ir noderīgas visiem gadījumiem, ne-

atkarīgi no tā, vai dotā sistēma- saderīga vai nesaderīga, homo-

gēna vai nehomogēna.Tā kā homogēnu vienādojumu sistēmas

a
u

xl +a
12X2+.■ . +a

ln
x n=0,

a
2\Xi +a

22X2 +■ ■.
+02nXn —0,

(23 35)

ūmi xi+Qm2x
2+••. +Qmn*n=0,

III

»4
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brīvo locekļu kolona ir tikai nulles, tad šāda sistēma ir vienmēr

saderīga, jo katrai tādai sistēmai eksistē triviālais atrisinājums

X\=Xļ=. • .==xn =0.

Risinot homogēnu vienādojumu sistēmu ar kādu no iztirzāta-

jām metodēm, sākuma tabulā neraksta brīvo locekļu kolonu, jo
neviens Zordāna izslēgšanas solis nemaina nevienu tādu tabulas

kolonu, kurā ir tikai nulles.

Piemērs. Noskaidrot, pie kādām reālām k vērtībām dotajai
homogēnajai vienādojumu sistēmai

X 2-ļ- Xeļ=RXi,

X\ ~ļ- X3=kx
2j

x2+xi=kxo>, \ (23.36)

Xļ+Xļ=k.Xļ,

X\-ļ- x4=kx§

eksistē netriviāli atrisinājumi.
Atrisinājums. Pierakstīsim doto vienādojumu sistēmu

tabulas formā un risināsim to ar saīsināto Zordāna izslēgšanas
metodi.
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(23.37)

Tā kā k 3 -2k+l= {k-l) (k2+ k-l) un
-k*+ 3k2

- 1 ={k 2+

+k-l) (-k2 +k + l), tad gadījuma, ja k2+k-l =0, visi trešo

reizi reducētās tabulas skaitļi, kurus varētu izvēlēties par nākošā

izslēgšanas soļa galvenajiem elementiem, ir nulles, un ar to iz-

slēgšana izbeidzas.

1 V2
Tātad, ja k 2+ k-\=o, t. i., ja k

Xi2
tad dotajā vie-

nādojumu sistēmā (23.36) ir tikai trīs lineāri neatkarīgi vienādo-

jumi. Pārējie divi vienādojumi ir trīs citu vienādojumu lineārās

kombinācijas. Trīs lineāri neatkarīgo vienādojumu sistēma sa-

skaņā ar tabulu (23.37) ir ekvivalenta ar šādu vienādojumu sis-

tēmu:

X\ = —Xļ +kxs,

x 2= ~kxi+(k*-\)xs, (23.38)

x 3=-(k 2-l)x4-k(2-k2)x5.

1 V2~
Ja k=

—2 ' *ac* vienadojumu sistēma (23.38) ir vienādojumu

sistēmas (23.36) vispārīgais atrisinājums, kurā x x un x sir brīvie

nezināmie un X\ļ x2,x3 —
bāzes nezināmie. Liekot x

i
=tl un x5=t

2,
šo vispārīgo atrisinājumu var izteikt šādi:

■Xļ= —tļ +kt2,

x 2
= -kt{ +(k2-l)t2<

x3= -(k2-l)tl -k(2-k2 )t2, ■

Xļ= tļ ,

Xs= t2,

kur ti un t2 ir jebkuri reāli skaitļi.

Ja tad k2+ un tabula (23.37) nav pē-

dējā. Tad ir iespējams nākošais Žordāna izslēgšanas solis, kurā

par galveno elementu var izvēlēties jebkuru no 4 skaitļiem, kas

atrodas palikušo kolonu un trešās vai ceturtās rindas krustojumā.

III

x
2

x3

v3

Vi

k

k2 -\

fe3 -2fe+l

I -(fe2+fe-l) I
1

l-k2

k(2-k 2)
-/fe 4

+3/fe2-l

k*-2k+l
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Ja galvenais elements ir, piemēram, a44.3= — (k2+k— 1), tad dabū

jaunu tabulu:

(23.39)

No tabulas (23.39) redzams, ka vienādojumu sistēmai ir netriviāli

atrisinājumi arī tad, ja 035.4=
— (k2+k— 1) (k —2) =0. Tātad, ja

k=2, tad dotajā vienādojumu sistēmā (23.36) ir četri lineāri ne-

atkarīgi vienādojumi un katrs šīs sistēmas vienādojums ir pārējo
četru vienādojumu lineāra kombinācija. Četru lineāri neatkarīgo

vienādojumu sistēma saskaņā ar tabulu (23.39) ir ekvivalenta ar

vienādojumu sistēmu x{ =x2=x3 =x4=x 5. Līdz ar to, ja k=2, tad

vienādojumu sistēmas (23.36) vispārīgais atrisinājums ir xx =

=x2=x3=X4= x5=t, kur t ir patvaļīgs reāls skaitlis.

1 1/2
Ja k=jt=2 un k^=-—±, tad tabula (23.29) nav pēdējā un

iespējams vēl viens 2ordāna izslēgšanas solis ar galveno elementu

«45.4=
— (k2+k— 1) (k —2). Tādā gadījumā homogēnu vienādojumu

sistēmai (23.36) eksistē tikai triviālais atrisinājums x{=x 2
=x 3

=

=x4=x5=0.

190. §. Lineāru vienādojumu sistēmas risināšanas gaitas kon-

trole. Par lineāru vienādojumu sistēmas atrisinājumu pareizību
var un vajag pārliecināties, ievietojot dabūto vispārīgo atrisinā-

jumu dotajā vienādojumu sistēmā. Ja tas vienādojumu sistēmu

neapmierina, tad risināšanas gaitā ir pieļauta kļūda. Katras vie-

nādojumu sistēmas risināšana prasa relatīvi daudz laika un pūļu,
un kļūdīšanās iespēja ir liela, jo sevišķi, kad jārisina daudzu vie-

nādojumu sistēmas. Tādēļ ir lietderīgi kontrolēt risināšanas gaitu
katrā Zordāna izslēgšanas solī. Viens no biežāk lietotiem risinā-

šanas gaitas kontroles paņēmieniem ir kolonu summu kontrole

vai rindu summu kontrole.
Ja vienādojumu sistēmas (23.13) beigās pievieno vienādojumu

o=s
Q

— slxl—s 2x2
—

...

—s
nxa (23.40)

un līdz ar to tabulu (23.14), par kuras galveno elementu pie-
ņemts pagarina ar divām rindām, no kurām pirmajā
ieraksta skaitļus s

O,5\,..., sn, kas ir tabulas kolonu reducētas

summas

p-1 m

So= £ 61+ £ bu (23.41)
,

1-1 i=p+l

IV -*5

*2

*3

03

Xt

X\

~(k-\)

-(k?+k-\) (6-2)

-(k-\)
-1
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p— 1 m

«j= Z Z % (23.42)
i-l i=p+l

(j=\,2, ... ,k-\,k+\,. .. ,n),

p-l m

«k= Z flik+ Z «ik-1, (23.43)
i-l i=p+l

tad, izpildot vienu 2ordāna izslēgšanas soli, jaunās tabulas
(m+2)-aja rindā1 rodas skaitļi

p-l i m

s'o= Z b\+ Z °'v (23.44)
i-l «"pk i-p+ l

P-l
„

m

Vl- Z a'u+ —+ Z a'it, (23.45)
i= l "pk i-p+l

(/ =1,2,...,*-l,fc + 1,...,«),

S
'

k=--L-Z'.a
lp
+-l -L Z "ik- (23.46)

. Opk i-l «pk «pk i=p+ l

Te ar s'0, s'j, s\ apzīmētas jaunās tabulas kolonu pilnās kontrol-

summas.

Tātad, lai kontrolētu viena Zordāna izslēgšanas soļa aritmē-

tisko operāciju izpildes pareizību, sākuma tabula jāpagarina ar

tabulas kolonu reducēto summu rindu. Par kolonu reducētām sum-

mām sauc tādas summas, kurās neietilpst galvenās rindas ele-

menti; no galvenās kolonas summas bez tam atņemts skaitlis 1.

Izpildot tā pagarinātai tabulai vienu Zordāna izslēgšanas soli,
sākuma tabulas reducēto summu rindas pārveidotiem skaitļiem,
kurus pieraksta jaunās tabulas (m+2)-ajā rindā (atstājot brīvu

(m+l)-o rindu), jābūt vienādiem ar jaunās tabulas attiecīgo ko-

lonu visu elementu summām.

Ja jaunās tabulas kolonu summas, noapaļošanas precizitātes
robežās, nav vienādas ar (m+2)-ajā rindā pierakstītajiem skait-

ļiem, tad aprēķinos vai pierakstā ir kļūda, kas jāizlabo pirms jau-
nās tabulas (m-f-l)-ās rindas aizpildīšanas ar jaunās tabulas ko-

lonu reducētajām summām.

Risinot vienādojumu sistēmu ar Gausa metodi un izdarot ko-

lonu summas kontroli, jāievēro, ka jaunās tabulas kolonu visu

elementu summā jāieskaita arī pirms šīs tabulas izrakstītā elimi-

nācijas vienādojuma attiecīgie koeficienti.

Neatkarīgi no kolonu summu kontroles var lietot tai analogo
rindu summu kontroli. Atšķirība starp šīm kontrolēm ir tā, ka, iz-

darot rindu summu kontroli, tabula nav jāpagarina, bet ir jāiz-

1 Jaunās tabulas (m+l)-a rinda jāatstāj brīva šīs tabulas kolonu redu-
cēto summu ierakstīšanai.



363

stiepj par divām rindām, no kurām pirmajā raksta rindu redu-
cētās summas, otrajā parādās rindu pilnās' summas. Galvenās
rindas reducētajā summā galvenā elementa vietā jāpieskaita (bet
ne jāatņem, kā pie kolonu summu kontroles) skaitlis 1. Pārējo
rindu reducētajās summās neietilpst galvenās kolonas elementi.

Piemērs. Atrisināt vienādojumu sistēmu (23.27) ar saīsi-

nāto Zordāna metodi un kolonu summu kontroli.

Atrisinājums.

191. §. Vienādojumu sistēmas matricas rangs un sistēmas sa-

derība. Lai kuru aprakstīto risināšanas metodi izvēlamies vienā-

dojumu sistēmas (23.3) atrisināšanai, darbs vienmēr sākas ar

tabulu (23.14). Risināšanas gaita visos gadījumos noris soli pa so-

lim, apmainot katrā Zordāna izslēgšanas solī lomām vienu*neat-

karīgi mainīgo ar kādu bāzes mainīgo. Neatkarīgi no tā, vai katrā

Zordāna izslēgšanas solī atmet vienu tabulas kolonu (saīsinātā
Zordāna metode) vai atmet kolonu un arī rindu (Gausa metode),
soļu skaits nevar pārsniegt neatkarīgi mainīgo (nezināmo) skaitu
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n un nevar pārsniegt arī bāzes mainīgo (vienādojumu) skaitu m,

t. i.,

rs£min(m, «), (23.50)

kur r ir soļu skaits.

Tā kā vienādojumu sistēmas atrisinājuma eksistence un uni-

tāte (vienīgums) nav atkarīgi no vienādojumu un nezināmo nume-

rācijas, tad soļu skaits r nav atkarīgs no tās vai citas galveno
elementu izvēles katrā solī.

Lineāru algebrisku vienādojumu sistēmas atrisinājuma iegū-
šanai nepieciešamais un pietiekamais Zordāna izslēgšanas soļu
skaits ir vienāds ar dotajai sistēmas matricai raksturīgu skaitli r,

kuru sauc par šis matricas rangu.

Saskaņā ar formulu (23.50) iespējami šādi 4 gadījumi.
I°. r=m =n. Tādā gadījumā sistēmai ir viens vienīgs atrisi-

nājums. Tabulā, kuru dabū pēc r-tā Zordāna izslēgšanas soļa, visi

sākuma neatkarīgi mainīgie (nezināmie) x
v

x 2,..., x
n

un visi sā-

kuma bāzes mainīgie v\, v 2,..., v
m

atrodas mainītās lomās. Sī
tabula atbilst vienādojumu sistēmai

l=Cjo — — —- • .~c lnOn,

X2= C2q— C2ļVļ —C
22—.. .

— C
2nVn,

(23 51)

Xn
=Cno

— CnlVv—Cn2V2—.. .
— CnnOn.

Liekot Vļ =v2=.. .= un=0, dabū *i =Ci o,x2=c2O, A- n=cno, kas

ir vienīgais sistēmas (23.3) atrisinājums.
Ja risināšanu izdara pēc Gausa metodes (pēc katra Zordāna

izslēgšanas soļa atmet šī soļa galveno kolonu un galveno rindu,
izrakstot atsevišķi eliminācijas vienādojumus), tad eliminācijas
vienādojumu sistēmai, kas ekvivalenta ar doto sistēmu, ir trijstūra
forma:

011*1 +(112*2+• •
.

+Ctln*n =Ctio,

Ct22*2 + . . . +Cl2n*n =«20,
(23 52)

Onn*n =CtnO,

kur (i =1, 2,..., n). Atrisinot eliminācijas vienādojumu sis-

tēmu (23.52), dabū vienīgo šī gadījuma atrisinājumu.
2°. r=m<n. Tādā gadījumā vienādojumu sistēmai ir bezga-

līgi daudz atrisinājumu. Tabulā, kuru dabū pēc r-tā Zordāna iz-

slēgšanas soļa, visi sākuma bāzes mainīgie vu v 2,...,
v

m ir nonā-

kuši neatkarīgi mainīgo lomā, bet šajā lomā ir palikuši arī (n—r)
sākuma neatkarīgie mainīgie (nezināmie). Nezaudējot pieraksta
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visparīgumu, varam pieņemt, ka tie ir nezināmie xT+u xT+2,..., x
n.

Šajā gadījumā tabula atbilst vienādojumu sistēmai

Xļ = Clo -Cn
V

1
-C ļ2V

2
-. . . —CirOr—Cj, r+i*r+l—.. .-c ļnx

n,

X2=C2o— C2\V\
—

Cļ2V
2
—..

.
— C

2r
V

T
— C

2,r+l*r+l —.. .
— C2n

Xn, (23 53)

Xt=Cro
— — Cr2V2 ...

— C
TT

Ur — C
Tļr+ll —••• — crn*n.

Liekot Vļ =v2=.. .= ur=0, dabū vienādojumu sistēmas (23.3)
vispārīgo atrisinājumu

X\ — C\s
—

C],r4.iXr +i
—

. . .
—

Cļ nX
n,

*2=c 2O
—c

2, r+!*r+l —■ ••

— C2u
X

n, I
/r>o c

t (23.54)

Xļ=Cro r+l*r+l • • • Crn*n.

kur xl+u
x
1+2,.. ., x n

ir brīvie nezināmie un x v
x 2,..

.,
xT

bāzes ne-

zināmie. Lietojot apzīmējumus Arr+i = xr+ 2=t2, ..., xn
=mr n_r>

vis-

pārīgo atrisinājumu (23.54) var pierakstīt šādi:

x l —C\ņ
— Cj,r+l*l—•••

— cin/n-r,

X 2 =C
20

—c
2, T+\ll —•■ • —C^ln-T)

Xr = CtQ
— Cr, r+\t\ —■■ • —Crn/n-r, (23.55)

*r+l=

Xn = tn—i, .

kur U (1= 1,2,..., n—r) ir patvaļīgi parametri.

Ja risināšana notiek pēc Gausa metodes, tad eliminācijas vie-

nādojumu sistēmai šajā gadījumā ir trapeces forma:

auXļ + aļ2X2+... + airXr + ai,r+lXr+l+.. . + ainXn=CCio,

a22
X

2+.■ . + a2r*r + ai,r+l*r+l+. •■
+a2nXn

=a2o, ,no> (zo.oo)

Ctrr*r +Ctr, r+l*r+l +• • • +o.
mXn

=OrO.

Atrisinot eliminācijas vienādojumu sistēmu (23.56), dabū sis-

tēmas (23.3) vispārīgo atrisinājumu (23.54) vai (23.55).

3°. r =n<m. Tādā gadījumā sistēmai ir vai nu viens vienīgs
atrisinājums, vai arī tā ir nesaderīga. Tabulā, kuru dabū pēc r-tā

Zordāna izslēgšanas soļa, visi sākuma neatkarīgie mainīgie
X\,x2,..., xB nonākuši bāzes mainīgo lomā, bet šajā lomā palikuši
arī (m —r) sākuma bāzes mainīgie. Pieņemot, ka palikušie sākuma
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bāzes mainīgie numurēti ar indeksiem n+ 1,n+2,..., m, tabula
atbilst vienādojumu sistēmai

xi~c
10~

c
li

v
l~

c
l2• -~

X2=C2O — — C22V2 —. ..
— CļnVn,

'X
n=CxiO — C

niUi — Cn2v
2—• ••— Cnnfn, (23.57)

y
n+l

=c
n-f-1,0 — cn+l,l

v
1~

c
n+ļ,2

v
2~ • ■ -~Cn+\,uVn,

Om =CmO — C
mļVi —C

m ••
• ~

Cmnfn-

Ja c
n+i,o=Cn+2,o =-• . =Cmo =0, tad, liekot Vļ =v2=.. .=v

a
=o,

dabū sistēmas (23.3) vienīgo atrisinājumu xx =c\o, *2=c2o, •••»

...,xn
=cno; tādā gadījumā sistēmas (23.3) m—n vienādojumi ir

pārējo n vienādojumu lineāras kombinācijas. Ja kaut viens no

skaitļiem cio (i =n+l,n+2,..., m) nav nulle, sistēma (23.3) ir

nesaderīga.
Ja sistēmas (23.3) risināšana notiek pēc Gausa metodes, tad

eliminācijas vienādojumu sistēmai šajā gadījumā ir trijstūra
forma (23.52), bet n-to reizi reducētajā tabulā paliek vēl (m—n)
rindas. Katrā no tām ir tikai viens reducētās brīvās kolonas skait-

lis. Ja visi šie skaitļi ir nulles, tad sistēma saderīga un tai ir viens

vienīgs atrisinājums. Ja kaut viens no n-to reizi reducētās tabu-
las skaitļiem nav nulle, sistēma ir nesaderīga.

4°. Tādā gadījumā sistēmai ir vai nu bezgalīgi
daudz atrisinājumu, vai arī tā ir nesaderīga. Tabula, kuru dabū

pēc r-tā Zordāna izslēgšanas soļa, atbilst vienādojumu sistēmai

X\ =C\q — Ciil>[ —Ci2t>2 —•• . — C\r V
T

— C^r+i^r+l -• •.
— Cln*n,

Xļ=C
2o~

C
2\V\—

—'■ ■ — C2rVr— C2,r+l*r-M—. . .— CļnX n
,

Xt= C
tq

— Ct\Vi — C
r2 l>2 —•.- — Crrfr — cr,r+i*r+l —. ..

~C
ln

X
n,

Vt+l — Cr+ļfi — Cr+i,if i — Cr+i,2t>2 —••• — Cr+l,ryr
— 0 ■ J£r+l —•• ._0 •Xn,

Or+2= Cr+2,o
— c

r+2,l
u

l
—

—• ' - —cr+2,rfr_ 0 ■ Xr-H —... —0 •Xn,

Vļļļ =CmO — Cm\Vl — Cm2
U

2 —•■ ■— CmrOr—0 • *r+l—•••—0• X
n.

(23.58)

Ja cr+i,o
=cr+2,0=... = cmo=0, tad, liekot v y =v2=.. .=v

2=Q,
dabū sistēmas (23.3) vispārīgo atrisinājumu (23.54) vai (23.55).
Ja kaut viens no skaitļiem d 0(i=r+\, r+2,..., m) nav nulle,
sistēma (23.3) ir nesaderīga.

Ja sistēmas (23.3) risināšana notiek pēc Gausa metodes, tad

eliminācijas vienādojumu sistēmai šajā gadījumā ir trapeces
forma (23.56), bet r-to reizi reducētajā tabulā paliek vēl (m—r)
rindas ar nullēm, izņemot, varbūt, brīvo locekļu reducēto kolonu.
Ja r-to reizi reducētajā brīvo locekļu kolonā kaut viens elements
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nav nulle, sistēma ir nesaderīga. Ja r-to reizi reducētajā brīvo lo-

cekļu kolonā visi elementi ir nulles, sistēma ir saderīga. Tās vis-

pārīgo atrisinājumu (23.54) vai (23.55) dabū, atrisinot eliminā-

cijas vienādojumu sistēmu.

Uzskaitīto 4 gadījumu analīzi var apvienot šādā secinājumā,
kas pazīstams ar nosaukumu Kronekera—Kapelli teorēma: Lineāru

algebrisku vienādojumu sistēma ir saderīga tad un tikai tad, ja
sistēmas matricas rangs ir vienāds ar sistēmas paplašinātās mat-

ricas rangu.

Vingrinājumi

1. Noskaidrot, vai vienādojumu sistēma ir saderīga un, ja tā ir saderīga,
tad kāds ir tās vispārīgais atrisinājums:

a)

4*l+3*2— *3 = 20,
6*l+s*2 —2*4= 45,

2*!- 5*2+6*3 - 6*4 =- 3,
4*l+6*2+2*3-3*4= 58.

b)

2*l+7*2+3*3+ *4=6, ļ
3*l+5*2+2*3+2*4=4, \
9*i+4*2+ *3+7*4

=2. J

9*3-2*4=-8,

*l+2*2- *3+ *4= 5,

2*l+4*2+3*3- *4= 5,

-2*l-4*2+ *3+2*4
=-9.

2. Noskaidrot, pie kādām k vērtībām sistēma ir saderīga un kāds ir tās

atrisinājums:
(I+*)*, + *2 + *3=L I

*l+(l+*)*2 + *3=*, }
*1 + *2+(l+£)*3=*2

. J

3. Atrisināt vienādojumu sistēmu

2xx+ X2-4*3=o, \
3*l+s*2-7*3=o, >

4*l-5*2-6*3=o. )

24. NODAĻA

LINEĀRĀ n DIMENSIJU VEKTORU TELPA

192. §. n dimensiju vektori. Sai nodaļa mes apskatīsim vek-

toru vispārinājumus. Aplūkosim tādu bezgalīgu kopu, kuras ele-

menti ir n sanumurētu reālu skaitļu kopas x, y, z,... Katru kopas
Rn

elementu pierakstīsim rindas vai kolonas veida ar

~x= (xl; x2; .. . ; *„) (24.1)
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vai

*=ļl2 ļ (24.2)

un nosauksim par n dimensiju vektoru. Piemēram, x=(\; —0,5) ir

divdimensiju vektors, kas pieder kopai R2, bet x=(l; —0,5; 0) ir

trīsdimensiju vektors, kas pieder kopai R3.

Pasvītrosim, ka katrs n dimensiju vektors ir neskalārs lielums,
kuram ir n komponentes. Katru komponenti raksturo viens no n

skait|iem, kas sakārtoti rindā vai kolonā.

Skaitļu sakārtojumam, kuru norāda katram skaitlim pievieno-
tais indekss, ir būtiski svarīga nozīme, jo ir pilnīgi skaidrs, ka,

piemēram, vektori (3; 0; 1) un (3; 1; 0) nav vienādi.

Rakstības veids (24.2) iespiedumā aizņem daudz vietas. Tā-

dēļ atkarībā no konkrētās situācijas pierakstu (24.2) atvietosim

ar

x ={Xļ, x2; ... ; xn). (24.3)

Vienādas dimensijas vektoru x, y, z,... rakstībai rindas (24.1)
vai kolonas (24.3) veidā nav būtiskas nozīmes. Abi rakstības veidi

ir ekvivalenti. Vektoru rakstības veidu (24.1) un (24.3) savstar-

pīgo apmaiņu sauc par transportēšanu, bet vektorus (24.1) un

(24.2) par savstarpēji transponētiem vektoriem.

Divi savstarpēji transponēti vektori ir vienādi. Šo vienādību

vajadzības gadījumā pierakstīsim ar formulu

(£,; x2,...; x
n ) ={ay, x2; ... ; xn }^

vai

(Xļ-, x2;...; x
n ) T={Xļ \x 2, ...; xn}.

Piemēram, x={l; -3;0; 7}= (1; -3; 0; 7)T ir 4 reālu skaitļu
kolona, kurā dotie skaitļi sanumurēti noradītā secība: x{ =\\ x2—

=—3; -V3=0; x4=7.

Definīcija. Divus vektorus x={x v-x 2\'. .. ; xn} un y =

""fen ļji\
•••; #n} sauc par vienādiem tad un tikai tad, ja x^=yx;

x
2=y2\ .. . \xn

=yn. Tādā gadījumā raksta: x= y jeb

{>,; y2;... ; xn}={yl; y2, ... ; yn } (24.4)

Piemēram, vektori x={2; 3; —I;2} un t/ ={2; —1; 3; 2} nav vie-

nādi, bet vektors x ir vienāds ar vektoru z ={2; 3; —1; 2}.
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Ja Xļ =x
2=.. , =x

n=0, vektoru x sauc par nullvektoru. To ap-

zīmēsim ar o={0; 0; ... ; o}.

Lai saīsināti pierakstītu, ka vektors x pieder pie vektoru ko-

pas Rn, lietosim pierakstu xe/?
n. Seit simbols eirt. s. piederības

zīme.

Definīcija. Par divu vektoru x^R
n

un y^Rn summu sauc

vektoru

x+y={xi+yu x 2+y2; ■. •; x n+yn}. ' (24.5)

-» ] -» 3
Piemēram, vektoru x={3; —1;0; un y—{\\ 1; 1; summa

ir vektors ~x+y ={3+l; -1 +1; 0+ 1;
i-+A}={4;0; I;2}.

Definīcija. Par vektora Jtei?„ reizinājumu ar skaitli a

sauc vektoru

ax={axl ; ax2;...;a*n}. (24.6)

Piemēram, vektora x ={0; 1; 0; 0; 6} reizinājum.s ar skaitli 2 ir

vektors 2x={0; 2; 0; 0; 12}.
Vektoru saskaitīšanu un vektora_ reizināšanu ar skaitli sauc

par lineārām algebriskām operācijām. Viegli pārliecināties, ka

lineārām algebriskām operācijām, kas definētas ar formulām

(24.5) un (24.6), ir šādas īpašības.

I°. Saskaitīšana ir komutatīvā: x+y= y+ x.

2°. Saskaitīšana ir asociatīva: (x+y)+z=x+ (y +z).

3°. Eksistē elements o («nullvektors»), ar kuru x+o*=x, kat-

ram x<=Rn.

4°. Katram x^Rn
atrodams tāds i/ei?n («pretējais elements»),

ar kuru x+y =o.

s°. 1 -x=x katram x<=R-n-

6°. Reizināšana ir asociatīva: a(Bx) =(as)x, katram x^Rn

un jebkuriem reāliem skait|iem a, 6.

7°. Saskaitīšana un reizināšana ir distributīva: (cc+6)x =

=cu+p\v, katram x<=Ra un jebkuriem reāliem skaitļiem <x, B.

B°. Reizināšana un saskaitīšana ir distributīva: a(x+y) =

=ax+ ay, katram x^Rn, katram y^Rn un jebkuram reālam skait-

lim a.
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Piemērs. Doti vektori

āl={1;2;3;4},

ā^={2;4;6;B}l (24.7)

a3={o; 1; 1;0}.

Atrast vektoru b =2a.\—a2+0 • a3.

Atrisinājums. ~b=2{l\ 2; 3; 4}-{2; 4; 6; 8}+0-{0; 1; 1;0} =

={2;4;6;8}-{2;4;6;8}+{0;0;0;0;}={2-2+0; 4-4 +0; 6-6 +0;

8-8 +0}={0; 0; 0; 0} =o. Tātad meklējamais vektors ~b={0; 0; 0; 0;}
ir 4 dimensiju nullvektors.

193. §. Lineārās vektoru telpas definīcija. Salīdzinot iepriek-

šējā paragrāfā minētās lineāro algebrisko operāciju īpašības
I°—B° ar tām īpašībām, kādas ir analītiskajā ģeometrijā lietoto

vektoru (orientēto taisnes nogriežņu) summai un vektora reizinā-

jumam ar skaitli, konstatējama šo īpašību pilnīga sakrišana. Sīs

īpašības pilnīgi sakrīt arī ar reālo skaitļu summas un reizinā-

juma īpašībām, ja vektoru x, y, z,... vietā liek skaitļus x, y, z,...
Tātad likumiem, pēc kuriem atrod divu elementu summu un ele-

menta reizinājumu ar skaitli, ir vienas un tās pašas īpašības vis-

maz 3 pieminētajās kopās: a) n dimensiju vektoru kopā Rn;
b) visu telpā, plaknē vai uz taisnes doto orientēto nogriežņu (vek-
toru) kopā, c) visu reālo skaitļu kopā.

Definīcija. Kopu R sauc par lineāru vektoru telpu un

tās elementus x, y, z,... par vektoriem, ja 1) ir zināms likums,

pēc kura katriem diviem šīs kopas elementiem x un y piekārto

trešo elementu kuru apzīmē ar simbolu x+y un sauc par

elementu x un y summu; 2) ir zināms likums, pēc kura katram

a'ē/? un katram reālam skaitlim a piekārto elementu usi?, kuru

apzīmē ar simbolu au un sauc par elementa x reizinājumu ar

skaitli a; 3) likumiem, pēc kuriem atrod elementu summu un ele-

mentu reizinājumu ar skaitli, ir visas iepriekš minētās īpašības
l°-B°.

Saskaņā ar šo definīciju lineāra vektoru telpa vispirms ir

visu reālo skaitļu kopa, lineāra vektoru telpa ir visu orientēto

nogriežņu (vektoru) kopa telpā, lineāra vektoru telpa ir visu n

dimensiju vektoru kopa R
n, kurā lineārās algebriskās operācijas

definētas ar formulām (24.5) un (24.6). So telpu sauksim par
lineāro n dimensiju vektoru telpu.
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194. §. Lineāru vienādojumu sistēmas vektoriālais rakstības
veids. Pieņemsim, ka ir dota m lineāru vienādojumu sistēma ar n

nezināmajiem

"n£i +«i2*2 + . • . +alnx
Q
=b

u

0
2l*l +"22*2 +-•. + «2n*n =62, I

/0. Q

1^4.8)

Oml*l+Om2*2+ - • • +Omn*n=6
m.

Tad ir doti vektoru telpas R
m

vektori

( an\ ļai 2 \ ļaln \ /6, \ .

Izteiksmi Xiai+A-2a2+.• ■+x
nan sauc par vektoru sistēmas

au a2,..., a
n

lineāru kombināciju, bet skaitļus Jtj, *2, •••, xa par
šīs lineārās kombinācijas koeficientiem. Izmantojot vektoru lineā-

rās kombinācijas jēdzienu, vienādojumu sistēmu (24.8) var pie-
rakstīt ar vienu vienīgu vektoriālu vienādojumu

+x 2a 2+.. .+xnan =b. (24.10)

Izteiksme (24.10) ir vienādojumu sistēmas (24.8) vektoriālais

rakstības veids. No šīs izteiksmes seko teorēma:

Vienādojumu sistēma (24.8) ir saderīga tad un tikai tad, ja

tās brīvo locekļu kolonu b var Izteikt kā koeficientu kolonu

au a2,..., an
sistēmas lineāru kombināciju.

Ja vienādojumu sistēma (24.8) ir saderīga, tās koeficientu

kolonu «i, a
2,..., a

n
lineārās kombinācijas koeficientu kopu

{xv x 2; ... ;x B) sauc par šīs vienādojumu sistēmas atrisinājuma

vektoru x.

195. §. Vektoru sistēmas lineāra neatkarība. Definīcija.
Par vektoru sistēmu sauc katru galīgu vai bezgalīgu vektoru

kopu S, kura ietilpst dotā lineārā vektoru telpā R.

Definīcija. Vektoru sistēmu ū\, a2,..., ak sauc par lineāri

atkarīgu, ja vektoriālajam vienādojumam

Xiūi +x2 a2+... +x
k
a

ko=o (24.11)

eksistē netriviāls atrisinājums x 2;... ; xk}^=o.

Vektoru sistēmu a\,a2,..., ak sauc par lineāri neatkarīgu, ja

vektoriālajam vienādojumam (24.11) nav netriviālu atrisinājumu.
Lineārā atkarība vai neatkarība tātad ir vektoru sistēmas, bet

ne atsevišķa šīs sistēmas vektora īpašība.



Ja kads no vektoriem a
u a2,... ,ak ir pārējo šīs sistēmas vek-

toru lineāra kombinācija, piemēram,

ak=cļai +c 2a2+.. .+ ck_,ak-i, (24.12)

kur Ci, c 2,..., Ck-i ir reāli skaitļi, tad var apgalvot, ka vektoru

sistēma au a2,... ,ak ir lineāri atkarīga. Tiešām, no izteiksmes

(24.12) seko c 1a
1+ c 2a

2+-• . +Ck-iGk-i —a\=o. Tā kā šajā vekto-

riālajā vienādojumā koeficients pie ak ir tad vektoru sis-

tēma ir lineāri atkarīga.

Otrādi, ja vektoru sistēma ir lineāri atkarīga, tad var apgal-
vot, ka vismaz viens šīs sistēmas vektors ir pārējo vektoru lineāra

kombinācija. Tiešām, ja izteiksmē (24.11), piemēram, x tad

~"* X\
~* X 2 ~* X]ļ—\

~*

ak=-—c,~—a2~.. .-——ak-u
xk x k xk

kas rāda, ka vektors ak ir pārējo sistēmas vektoru lineāra kombi-

nācija.
Tā kā nullvektoru var izteikt kā jebkuras vektoru sistēmas

lineāru kombināciju o=0-ai+o-a2+.• . +0-ak, tad pareiza ir se-

kojošā teorēma.

Katra vektoru sistēma, kurā ietilpst nullvektors, ir lineāri at-

karīga.

2. teorēma. Ja kāda galīga vektoru sistēma a
u

a
2,.. ~ ak

ir lineāri neatkarīga, tad lineāri neatkarīga Ir ari katra tās

apakšsistēma.

Pierādījums. Pieņemsim, ka vektoru apakšsistēma ai, o,
2

ir lineāri atkarīga, tad izteiksmē cļal +c 2a
2+ 0-a

3+... +0-ako=o

vismaz viens no koeficientiem c\ vai c2 nav nulle. No tā seko, ka

vektoru sistēma Oi, a2,..., ak ir lineāri atkarīga, bet tas ir pret-
runā ar teorēmas nosacījumu. Tātad pieņēmums, ka apakšsistēma

a\, a
2 ir lineāri atkarīga, noved pie pretrunas, un'teorēma ir pie-

rādīta.

1. piemērs. Vektoru sistēma (24.7) ir lineāri atkarīga, jo

a2=2a\, un tādēļ 2a\—a
2+

0 -a3
=o.

2. piemērs. Noskaidrot, vai vektoru sistēma

a[={l; 2; I},

£={l;-3;6}, (24.13)

a
3
={3; 0;0}

ir lineāri neatkarīga.
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Atrisinājums. Sastādīsim vektoriālu vienādojumu xlal+

+x 2a2+xz
a

3=o. Vektoriālais vienādojums ir tādas lineāru homo-

gēnu vienādojumu sistēmas saīsināts pieraksts, kuras koeficientu
kolonas ir dotie vektori. Tā ir vienādojumu sistēma

Xļ+ a-
2+ 3a-3=0, I

2Xļ-3x2 =0, ļ
*i + 6.v2 =0. J

Ja šai vienādojumu sistēmai ir kāds netriviāls atrisinājums,
tad dotā vektoru sistēma (24.13) ir lineāri atkarīga. Ja tāda nav,
vektoru sistēma ir lineāri neatkarīga. Atrisināsim šo vienādojumu
sistēmu, lietojot iepriekšējā nodaļā aprakstīto Gausa metodi.

-v 3=0.

Tātad eliminācijas vienādojumu sistēma ir

Xļ=—X 2—3*3,

Šai sistēmai eksistē tikai triviālais atrisinājums. Tādēļ vektoru

sistēma (24.13) ir lineāri neatkarīga.
3. piemērs. Noskaidrot, vai vektoru sistēma

at **{U 3; 0; s},

a2={\; 2; 1; 4},

<T4={0; 2; -2; 2},

ir lineāri neatkarīga.

Atrisinājums. Uzrakstīsim lineāru homogēnu vienādo-

jumu sistēmu

Xļ+ x2+ x 3 + x5=0,

3X] + 2x2+ x3+2x 4
-3x

5=0,
(24 ]5)

x2+ 2x 3
—2x4 +6x5 =0, '

'

sx! + 4x2+3x3 +2x4- x5=0,

-X2 ~*3

V) LU
2

1

'■''V;-/
-3

6

3

0

003

I

v2

I -x2-x2

-5

5

-6

3

II ļ -A-3

c 3
-9
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kuras koeficientu kolonas ir dotie vektori, un atrisināsim šo sis-

tēmu, lietojot modificēto Zordāna izslēgšanas metodi.

Ja Vļ =v2=0, tad no tabulas II

X] = *3~2*4+5*5, 1

x2=-2x3+ 2x 4-6x5 J

jeb

xt= /1-2r2+ 5f
3>

1 x
2
=—2t\ +2/2—6/3,

*3= /1 , (24.16)
*4= /2 ,

*5= /3,

kur /i=x 3; /2=x 4; /
3
=x 5 ir patvaļīgi reāli skaitļi. Tādēļ vektoru

sistēmas (24.14) lineārajā kombinācijā x 1a1+ x2a2+X3a3+ x 4a4+

X5<Z5 =o trīs koeficientus var izvēlēties patvaļīgi un pārējos divus

aprēķināt ar formulām (24.16). Tātad nullvektoru var izteikt kā

tādu vektoru sistēmas (24.14) lineāru kombināciju, kurai visi koe-

ficienti nav nulles. Sī sistēma ir lineāri atkarīga.

01

v
2 ■

03

04

-Xi

m
3

0

5

-*i -,*«

1

2

1

4

2 ~*3-*3

1

1

2

3

-*4

0

2

-2

2

-*4 -*5

1

-3

6

-1

"

I -Dl -x2 -x3 -*4 -*5

*1

v2

v
3

Vi

1

-3

0

—5

ļ_
I -1 1

1

-1

1

-2

2

-2

0

2

-2

2

1

-6

6

-6

II

X\

t>a

04

II -01

-2

3

-3

-2

-01 -02

1

-1

. ll

-1

-02

-1

2

0

0

-*3 ~*4

2

-2

0

0

~*4 -*5

-5

6

0

0

—*5
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Vienādojumu sistēmas (24.15) vispārīgajā atrisinājuma (24.16)

koeficientu kolonas pie parametriem tu t2,
t
3 ir vektori Cļ =

={1; -2; 1; 0; o}, 72={-2; 2; 0; 1; o}, 73={5; -6; 0; 0; I}. Tādēļ vis-

pārīgo atrisinājumu x={xv x 2;...; x
s} var izteikt kā vektoru sis-

tēmas Ci, c2, c3 lineāru kombināciju

~x =ūcļ + t2
7

2+t3c3. (24.17)

No izteiksmēm (24.17) un (24.16) redzams, ka vektoru sis-

tēma Ci, c2, c 3ir lineāri neatkarīga tad un tikai tad, ja /i =r2=

=r3=0. Vektoru sistēmu c\, c2, c 3 sauc par homogēno vienādojumu
sistēmas (24.15) atrisinājumu fundamentālo sistēmu.

196. §. Vektoru sistēmas rangs un telpas dimensija. Definī-

cija. Ja no vektoru sistēmas 5 vektoriem var izveidot lineāri ne-

atkarīgu apakšsistēmu ar r vektoriem un katra sistēmas S apakš-
sistēma ar r+l vektoru ir lineāri atkarīga, tad skaitli r sauc par

vektoru sistēmas S rangu.

Saskaņā ar šo definīciju vektoru sistēmas S rangs ir maksi-

mālais lineāri neatkarīgās apakšsistēmas vektoru skaits.

Definīcija. Lineārās vektoru telpas rangu sauc par tās

dimensiju.
Turpmāk aplūkojamo jautājumu izpratnes atvieglošanai atgā-

dināsim dažus analītiskās ģeometrijas piemērus. Pieņemsim, ka

ir dota analītiskajā ģeometrijā lietoto vektoru (orientēto taisnes

nogriežņu) sistēma S, kura ietilpst trīsdimensiju vektoru telpā R
3.

Tad ir iespējami vairāki gadījumi:

a) Vektoru sistēmai 5 pieder, trīs nekomplanāri vektori au a2,

a
3. Tādā gadījumā ikvienu telpas R 3 vektoru un tātad arī visus

vektorus 6eS var izteikt kā šo trīs vektoru au a
2, a

3 lineāras

kombinācijas (187. zīm.).
Sādā gadījumā saka, ka vektoru sistēmas rangs ir 3, un vek-

torus a\, a2, a3 sauc par vektoru sistēmas 5 bāzi. Tā ir arī telpas
R3 bāze.

b) Visi sistēmas S vektori atrodas vienā plaknē, bet šai sistē-

mai pieder divi nekolineāri vektori au a2. Tad visus sistēmas S

187. zīm. 188. zīm.
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vektorus var izteikt ka vektoru un a2 lineāras kombinācijas
(188. zīm.).

Sādā gadījumā saka, ka vektoru sistēmas rangs ir 2 un vek-

tori a\, a2 ir sistēmas 5 bāze.

Visi sistēmas S vektori atrodas uz vienas

taisnes, bet vismaz viens vektors nav

nullvektors. Tad visus sistēmas S vektorus var

izteikt kā vektora ai reizinājumu ar reālu skaitli

(189. zīm.).
Sada gadījumā saka, ka vektoru sistēmas

189. zīm.

rangs ir 1 un vektors a\ ir sistēmas S bāze.

d) S satur tikai nullvektoru. Tad sistēmas S rangs ir 0.

197. §. Bāze un vektora koordinātes. Definīcija. Katru

vektoru sistēmas S apakšsistēmu a
u

a
2,... ,ak sauc par sistēmas S

bāzi, ja dotā apakšsistēma ir lineāri neatkarīga un bez tam jeb-

kuru vektoru 6eS var izteikt kā lineāru kombināciju

b= x
x +x 2a

2 +.. . + x kak. (24.18)

Nav grūti pierādīt, ka pie dotajiem nosacījumiem lineārā kom-

binācija (24.18) ir viena vienīgā. Lai to pierādītu, pieļausim, ka

eksistē vēl kāda cita lineāra kombinācija

b=x'iai+x'2a2+... +x\ak.

Atņemot no šīs izteiksmes izteiksmi (24.18), dabū

(x\—xl)a\ + (x'2—x 2)+.. .+ (x\ —Xk)ak=o.

No tā seko, ka x
r
\—xv x'2=x 2,..., x'k =xk, jo dotā vektoru sistēma

ir lineāri neatkarīga. Tādēļ lineārā kombinācija (24.18) ir vie-

nīgā, ko arī vajadzēja pierādīt.

1. teorēma. Ja vektoru sistēma au
a

2,. .., ak ir vektoru sis-

tēmas S bāze un izteiksmē b =X\a\+x2
a

2+.. . +xkak koeficients pie
kāda no bāzes vektoriem nav nulle, tad, Izslēdzot šo vienu vek-

toru no bāzes un liekot tā vietā vektoru 6eS, dabā jaunu sistē-

mas S bāzi.

Sai teorēmai ir plaši pielietojumi lineārās programmēšanas

teorijā, kuru kā vienu no matemātiskām metodēm plaši izmanto

optimālu darbības plānu sastādīšanā.

Lai teorēmu pierādītu, pieņemsim, ka izteiksmē (24.18) koe-

ficients X\ pie vektora a\ nav nulle. Izslēdzot no bāzes vektoru ax

un ņemot tā vietā vektoru b, dabū jaunu vektoru sistēmu
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b, a2, a3,... , ak. Atliek pierādīt, ka šī vektoru sistēma ir lineāri

neatkarīga un ka katru vektoru j/eS var izteikt kā vektoru sistē-

mas b, a2,a3,. .. ,ak lineāru kombināciju.

Pieļausim, ka izteiksmē C\b + c 2a
2+... + ckak=o koeficients

ci==o. Tad

r* c 2-» ck
-»

o= a
2-... a

k.
Cļ Cļ

—>

levietojot šo 6 izteiksme (24.18), dabu

k
_ _

£ (ciXl
+ci)ai +cxxxal=o. (24.19)

i-2

Tā kā bāze au a2,... ,ak ir lineāri neatkarīga, tad izteiksme

(24.19) iespējama, ja CiATi +Ci =CiXi =0, (i=2, 3, ...,&).
Tā kā Xļ=£o, tad C\= c2=.. .=ck=o. Ar to ir pierādīts, ka vektoru

sistēma b, a2t..., ak
ir lineāri neatkarīga.

Saskaņā ar pieņēmumu Xļ=£o. Tādēļ no izteiksmes (24.18)

a {=—
t7-^-a

2 (24.20)
X\ X\ X\

Tā kā vektoru sistēma ax a
2,..., ak

ir bāze, tad jebkuru vek-

toru yeS var izteikt kā lineāru kombināciju

y=Pifli+ 82
ā

2+.•. + 6kOk. (24.21)

levietojot vektoru a{ no izteiksmes (24.20) izteiksmē (24.21),
dabū

y
=±-b-l m-^Xl

-a, (24.22)
*i i_2

Izteiksme (24.22) rāda, ka katru vektoru ;/ēS var izteikt kā vek-

toru sistēmas ~b,~a2
a

k lineāru kombināciju. Ar to teorēma ir

pierādīta.

Ja no izteiksmes (24.18) izslēdz tādu vektoru a
x, kura koefi-

cients *i=0, un izslēgto vektoru atvieto ar vektoru tad jaunā
vektoru sistēma nav bāze. Lai par to pārliecinātos, pieņemsim, ka

*i =0. Tad ~b — x 2a2— x 3a 3—... — xkako, bet tas nozīmē, ka vek-

toru sistēma b, a
2
,..., ak ir lineāri atkarīga. Tādēļ tā nav vek-

toru sistēmas S bāze.
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Piemērs. Telpas R3 bāzē 7={l; 0; o}, 7={o; I,o} fc ={0, 0; 1}

dots vektors 0={O; 2; 3} =2/+ 3&. Tā kā koeficients pie bāzes vek-

tora i ir nulle, tad šo vektoru nevar atvietot ar vektoru 0, jo

vektoru sistēma b, j, k nevar būt telpas R
3

bāze.

Tas uzskatami paradīts 190. zīmējumā.

Vektoru sistēma b. f, k ir komplanāra. Sie

vektori visi atrodas x 2Ox
3 plaknē. Turpre-

tim vektoru sistēmas 6, i, j un b, i, k nav

komplanāras, un tādēļ katru no tām var

pieņemt par telpas R3 bāzi.

2. teorēma. Visām vektoru sistē-

mas S bāzēm ir vienāds vektoru skaits.

Pierādījums. Pieņemsim, ka vek-

toru sistēma au a2,..., ak ir viena, bet

190. zīm.

bu b2,...,br
cita vektoru sistēmas S baze. Jāpierada, ka k=r.

Saskaņā ar bāzes definīciju katru otrās bāzes vektoru var izteikt

kā pirmās bāzes lineāru kombināciju. Piemēram, 6i =aiai+

+ +■• •+ ctkOk, kur vismaz viens koeficients Pieņemsim,

ka Tad saskaņā ar iepriekšējo teorēmu b
u

a
2, ..., a

k ir sis-

tēmas S bāze un vektoru b2 var izteikt kā šīs jaunās bāzes

lineāru kombināciju
-* -».

n

02= 601+ £ BiOj,

kur vismaz viens koeficients pi==o. Pretējā gadījumā būtu 02=B0i,

kas ir pretrunā ar lineāro neatkarību. Pieņemsim, ka B 2 Tad

b
u

b2, a.ļ,.. ~ ir jauna vektoru sistēmas S bāze. Šo atvietoša-

nas procesu var turpināt, kamēr rodas viena no šāda veida bāzēm:

»i, 62, •••,b
T

vai 6], b2,..., b
T, ar+i,. . ■ ,ak. Acīm redzot, Ja

līdzīgā veidā bāzes b
u

b
2,..., b

r vektorus pakāpeniski atvietotu ar

vektoriem au a2,..., ak, tad rastos nevienādība Tātad k—T,

3. teorēma. Vektoru sistēmas bāzes vektoru skaits ir vie-

nāds ar vektoru sistēmas rangu.

Pierādījums. Pieņemsim, ka sistēmas 5 rangs ir r un

bh
b

2,..., b
T

ir lineāri neatkarīga apakšsistēma, bet vektori

Ai, a2,•••, flk ir sistēmas S bāze. Atvietojot bāzes vektorus pakā-
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peniski ar vektoriem b\, b2,... ,
b
r, kļūst acīm redzams, ka

bet r ir maksimālais lineāri neatkarīgās apakšsistēmas vektoru

skaits. Tādēļ k=r.

4. teorēma. Ķatra lineāri neatkarīga telpas Rn vektoru sis-

tēma ar n vektoriem au a2,..., an ir šis telpas bāze.

Pierādījums. Sastādīsim šādu telpas R
n

vektoru sistēmu:

«i-{l;0;...;0},

e
2={0; 1;... ; o}, . (24.23)

Z={0;0; ...
; I}.

Lai kādi būtu reāli skaitļi cit c 2,..., c
n, vienmēr + c 2e2 + ...

.■. +cn
l„={ci; 0;... ; o}+{o; c2, ... ;o}+.. .+ {0; 0; ...; cn}=

={Ci; ... ;c 2; ... ; c„} =CE^
n. Tā kā c={ci; c2; .. .; cn} var būt null-

vektors tikai tad, ja cx =c
2=.. .=c n=0, tad vektoru sistēma

(24.23) ir lineāri neatkarīga. Bez tam no izteiksmes

c={c\ \ c2\... ; cn}=cl el + c 2e2+... +cae
n (24.24)

redzams, ka katru vektoru c^Rn
var izteikt kā vektoru sistēmas

(24.23) lineāru kombināciju. Tādēļ šī sistēma ir telpas R
n

bāze.
Vektoru sistēmu (24.23) sauksim par telpas Rn sākuma bāzi. Sa-

skaņā ar teorēmas nosacījumu vektoru sistēma a
u

a
2,...,a

n
ir

lineāri neatkarīga un tās vektoru skaits ir vienāds ar telpas n

sākuma bāzes vektoru skaitu. Tādēļ visus sākuma bāzes eu e2,... ea

vektorus var pakāpeniski atvietot ar vektoriem a
u

a
2,... ,an. Tātad

katra lineāri neatkarīga n vektoru sistēma ait Oļr... ,aa
veido tel-

pas Rn bāzi un katrs vektors y^Rn
ir viena vienīga dotās bāzes

vektoru sistēmas lineāra kombinācija.
Patvaļīga lineāri neatkarīga r<n vektoru sistēma veido telpas

Rn bāzes daļu, kuru var papildināt ar n—r=s vektoriem tā, lai

veidotos bāze. Tas panākams, atvietojot sākuma bāzē (24.23) n—r

vektorus ar patvaļīgās vektoru sistēmas vektoriem.

Definīcija. Ja au a2,. 4. ,an ir_ telpas Ra
bāze un b^Rn

iz-

teikts kā bāzes vektoru sistēmas lineāra kombinācija

b=X\ūi+x2
a

2+.. . + xnav,

tad reālos skaitļus Xļ,x2,...,xn sauc par vektora b koordinātēm

dotajābāzē.
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1. piemērs. Vektora 6={2; I;—3;—3} koordinātes 4 dimen-

siju vektoru telpas R
4

sākuma bāzē ir skaitļi 0i =2, 02=1, 03=— 3,

04=-3,
jo

2e{= 2{1;0;0;0} ={2;0; 0; o},

e2
= {0;1;0;0},

-3e3 =-3{0;0; 1;0}={0;0; -3; o},

-3e4 =-3{0;0;0; 1} ={0;0; 0;-3},

un 2eļ+7
2
-^3-3e

i
={2; 1; -3; -3}=6.

2. piemērs. Dota vektoru sistēma

fli={ 2; 1;2; I},

a2 ={3;l;l;l},
(24.25)

a3
={ll;5;3;3},

a
4
={ 5; 2; 2; 4}.

Parādīt, ka vektoru sistēma (24.25) ir telpas R4 bāze, un aprēķināt
->

vektora 0={2; 1; -3; -3} koordinātes bāzē (24.24).

Atrisinājums. Lai pierādītu, ka vektoru sistēma (24.25)
ir lineāri neatkarīga un līdz ar to tā ir telpas R4 bāze, pietiek
atrisināt lineāru homogēnu vienādojumu sistēmu

*i a1+x 2a
2+x

z
a

3+*
4
a

4
=0

jeb

2*l+3*2+ll*3+5*4=0,

*1+ *2+ 5*3 +2*4=0, ļ
2*l+ *2+ 3*3 +2*4 =0, ļ

1 '

*1+ *2+ 3*3+4*4 =0.

Ja vienādojumu sistēmai (24.26) nav netriviālu atrisinājumu, tad

vektoru sistēma (24.25) ir telpas R4 bāze un jebkuru vektoru
* -+

tātad ari o={2; 1; —3; —3}, var izteikt kā vienu vienīgu
■>-�-�

vektoru sistēmas (24.25) lineāru kombināciju *iai+*2a2+*3a3+

+*
4
a

4
=6. Sī izteiksme ir iepriekšējā nodaļā atrisinātā lineāru ne-

homogēnu vienādojumu sistēmas (23.17) vektoriālais pieraksts.
Vienādojumu sistēmai (23.27), kā redzams, ir viens vienīgs

-+

atrisinājums *={—2; 0; 1; — I}. Atrisinot vienādojumu sistēmu
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(23.27), vienlaicīgi noskaidroti abi šī piemēra jautājumi: 1) vie-

nādojumu sistēmai (23.27) atbilstošai homogēnu vienādojumu sis-

tēmai (24.26) nav netriviālu atrisinājumu, tātad vektori (24.25)
ir telpas R4 bāze, un 2) vienādojumu sistēmas (23.27) vienīgais

-> ->■

atrisinājums x={—2; 0; 1; —1} ir vektora b koordinātes bāze

(24.25). Tiešām, -20,-1-0• a
2+

1 • a
3
-

1•a
4
={-4; -2; -4; -2}+

+{0;0;0;0}+ {ll;5;3; 3} +{-5; -2; -2; -4}={2; 1; -3; -3}=l
198. §. Vektoru -skalārais reizinājums un ortogonalitāte.

Definīcija. Par divu vektoru x= (x,; x2; ... ; xn ) un y =

={oi; «2; •••; #n} skalāro reizinājumu sauc doto vektoru koordi-
nātu reizinājumu summu. Skalāro reizinājumu apzīmē ar vienu

-+-> -> -+

no šādiem simboliem: xy, x- y jeb [xy\ Tātad

*•«/=£

-+ ->

Piemēram, vektoru x= (2; 3; -1;0) un f/
={4; -4; -9; 12} skalā-

-> ->

rais reizinājums ir skaitlis x•y=2•4+ 3- (— 4) +(—1)• (—9) +

+0-12 =5.

Saskaņā ar definīciju skalārajam reizinājumam ir šādas īpa-
šības.

-> -v ->■->•

1. x-y=yxi.

2. (X*) -y=x- (Ky) =k(x- y),

kur X ir reāls skaitlis.

-> -+ ->->->•->•

3. (* +#) •Z=X-2+«-Z.

-> -> ->■ -».

4. pie tam x-x=0

-> ->

tikai tad, ja x=o.

-> ->

Definīcija. Pozitīvo kvadrāta sakni no. reālā skaitļa x-x

sauc par vektora x garumu jeb moduli. To apzīmēsim ar simbolu

\x\. Tātad

ļxļ =ļ/x12+x
2
2+.. .+xn

2. (24.27)

-> ->•

Piemēram, vektora x={4; 0; —3; 12} garums ir skaitlis |x| =

=yi6 +0 +9+144=13.
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->

Definīcija. Par attālumu no vektora x^R
n

līdz vektoram

-> ->

y^Rn sauc vektora x— y moduli, t. i.,

\x-h= t (*i-y0
2

V

. (24.28)
.1-1

Piemērs. Aprēķināt attālumu starp 4 dimensiju telpas vek-

toriem x={2>; -9; 2; 7} un y={3; -5; 2; 4}.

Atrisinājums. x-ļ/={3; -9; 2; 7}-{3; -5; 2; 4} ={0; -4;

o;3}, un saskaņā ar definīcijas formulu (24.28) meklējamais at-

tālums ir

\x-y\ =yo2+ (-4) 2+02+ 32=y25=5.

Saskaņā ar definīcijas formulu (24.28):

1) (24.29)

2) \x-'y\ = \y-x\, (24.30)

3) |x-y| + (24.31)

Nevienādība (24.29) nozīmē, ka attālums starp diviem vektoriem

vienmēr ir pozitīvs.
-+

Vienādība (24.30) nozīmē, ka attālums no vektora x līdz vek-

-> , ■*■ ->

toram w ir vienāds ar attālumu no y līdz x.

Izteiksmi (24.31) sauc par «trijstūra nevienādību». Trīsdimen-

siju telpā šī izteiksme nozīmē, ka trijstūra divu malu summa nav

mazāka par trešo malu.

Lineāru n dimensiju vektoru telpu, kurā attālums definēts"sa-

skaņā ar formulu (24.28), sauc par Eiklīda telpu. Garuma un at-

tāluma definīcija telpā Rn
ir attiecīgo trīsdimensiju telpas jēdzienu

un priekšstatu vispārinājums. Sāds vispārinājums ir arī divu vek-

toru ortogonalitātes jēdziens n dimensiju telpā.
-> ->

Definīcija. Divus vektorus x^R
n

un y^.R
n

sauc par orto-

-> ■*■

gonaliem, ja x•y=0.

-> ->

Piemēram, vektori x= (4; 0; —3; 12) un t/={3; 12; 4; 0} ir sav-
-> ->

starpēji ortogonāli, jo a>i/=0.

199. §. Ortonormēta bāze. Teorēma. Ja telpas Rn vektoru
-> -> ->•

sistēmas ax, a
2,..., a

n
vektori ir pa pāriem ortogonāli un šajā sis-

tēmā nav nullvektora, tad tā ir telpas Rn
bāze.
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Pierādījums. Pareizināsim lineāras kombinācijas xial +
->->•> ->■

+x2a2+. ..+x
nano=o abas puses skalāri ar Qj (i= 1, 2, . .., n).

Tad dabūsim

X
"

■ •*

2] •Gj=0, (/'= 1,2, ...,n).
i=l

-> ->

Saskaņā ar ortogonalitātes nosacījumu ja bet,
-> -* .

ja i=/, tad ai-ai#o. Tādēļ jci=o visiem i= 1,2,...,». Tātad dotā

vektoru sistēma ir lineāri neatkarīga, bet katra lineāri neatkarīga
telpas Rn vektoru sistēma ir tās bāze. Ar to teorēma ir pierādīta.

-> ->

Ja kadu vektoru a izdala ar tā garumu |a|, tad dabū vektoru

ml.-. a
kuru sauc par vienības vektoru. Tādu telpas R

n bazi,

\a\
kuras visi vektori ir pa pāriem ortogonāli un to garumi vienādi

ar 1, sauc par ortonormētu bāzi. Ortonormētas bāzes piemērs ir

telpas Rn sākuma bāze (24.23).

200*. §. Lineārās n dimensiju vektoru telpas R
n apakštelpa.

Definīcija. Bezgalīgu vektoru sistēmu S sauc par telpas
Rn apakštelpu, ja

a) no ageS un ogeS seko a+ un
-> ->

b) no acS seko kur x ir jebkurš reāls skaitlis.

Piemēram, ja telpas Rz vektoru sistēmā S ietilpst visi tie vek-

tori, kuri atrodas vienā plaknē, kas iet caur koordinātu sākumu,
tad vektoru sistēma S ir telpas R 3 apakštelpa. Jebkura apakštel-

pas S lineāra kombinācija xxa\+x2a2+.. . + x kak arī ietilpst apakš-
telpā 5.

Katrā telpas Rn apakštelpā S ietilpst telpas nullvektors. Tic-

■> ->

šam, ja tad no definīcijas seko, ka o-aeiS.

Vektoru sistēma S, kurā ietilpst visi telpas Rn vektori, ir viens

no triviāliem apakštelpas gadījumiem. Otrs triviālais gadījums
ir tāda apakštelpa, kurā ietilpst tikai telpas R

n
nullvektors.

Definīcija. Apakštelpu, kurā ietilpst visas bezgalīgai vek-
■�•*�••*

toru sistēmai 5 piederīgo vektoru a\, a
2, a3,... galīgas lineāras

kombinācijas, sauc par vektoru sistēmas lineāro čaulu. To apzī-
-> ->

mēsim ar L(S) jeb L(au
a

2,...).
No šīs definīcijas izriet, ka vektoru sistēmas S rangs ir vie-

-*■->■ ->

nads ar lineārās čaulas L(S) rangu, jo, ja a
u

a2,...,ar ir
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vektoru sistēmas S bāze, tad jebkurš vektors ir šo bāzes

vektoru lineāra kombinācija.

201*. §. Lineāru homogēnu vienādojumu sistēmas atrisinājumu
telpa. Pieņemsim, ka ir dota vienādojumu sistēma

011*1+012*2+ - ■ .+ «in*n =0,

Ū
2\X\+Ū22

X
2+. ..

+ a2nXn=Q,
(24 32)

Oml*l+Om2*2 + . • . +O
mn*n =0

jeb saīsinātā rakstībā

xlal +x 2a2 +... +xnan o. (24.33)

Te vektori

->

a\ ={au; a2v ...; amļ),
->

a2={al2; 022;.o22;. ..; am2}, \ (24.34)

->-

On={Om', Q2n°, ••• ; O-mn]

ir dotās lineāro homogēno vienādojumu sistēmas koeficientu ko-

lonas.

Izmantojot vektoru skalārā reizinājuma jēdzienu, vienādojumu
sistēmu (24.32) var pierakstīt arī šādi:

a>*=o, (t'=1,2,..., m). (24.35)

Te vektori .

->

al= (an; a ļ2; .. . ; oln),

a
2
= (a2i; a

22; ... ; a
2n), ļ (24.36)

Om= (Omf, ®m2', • • • ; #mn)

ir dotās vienādojumu sistēmas koeficientu rindas. Jāpiezīmē, ka

augšējiem indeksiem pie vektoru apzīmējumiem nav nekā kopīga
ar pakāpes rādītājiem. Saskaņā ar formulām (24.35) katrs vienā-

dojumu sistēmas (24.32) atrisinājumu vektors, x=**{x\\ Xt\....;xB)
ir ortogonāls ar jebkuru no vektoriem (24.36).

-* -> -+

Ja rir vektoru sistēmas (24.34) rangs un a
u

a
2,. .., ar

ir tas

vektoru sistēmas Ķ bāze, pie kuras pieder vektori (24.34), tad
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vektorus aT+\,0,1+2 var izteikt kā bāzes vektoru ax
,
a2,...,ar

lineāras kombinācijas:

� -> ■* •>

aT+i =cn ai +c2+...+cna
T,

->■-»•->- ->

ar+2=Cl2aI+ C22fl2+ . • . +Cr2ar,

>* -> . "

-*
"•"-'* • 4•••-•>.-• .'

aa =CļSaļ + c2sa2+ ... + cTSaT

jeb

— cv
ax— c

2X
a

2 —... —c
n

ar+l •ar+i +0-ar+2+- •.
+0-a

no,

— Cl2ai
— C

22a2—••• — Cr2a
T+0'ūl+l

+ l '<3r+2 +-• .+0-an=o, . (24.37)

-> -> -» -> -> -> ->

—

CisOi —C2sa2 —• ••
— +O • a

r +i +0• Gr +2
+.• •+1 •«n= 0.

Te pieraksta īsuma dēļ lietots apzīmējums n—r=s. Jebkura no

lineārām kombinācijām (24.37) ir saīsināts dotās vienādojumu
->

sistēmas (24.32) pieraksts, kurā nezināmā vektora x vieta atro-

das viens no atrisinājumu vektoriem:

, ->

ci ={-cn; -C2l; •• •; 1; 0;...; o},

C2={-cl 2; -c22;...; -c
T2; 0; 1;...; o}, . (24.38)

-> 1

cs={-cls; -c
25;...; -crs; 0; 0;...; I}. ,

Atrisinājumu vektoru sistēma (24.38) ir lineāri neatkarīga, jo

lineārā kombinācija

-+ -> ■> ->

t
x
cx + t2c2+.. .+ ts cs

=o

iespējama tikai tad, ja tļ=t2—.. .=4=0.

Lai par to pārliecinātos, pietiek sastādīt tadu homogenu vie-

nādojumu sistēmu

— Cuti — Ci2t2
—

...

— Cls
ts=0,

— C2\t\ —c22—.. . — c2
st&=0,

-Cn/l-Cr2r2---.-Crßr ß=0, I gg)

t2 =0,

rs =o,
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kuras koeficientu kolonas ir vektori (24.38). Vienādojumu sistē-

mai (24.39), kā redzams, eksistē tikai triviālais atrisinājums ti =
=t

2 =.. .= f
s
=0. Tādēļ vektoru sistēma (24.38) ir lineāri neatka-

rīga un tās rangs ir s=n—r.

Tā kā jebkurš no vektoriem (24.38) ir homogēnās vienādojumu
-> -»■

sistēmas (24.32) jeb (24.35) atrisinājums, tad a'-Cj=0, (t'=
=1,2, ...,m; /= 1, 2,...; s). Sīs vienādojumu sistēmas atrisinā-

jums ir arī jebkura vektoru sistēmas (24.38) lineārā kombinācija

1=tiCi +t2
7

2+...+ (24.40)

kur tļ, t2 t
s

ir patvaļīgi reāli skaitļi.
■> ■+

Tiešām, liekot izteiksmes (24.35) vektora x vieta vektoru 1,

dabū

«ii^a1• (tļx+tļ2 +-■. + Cc
s ) = t rj(al-"ci) =0.

v
i-l

Vektoru Ķ sauc par homogēnas vienādojumu sistēmas (24.32)
vispārīgo atrisinājumu.

'

Homogēnās vienādojumu sistēmas (24.32) vispārīgais atrisi-

nājums ir visas vektoru sistēmas (24.38) lineārās kombinācijas.
Tās veido apakštelpu lineārajā n dimensiju telpā.

Definīcija. Lineārās n dimensiju telpas Rn apakštelpu S,
kuru veido visi homogēnās vienādojumu sistēmas atrisinājumi

geE n̂, sauc par šīs vienādojumu sistēmas atrisinājumu telpu
L{S).

Ta ka atrisinājumu telpā L(S) ietilpst lineāri neatkarīgā vek-

toru sistēma (24.38), tad šīs telpas rangs a nav mazāks par s=

=n—

r, t. i., —r.

Pieņemsim, ka telpas Rn
vektoru sistēmas (24.36) rangs ir q

-+ -> ->

un ka vektori al, a
2,..., ao ir lineāri neatkarīgu vektoru sistēma.

Tā kā vienādojumu sistēmas (24.32) atrisinājumu telpas L(S)
rangs tad eksistē tāda lineāri neatkarīga vektoru sis-

-> -> ->

tema x
it

x 2,...,
x
a
, kuras ikviens vektors ir ortogonāls ar katru

->

no vektoriem al
, (t'= 1, 2,..., q), bet o+ jo maksimālais

lineāri neatkarīgo vektoru skaits telpā R
n nevar pārsniegt n. No

izteiksmēm —r un q + seko

Q+ +o (24.41)

un

(24.42)
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Tas nozīme, ka reālo skaitļu tabula

(«11
Cl 2... «m \

a2X.a2

?::\
a2:\ (24.43)

«ml «m2*■ ■ «mn
'

rindu sistēmas rangs q nav lielāks par kolonu sistēmas rangu r.

Apmainot tabulā (24.43) rindas ar kolonām, iegūst jaunu
tabulu

(«11
«21 ... «mi \

a

"!*::\ am \' (24.44)

«ln «2n • • • «mn
'

kuras rindu sistēmas rangs r nav lielāks par kolonu sistēmas
rangu q, t. i.,

r<o. (24.45)

No nevienādībām (24.42) un (24.45) seko

r=Q. ' (24.46)

levietojot vienādību (24.46) nevienādību sistēmā (24.41), dabū
r + +a. No šejienes seko a=n—r. Tā kā n—r=s, tad,
s =a. Līdz ar to ir pierādīta teorēma:

Homogēnu vienādojumu sistēmā, kurai ir n nezināmie, koefi-
cientu kolonu sistēmas rangs r ir vienāds ar koeficientu rindu sis-

tēmas rangu q, un šis vienādojumu sistēmas atrisinājumu telpas

rangs ir

s=n —r.

Sekas. Ja homogēnu vienādojumu sistēmā ir n nezināmie

un tās koeficientu kolonu (rindu) rangs ir r, tad atrisinājumu
telpas bāze ir katra lineāri neatkarīga šīs telpas vektoru sistēma,
kurā ir n—r vektori.

Katru homogēno vienādojumu sistēmas atrisinājumu telpas
bāzi sauc par atrisinājumu fundamentālo sistēmu.

Viena no vienādojumu sistēmas (24.32) atrisinājumu fundamen-

tālajām sistēmām ir, piemēram, vektori (24.38).

202*. §. Lineāru nehomogēnuvienādojumu sistēmas vispārīgais
atrisinājums un tā eksistence. Pieņemsim, ka ir dota lineāru ne-

homogēnu vienādojumu.sistēma

-> -> ->

xlal +x 2a2+.. .+xn
a
n=b; (24.47)

kur o={6,; 6
2; •••; Om} un «j={«ij; «2jl ••• ; «mj}, (/=1,2,...,») ir

doti telpas R
m

vektori.
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So vienādojumu sistēmu var pārrakstīt šadi:

■> •>

a« •*=&,, (t'=l,2, ...,m), (24.48)

. -y

kur a'= (an; ap,...; am)
;

i= 1, 2,...,mir doti telpas Rn vektori,
bu b2,..., b

m ir doti skaitļi, no kuriem vismaz viens nav nulle, un
•>

xGE/\n ir nezināmais vienādojumu sistēmas atrisinājumu vektors.

Ja nehomogēno vienādojumu sistēmai (24.48) atbilstošās ho-

-> •>

mogēnu vienādojumu sistēmas aX 'X=0, i=l,2, ...,m vispārīgais
->

atrisinājums ir g<=/\n un nehomogēno vienādojumu sistēmai ek-
->

sistē vismaz viens atrisinājums c0={c10; c20;...; Cno}, tad tās vis-

pārīgais atrisinājums ir

x=co
+|. (24.49)

Tiešām,

a»« (co+I) =*al -~c
o+al -l=blt (t'=l, 2,..., m).

lepriekšējā paragrāfā noskaidrojām, ka, ja nezināmo skaits
ir n, tad homogēno vienādojumu sistēmas vispārīgais atrisinājums
ir telpas R

n apakštelpa. Turpretim nehomogēno vienādojumu sistē-

mas vispārīgais atrisinājums tam pašam nezināmo skaitam nevar

būt lineāras telpas apakštelpa, jo tajā neietilpst nullvektors. Tie-

šām, o ={0; 0;...'; 0} nevar būt vienādojumu sistēmas (24.48) at-

risinājums, jo vismaz viens no skaitļiem bx nav nulle.

Tādēļ, ja nehomogēno vienādojumu sistēmai eksistē atrisinā-

-v

jums, tad vektors b pieder pie tās apakštelpas, pie kuras pieder
-»■->->■ ->->_>.

vektori a
u

a2,..., a
n. Tas nozīme, ka vektoru sistēmas a

u a2,...,an

->. -* ->

rangs r ir vienāds ar paplašinātas vektoru sistēmas a
u a 2,..., a

a,
->

b rangu. Ja turpretim nehomogēno vienādojumu sistēma ir nesa-

i ->

derīga, tad šie rangi nav vienādi, jo tad vektoru b nevar izteikt

kā vektoru sistēmas ah a2,.... ,an
lineāru kombināciju.

Sie spriedumi ļauj formulēt iepriekšējās nodaļas noslēgumā
minēto Kronekera — Kapelli teorēmu šādi:

Lineāru nehomogēnu vienādojumu sistēmai eksistē atrisinā-

jums tad un tikai tad, ja tās koeficientu kolonu sistēmas
->->->■ i

a
u

a
2,..., a

n rangs Ir vienāds ar paplašinātas kolonu sistēmas

->->• -»■-»•

a
u a 2,..., an,

b rangu, kur b ir vienādojumu sistēmas brīvo

locekļu kolona {b\\b2;...\ b
m}.



203. §. Hiperplakne. Katrs lineārs algebrisks vienādojums De-

karta koordinātu sistēmā telpā R3, kā zināms, izsaka plakni, un

otrādi — katras plaknes vienādojums šādā koordinātu sistēmā ir

lineārs algebrisks vienādojums

ai
x
l +a2 x2+a3xz-b=Q, (24.50)

kurā vismaz viens no koeficientiem a
u a2, a3 nav nulle. Telpas

->

R
3

vektors a= (ar, a2,a3) ir ortogonāls ar jebkuru vektoru, kurš
->

atrodas plaknē (24.50). Vektors x={Xļ-tx 2; x 3} ir patvaļīga plak-
->

nes punkta P(*r, x2\ x 3) rādiusvektors, bet skaitlis p=|»|:|a| ir

plaknes attālums no koordinātu sākuma.

Izmantojot vektoru skalārā reizinājuma definīciju un simbo-

liku, vienādojumu (24.50) var pārrakstīt

a-x-b=o, (24.51)

un plakni telpa R
3

definēt kā visu to rādiusvektoru x^R
3 kopu,

->

kuri apmierina vienādojumu (24.51). Te aea#
3i ir dots vektors,

kas nav nullvektors un ir perpendikulārs ar plakni, bet b ir dots
reāls skaitlis.

Pēc analoģijas ar ģeometriskās uzskatāmības telpu, kurā

ikviens vektors ir sakārtota skaitļu trijotne un arī katra punkta
koordinātes ir trīs sakārtotu skaitļu kopa, saka, ka n sakārtotu

skaitļu kopa ir punkts P(x x\x2,...; xn ) n dimensiju telpā Rn
un

šīs telpas vektors x={x\\x 2\...; x 3} ir punkta P{X\\ x2\...; xn )
rādiusvektors, t. i., tāds vektors, kura sākums sakrīt ar telpas Ž?

n

koordinātes sākumu O(0;0;...;0) un gals atrodas punktā
P(x\; x2\ ... ; x

n ). Saīsinātā pierakstā punktu P(x x; x 2; ...; x
n ) ap-

->

zīmēsim ar P(x).

Definīcija. Par hiperplakni n dimensiju telpā sauc visu to

+.-
,
.

vektoru xci?„ kopu, kas apmierina vienādojumu

a-(x-x 0)=0, (24.52)

kur ir dots vektors, kas nav nullvektors, un xo^Rn ir dots

vektors, kas var būt arī nullvektors.

-; '■ ■;-<''' •

■*■

'

■ j

Ja vektori a= (ūū a 2; ... ; an) un x0={x10; x20;...; xno} uzdoti

ar savām koordinātēm sakuma bāze, tad vienādojumu (24.52) var

pārveidot koordinātu formā

01X1 +02*2 + - • . +anx
n
-b =0, (24.53)
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kur b=aļXļo +a
2x2 o+..

.

+a
n
x

n0 ir reāls skaitlis, bet x=

={x\, x 2,... xn} ir tāds un tikai tāds mainīgs vektors, kura koor-

dinātes apmierina lineāro algebrisko vienādojumu (24.53).
->

Ja x0=o, tad arī b= 0 un punkta O(0;0;...;0) koordinātes

apmierina vienādojumu (24.53). Tādā gadījumā saka, ka hiper-
plakne iet caur koordinātu sākumu. Skaitlis b ir tieši proporcio-
nāls attālumam no koordinātu sākuma līdz hiperplaknei. Ja šo

-> I -> ->

attālumu apzīmē af p, tad p=|6|:|a|, kur ļaļ ir vektora a=

= (ai\ a2; ...; an) modulis.

Piemēram, hiperplakne 2x x +x2— 4*3+3*4—15 =0 neiet caur

koordinātu sākumu, jo tās vienādojuma brīvais loceklis 6= 15 nav

nulle. Tās attālums no koordinātu sākuma aprēķipāms, izdalot

skaitli 15 arjaļ =]/22 + 12+ (-4) 2+32=y3O. Tātad hiperplakne at-

rodas 15:y30=2,739 vienību attālumā no koordinātu sākuma.
Ja vienādojuma (24.53) brīvais loceklis 6= 0 un visi koefi-

cienti, izņemot ak
,

ir nulles, tad paliek vienādojums *k=0. Tas

ir &-tās koordinātu plaknes vienādojums n dimensiju telpā. Sī

hiperplakne ir visu to punktu P(0, 0,..., 0, *k, 0,..., 0) ģeomet-
riskā vieta, kam ir patvaļīga k-tā koordināte, bet visas pārējās
koordinātes ir nulles.

Saskaņā ar hiperplaknes definīciju katras hiperplaknes vienā-

dojums tātad ir lineārs algebrisks vienādojums. Otrādi, katrs
lineārs algebrisks vienādojums izraudzītajā telpas bāzē attēlo

hiperplakni. Piemēram, taisne plaknē ir hiperplakne telpā R2.
204. § Jēdziens par nogriezni lineārā n dimensiju telpā.
Pieņemsim, ka telpā Rn

dots punkts A(xn; x2x
nl ) ar savu

\ ->

rādiusvektoru *i ={xn; #21;...; *m} un punkts B(x ļ2; x22;■.. ; xn2 ) ar

->

savu rādiusvektoru x2={xi 2; x22;...; *n2}-
->

Definīcija. Par nogriezni, kas savieno punktus A(x{) un
-* ->

B(x2) telpā Rn, sauc visu to punktu kopu, kuru rādiusvektorus x

noteic ar formulu 1

x=(l-r)x, +rx
2, (24.54)

jeb

x=tlxi + t2x2, (r! + r2=l). (24.45)

Apzīmēsim kādai parametra t vērtībai atbilstošā rādiusvek-

-* -+•

tora x koordinātes ar \xu x 2;...; x
n) un pieņemsim, ka xir punkta

1 Sls formulas ir formulas (19.54) vispārinājums. Tādēļ pirms 204. § lasī-
šanas jāatkārto 156. § 6°. '
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C(x) rādiusvektors. Tad var apgalvot, ka šis punkts atrodas uz

nogriežņa AB (sk. 154. zīm. a).
Saskaņā ar vektoriālo vienādību (24.54) un vektoru vienādības

definīciju punkta C koordinātes aprēķināmas ar formulām

xi= (l-t)xn +tx
i 2, (1 =1,2,...,»; o</<l). (24.56)

205. §. Izliekta punktu kopa. Definīcija. Par Izliektu sauc

tādu telpas R
n punktu kopu T, kurai bez punktiem un

pieder jebkurš nogriežņa AB punkts.

191. zīm. 192. zīm. 193. zīm.

Saskaņā ar definīciju izliekta punktu kopa vispirms ir jebkurš

nogrieznis AB, kas definēts ar formulu (24.54) jeb ar formulām

(24.56).
Izliektas punktu kopas telpa R2 ir, piemēram, plaknes daļa,

kas atrodas kāda trijstūra, paralelograma, regulāra daudzstūra,
elipses, ieliekta leņķa, parabolas, 191. zīm. attēlotās figūras iekš-

pusē. Turpretim 192. zīm. attēlotās figūras iekšpusē ieslēgtie plak-
nes punkti nav izliekta punktu kopa, jd ne visi zīmējumā attēlotā

nogriežņa AB punkti pieder pie šīs punktu kopas.
Izliektu punktu kopu piemēri telpā R 3 ir, piemēram, telpas

daļa, kas atrodas tetraedra, kuba, piramīdas, elipsoīda, trijplakņu
kakta iekšpusē.

Definīcija. Visu to punktu kopu, kas pieder pie divām vai

vairākām izliektu punktu kopām, sauc par šķēlumu.
Katrs izliektu punktu kopu šķēlums arī ir izliekta punktu kopa

(193. zīm.).
206. §. Pustelpas jēdziens. Analogi tam, J<ā katra plaknē no-

vilkta taisne sadala plakni divās pusplaknēs, katra hiperplakne
->

sadala telpu R
n

divas pustelpas. Ja kada telpas R
n punkta P(x0)

koordinātes ievieto dotajā hiperplaknes vienādojumā a-x—6= 0,
-> ->

kur tad dabū skaitli v=a-xo—6.0
— 6. Skaitlis v vienāds ar 0

tad un tikai tad, ja punkts P(x0) atrodas uz hiperplaknes. Visos

citos gadījumos v=£Q un pastāv viena no nevienādībām u>o vai

o<o.
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Visu to telpas R
n

vektoru (punktu) kopu, kuras elementi xei?
n

apmierina nevienādību v =a-x— kur sauc par pozi-
tīvo pustelpu T+ bet visu to vektoru (punktu) kopu, kuras ele-

-> -> ->

menti xe=#
n apmierina nevienādību v=a-x —

kur
—

par negatīvopustelpu.
Teorēma. Pustelpa, kuru norobežo jebkura hiperplakne, ir

izliekta punktu kopa.
-* ->

Pierādījums. Pieņemsim, ka punkti A(xx) un B(x).pie-2-
->

.der pie pustelpas T+, kuru norobežo hiperplakne a-x—6 =0. Sa-

skaņā ar šo pieņēmumu

v, =

(24.57)
o2=a• x2— I

kur 6^o.

Lai pierādītu, ka pustelpa 7"+, kuru norobežo dotā hiperplakne
•> •>

a-x —6=0, ir izliekta punktu kopa, pietiek pierādīt, ka katrs no-

->

griežņa /45 punkts C(x) pieder pie pustelpas T+. Saskaņā ar no-
. ->

griežņa AB definīciju jebkura šī nogriežņa punkta C(x) koordi-
->

nates aprēķina ar formulu (24.54). levietojot vektoru x no formu-

-> -> -*■

las (24.54) hiperplaknes vienādojuma,dabuo =a-[(1 — t)xl + tx2] —b.

Atņemot un pieskaitot šīs izteiksmes labajai pusei skaitli

{l-t)b+ tb, dabū v= (1 -t)a ■xx + ia
2 -x2

- (i -t)b-tb+ (1 -t)b +
-> -> -> ->

+tb—b=(l — t) (ū'Xļ—6) +t(a-x2
—6). levērojot nevienādības

(24.57) un to, ka secinām, ka arī pārējie iekavās ieslēg-
tie lielumi ir nenegatīvi un līdz ar to Tātad jebkurš no-

griežņa AB punkts C pieder pie pustelpas T+.

Analogi pierādāms, ka jebkurš nogriežņa AB punkts C pieder

pie pustelpas T~, ja A un B ir šīs pustelpas punkti. Ar to teorēma

ir pierādīta.
Sekas. Dažādu hiperplakņu norobežoto pustelpu šķēlums ne-

atkarīgi no šo pustelpu skaita ir izliekta punktu kopa.
207. §. Lineārā nevienādību sistēma. Pieņemsim, ka ir dota

lineāru nevienādībusistēma

auXl +al2X2+.. .+ a
lnxn^bu

a2xxl +a22x2+.. . + a2n*n^62, . (24 58)

flml*l + «m2*2 +. . .+ 6m.
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Pareizinot jebkuras nevienādības abas puses ar —1, mainās

nevienādības zīme. Tādēļ vienmēr pastāv iespēja pārveidot doto

nevienādību sistēmu tā, lai visi tās brīvie locekļi bu b2,..., b
m

būtu ar vienādām zīmēm. Tādā gadījumā, protams, var rasties ne-

vienādību sistēma ar dažādi vērstām nevienādību zīmēm, t. i., ar

zīmēm vai Otrādi, ja nevienādību zīmes dotajā sis-

tēmā ir dažādas, tad vienmēr pastāv iespēja pārveidot šo nevie-

nādību sistēmu formā (24.58). Tādā gadījumā, protams, brīva-

jiem locekļiem var izrādīties dažādas zīmes.

Ja'dotā nevienādību sistēmā ir n nezināmo, tad par tās atri-

sinājumu apgabalu sauc visu to n dimensiju telpas punktu kopu,
kuru koordinātes apmierina visas dotās nevienādības.

Atvietojot dotajā nevienādību sistēmā visas nevienādības zī-

mes vai ar vienādības zīmēm «= », rodas lineāru vie-

nādojumu sistēma ar n nezināmajiem. Katrs no šiem vienādoju-
miem izsaka kādu hiperplakni, kura sadala telpu divās pustelpās,
kas ir izliektas punktu kopas. Noteikta skaita hiperplakņu noro-

bežoto pustelpu šķēlums, ja tajā ietilpst kaut viens punkts, ir iz-

liekta punktu kopa. So izliekto punktu kopu sauc par izliektu

daudzskaldni telpā Rn.
Ja nevienādību sistēma ar n nezināmajiem ir saderīga, tad tās

atrisinājumu apgabals ir izliekts daudzskaldnis telpā R
n.

Ja nezināmo skaits nav lie-

lāks par 2, nevienādību sistē-

mas atrisinājumu apgabalu var

noteikt grafiski. Tādā gadījumā
«hiperplaknes» ir taisnes plaknē,
«pustelpas» ir pusplaknes. To

šķēlums ir kāds izliekts daudz-

stūris, kuram var iztrūkt viena
mala. Sim daudzstūrim pie-
derīgie punkti ir nevienādību

sistēmas atrisinājumu apga-

bals.
1. piemērs. Atrast atrisi-

nājumu apgabalu nevienādību

sistēmai
194. zīm.

ļ (I)

*2>Q, (II)

X\+ X ļ (III)

+ (IV)

x2-2x ) (V)

Atrisinājums. Atvietojot visas nevienādības zīmes ar vie-

nādības zīmēm, dabū 5 dažādu taišņu vienādojumus. Sīs 5 taisnes

attēlotas 194. zīmējumā un nevienādību sistēmas atrisinājumu

apgabals parādīts ar svītrojumu.



2. piemērs. Atrast atrisinājumu apgabalu nevienādību sis

tēmai

2x1 + 3x2 ļ (I)

X (II)

. -x,-3x2s=:3, ' (III)

xi <1,5.) (IV)

195. zīm. 196. zīm.

Atrisinājums. Nevienādību sistēmas atrisinājumu apga-
bals attēlots 195. zīmējumā.

3. piemērs. Atrast atrisinājumu apgabalu nevienādību sis-

tēmai

-2xl+ ] (I)

xi+ x
2< 6, (II)

4xj- x ] (III)

Atrisinājums. Atvietojot visas nevienādības zīmes ar vie-

nādības zīmēm, dabū trīs taišņu vienādojumus. Sīs taisnes attē-

lotas 196. zīmējumā. Zīmējumā ar bultiņām norādītas tās pus-
plaknes, kurām piederīgo punktu koordinātes apmierina attiecīgo
nevienādību. No zīmējuma redzams, ka nav neviena tāda punkta,
kas būtu kopīgs visām trim pusplaknēm. Tādēļ nevienādību sis-

tēma ir nesaderīga.

Vingrinājumi

->->->-> ->

1. Atrisināt vektoriālu vienādojumu 2x+3a=s#, ja a={3; 2; 1), 6={1; 5; 6}.

2. Parādīt, ka vektori {2;1;2;0}, {3; 0; 4; 3}, {1; 4; 1; 2} ir lineāri neatka-

rīgi, bet vektori {2; 3; 1), {1; 0; 4), {2; 4; I}, {0; 3; 2} lineāri atkarīgi.

394
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-> -> -y
3. Izteikt vektoru c={4;s} kā vektoru a={l;3} un b={2;2) lineāru kombi-

_..

->->->• -> -> ->

nāciju. Attēlot vektorus a, b, c un vektora c komponentes bāzē a, b grafiski,
->->->■

4. Kāds ir vektoru sistēmas a={6; 1; 2;-3), 6 ={1; -2; 1; 1}; c=

={3; 7; -1; -6}; d
={l; 1; 0; 0} rangs?

5. Dabūt atrisinājumu fundamentālo sistēmu un noteikt koeficientu ko-
lonu rangus homogenām vienādojumu sistēmām.

a) 2Xi+ x 2-4x3=o, 1
3xi+sa;2 -7x3=o, >

4*l-5*2-6*3 =0. J

b) 2*,- *2 +5*3 +7*4=0, ļ
4*1-2*2+7* 3 +5*4=0, \

2*i- *2+ *3-5*4
=0. J

25. NODAĻA

MATRICAS

208. §. Pamata jēdzieni un simbolika.

Paplašinot analītiskajā ģeometrijā lietotā vektora jēdzienu,
iepriekšējā nodaļā noskaidrojām, ka jebkura n skaitļu kopa, kuras

elementi ai, (t= 1, 2,..., n) sakārtoti rindā (aY\ a2;...; an ) vai ko-

■>

lona {«f, a2\ ... ; cn}, ir lielums, kuru apzīmējām ar aun nosau-

cām par n dimensiju vektoru. Dotie skaitļi ait (i—l, 2,..., n), ku-

rus sauc par vektora koordinātēm, izvēlētajā telpas i?
n

bāzē cits

no cita atšķiras ar vienu indeksu £=1,2, ...,n. Jau 19. gs. tika

noskaidrots, ka vektori ir ļoti šaura neskalāru lielumu — t. s.

tenzoru —
klase. Vispārīgajā gadījumā indeksu skaits var būtdivi,

trīs un vairāk: a\k,a^, .'.. Tenzorus, kuru koordinātes cita no citas

atšķiras ar diviem indeksiem, sauc par otrā ranga tenzoriem.
Otrā ranga tenzora koordinātes izvēlētajā bāzē var sakārtot kvad-
rātiskā skaitļu tabulā

(flll
«12 •••«ln \

«21 «22 •■ • «211 I (25.1)

«nl «n2 • • • «nn
'

Sādā tabulā pirmais indekss norāda rindu, bet otrs kolonu,
pie kuras pieder otrā ranga tenzora koordināte (£= 1, 2,... n;.
k= 1, 2,..., n). Piemēram, q23 ir koordināte, kas atrodas tabulas
otrās rindas un trešās kolonas krustojumā. leslēdzot tabulu ieka-

vās, tiek pasvītrots, ka šī tabula ir patstāvīgs matemātisks
objekts, kuru sauc par matricu. Ar vārdu matrica 19. nodaļā tika

apzīmēta divu vektoru koordinātu tabula (19.67). Ar to pašu
vārdu 23. nodaļā nosaucām lineāru algebrisku vienādojumu sis-

tēmas koeficientu tabulu. Neatkarīgi no šī termina izmantošanas
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līdzšinējā kursā definēsim matricu kā patstāvīgu algebrisku
objektu A, ar kuru var izpildīt noteiktas algebriskas operācijas.

Definīcija. Reālu skaitļu kopu A, kurā ir m-n skaitļi
«ik, (i= 1, 2,..., m; k=\,2,... ,n), kas sakārtoti m rindās un n

kolonās, sauc par matricu un apzīmē ar

(a
n a x2 ... «m V

a2i a
22 ...

a
2n ļ (25.2)

«ml «m2• • • «mn
'

jeb saīsināti

A=(alk). . (25.3)

Matricu apzīmēšanai lieto arī simbolus:

«11 «12 •••«ln T«ii «12
••• «ln

"

M=
aŽI f122 ... fla. fl21 022 ... «2n =[Gik]

«ml «m 2 «mn Lflml «m 2•• ■ «mn
-

Skaitļus «ik sauc par matricas elementiem.Matricu, kuras visi
elementi ir nulles, sauc par nullmatrlcu. To apzīmē ar O.

Matricu A, kurai ir m rindas un n kolonas, sauc par (m-n)
tipa taisnstūra matricu. Matricas A tipu (m-n) saīsināti apzī-
mēsim ar x(A) vai arī, pievienojot rindu un kolonu skaitu kā di-

vus iekavās ieslēgtus un ar punktu atdalītus indeksus, matricas

simboliskajiem apzīmējumiem, t. i., i4
(m.n)= (aik)(m.n).

Piemēram, matricu

'"(i j)1
B=(i); c=<2 - 30>; °=(o oo) <25-4 >

tipi ir t(i4)-(3-2); t(B) =(2-1); t(C) =(1-3), un O ir (2-3)
tipa nullmatrica.

(n»l) tipa matricai ir tikai viena kolona ar n skaitļiem. Sāda

matrica A(n.n= («ik)(n.n ir n dimensiju telpas vektors (kolona)

«k={«ik; «2k; ■..; ank}-
Līdzīgi (\-n) tipa matricai ir tikai viena rinda ar n skaitļiem.

Sāda matrica /l(i.n)= («ik)(i.n) ir n dimensiju telpas vektors (rinda)

a'= (au; aa\. •.; ain).

Definīcija. Divas matricas A=(aik) un B=(6ik) sauc par
vienādām tad un tikai tad, ja tām ir vienāds tips x(A)=x(B) un

«ik=«ik visiem i= 1, 2,..., m; k=l, 2,..., n.

Ja kādas matricas A rindas samaina ar tās kolonām, tad dabū

jaunu matricu AT

,
kuru sauc par transponēto matricu. Var rak-

stīt (aik) T
= (aki).
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Piemēram, skaitļu tabulas (24.43) un (24.44) ir savstarpēji
transponetas matricas. Piemēros (25.4) doto matricu transpo-
nētas matricas ir

aHI~p ?); st=(o i); ct= (-§); °T= (i l\
Katru (m-n) tipa matricas kolonu var uzskatīt par m dimen-

siju vektoru, kas ietilpst kādā telpas Rm
vektoru sistēmā. Analogi

katru (m-n) tipa matricas rindu var uzskatīt par n dimensiju
vektoru, kas ietilpst kādā telpas Rn

vektoru sistēmā. Apzīmēsim
-> ->

matricas A=

(mn) rindas ar a>, a2,..., am, bet kolonas ar

-> -* ->

au ū2, ..., a
n. Tad varam rakstīt:

(«11
«12 -•• «ln \

• / \
«21 «22 ••• «2H ļ ** *,I d 2\

ļ =(«1«2 •.■ «n) =ļ ; ļ-
«ml «m 2•• • «mn' \—» /

\«m /

Matricu, kuras- rindu un kolonu skaits ir vienādi, sauc par

kvadrātisku matricu. Rindu vai kolonu skaitu kvadrātiskā matricā

sauc par tās kārtu. Piemēram, matrica (25.1) ir n-tās kārtas

kvadrātiskā matrica.

Kvadrātiskas matricas («ik)(n.n) elementus an, i= 1, 2, ...,n,

t. i., visus tos elementus, kam abi indeksi vienādi, sauc par gal-
venās diagonāles elementiem.

Kvadrātisku matricu A=(a\k), kura ir vienāda ar savu trans-

ponēto matricu AT=(ak\), sauc par simetrisku matricu. Tāda, pie-
mēram, ir matrica

17 3 5 \
A= \3 14 0

.

\5 0 1/

Sīs matricas galvenās diagonāles elementi ir au =7, a 22=14,

«33=1. Simetriskai matricai pret galveno diagonāli simetriskie

elementi ir pa pāriem vienādi, t. i., pastāv auc=aki. Piemēram,
«2i =«i2=3, a3i =ai3=5, «32=«23 =0-

Kvadrātisku matricu, kurai visi elementi ir nulles, izņemot gal-
venās diagonāles elementus, sauc par dlagonālmatrlcu.

Diagonālmatricu, kuras visi galvenās diagonāles elementi ir

vieninieki, sauc par vienības matricu. To apzīmēsim ar

/l 0
...

0\

£=
0 1

,

\b" b'.!.' 1/
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209. §. Matricu summa un reizinājums ar skaitli. Divas matri-

cas A=(aaA un fi=(6ik) var saskaitīt, ja to tipi ir vienādi. Divas

dažāda tipa matricas nav saskaitāmas.

Definīcija. Par divu vienāda tipa matricu A= (aik)(m.n) un

fi=(&ik)(m.n) summu sauc matricu A+B=C, kuras tips ir vienāds

ar matricu A un B tipu, un tās elementi c», (t =1, 2,..., m; k =

=1,2,...,«) ir matricu A un B attiecīgo elementu summas, t. i.,

,
' Cik =aik+ 6ik.'

Saskaņā ar šo definīciju

(a
n al2 ...

aln \ 76v 6 ]2 ...

6ln \

«21 «22 ••• «2n ļ+ [ 6
21 «22 ...

02 n ļ=
«ml «m- • • «mn / \6mi 6m2 ..

. 6
mn

'

(«ll
+61l «12 +612 ••

•
«ln +6m \

«21 +621 «22+622 •••«2n +62n ļ . (25 5)

«ml +6mi «m2+6m
2 ••• «mn+6

mn'

Piemēram,

(x 2 -l\7{ y -1 4\(x+g 1 3\

\u 3 5j+[-v 2 0)~\u-v 5 s^'

Definīcija. Par matricas A
= (aik)(m.n) reizinājumu ar

reālu skaitli % sauc matricu C= (cik)(m.n), kuras tips ir vienāds ar

matricas A tipu, un tās elementi Cik, (i= 1, 2,..., m; k= 1, 2,..., n)
ir matricas A elementu reizinājumi ar skaitli X, t. i., Cik=X«ik-

Saskaņā ar šo definīciju

(«11
«12 ••• «m \ ' ļXan Xai

2 ...
Xaw \

«21 «22 •• • «2n ļ= ļ
Xa

Si
Xa 22 ... Xa2n ļ 25

«ml «m2 ••• «mn / Wv«ml Xflm2 ■• • /

Piemēram,

\(x 2 -\\_(Xx 2X -X \

\u 3 5/ U" SXJ'

Viegli pārliecināties, ka ar formulām un (25.6) definē-

tai matricu summai un matricas reizinājumam ar skaitli piemīt vi-

sas 192. § uzskaitītās vektoru lineāro operāciju īpašības 1°—8°

un bezgalīga kopa, kuru veido visas vienāda tipa matricas,'arī ir

lineāra vektoru telpa.
Tādēļ lineāras algebriskas operācijas ar vienāda tipa matricām

izpildāmas tā, kā izpilda šis operācijas ar n dimensiju vektoru

telpai piederīgiem vektoriem.



399

Piemērs.

J\ 3 2\ ,n
,/2 4 6\ (2 6' 4WI 2 3\

2
U -1 0j +0'

5
16 4 2rU-2 oJ+U 2 1]=

_/2+l 6+2 4+3\_/ 3 8 7\
_

\8+ 3 -2 + 2 o+l/~\ll 0 \)'
v

-> -> ->

210. §. Matricu reizināšana. Divas matricas /l(m.n)= («i«2... an)
"->■-> ->

un B(n.p)= (6'62... 6n ) var sareizināt, ja pirmās matricasA kolonu

skaits ir vienāds B rindu skaitu. Ja

ricas A kolonu skaits~līāv"^vTēTTads
_

ar otrās matricas B rindu

skaitu, tad matricu A un B reizinājums neeksistē.

Definīcija. Par (m-n) tipa matricas A
=(aļk) (m.n )

reizinā-

jumu ar (n-p) tipa matricu fi=(6ik)(n.P ) sauc (m-p) tipa mat-

->

ricu C, kuras elementi ir matricas A i-tās rindas al = (au, ai 2,
■>

—, aln ) un matricas B fe-tās kolonas 6k={6ik, «
2k,..., č>nk} skalāri

reizinājumi:
\,. i' 1 •> -»•

T • :v.- *

c1kal- =al-6k (25.6)
jeb

c1k= ail6 lk+ ai
26

2k+ ... + «monk.

Saskaņā ar šo definīciju

(«ii
«12

•••
«m \ (bn 6

i2 ...

b
lp

\ «'A

«2i «22 ...
a2n ļ /621 022

...
»2P ļ = a

2 -»!
...

a
2-6

p

«mi «ni2 ••• «mn
' \bn\ bn2 ...

b
np

t -» -» ' -» r*

\am • 0]... a
m

•o
p

Matricu /l un B reizinājumu apzīmē ar /1B=C jeb .4 =

Piemērs: • Pareizināt doto (4.2) tipa matricu A ar doto

(2.3) tipa matricu B, ja

\3 0/ •

Atrisinājums. Matricas /ļ un B var sareizināt, jo matri-

cas A kolonu skaits 2 ir vienāds ar matricas B rindu skaitu. Rei-

zinājuma •8(2.3)
=C(4.3) rindu skaits 4 ir vienāds ar matricas

A rindu skaitu, .un kolonu skaits 3 ir vienāds ar matiicas B kolonu

skāitu *

(3
4\./l 0 2\ /3 8 18\

l \) {o 2

i i
3 0/ \3 0 6/

1 Matricu reizinājuma tipa noteikšanai noder t. s. tipu vienādojums:
(m •n)X(s•p)=(m -p), ja rc=s. Ja n=£s, reizinājums neeksistē. Piemēram,

(m-3)x(3-p) =(m-p), bet (m ■3) X(1•P) ¥= {m -p).
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jeb
A-B =C.

Sajā konkrētajā piemērā, lai atrastu visus 12 reizinājuma mat-

ricas C elementus izskaitļoti 12 divdimensiju vektoru skalārie

reizinājumi. Piemēram, lai dabūtu matricas elementu cl3
= 18, t. i.,

to elementu, kas atrodas šīs matricas 1. rindas un 3. kolonas krus-

tojumā, tad saskaņā ar formulu (25.6) skalāri sareizinātas matri-

-> ->

cas A pirmā rinda a'=(3;4) ar matricas B trešo kolonu b
3
=

={2; 3}. Tiešām, al ■ č>
3=2•3+3 • 4= 18. Analogi, c33

=aW=.

=(0; 1) -{2; 3}=3; c42
=a

4 .6
2
=0 utt.

No matricu reizinājuma definīcijas un iztirzātā piemēra re-

dzams, ka šim reizinājumam, ja tāds eksistē, vispārīgajā gadījumā
nepiemīt komutatīvā īpašība, t. i., vispār AB^BA.

Ja A un B ir vienādas kārtas kvadrātiskās matricas, tad vispā-

rīgā gadījumā eksistē divi dažādi reizinājumi: AB un BA. Atse-

višķā gadījumā, ja AB =BA, matricas A un B sauc par savstarpēji
komutatlvām matricām.

Paskaidrosim teikto ar piemēriem.

jeb
A'BmG.

r'i ?HS >Hi X)
jeb

B'A=D.

Kā redzams,

jo C#£>.
2.

/ 2 3W5 -1 \_l 13 13 \

\-3 2/'\l —13 13}
jeb

. /5 -1\ / 2 3W 13 13\

U 5/A-3 2j~\-13 13/
jeb

B-A=C.

Tātad otrajā piemērā dotās otrās kārtas matricas A un B ir

savstarpēji komutatīvas, jo AB=BA.
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Matricas definīcija un lineārās algebriskās operācijas ar mat-

ricām (summa un reizinājums ar skaitli), kā arī matricu reizinā-

jums cieši saistās ar jineāru algebrisku vienādojumu sistēmu atri-

sināšanu. Tas savukārt atrod plašus pielietojumus visdažādākos

praktiskās dzīves jautājumos. Ilustrēsim to ar vienkāršotu pie-
mēru, kas noskaidro, kādēļ divu matricu reizinājums definēts tādā

formā, kura pirmā brīdī šķiet mākslota un visai komplicēta, tur-

klāt visu reizinājuma elementu aprēķināšana nenoliedzami ir visai

darbietilpīgs process.

Pieņemsim, ka četru dažādu produkcijas veidu Zu Z2,
Z

3 un Z
4

ražošanai nepieciešami divi dažādi starpprodukcijas veidi yx un y2,
bet starpproduktu ražošanai savukārt vajadzīgas 3 dažādas izej-
vielas x

v x2un Xļ, turklāt šādos daudzumos:

katrai produkcijas Z\ vienībai:
3 starpprodukta y x un 4 starpprodukta y2 vienības,

katrai produkcijas Z2 vienībai:

2 starpprodukta yx un 3 starpprodukta y2 vienības,

katrai produkcijas Z3 vienībai:
0 starpprodukta yx un 1 starpprodukta y2 vienība,

katrai produkcijas Z4 vienībai:

3 starpprodukta y x un 0 starpprodukta y2 vienības,

katrai starpprodukta y\ vienībai:

1 izejvielas x x
un 2 izejvielas x 3 vienības,

katrai starpprodukta y2 vienībai:

2 izejvielas x 2 un<3 izejvielas x 3 vienības.

Lai noskaidrotu, cik un kāds izejvielu vienību daudzums nepie-
ciešams vienas gala produkcijas vienības ražošanai, jāatrisina
šādas lineāru algebrisku vienādojumu sistēmas:

Zi=3#i +4«/2, )

K
29,+l' £:* *JŠŠ> <26-,0)

z
4
= 3t/i. J

So divu vienādojumu sistēmu koeficientu matricas ir vienādas

ar matricām A
(i.2) un £

(2.3), kas ir reizinātāji piemērā (25.8). levie-

tojot yx un y2 izteiksmes no (25.10) vienādojumu sistēma (24.9),
dabū jaunuvienādojumu sistēmu

zx =t>x x + %x2+\%x3, \

z4
= 3xi + 6x

3. j

Sī sistēma sniedz atbildi uz jautājumu, cik un kāds izejvielu vie-

nību daudzums nepieciešams vienas gala produkcijas vienības ra-

žošanai. Vienādojumu sistēmas (25.11) koeficientu matricu
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produkcijas plānošanā mēdz saukt arī par patēriņa matricu. Sī

matrica, kā redzams, ir vienāda ar matricu C
(4.3),

kas atrasta pie-
mērā (25.8) kā matricu A^2) un B

(2.3) reizinājums.

Pieņemsim, ka vienādojumu sistēmā (25.11) mainīgie x\, x2, x 3
savukārt ir kādu citu argumentu lineāras funkcijas, piemēram,

x1=3r,+2r2, ]
x

2
= U , (25.12)

x3= t
2. ļ

levietojot xv x2,x 3 no izteiksmēm (25.12) vienādojumu sistēmā

(25.11), dabū jaunuvienādojumu sistēmu

21 = ļ

2
4
= 9/ +12/

2. j

Vienādojumu sistēmas (25.13) matrica G
(4.2), kā viegli pārlie-

cināties, ir sistēmas (24.11) un (25.12) matricu C
(43)

un D
i 3 reizi-

nājums, t. i.,

/3 8 18 V/ 3 2\ I\7 24 \
2 6 13 1 o|=ļl2 17 \

\3 0 6/ \0 1/ ļ 2 3 ļ
\ 9 12/

jeb

C(4.3) • ■0(3.2)= G(4.2).

Tā kā C( 4.3) =/1(4.2)-8(2.3), tad A(ļ.2)
8

i2 .3)D(3.2)= G
(4.2). _To pašu re-

zultātu. (25.13) dabu, ja mainīgos x
v x2,x3 no sistēmas (25.12)

ievieto sistēmā (24.10) un pēc tam sistēmā (24.9). Tādēļ matricu

reizinājumam piemīt asociatīva īpašība:

(AB)D=A(BD).

Matricu reizinājuma transp'onēšanas operācijai ir šāda īpašība:

(i4B)T
=BTy4 T

. (25.14)

Katras (m-n) tipa matricas A reizinājums ar nullmatricu

O(n.p) ir (tn-p) tipa nullmatrica, un (m-n) nullmatricas 0
(mn)

rei-

zinājums ar katru (n-p) tipa matricu ir nullmatrica 0
(m.P ).

Piemēri.

/ 4 -3 5\ 10 01 (0 0\ 10 0 01/2 1\ (0 0\

1 0 2 0 0 = 0 0 ; 0 0 03 2 =0 0'

\l2 326 /\0 0/ \0 0/ \0 0 0/\l 1/ \0 0/

Kvadrātiska n-tās kārtas nullmatrica O ir komutatīvā ar jeb-
kuru tās pašas kārtas matricu: AO=OA =0.
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Katras (m-n) tipa matricas A reizinājums ar n-tās kārtas vie-
nības matricu E

n
ir matrica A, un vienības matricas Em reizinā-

jums ar katru (m-p) tipa matricu A ir šī matrica A.

Piemēri.

/rž)a?).(ti||j?n(iiLfj-i).
\l2 3/ \l2 3/.,\0 01 /\ 12 3/ ļl2 3/

Kvadrātiska n-tās kārtas vienības matrica E ir komutatīvā ar

jebkuru tas pašas kārtas matricu A, t. i.,

EA=AE=A.

Divu matricu A un B reizinājums var būt nullmatrica arī tad,
ja A=£o un Piemēram,

/ 1 -2 4\/2 4 \_/0 0\

\-2 3 —5/1 3 6 \~\o 0/

Šādas īpašības, kā zināms, nav divu jeālu skaitļu a un 6 reizi-

nājumam, jo, ja ab =Q, tad vai nu a=0, vai 6 =0, vai arī a=6 =0.

211. Matricas rangs. lepriekšējās nodaļas noslēgumā tika

pierādīta Teorēma, ka tādu vektoru sistēmas rangs, kuru koordinā-

tes ir kādā taisnstūra skaitļu tabulā ierakstīto reālo skaitļu ko-

lonas, ir vienāds ar tās pašas tabulas rindu (vektoru) sistēmas

rangu.

D c f i nI c i j a.. Par matricas A=(aik) (m.n) rangu sauc mazāko
-*-»-> • ->■ -> ->•

no tas kolonu sistēmas (a x
a

2 ...an) vai rindu sistēmas {a'a2
...am}

rangiem, tātad

r (A) n).

Divas matricas A un B sauc par ekvivalentām, ja tām ir vie-

nādi rangi.
Ja matricu B var dabūt no matricas A, izpildot šādas ope-

rācijas:
1°) samainot vietām jebkuras divas paralēlas kolonas (rindas);
2°) pareizinot jebkuru kolonu (rindu) ar patvaļīgu reālu skaitli,

kas nav nulle;

3°) pareizinot kādu kolonu (rindu) ar patvaļīgu skaitli un pie-
skaitot iegūto reizinājumu jebkurai paralēlai kolonai (rindai);

4°) nosvītrojot kolonu (rindu), kura ir tikai nulles; tad saka,
ka matrica B rodas no matricas A ar elementārajāmtransformāci-

jām. Operācijas I°—4° sauc par matricas elementārajām transfor-

mācijām.
1. teorēma. Elementārās transformācijas nemaina matricas

rangu.
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Pierādījums. Teorēmas apgalvojumi 1. un 4. elementārās

transformācijas gadījumā ir acīm redzami, jo vektoru sistēmas

rangs nav atkarīgs no tā, kādā kārtībā uzraksta vektorus, ne arī

no tā, cik nullvektoru izmet vai pievieno kādai vektoru sistēmai.

2. elementārās transformācijas gadījumā, kad kādu matricas
-*•->->• ■>

A =(a\ūi... cn) kolonu, piemēram, au pareizina ar skaitli l=/=O,
■> -> -> -> ->■ -> -> ->

dabū jaunu matricu B= (Xa.ļa2... an) =(bxb
2... b

n ). Tā kā b
{
=Xax

■> ]-> ->->->-> -> ->

jeb bet a
2
=b

2, a
3
=b

3>... ,an
=b

n, tad visas matricas /l

kolonas ir matricas B kolonu lineāras kombinācijas, un otrādi,
matricas B kolonas ir matricas A kolonu lineāras kombinācijas.
Tādēļ 2. elementārā transformācija nevar izmainīt matricas rangu.

3. elementārās transformācijas gadījumā, kad kādu matricas A

kolonu, piemēram, a 2, pareizina ar skaitli Xun pieskaita, piemē-
->■ ->->->->■

ram, kolonai au
dabū jaunu matricu B= (bxb

2... b
n) =(al +

+Xa2
a

2...an). Arī šajā gadījumā matricas B kolonas ir matricas A

->-*-> ->->->->•

kolonu lineāras kombinācijas: bx=al+Xa2 jeb a
l =bl — %a2,

a2
=

->■->•>

=b
2,..., a

n
=b

n. Tādēļ arī 3. elementārā transformācija nevar iz-

mainīt matricas rangu, un visas matricas, kuras citu no citas dabū

ar elementārām transformācijām, ir ekvivalentas.

Tā kā matricas kolonu sistēmas rangs ir vienāds ar tās rindu

sistēmas rangu, tad šī teorēma un tās pierādījums attiecas arī uz

matricas rindu sistēmu.

Piemērām, matricas '

/3 4 0 1 \ /3 4 0 1 \ /4 0 1 \ ,4 0 1 \
0 0 7 2 ,B= 0 0 7 2 ,C= 07 2 KZ)=L,2

ļo 02 1 ļ \0 02 1 / \0 21 / I "3* J
10000/ '007'

ir ekvivalentas, jo tās citu no citas var dabūt ar elementārajām
transformācijām un tādēļ to rangi ir vienādi. Tiešām, nosvītrojot

matricas A ceturto rindu a
4
= (0; 0; 0; 0), dabū matricu B. Pareizi-

not matricas B otro kolonu b2={4; 0; 0; 0} ar skaitli ļ un

3-> -> 3

pieskaitot pirmajai kolonai, dabū —-Ķ-b2+bi=— ~{4; 0; 0}+

+{3; 0; 0}={0; 0; 0}; atmetot šo nullvektoru, dabū matricu C. Pa-

reizinot matricas C otro rindu c
2=(o; 7; 2) ar skaitli ļ un

pieskaitot trešajai rindai 2; 1), dabū matricas D trešo
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**■ 2 3
rindu d3

=-—c2+c3= (0; 0; y); pirmās divas matricas D rindas

->->-»■ ->

ir vienādas ar matricas C rindām: c2=d2

,
cl =dl.

Matricas D rangs r(D)=3, jo šīs matricas trīs rindas (kolo-
nas) veido lineāri neatkarīgu vektoru sistēmu. Tiešām lineāru

homogēnu vienādojumu sistēmai

4*i +*3=0,
7*2+2*3=0,

3 (25.15)

y *s=0,

acīm redzot, eksistē tikai triviālais atrisinājums *1
=*

2=*3= 0.

Līdz ar to arī r(C) =r(B) =r(A) =3.

Elementāro transformāciju mērķis ir pārveidot jebkuru (m-n)
tipa matricu (aik) tā, lai tā būtu ekvivalenta ar (r-n) tipa mat-

ricu, kurai šāda forma:

(Cn
cl 2••• c

lr c l.r+l ... Cm \

0c22 ...
c2r c

2
...

c2n . (2516)

0 0
...

CrrCr,r+i •••Ckn, /

t. i., tādu matricu, kuru veidojot 1) nosvītrotas m—r rindas vai

arī r= m; 2) cn=£o; i= 1,2,..., r; 3) Cļj=0 visiem /<£.
Matricu (25.16) sauc par trapeces formas matricu. Tās trans-

ponētā matrica arī ir trapeces formas matrica.

Ja r= n, tad matricu (25.16) sauc par augšējo trijstūrmatricu.
Augšējās trijstūrmatricas transponēto matricu sauc par apakšējo

trijstūrmatricu.
2. teorēma. Katru matricu, kas nav nullmatrica, ar elemen-

tārajām transformācijām var pārveidot trapeces formā.

Pierādījums. Izmantojot 1° elementāro transformāciju, var

vienmēr panākt, lai matricas pirmās rindas un pirmās kolonas

elements au¥=o. Pareizinot šīs matricas pirmo rindu pēc kārtas

ar skaitļiem ——, — —. — pieskaitot otrajai, trešajai,

m-tajai rindai, dabūmatricu

(a'u
a'
l 2... a'im\

0 a'22 ...

a'2m \
ļ-

-0 a'm2...a'mn /

Izsvītrojot matricā (a'ik) tās rindas un kolonas, kurās ir tikai

nulles, un vajadzības gadījumā pielietojot atkal 1° elementāro

transformāciju, var panākt, ka Pareizinot pārveidotās
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matricas otro rindu pec kārtas ar skaitļiem —^r-2

,

—

<^L
r

L

O 22
a

22 » • • • »

_

a
_Bl

un pieskaitot trešajai, ceturtajai un visām turpmākajām
«22

rindām, dabū jaunu matricu, kurā ari otrās kolonas elementi, sakot

ar trešo rindu, ir nulles. Turpinot šādu procesu reizes, katru

(m-n) tipa matricu var pārveidot tai ekvivalentā trapeces formas

matricā (25.16).
Kvadrātisku n-tās kārtas matricu A sauc par regulāru jeb ne-

deģenerētumatricu, ja tās rangs r(A) =n.

Kvadrātisku n-tās kārtas matricu A sauc par singulāru jeb

deģenerētumatricu, ja tās rangs r(A)<in.
212. §. Lineārie attēlojumi. Pieņemsim, ka ir dots likums, pēc

->■ -> •*•

kura katram n dimensiju telpas bazē ah a2,..., a
a

uzdotam vek-

toram

->-->-> ->

x=lial + 12a2 +.■ . + Šnan

piekārto reālu skaitli f(x), un ka šis likums izpilda šādus nosa-

cījumus:

1°) /(*+?) =f{x)+f Cy) visiem x, ļ^R
n
, (25.17)

2°) f(Xx)=Xf(x) visiem x^R n

un katram reālam skaitlim JL

Funkciju f(x), kas atbilst nosacījumiem (25.17), sauc par n

dimensiju telpā Rn definētu lineāru formu.
Saskaņā ar lineārās formas īpašībām (25.17)

->->->■ ->

f(x ) =/(ii«i+ i2«2+-• . +han) =

=ilf(«l)+i2/(«2)+...+Snf(«n) =

=|iai+ g2a2+... + Ķnan
=Ķ-a,

->

kur- ai= f(«i) ir konstanti reāli skaitļi, kas atkarīgi vienīgi no bā-

->

zes izvelēs, bet a= (ai; a2;...; an) un Ķ= (Ķu |2;...; |n) ir telpas
->■ -> ->

R
D vektori, kas doti ar savam koordinātēm bāze ū\, CL2, .. . , «n-

Tajā gadījumā, ja vektors x uzdots telpas Rn sākuma bāzē, t. i,
->->-> ->

x= xxex +x 2e2 +.. . +xnen, vektora x lineārā forma ir izteiksme

-* . ->• ->

f(x) =C
l
X

l + C 2X
2+.

..
+ C

aXn=C-X, (25.18)

-> ->

kur c=(Cļļ c2; ... ; c
n) ir dots vektors un cf=f(ex) — fiksēti skaitļi.
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Ja ir dotas m lineāras formas

Hi=an
x

x +a x2X2+.. . +a
xn

x
n, •

y2
=a

2x xx+ a22X2 +... +
a

2n
xn, (25 19)

ž/m='3ml*l+ «m2*2+ - • • + «mn*n,

tad ir dota matrica A=(aXXi) {m.n), kura katram n dimensiju telpas

vektoram x={xx; x 2;. *. ; x
n} piekārto kādu m dimensiju telpas vek-

toru y ={yx; y2;... ; ym}- Tādēļ saka, ka matrica 4 attēlo vektoru
telpu Rn vektoru telpā R

m, un raksta

y=Ax. (25.20)

Izteiksme (25.20) ir viskompaktākais vienādojumu sistēmas
->■

(25.19) rakstības veids, kurā Ax ir dotās matricas A= (cik)(m.n)
->

reizinājums ar matricu X(n.i)=x:

(a
xx ax2 ...

axn \/x

x
\ /axx x

x
+ax2x2

+:. .
+a

xn
xn

.
\ /t/i \

a 2X Ū22 ...
a

2n 1/.V2 \[a
2X

x
x +a22x2+

...
+a

2nX
VL ļ_/

t/2 ļ
arni am2... a

mn
!\x

n
I \a

mxxx+a m2
x

2+... +a mn
Xn! \ym'

Izteiksmi (25.20) sauc par lineāru attēlojumu un matricu A

par šī lineārā attēlojuma matricu. Lineāram attēlojumam ir šādas

īpašības:
-> -> -> -> -> ->

1°) A(x+y) =Ax+Ay visiem x, y<=Rn,
->->->

2°) /1(ax) =a/1a: visiem xeE/?n un katram reālam skaitlim Ā,.
-> -> ->

Par divu lineāru attēlojumu y=Ax un y'=Bx summu sauc at-

tēlojumu

y+y'=Ax+Bx= (A+B)x.

Ja y=Ax un x=Bz, tad y=;4Bz. Lineāro attēlojumu y=Aßz
-> -> -> -»■

sauc par attēlojumu #=j4a: un x=Bz reizinājumu.
Lineāro attēlojumu summas un reizinājuma veidošanas kār-

tulu var paplašināt līdz jebkuram galīgam saskaitāmo un reizi-

nāmo skaitam.

Teorēma.* Ja A = (aXXi) (m.n)
ir dotā matrica ar rangu r(A)

->

un vektoru kopā R
n ietilpst visi šīs telpas vektori x^R

n
, tad

-> ->

lineārais attēlojums y=Ax ir m dimensiju telpas R
m apakštelpa L,

kuras dimensija ir vienāda ar r(A).
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Pierādījums. Ta kā vienādojumu sistēmu (25.19) var pie-

rakstīt formā y=Ax jeb arī formā y=Xiūi +.. ,
+xnan, tad pastāv

vienādība

-> -v . .
.

.->

Ax=x
la 1+ x 2a2+.. .+xnan, (25.21)

-> ■ i

kur x
v

x 2,..., x
R

ir vektora x^R
n

koordinātes n dimensiju telpas
->->•->

R
n

sakuma bāze, bet (axa2 ..: a
n) ir matricas A kolonu, t. i., m

dimensiju telpas R
m

vektoru sistēma. Tā kā izteiksme (25.21) ap-

-* ->

tver visas iespējamas vektoru sistēmas au a2,... an lineārās kom-

binācijas, tad tās veido lineāru apakštelpu L m dimensiju telpā
Rm. Maksimālais lineāri neatkarīgo vektoru skaits apakštelpā L

ir r(A). Tādēļ apakštelpas dimensija ir r(A), un teorēma ir pie-
rādīta.

213*. §. Bilineārās un kvadrātiskās formas.

-> ->

Definīcija. Par vektoru x= (xl; x 2; ...; x
n) n un y =

= (yu U2', • • • ; ym) bilineāru formu sauc funkciju

-> ->

F(x,y) =anxlyl + a
ļ2
x

2yi + .. .
+ ain*nWi +

+a 2X
xxy2+a 22

x
2y 2+ ... +a

2nxny2+ (25.22)

+ aml*ll/m +am2*2yrn-|-. • .
+ «mn*n'/m,

kur (aa) =A ir dotā matrica. No definīcijas seko, ka

m/n \n /m \

F( x>y) = Z [yi £ a&Xk =S\xk £ i
k-l. / k-l\ i-l /

Izmantojot vektoru skalārā reizinājuma jēdzienu, bilineāro formu

(25.22) var saīsināti pierakstīt tā:

F(x,'y)=A~x-~y' (25.23)

jeb

F(x,y) (25.24)

Salīdzinot izteiksmes (25.23) un (25.24), redzams, ka

Ax-I=x-a7l. (25.25)

->

Acīm redzot, ja x fiksēts, nemainīgs vektors, tad bilineārā
-> -»■

forma kļūst par vektora y lineāru formu, bet, ja fiksēts ir y, —

->

tad par vektora x lineāru formu.
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Bilineāru formu sauc par simetrisku, ja katram telpas R
a

vek-

-> -> ->->->• ->

toru pārim x un y ir speķa vienādība /4*-i/ =A:-i4w, t. i., ja A=AT
ir simetriska matrica.

->-»■-* ->

Par kvadrātisku formu sauc funkciju i4x.;e=jeMjt, kuru dabū
-> ->

no simetriskas bilineāras formas, ņemot tajā x= y.

214. §. Inversā matrica. Pieņemsim, ka ir dota lineāru formu

sistēma

v1=a
n xi +aļ2x2 + .. . +ainxD,

v2=a2ix1 +a22x 2+ ...
+a 2nx

n,
(25 26)

V n—Gn\Xi + £Zn2*2 +• • . +Onn*n

jeb

V=A~x, (25.27)

->.->->

Te A= (aik) = (a{a2... an) ir dotās sistēmas (25.26) koeficientu
->

matrica, kura katram telpas R
n

vektoram x={xx; x
2\...; xn) pie-

->

kārto kādu tās pašas telpas vektoru v ={vu-v 2;...; vn }.
Ja matrica A nav deģenerēta, t. i., ja tās rangs r(A)=n, tad

-> ->

šīs matricas kolonu sistēma au a2 a
n

ir lineāri neatkarīga.
->

Tādā gadījumā katram dotam vektoram v^R
n

atbilst viens vie-

nīgs vienādojumu sistēmas (25.26) atrisinājuma vektors x=

={xv x 2 ;...; xD }. Izmantojot, piemēram, 23. nodaļā aprakstīto Zor-

dāna izslēgšanas metodi, atrisinājumu pēc n izslēgšanas soļiem
var izteikt šādi:

xl=b
n v1 +b

ļ2v2+.. .+ b
invn,

x2
=b

2l
v
l +b

22
v

2+.. . +b2nvn, (25 28)

Xn
=b

nl Vļ + b
n2

V
2+.

..
+&nnUn

jeb saīsinātā rakstībā:

~x=Bv. (25.29)

->->■ ->

Te B= (6ļk)<n.n)= {bļb2... b
n) ir sistēmas (25.28) koeficientu

matrica.

levietojot x no izteiksmes (25.29) izteiksmē (25.27), rodas

identitāte

v=Aßv. (25.30)
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Otrādi, ievietojot v no izteiksmes (25.27) izteiksmē (25.29),
rodas identitāte •

x =BAx. (25.31)

No identitātēm (25.30) un (25.31) izriet, ka AB=BA=E ir

n-tās kārtas vienības matrica.

Definīcija. Matricu B, kas komutatīvā ar matricu A un

kuras reizinājums ar A ir vienības matrica E, sauc par matricasA

inverso matricu.

Matricas A inverso matricu apzīmē ar A~K

Saskaņā ar inversās matricas definīciju

(25.32)

Nevienai deģenerētai kvadrātiskai matricai un nevienai (m-n)

tipa taisnstūra matricai nav inversās matricas.

Piemērs. Noskaidrot, ar kādu skaitļa c vērtību matrica

II 1 IV

A=\ 12 1

\2 1 c/

ir nedeģenerēta, un atrast matricas A inverso matricu, ja eksistē

tāds skaitlis c, ar kuru matrica A nav deģenerēta.

Atrisinājums. Sastādīsim lineāru formu (vienādojumu)
sistēmu

Oj= Xi+ X2+ *s> ]
u

2
= x1+ 2x

2+ *3, ļ
v3=2Xi+ x2+ cxz, )

kuras koeficientu matrica ir A, un, izmantojot modificēto Zordāna

izslēgšanas metodi, pakāpeniski apmainīsim lomām mainīgos
{x\\ x2\ kļ) ar mainīgajiem {t>i; v2; v 3). Dabūsim*

-x»

Vļ

v 3

LLL
i

2

1

< 2

1

1

1

c

I

"3

-01.

1

-1

-2

~*2

1

-1

-X2 -x3

1

0

c-2

-*3
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Ja c—2 =0, t. i., c=2, tad matrica A ir deģenerēta, tās rangs

r(A) =2, un tai nav inversās matricas.

Ja c — t. i., c=£2, tad matrica A nav deģenerēta, jo tad

ir iespējams apmainīt lomām arī x 3 un v 3. Izpildot nākošo Zor-
dāna izslēgšanas soli, dabū

Tātad, ja c ir jebkurš reāls skaitlis, izņemot c= 2, matricai A

eksistē inversā matrica

(2c-l
-c+l -1 \

c-2 c-2 c-2 \
-1 10.

J__L /
c-2 c-2 c-2 /

Ja, piemēram, c=l, tad

0 \ l)( =U i)-
-i-i o i\ /i i i\ li oo\

= -1 1 0 12 I=olo

\ 3 — 1 —1/ \ 2 1 1 / \0 0 1/

215. §. Matricu bloki. Ja starp dotās taisnstūra matricas rin-

dām (kolonām) novelk horizontālas (vertikālas) taisnes, tad saka,
ka šī matrica ir sadalīta blokos. Katrs bloks savukārt ir kāda

matrica. Piemēram, matrica

(-6
3jo 0 0\

3 2_L°__o 9.1

"i Ml -T V'w-i

II -0i -02-02

-1

1

1

-*%

1

0

I c-2 |

*1

03

2

-1

-3

III -01 -02 -»3

*1

*3

2c-l

c-2

« -1

-3

c-2

-c+1

c-2

1

1

c-2

-1

c-2

0

1

c-2 •



sadalīta 4 blokos:

IM-ft 1); j> «); («-{J ?); W-g _| J).<
Bloks L4 n ] ir simetriska otrās kārtas matrica, —(2•3) tipa

nullmatrica, [A2i] —
otrās kārtas vienības matrica, (2-3)

tipa taisnstūra matrica.

Bloku skaits, acīm redzot, vienmēr mazāks par matricas ele-

mentu skaitu, bet tas nevar būt mazāks par 2. Matricu sadalī-

šana blokos var būt lietderīga un bieži vien nepieciešama, kad

jāpieraksta un jāizpilda algebriskas operācijas ar matricām, kuru

elementu skaits loti liels. Algebrisko operāciju izpilde vienkāršo-

jas, ja atsevišķi matricas bloki ir nullmatricas, diagonālās vai vie-

nības matricas.

Divu vienāda skaita, tipa un izvietojuma blokos sadalītu ma-

tricu A un B summu dabū, saskaitot šo matricu attiecīgos blokus

kā patstāvīgas matricas. Matrica A+B=C rodas, ja iegūtos
summu blokus izvieto matricā C atbilstoši summēto bloku izvie-

tojumam matricās A un B. Piemēram,

(a X\ 1 0 0 \ (0 -x\\ 1 1 \ (a 012 1 1 \

\b_ yļ Ū I__o + 0 -j ļ2_2
_

2 = b_o_[2_ 3__2_
\c~zlo 0 "1/ \O~ z~ļ3 3 "3/ \c 2zļ3 3 4/*

Pieņemsim, ka matrica A sadalīta rxk blokos un matrica B

savukārt kXp blokos. Ja matricām A un B eksistē reizinājums
AB=C, tad šo reizinājumu C var dabūt kā matricu, kurai ir rxp
bloki, t. i.,

[Cd-I [Ais ]• [B
Bj], (j

=

};I;;;; r

p )• (25.32)

Sadalot matricu A blokos k4
!s] un matricu B blokos [sS j], jā-

raugās, lai bloka kolonu skaits būtu vienāds ar bloka
rindu skaitu. Pretējā gadījumā matricas reizinājuma C atrašanai

nevar piemērot formulu (25.32).
Piemērs. Dotas matricas

(5
4-35 0 \ /10 0 1 \

2 8 6-3 5 \ /0 1 0 1 \
3-6 9 0 0; B=[ 001 1

.

0 2 5-6 1/ \ 0 0 0 1 /
1 0-2 40/ \o'o 01/

Dabūt matricu A un B reizinājumu C, izmantojot lietderīgāko sa-

dalījumu blokos.

Atrisinājums. Matricu B lietderīgi sadalīt 4 blokos:

[BU ]=E3; [Bl2] ={\; 1; 1}; [B2l] =0
(2.8) • [822] ={1; I}.
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Tam atbilstoši matrica A jāsadala šādos blokos:

/5 4-3 \ / 5 0 \
[A>]= 2 8 6 ; [A l2]= -3 5 ; [A2l] =

\3 -6 9 / \ 0 0/

-(! o -š> «H"1 o)

Saskaņā ar formulām (25.32)

(5
4-3111

3-6
t\ l

l
i

1 o—2 ļ 1

Vingrinājumi

1. Izpildīt norādītās algebriskās operācijas ar matricām,

a)

'/3 7 -11 \- /-ll 8 15\ 1-7 5 4\

5-62+47 8 - 9 3 7 ;

\4 5, 7/ \ 21 3 5/ \36 -15 -8/

b)

/21 -12 21 \ / 7 -4 7\

15 33 -48 -3 5 11 -16 ;

\-9 0 -15/ \-3 0 -5/ ,

I 2 -6 4\/4 -3 1\
4 -12 8 2 6 -1

\-l 3 -2/\l 10,5 -2/
VJd)

n 7 4 2\/l 0 1V
031012 1 0 I

, \0 0 1 2/1 0 3 0 I

. / \0 0 1 /

1)
/5 4 -2 0\ / 4 -2 W 02 -4\

0 3 12-2 0 10 2/

2. Noteikt matricas rangu un gadījumā, ja matrica ir nedeģenerēta, da-

būt tās inverso matricu.

1
1 3 3 7 \ /10-1 -3 \
3 5 9 11

B_

2 -1 0 3

2-2 6 -2 ļ• a~

ļ-2 3 1,2 ļ-
-1 1-3 5/ \ 4 0-2-3/
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26. NODAĻA

DETERMINANTI

216. §. Otrās un trešās kārtas determinanti. Lineāru alge-
brisku vienādojumu sistēmu atrisināšanā un izpētīšanā, kā arī

citos teorētiskas dabas jautājumos ļoti noderīgs ir katrai kvadrā-

tiskai matricai viennozīmīgi piekārtots reāls skaitlis, kuru sauc

par dotās matricas A=(aik) determinanta un apzīmē ar simbolu

Det(/1) =|aik| jeb |i4ļ = ļaik|, jeb arī vienkārši ar A, ja no kon-

teksta ir skaidrs, ka nav runa par matricu A, bet gan par reālu

skaitli A. Otrās kārtas matricas

A =
(an al2 \

\«2l «22/

determinants \A\, kā zināms (12. § un 28. §), ir

\A \A ū

n

n "I2 |="n«22-«2i«i2.
| «21 «22 I

Saka, ka otrās kārtas determinantamjr četri elementi, kas sakār-

toti divās rindās un divās kolonās. Sis determinants ir divu tā

locekļu an«22 un fl2i«i2 algebriska summa.
.

Ja \A tad lineāru algebrisku vienādojumu sistēmai

auXi +al2x2=bu \

a2\Xi+a 22x2=b 2, /

ir viens vienīgs atrisinājums

kur 1

0;h a"&2-«2i&i.
.

Formulas (26.1) ir t. s. Ķrāmera kārtulas matemātiskā iz-

teiksme.

Definīcija. Par trešās kārtas matricas A= determi-

nantu sauc reālu skaitli

ļAļ=ū 11«22«33 + «12«23«31 +«13«21 «32 ~

— «13«22«31 — «11«23«32 — «12«21«33- (26.2)
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Trešās kārtas matricas determinantu sauc arī vienkārši par
trešās kārtas determinantuun apzīmē ar simbolu

#11 #12 #13

\A\ = fl2l #22 #23

#31 #32 #33

(26.3)

197. zīm. 198. zīm.

Saskaņā ar definīciju trešās kārtas determinants satur 32
=9

elementus, kas sakārtoti 3 rindās un 3 kolonās. Sis determinants

ir 6 locekļu algebriska summa. Katrs loceklis ir 3 elementu rei-

zinājums. Trim locekļiem zīme saglabājas nemainīta (+ ), bet

pārējiem trim locekļiem zīme mainās uz pretējo ( —).
Katrs determinanta loceklis satur pa vienam elementam no

katras rindas un no katras kolonas. Zīme nemainās loceklim, kurā

ietilpst visi trīs galvenās diagonāles elementi, un arī tiem diviem

locekļiem, kurus veido 197. zīm. parādīto trijstūru virsotnēs no-

vietotie elementi. Zīme mainās tiem locekļiem, kurus veido blakus

diagonāles elementi un 198. zīm. parādīto trijstūru virsotnēs no-

vietotie elementi.

197. un 198. zīmējumos attēlotās shēmas trešās kārtas deter-

minantu aprēķināšanai pazīstamas ar nosaukumu Sarrusa kārtula.

Piemērs.

=1 .2-3+2-1 -2 +3.3-1 —

2 ļ 3
—3-2-2 —l-l-l—2-3.3= —12.

217. §. n-tās kārtas determinanti.Pieņemsim, ka ir dota n-tās

kārtas matrica Izraudzīsim un pierakstīsim atsevišķi
kādu šīs matricas pirmās rindas elementu alkl , izsvītrojot pirmo
rindu un kx kolonu, t. i., to rindu un kolonu, kurā atrodas atse-

višķi pierakstītais matricas elements. Pēc tam pierakstīsim atse-

višķi kādu otrās rindas un k2 kolonas elementu a2kj , izsvītrojot
otro rindu un k 2

kolonu. So procesu turpinot, t. i., izrakstot no

katras rindas un katras kolonas pa vienam elementam, dabū

tādu n elementu izlasi

alkl,aak:,2k:, •••, «nk
n
, (26.4)

kuri katrs atrodas savā rindā un kolonā. Tas nozīmē, ka skaitļi

k\, k2,kn
ir kāda skaitļu 1, 2, 3,..., n permutācija. Kā zināms,
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jebkuri n simboli, kas seko cits citam noteiktā kārtībā, veido kādu

permutāciju. Piemēram, katrs dabisko skaitļu 1, 2, 3, 4 grupējums
ir kāda šo skaitļu permutācija: (1, 2, 3, 4), (2, 1, 3, 4), (4, 3, 2, 1)
utt." No 4 elementiem var izveidot 41 = 1 -2- 3-4 =24 savstarpēji at-

šķirīgas permutācijas; no n elementiem — tieši n! =l-2...n per-

mutācijas. Tātad eksistē tieši n! izlašu (26.4), kuras no n-tās kār-

tas matricas n
2 elementiem var sastādīt tā, lai katrs elements,

kas ietilpst izlasē, būtu ņemts no savas rindas un kolonas.
Vienosimies skaitīt par normālu tādu dabisko skaitļu

1,2,3,..., n sakārtojumu permutācijā, kur mazākais skaitlis at-

rodas pirms lielākā. Ja turpretim mazākais skaitlis kādā permu-

tācijā atrodas aiz lielākā, tad skaitīsim, ka šajā permutācijā ir

kārtības traucējums — inversija. Piemēram, permutācijā (2,4,3,1)
ir četras inversijas: a) 3 atrodas pirms 1, b) 4 atrodas pirms 1,
c) 4 atrodas pirms 3 un d) 2 atrodas pirms 1.

Definīcija. Par n-tās kārtas matricas Ā=(aik) determi-

nantu sauc algebrisku summu

|A}=2(--l)ta lkla2kJ ...ankn , (26.5)

kuras locekļu skaits ir n!, katrs loceklis ir tādu n elementu rei-

zinājums, kas izlasīti pa vienam no katras rindas un kolonas,
reizināmo elementu otrie indeksi (ku k 2,..., k

B ) katrā loceklī
veido n dabisko skaitļu permutāciju un t ir inversiju skaits šajā
permutācijā.

n-tās kārtas matricas A determinantu sauc arī vienkārši par

n-tās kārtas determinantu un apzīmē ar simbolu

«U ū\i . . . ūm

\A\=
a2

)
a

]\'[\
a2a, - (26.6)

flnl #n2 • •• «nn

Inversiju skaits t var būt pāra un nepāra skaitlis. Atbilstoši
tam izšķir pāra un nepāra permutācijas. Ja pāra permutācijā,
t. i., tādā permutācijā, kurā inversiju skaits ir pāra skaitlis, sa-

maina ar vietām divus simbolus, tad rodas jauna permutācija,
kurā inversiju skaits ir nepāra skaitlis. Otrādi, samainot vietām

divus nepāra permutācijas simbolus, rodas pāra permutācija.
Lai to pierādītu, pieņemsim, ka skaitļi ku k2,..., k

a ir kāda

dabisko skaitļu 1,2, ...,n permutācija. Ja permutācijā apmaina
divus blakus novietotos skaitļus, tad inversiju skaits vai nu pa-

lielinās, vai arī samazinās par vienu vienību. Līdz ar to pāra
permutācija pārvēršas nepāra permutācijā vai, otrādi, nepāra per-
mutācija pārvēršas pāra permutācijā. Ja permutācijā apmaina vie-

tām divus skaitļus Ķ un ks (/>i). tad kļ nonāk pirms skaitļiem
kj-i,.kļ-2, •• •,

&j-i> un notiek /'—i— 1 inversiju izmaiņas. Tajā
pašā laikā &i nonāk aiz skaitļiem k

i+ļ, k
ļ+2,...,ky.ļ un notiek ļ—i

inversiju izmaiņas. Kopējais inversiju izmaiņu skaits tātad ir
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2(/ —t)— 1, bet tas visiem / un i ir nepāra skaitlis. Tādēļ, ja sā-

kumā bija pāra permutācija, tad pēc divu elementu apmaiņas ar

to vietām rodas nepāra permutācija. Otrādi, ja sākumā bija ne-

pāra permutācija, tad pēc divu elementu apmaiņas ar vietām

rodas pāra permutācija.
Piemērs. Trešās kārtas determinanta aprēķināšanas for-

mulā

I «ik| =X(- 1 ) t «ik,«2k2
a3k

3

atrast visus summas locekļus ar to zīmēm.

Atrisinājums. Katrā loceklī ietilpstošo trīs elementu
otrie indeksi (ku

k
2, k

3) ir skaitļu (1,2,3) permutācijas. No skait-

ļiem 1, 2, 3 var sastādīt pavisam 6 permutācijas, no tām (1,2,3),
(2,3,1), (3,1,2) ir pāra, bet (3,2,1), (1,3,2) un (2,1,3) ir ne-

pāra permutācijas. Tādēļ |«ik| =«n«22«33 +«i2«23«3i+«i3«2i«32—
— «i3«22«3i — «n«23«32 — «i2«2i«33, kas saskan ar formulu (26.2).

218. §. Determinantupamata īpašības. 1. īpašība. Ja kādā

determinantarindā (kolonā) ir tikai nulles, tad determinants vie-

nāds ar nulli.

Tiešām, ja i-tā rindā ir tikai nulles, tad katrā šī determinanta
loceklī viens reizinātājs ir nulle, jo katrā loceklī ietilpst viens

i-tās rindas elements.

2. īpašība. Ja determinantā visas rindas samaina ar atbil-

stošajām kolonām, vai otrādi, tad determinanta vērtība nemainās.

So īpašību citādi formulētvar šādi.'
Divu savstarpēji transponētu kvadrātisku matricu determinanti

ir vienādi.

Pieņemsim, ka A=(alk) un B=(blk ) ir savstarpēji transponē-
tas n-tās kārtas matricas. Ja B=AT, tad (au) =(č>ik) un saskaņā

ar definīciju:

|6lk |=£(-l) t6ik
l
...Onk

n
=£(-l) t«k,. ...«k

n
n
=|aik|.

Piemērs.

12 3 13 2

|4|=3 2 1 =-12; |4T |=2 2 1 =-12.

2 13 3 13

Saskaņā ar šo īpašību visas determinantu īpašības, kuras for-

mulētas rindām, ir pareizas arī tad, ja vārda «rinda» vietā liek

vārdu «kolona».

3. īpaš īb a. Ja apmaina vietām divas determinanta kolonas

(rindas), tad determinanta absolūtā vērtība nemainās, bet mainās

zīme.

Apmainot vietām divas kolonas, mainās divi otrie indeksi

katrā izteiksmes (26.5) loceklī, un tādēļ mainās visu locekļu zīmes,
jo nepāra permutācija pārvēršas pāra permutācijā — un otrādi.
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Piemērs.

12 3 .213

3 2 1 =-12, 2 3 1 =12.

2 13 12 3

4. īpašība. Determinants, kam divas vienādas kolonas (rin-

das), ir vienāds ar nulli.

Ja kvadrātiskā matricā A= ir divas identiskas kolonas,
tad, apmainot tās ar vietām, matrica neizmainās, bet tās deter-

minants \A\ maina zīmi. Tātad |.4| =— jeb 2|/I|=o un

|M|=o.
Piemērs.

1 2 3

1 2 3 =0.

a b c

5. īpaš īb a. Ja determinantā \A\ kādas rindas (kolonas)
elementus pareizina ar kādu skaitīt X, tad šāds determinants ir

X\A\.
So īpašību var formulēt arī tā. Ja determinantāvisi kādas rin-

das (kolonas) elementi satur kopīgu reizinātāju X, tad to kā rei-

zinātāju var iznest pirms determinantazīmes.

Pieņemsim, ka visi t-tās rindas elementi pareizināti ar skaitli X.

Tad arī visi determinanta locekļi ir pareizināti ar šo skaitli, jo
katrā loceklī ietilpst viens t-tās rindas elements. Tātad pats deter-

minants ir pareizināts ar skaitli X.

levērosim, ka \XA||, bet ļXA ļ =Xn \A ļ.
Piemērs.

|fl|=2|4|, jo |B| = 10, |i4|=s, 12^4ļ =20.

6. īpašība. Determinants, kam divas proporcionālas rindas

(kolonas), ir vienāds ar nulli.

Tiešām, ja i-tās rindas elementi atšķiras no /-tās rindas ele-

mentiem tikai ar konstantu reizinātāju X, tad šo kopīgo
reizinātāju var ņemt pirms determinanta simbola un dabūt deter-

minantu, kam divas identiskas rindas. Tāds determinants saskaņā
ar 4. īpašību ir vienāds ar nulli.

Piemērs.

1 2 3 12 3

3 6 9 =3 1 2 3 =3-0 =0.

15 -11 16 15 -11 16

7. īpašība. Ja determinantā visi i-tā's rindas (kolonas) ele-

menti Ir divu skaitļu summas

«lh=6l+ Ck,
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tad šo determinantuvar izteikt ka divu determinantu summu, t. i.,

«11 «12 . • • «ln «11 «12 ••• «ln «ll «12 ••• «ln

\A \ = bļ +cib2+c 2 ... bn+cn =bi b2 ... b
n +cx c 2... cn

«nl «n2 • • • «nn «nl «n2 ••• «nn «nl «n2
••• «nn

(26.7)

Tiešām katru matricas A determinantalocekli var izteikt šādi:

«ik, ••• «ik, ••• «nk
n =«ik, ••• (6k, +ckļ ) ... a„k

n

=

=

«Ikl ...6
k, ••• «nk

n +aik, •••Ck, •• • «nk
n
.

levietojot šīs izteiksmes definīcijas formulā (26.5), dabū divu de-

terminantu summu (26.7). Protams, šo īpašību bez sevišķām grū-
tībām var vispārināt un visus i-tās rindas elementus izteikt kā

vairāku saskaitāmo summas.

8. īpaš ī b a. Ja determinanta i-tā rinda (kolona) ir pārējo
rindu (kolonu) lineāra kombinācija, tad determinants Ir vienāds
ar nulli.

Sī īpašība ir 6. īpašības vispārinājums. Ja i'-tā rinda ir citu s

rindu —1) lineāra kombinācija, tad visi i-tās rindas
elementi ir s skaitļu summas, un saskaņā ar 7. īpašību determi-

nantu var izteikt kā s determinantu summu. Katrā determinantā
i-tā rinda ir proporcionāla kādai citai rindai. Tādēļ saskaņā ar

6. īpašību visi atsevišķie determinanti ir nulles, un līdz ar to

dotais determinants ir nulle.

9. īpašība. Determinants nemainās, ja kādas rindas (kolo-
nas) elementiem pieskaita paralēlas rindas (kolonas) atbilstošos

elementus, kas pareizināti ar vienu un to pašu skaitli.

Tiešām, ja determinanta \A\ £-tai rindai pieskaita /-tās rindas

(i=7=/) elementus, kas pareizināti ar skaitli X, tad katrs i-tās rin-

das elements jaunajā determinantā ir «īs+ACZjs; s=l,2, ...,n. Sa-

skaņā ar 7. īpašību jaunais determinants ir vienāds ar divu de-

terminantu summu. Sajā summā pirmais saskaitāmais ir \A\, bet

otrajam saskaitāmajam ir divas proporcionālas rindas, un tādēļ
tas vienāds ar nulli.

Piemērs.

121 122 123 121 122 123

124 125 126 = 3 3 3 =0.

127 128 129 3 3 3

Te, izmantojot 9. īpašību, no otrās rindas atņemta pirmā rinda
un no trešās rindas atņemta otrā rinda. Tā dabūts determinants,
kuram divas vienādas rindas. Saskaņā ar 4. īpašību tāds deter-

minants ir vienāds ar nulli.
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219. §. Matricas minori un determinantaadjunkti.
Definīcija. Ja (m-n) tipa matricā A izsvītro r rindas un r

kolonas, \^r^mm(m,n), tad no izsvītroto rindu un kolonu krus-

tojumos novietotajiem elementiem izveidojas kvadrātiska r-tās kār-

tas apakšmatrica, kuras determinantu sauc par matricas A r-tās

kārtas minoru.

Piemēram, determinants

M-ļ*
b

yVay- bx

ir viens no (3.4) tipa matricas

la 4 b IV
A= l 0 13 2

•\ x 5 y z ļ

otrās kārtas minoriem.

Katru n-tās kārtas matricas A r-tās kārtas minoru var uzskatīt
arī par tādas matricas determinantu, kura paliek, ja matricā A

nosvītro n—r rindas un n—r kolonas. Tā, piemēram, nosvītrojot
n-tās kārtas matricā vienu rindu un vienu kolonu, paliek (n— l)-ās
kārtas matrica, kuras determinants ir dotās matricas (n— l)-ās
kārtas minors.

Definīcija. Par n-tās kārtas matricas j4 =(alk) elementa

Cik adjunktu jeb algebrisko papildinājumu sauc šīs matricas

(n—l)-ās kārtas minoru \M\, pareizinātu ar ( —l) 1+k, kur |M|
ir tās apakšmatricas determinants, kura paliek, ja matricā A iz-

svītro t-to rindu un k-to kolonu.

Piemēram, trešās kārtas determinantam

1 2 3

'\A\= 4 5 6 =0

7 8 9

ir pavisam 9 adjunkti. Pirmās rindas elementu adjunkti saskaņā

ar definīciju ir skaitļi:

■<4ii =|ggļ= —3, Ai2= —ļy gļ 13=|7 =~

220. §. Determinanta izvēršana pēc kādas rindas (kolonas)
elementiem. Determinantaaprēķināšana saskaņā ar definīcijas for-

mulu (26.5) ir ļoti grūts un sarežģīts darbs, jo jau ceturtās kār-

tas determinantam ir 24 locekļi, piektās kārtas determinantam

120 locekļi utt. Determinanta aprēķināšanu var vienkāršot, ja

saskaņā ar pamata īpašībām kādā rindā vai kolonā izveido iespē-

jami daudz nuļļu un pēc tam šo rindu (kolonu) izmanto determi-

nanta aprēķināšanai ar izvēršanas metodi, kuru tūdaļ aprakstīsim.

Saskaņā ar definīcijas formulu (26.5) katrā determinanta lo-
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ceklī ieiet viens i-tās rindas elements. Sagrupēsim visus determi.

nanta locekļus n grupās tā, lai pirmajā grupā, kuru ieslēgsim
iekavās, būtu visi tie locekļi, kam ir kopīgs reizinātājs an, otrajā
grupā, kuru ieslēgsim divās iekavās, būtu visi tie locekļi, kam ir

kopīgs reizinātājs ai 2, utt. Ņemot katras grupas kopīgo reizinā-

tāju aiz iekavām un apzīmējot tās summas, kas paliek iekavās,
attiecīgi ar Au, A&,..., Ain, dabū

\A\=auAu +ai2A
l2+... +aiQAin. (26.8)

So vienādību sauc par determinanta \A\ izvērsumu pēc i-tās

rindas elementiem. Katrai summai Ack, k=\,2,... ,n, ir (n—1)!
locekļu, un katrā loceklī kā reizinātāji ietilpst n— 1 matricas A

elements. Summas Aqi locekļos nav neviena elementa no i-tās rin-

das un k-iās kolonas, jo šie divi indeksi figurē pie elementa aik,

bet katrā loceklī var parādīties tikai viens elements no katras rin-

das un kolonas. Pirms katra locekļa ir plusa vai mīnusa zīme

atkarībā no permutācijas (ku
k2,..., k

n) inversiju skaita.

Izrādās, ka izteiksmē (26.8) lietotās summas A
u, A

i 2,..., Aln

ir attiecīgi vienādas ar n-tās kārtas determinanta \A\ elementu

au, «i 2,..., «m adjunktiem.

Piemēram, determinanta

«11 «12 «13

\A\= a2i a22 23

«31 «32 «33

otrās rindas elementu adjunkti ir

A 2,= -h2 H, A 22
=\ a

" Ul3\, a
" a,2l

|«32 «33 I |«31 «331 l°3l «32 |

un saskaņā ar formulu (26.8)

|/l| =_a2l
|ai2 fll3|+a22|a" ai3|-«23|an ° 12l

11 2'|«32 «33| 22|«31 «33|
23 |«31 «32|

jeb

\A \ =fl 2l(«32«13-«12«33) + «22 («11«33~«31«13) +

+«23(«31«12-«11«32),

kas saskan ar trešās kārtas determinanta definīcijas formulu

(26.2).
Izteiksmei (26.8) analoga formula eksistē n-tās kārtas deter-

minanta \ A \ izvēršanai pēc /'-tās kolonas elementiem

\A\ =ali
A

li
+a

2i
A

2i
+.. . +a

ni
A

nj, (26.9)

kur A
is

ir elementa ay, i= 1,2 n, adjunkts.
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Piemēram,

2065
2 6 5

A=
6 S I 0

=9 3 7
ļ

6915
6 4 0

jeb

A=9 [5 |6 \t 41] =45(12— 42) -9(8-36) =—1098.

Ar formulām (26.8) un (26.9) ir izteikta determinantu

10. īpašība. Determinanta rindas (kolonas) elementu un

to adjunktu reizinājumu summa ir vienāda ar determinanta vēr-

tību.

11. īpašība. Determinanta rindas (kolonas) elementu un

citas rindas (kolonas) attiecīgo adjunktu reizinājumu summa ir

nulle.

Pieņemsim, ka determinanta 1.41 pirmās kolonas elementi ir

bu b2,... ,bn un šīs kolonas adjunkti A u, A2\,. .., An]. Saskaņā ar

10. īpašību \A\=bļAli +b 2A2i +... +b
n
Anl. Liekot šajā izteiksmē

bi =a\2, b
2
=a22,..., frn=«n2, dabū determinantu:

«12 «12 • • • «m

+ + ...+«n {'\ ,
«n2 «n2 ••• «nn

kuram ir divas vienādas kolonas. Tātad izteiksme, kuru dabū,

summējot otrās rindas elementu un pirmās rindas attiecīgo ad-

junktu reizinājumus, ir nulle. Pierādījuma būtība nemainās, ja
pirmās kolonas adjunktu vietā izvēlas /-tās kolonas adjunktus un

otrās kolonas elementu vietā izvēlas k-iās kolonas elementus.

Tādēļ

«1kv413+ +.•
•
+«nk/lnj={ļ /4ļ

)

j (26-10)

221. §. Inversās matricas eksistence. Pieņemsim, ka ir dota
n-tās kārtas matrica /4=(auc). Ja eksistē tāda kvadrātiskā matrica

B=A~\ kas apmierina nosacījumu A~'l kur E ir n-tās

kārtas vienības matrica, tad B=A~X ir matricas A inversā matrica.

Teorēma. Katrai kvadrātiskai matricai A, kuras determi-

nants |i4l=7=o, eksistē viena un tikai viena. Inversā matrica.

Pierādījums. Sastādīsim matricu

(A
n A2l ...Anl \

Al2 A22 ...A
n2 ļ

4jn A
2n ... Aun/
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kuras elementiAik
ir dotās matricas A determinanta \A\ elementu

aik adjunkti. Matricu A sauc par dotajai matricai A pievienoto
matricu. Pareizinot doto matricu A ar pievienoto matricu A un

ievērojot determinantu 10. un 11. īpašību, dabū

(«11
«12 ••• «m \ ļA n

A
2l .

A
al

\ /|4| 0
...

0 \

«2i «22 ... asu 114,2 422 ...
4

n2 ļ / 0 |4| ...

0 ļ.
«nl «n2 •••

«nn/ \4i„ 4
2n ...

A
n
J \ 6 0 \A\I

AA=\A\>E. (26.11)

Acīm redzot, arī

AA=\A\-E.
Tātad

4.4=A4=]/ļ|.£'. (26.12)

Pareizinot izteiksmi (26.12) ar-r4-j-, dabū

Ar to ir pierādīts, ka katrai kvadrātiskai matricai A, kuras
determinants 141=7=0, eksistē inversā matrica

(26.13)

Atliek pierādīt, ka šī inversā matrica ir vienīgā.
Pieņemsim, ka bez matricas (26.13) eksistē vēl kāda cita ma-

trica X, kura izpilda vienādību AK=E. Pareizinot šo matricu vie-

nādojumu no kreisās puses ar A~\ dabūsim (A~IA)X=A~1E jeb
EX=A~1, jeb X=A~K Pieņemsim, ka eksistē tāda matrica V, kura

izpilda vienādību YA=E. Pareizinot šo matricu vienādojumu no

labās puses ar A~\ dabūsim Y(AA~l) =EA~* jeb Y=A~\ Tātad
X=Y=A~l un teorēma ir pilnīgi pierādīta.

Matricu A, kuras determinants \A ļ par nedeģenerētu
matricu. Ja |4| =0, tad matrica ir deģenerēta.

Divu nedeģenerētu matricu A un B reizinājuma inversās ma-

tricas atrašanai eksistē kārtula

(45)-'=5-M-i.

Tiešām,
ABB~X =E.

So kārtulu dabiskā ceļā var paplašināt ar vairāku matricu rei-

zinājumu.
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222. §. Krāmera kārtula. Pieņemsim, ka ir dota lineāru algeb-
risku vienādojumu sistēma

Ax =b, (26.14)

->

kur A= (aik) ir dotā n-tās kārtas matrica, b^R
n

ir dotais brīvo
->

locekļu vektors un x^.Rn — nezināmais vektors. Pareizinot vie-

nādojumu (26.14) no kreisās puses ar matricas A pievienoto ma-

~ ~
-»

tricu A, dabū AAx =Ab jeb |/ļ|x=yi6. Ja tad lineārai

algebrisku vienādojumu sistēmai (26.14) ir viens vienīgs atrisi-

nājums.
~->

-> Ah ->

xss
w

b (26,15)

jeb koordinātu formā

Te \Aļ\=bļAļļ+b
2
A

2i+.. .+ b
n
A

ni
ir tādas n-tās kārtas matricas A

determinants, kuru dabū, ja matricas A /'-to kolonu atvieto ar

■*

brīvo locekļu kolonu b={bu
b

2,..., 6
n}.

Formulas (26.16) ir Krāmera kārtulas matemātiskā izteiksme

n vienādojumu un n nezināmo gadījumā.
Piemērs. Lietojot Krāmera kārtulu, atrisināt vienādojumu

sistēmu

2*l+3x
2
- *3=5,

Xļ-\- X2
Jr2Xļ=7,

2*l— *2+ *3= 1.

Atrisinājums. Te sistēmas determinants ir

2 3-1

\A\=11 2
.

2-11

Determinanta \A\ aprēķināšanai šajā gadījumā varētu lietot Sar-

rusa kārtulu, kas pielietojama trešās kārtas determinantiem.Neat-

karīgi no Sarrusa. kārtulas var, piemēram, rīkoties šādi: pieskaitīt
divkāršotu otro kolonu pirmajai kolonai, pieskaitīt otro kolonu

trešajai kolonai un pārveidoto determinantu izvērst pēc trešās

rindas elementiem. Tad dabūsim

8 3 2 io o i
ļ/4ļ= 3 13 =

,

i =24-6=lB.

0-10 |c> 6\



Tātad |/ļ|===o, un sistēmai ir viens vienīgs atrisinājums

'MM -18 [_ļ ?ļ" 9 '

X2
-Rī--78 2

I ?"T-

-1
2 3 *

_20

Jāpiezīmē, ka Krāmera kārtula un determinanti maz noderīgi
vienādojumu sistēmas skaitliskai atrisināšanai. Vienādojumu sis-

tēmu atrisināšanā un arī determinantu skaitliskā aprēķināšanā
priekšroka dodama Gausa vai Zordāna metodei. Ja dotajai n vie-

nādojumu sistēmai ir atrasta eliminācijas vienādojumu sistēma

CnX[ +Ci2*2 + -• • +Cin*n =Cio,

-+C2n*n =C2O,
17)

— c
no>

tad šādas sistēmas matricas C= determinants

|C|=c„c l2 ...cln. (26.18)

Vingrinājumi

1. Izskaitļot determinantus ar pārveidošanu un izvēršanu pēc kādas rindas

vai kolonas elementiem.

a) 2 431 b) 52630

02511 4 1 1 2

1-13 3 0 5 0 7 1

42601 6 1 2 0

343 1 1

2. Lietojot Krāmera kārtulu, atrisināt vienādojumu sistēmas un salīdzināt

iegūtās atbildes ar atbildēm, kuras dabū, atrisinot šīs sistēmas ar Gausa

metodi:

a) 2x,+4i/+2z=o,

3*i-h2ž/+2z=s,
2x +sy+ z=-l,

b) 2x+3#+2z=6,
4x+2(/+sz=s,
x+2y+ z=4,

c) 2a;1+3x2+11x3+5x4=2,
*i+ x 2+ 5a:3+2x4 =l,

2x,+ x 2+ 3x3+2x4 =
-3.

x,+ x 2+ 3x3+4x4=-3.
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VIII DAĻA

VARBŪTĪBU TEORIJA UN MATEMĀTISKĀ STATISTIKA

27. NODAĻA

MATEMĀTISKĀ STATISTIKA I

223. §. Matemātiskās statistikas saturs. Matemātiskā statis-

tika ir mācība par novērojumu datu matemātisko apstrādi un ap-

strādes rezultātu vispārināšanu.
Matemātiskās statistikas metodes plaši lieto dažādās zinātņu

nozarēs. Visur, kur noris organizēti eksperimenti vai jāapstrādā
uzskaites dati, talkā nāk matemātiskā statistika. Tā palīdz sa-

skatīt likumsakarības un izvairīties no pārsteidzīgiem secināju-
miem, kontrolēt eksperimenta kvalitāti un būt objektīviem dažādu

parādību vērtēšanā.

Ja matemātisko statistiku pielieto bioloģiska rakstura datu ap-

strādei, tad runā par biometriju. Ja dati attiecas uz lauksaimnie-

cību, sevišķi mežsaimniecību, tad matemātiskās statistikas meto-

des mēdz apzīmēt ar nosaukumu «variāciju statistika».

Matemātiskās statistikas metodes parasti saistītas ar lielu

skaitļošanas darbu, un vēl nesenā pagātnē šo metožu pielietošanu

kavēja piemērotas skaitļošanas tehnikas trūkums. Patlaban skaitļo-
šanas tehnika attīstās ļoti strauji, un informācijas apstrādei var

izmantot elektronu skaitļojamās mašīnas skaitļošanas centros. Sa-

karā ar skaitļošanas darba mehanizēšanu matemātiskās statisti-

kas metodes iespējams lietot arvien plašāk. Mūsu dienās savu sā-

kotnējo nozīmi zaudējušas tādas datu apstrādes metodes, kuras

piemērotas «roku darbam», tāpēc mūsu kursā galvenā vērība vel-

tīta metodēm un formulām, kuras ērtas no modernās skaitļošanas
tehnikas viedokļa.

224. §. Ģenerālā kopa un paraugs. Matemātiskās statistikas

pamata jēdzieni ir paraugs jeb izlase un ģenerālā kopa jeb uni-

verss.

Paraugs Ir lerobežots vienveidīgu objektu (datu) kopums, kurš

iegūts no visu objektu kopas jeb ģenerālās kopas.
Ģenerālā kopa var būt reāla vai iedomāta (hipotētiska). Tā,



427

piemēram, vienas šķirnes kviešu graudu kaudze ir reāla ģenerālā
kopa, vairāki desmiti, simti vai tūkstoši graudu, kuri paņemti no

kaudzes proteīna satura noteikšanai, — paraugs. Brigādes saga-
tavotais skābbarības krājums, skuju miltu produkcija — reālas

ģenerālās kopas. Pārbaudei paņemtie iesvari — paraugs. Ļoti
bieži, īpaši organizētos eksperimentos, ģenerālā kopa ir tikai iedo-
māta. Tā, piemēram, pētot priežu sējeņu attīstību, ierīkots izmē-

ģinājumu lauciņš ar 300 sējeņiem. Tas ir paraugs. Ģenerālā
kopa —

neierobežoti liels līdzīgos apstākļos augušu sējeņu ko-

pums. Tāda kopa reāli neeksistē, tā ir iedomāta.

Paraugus sastāda nolūkā izpētīt kādu variējošu lielumu jeb
pazīmi, kas piemīt kopas objektiem. Tāds lielums ir, piemēram,
priežu sējeņu garums noteiktā attīstības stadijā. Garums ir va-

riējošs lielums, jo dažādiem sējeņiem tas ir dažāds. Tāpat vari-

ējošs lielums ir 1000 graudu svars, proteīna saturs graudos, govju
dzīvsvars utt.

Izšķir kvantitatīvas un kvalitatīvas pazīmes. Pie kvantitatīvām

pieder tādas, kuras var izteikt ar skaitļiem. Tā, piemēram, augu,
dzīvnieku lineārie izmēri, svars ir kvantitatīvas pazīmes. Pie kva-

litatīvām pieder pazīmes, kuru gradācijas var tikai aprakstīt. Tā,

piemēram, kukurūzas dīgstu krāsa ir kvalitatīva pazīme ar divām

gradācijām: zaļš un dzeltens.

Izšķir parauga skaitliskos raksturojumus un attiecīgos ģene-
rālās kopas skaitliskos raksturojumus jeb parametrus. Tāds skait-
lisks raksturojums ir, piemēram, sējeņu vidējais garums. Nosakot

vidējo garumu 10, 20 vai 300 sējeņiem, iegūsim dažādus skaitļus.
Tātad no parauga atrastais vidējais garums arī ir variējošs lie-

lums. Teorētiski un praktiski pierādīts, ka, palielinoties paTauga
apjomam (objektu skaitam), no parauga atrastie skaitliskie rak-

sturojumi arvien vairāk nostabilizējas, tuvojoties savām «īstajām»
vērtībām— ģenerālās kopas rādītājiem.

Apstrādājot datus, svarīgi iegūt ne tikai informāciju par pa-

raugu, bet arī novērtēt konstantes
— ģenerālos rādītājus. No

teiktā izriet divi galvenie uzdevumi, kuri jārisina matemātiskajai
statistikai:

a) jāaprēķina parauga skaitliskie raksturojumi;

b) atrastie rezultāti jāvispārina uz ģenerālo kopu.

Otrais uzdevums veicams tikai ar varbūtību teorijas palīdzību,
kura ir matemātiskās statistikas teorētiskais pamats.

Atkarībā no objektu skaita paraugā mēdz izšķirt a) mazus

paraugus, kuros objektu skaits n nepārsniedz 30; b) lielus parau-

gus, kuros n>3o. Taču šis iedalījums nav stingri noteikts.

Atkarībā no parauga sastādīšanas tehnikas plašāk lietotieveidi
ir rendomlzēts paraugs un sistemātisks paraugs.

Paraugs ir rendomizēts, ja tā objekti izvēlēti no ģenerālās ko-

pas «uz labu laimi» jeb pēc lozes principa.



Rendomizācija ir obligāts priekšnosacījums daudzu matemā-

tiskās statistikas metožu pielietošanai (metodes, kuras saistītas

ar varbūtību teorijas jēdzieniem).
Praksē rendomizāciju parasti grūti realizēt un «tīra» rendo-

mizācija reti sastopama.
Sistemātisks paraugs veidojas, ja objektus izvēlas pēc kādas

iepriekš noteiktas sistēmas, piemēram, ņem katru desmito vai piec-
desmito objektu.

Pieņemsim, ka jāpētī kvalitatīva pazīme: kartupeļu ceru sa-

slimšana ar vīrusu slimību. Tam nolūkam no kartupeļu stādīju-
miem jāsastāda ceru paraugs un jānosaka saslimušo ceru pro-
cents. Praksē parasti rīkojas tā, ka paraugu sastāda, ejot pa lauka

diagonāli. Paraugā ietilpina cerus, kuri ir uz šīs diagonāles. Tā

izveidojas sistemātisks paraugs. Lai realizētu «tīru» rendomizā-

ciju, katram ceram vajadzētu piekārtot numuru un vajadzīgo ceru

skaitu izlozēt.

225. §. Vidējie lielumi. Skaitļus, kas raksturo paraugu, var

iedalīt vairākās grupās. Svarīgākās ir: vidējie lielumi, izkliedes
mēri un sakarības mēri.

Datu apstrādē visplašāk lietotais vidējais lielums ir vidējais
aritmētiskais. To aprēķina pēc formulas

**3& (27.1)
n

■>■■■■,

kur ar x\ apzīmēti dotie skaitļi, bet ar x —
to vidējais aritmētis-

kais; n ir novērojumu skaits.

Tā, piemēram, skaitļiem 51, 54, 55, 57, kuri izsaka graudu
skaitu četrās vārpās, vidējais aritmētiskais ir

ttm 51 +54 +554-57

Vidējais aritmētiskais parāda, kāda pazīmes daļa (piemērā —*

cik graudu) pienāktos katram objektam (vārpai), ja kopējais pa-

zīmes daudzums tiktu sadalīts vienmērīgi starp visiem objektiem.
Vidējais aritmētiskais vienmēr ir intervālā starp vismazāko

skaitli xmln un vislielāko x
ma%,

tas ir centrs, ap kuru grupējas visi

skaitļi. Vidējam aritmētiskajam ir tāds pats nosaukums kā skait-

ļiem, kuriem tas aprēķināts.
Ļoti svarīgs jēdziens ir skaitļa xi novirze no vidējā aritmētiskā.

Tā ir starpība starp doto skaitli un vidējo aritmētisko. lepriekšējā

piemērā pirmā skaitļa novirze ir X\—x=51 —54,25= —3,25.
No vidējā aritmētiskā īpašībām atzīmēsim tā saucamo «nulles»

īpašību, kura noderīga aprēķinu pareizības pārbaudei. Tā izsaka,
ka noviržu summa no vidējā aritmētiskā ir vienāda ar nulli, t. i.,

2(Xi-7)=o. (27.2)
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Apskatītajā piemēra

(-3,25) + (-0,25) + ( +0,75) + ( + 2,75) =0.

Dotajiem skaitļiem vidējo aritmētisko var atrast vienmēr, bet

ne vienmēr tas ir piemērotākais vidējais rādītājs. Tā, piemēram,
ja jāraksturo kāda lieluma vidējais augšanas temps vairākos laika

periodos, tad nelieto vidējo aritmētisko, bet gan vidējo ģeomet-
risko.

Par vidējo augšanas tempu sauc skaitli, kas rāda, cik reizes

katrā periodā izmainītos pētāmais lielums, ja maiņa visos perio-
dos norisētu vienmērīgi.

Apzīmēsim pētāmā lieluma vērtību pirmā perioda sākumā ar

Xv pirmā perioda beigās ar x 2; tad attiecība —
ir augšanas temps

,
X\

pirmajā perioda. Ja periodu skaits ir ti—1, tad vidējais ģeome-
triskais no augšanas tempiem resp. vidējais augšanas, temps at-

rodams pēc formulas

(27.3)
y Xļ x 2x

n-ļ

jeb

?c, >=7i' (27-
3 '>

Tātad vidējo augšanas tempu var atrast, zinot tikai xx un

pazīmes vērtību pēdējā perioda beigās xn. Praktiski xģ atrod ar

logaritmu tabulu palīdzību.
Piemērs. Tabulas 27.1 dati raksturo augšanas dinamiku vienam

šaurlapu lupinās augam laikā no 10. VI līdz 10. VII. Atrast vi-

dējo augšanas tempu.
Tabula 27. 1

1gH-4-1 g 7,467« 4-' °>8730"°>291 °-

Antilogaritmu tabulās atrod *ģ»1,96.

Aprēķinātais skaitlis rāda, ka, ja augšanas temps būtu vien-

mērīgs, tad šaurlapu lupīnai katrā dekādē auga garums palieli-
nātos 1,96 reizes.

Datumi

Garumi (cm)

10. VI 20. VI 30. VI 10. VII

7,5 16,5 40,0 56,0
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Vidējā ģeometriskā pielietojumu kā vidējā augšanas tempa rā-

dītāju nosaka šāds apsvērums. Saskaņā ar vidējā augšanas

tempa definīciju tam piemīt šāda īpašība: reizinot Xy ar vidējo
augšanas tempu tādā pakāpē, kāds ir periodu skaits, jāiegūst
pēdējais skaitlis x a. Sāda īpašība ir vidējam ģeometriskajam

Xg(xI Xgn- 1=xD), tāpēc arī kā vidējais augšanas temps jālieto vi-

dējais ģeometriskais, nevis vidējais aritmētiskais, kuram šādas

īpašības nav. Apskatītajā piemērā augšanas tempu vidējais arit-

mētiskais ir

16,5 40,0 56,0

-_ 7,5 16,5 40,0 _2,2 +2,4+1,4
OAX~~

3 3
~2'o' ■

bet

7,5 - 2,0
3
=7,5 -8=60,0=ž=56,0.

Vidējā laukuma atrašanai jāaprēķina vidējais kvadrātiskais xkv

pēc formulas

*kv= (27.4)

Piemērs. Doti 5 skaitļi xx (22,0; 30,0; 28,0; 30,5; 27,0), kas

izsaka diametra mērījumus (cm) piecām priedēm. Atrast vidējo

šķērsgriezuma laukumu L.

m\2

levērojot riņķa laukuma formulu L=nR2
=n ļ-ģ-J , varam rak-

stīt, ka

j-_ 2Lļ
_

jt. y / *i\2

_

jī Sxi2 jt -

2

Sie pārveidojumi rāda, ka vidējā laukuma atrašanai jālieto
vidējais diametrs, kurš aprēķināts kā vidējais kvadrātiskais un

nevis kā vidējais aritmētiskais.

Dotajā piemērā

-

,
22,02+30,02+28,02+30,52+27,02

&c. _

xkv
2
=

g
=765,5

un

1=4- -3,14 -765,5 (cm
2
).

4

Diametru vidējais aritmētiskais ir

- 22,0+ 30,0+28,0+ 30,5+27,0
x=—: ■ £ =27,5.

o
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Vidējais laukums, kuru aprēķina ar vidējo aritmētisko, dod nepa-
reizu rezultātu:

L =-i-.3,14-27,52»594 (cm2 ) #601 (cm 2 ).

226. §. Izkliedes mēri. Tikpat svarīgi, kā atrast vidējo aritmē-

tisko jeb centru, ir noskaidrot, kā skaitļi sagrupēti ap šo centru.

Skaitļu izkliedi ap vidējo aritmētisko raksturo variāciju amplitūda,

dispersija, standartnovlrze un variāciju koeficients. Tie ir svarī-

gākie izkliedes mēri. Jo lielāka skaitļu izkliede ap vidējo, jo lie-

lāki šie rādītāji. Izkliedes mēru aprēķināšanu ilustrēsim ar pie-
mēru.

Pieņemsim, ka divām 'rudzu šķirnēm izmērīti sešu augu ga-

rumi un iegūti tabulā 27.2 sakopotie rezultāti.

Tabula 27. 2

Mērījumi doti centimetros. Abam šķirnēm augu vidējais garums

ir viens un tas pats =jč
2
= 150, taču 1. šķirnei augu garumi ma-

zāk izkliedēti ap vidējo nekā 2. šķirnei. So īpašību daļēji atspo-

guļo variāciju amplitūda, t. i., starpība starp vislielāko skaitli

A'max un vismazāko xmm. U šķirnei x
max—*mm=l2 cm, turpretim

2. šķirnei *max—*min=30 cm.

Taču variāciju amplitūda nav pietiekami labs izkliedes mērs,

jo tā fiksē tikai galējo skaitļu starpību. Izkliedi ap vidējo aritmē-

tisko labi raksturo noviržu kvadrātu summa, kuru apzīmēsim ar Q.

Tad
<

Q= ( Xl -x) 2+ (x2-~xy+ ...+ (xn -x)* =Z{Xi -xy. (27.5)

Noviržu kvadrātu summai ir ļoti plaši pielietojumi, kas pama-

tojas uz šādu šīs summas īpašību: ja kāda lieluma izkliedi rada

vairāki faktori, tad noviržu kvadrātu summu iespējams sadalīt

vairākos saskaitāmajos tā, lai katrs saskaitāmais parādītu attie-

cīga faktora ietekmi kopējās izkliedes radīšana.

Ja noviržu kvadrātu summu dala ar n-1, tad iegūst izkliedes

mēru — dispersiju, kuru apzīmēsim ar s
2

,
t. i.,

s2=
2(xi-x)

2

(276)
n—l

1. šķirne

2. šķirne

150

140

151

150

144

130

150

160

149

170

156

150



Aritmētisko kvadrātsakni no dispersijas sauc par standartno-

virzi (vidējo kvadrātisko novirzi), un to apzīmēsim ar s. Tad

s= ■ (27.7)

Standartnovirzi mērī tādās pašās vienībās kā pētāmo lielumu.

lepriekšējā piemērā standartnovirzes abu šķirņu augu garumiem
aprēķina šādi:

_

n /"(TŠI — 150) 2+ (144— 15Q)2+ (149— 150)2 + (156— 150)2

Sl= V 5
=

= (cm),

_y"(Ī4O- 150) 2+ (130- 150)2+ (160- 150)2+ (170—150)2
_

=y200«14 (cm).

Var rasties jautājums, kāpēc formulā (27.6) jādala ar n—l un

nevis ar n. Konstruējot izkliedes mēru — dispersiju, jācenšas ne

tikai noregulēt noviržu kvadrātu summas lielumu atbilstoši no-

vērojumu skaitam, bet arī pēc iespējas tuvināt no parauga aprē-
ķināto izkliedes mēru atbilstošajam ģenerālajam rādītājam. Ir

pierādīts, ka, dalot noviržu kvadrātu summu ar n, atrastais dalī-

jums vienmēr ir mazāks par atbilstošo ģenerālo dispersiju, tur-

pretim, dalot ar n— t, šādas sistemātiskas nobīdes no ģenerālās
dispersijas nav. Tāpēc, aprēķinot dispersiju, dalītājā raksta n— 1,
un tā iegūst ģenerālās dispersijas nepārbldlto novērtējumu s

2.
Dalītāju n— 1 sauc par dispersijas brīvības pakāpju skaitu. Ap-

zīmējot to ar v, dabūjam, ka v=n—l.

Brīvības pakāpju skaita jēdziens matemātiskajā statistikā ir •
ļoti svarīgs, tāpēc analizēsim to sīkāk. Definējot s

2, izmantots

iepriekš atrastais vidējais aritmētiskais x. Tātad, aprēķinot dis-

persiju, visiem izejas skaitļiem X\ uzlikts viens ierobežojums — to

summai respektīvi vidējam aritmētiskajam jābūt iepriekš dotam.

Praktiski tas nozīmē, ka, lai aprēķinātu dispersiju, tad n—l skait-

ļus-varam izvēlēties brīvi, turpretim n-tais skaitlis ir pilnīgi no-

teikts un atrodams no" sakarības

Xn —xn x ļ
x 2

...
— Xļ\~~ ļ.

Redzam, ka brīvības pakāpju skaits v sakrīt ar «brīvo» skaitļu
skaitu. Dispersijas brīvības pakāpju skaitu var atrast, ja no visu

skaitļu skaita atņem to ierobežojumu skaitu, kuri uzlikti izejas
informācijai pie dispersijas aprēķināšanas.

Standartnovirze nav noderīga dažādu lielumu izkliedes salī-

dzināšanai, ja lielumiem ir dažādi vidējie aritmētiskie vai arī ja
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lielumiem ir dažādi nosaukumi. Šādos gadījumos lieto relatīvu
izkliedes mēru — variāciju koeficientu, kuru apzīmē ar V un ap-

rēķina pēc formulas

V=~-100%. (27.8)
• x ■ .„• * i;. \

Piemērs. Rajona saimniecībās vidējais izslaukums no vie-

nas govs gadā £=31,1 cnt, standartnovirze sx=l,9 cnt, viena cent-

nera piena vidējā pašizmaksa y=15,5 rbļ., bet standartnovirze

s
y
=2,5 rbļ. Noskaidrot, kuram lielumam ir lielāka mainība (iz-

kliede). Dabūjam

l/x= āTT"lOO% ~
6'1%

= «16,1%.

Kā rāda relatīvie izkliedes mēri, pašizmaksai ir ievērojami lie-

lāka mainība nekā izslaukumam.

Lai atrastu standartnovirzi pēc formulas (27.7), tad vispirms
jāatrod skaitļu xx novirzes no vidējā aritmētiskā. Noviržu aprē-

ķins ir darbietilpīgs process, pie tam, tā kā x parasti jānoapaļo,
novirzes ir tikai aptuvenas un to kāpināšana kvadrātā vēl vairāk

pasliktina aprēķinu precizitāti. Tāpēc formula

z

m — 1

ir ērta tajos gadījumos, kad skaitļu maz un x aprēķināts precīzi,
t. i., ja skaitļu summa 2xi izdalās bez atlikuma ar n, dodot mazu

zīmīgo ciparu skaitu. Šādiem nosacījumiem atbilda tabulas skaitļi.
Lai nebūtu jāaprēķina novirzes, noviržu kvadrātu summu pār-

veido pēc formulas

Q=Z(Xi-x) 2
=Z*i2

- 7 (27.9)

Noviržu kvadrātu summu tātad var atrast, zinot doto skaitļu
summu 2la:i, to kvadrātu summu 2xi2

un novērojumu skaitu n.

Attiecīgi dispersija

n— 1 n(n— 1)
v '

un standartnovirze

(27.11)
\ n—l n(n—\)

v '
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Piemērs. Atrast ar formulu (27.11) standartnovirzi dota-

jiem skaitļiem xi: 4,0; 6,5; 6,2; 4,8; 5,4; 5,3; 5,9. Dabūjam

2Xl =4,0+ 6,5+6,2+ 4,8+5,4+5,3 +5,9=38,1,

S*!2=4,02+6,52+6,2 2+4,82+ 5,42+5,32+5,92=211,79,

s,y^^«TP362-« 0,86.

Ja jāapstrādā liels skaitļu materiāls, tad datus ieteicams no-

dot skaitļošanas centrā.

227. §. Variāciju rinda un tās sastādīšana. Variāciju rinda ir

tabula, kurā parādītas pētāmās pazīmes gradācijas — klases un

klašu biežumi jeb to objektu skaits, kuri ietilpst attiecīgajā klasē.

Variāciju rindām ir divējāda nozīme.

t. Ar variāciju rindu palīdzību vieglāk atrast liela parauga

skaitliskos raksturojumus, ja aprēķini jāizdara pašu spēkiem bez

skaitļošanas tehnikas. Raugoties no šāda viedokļa, variāciju rindu

nozīme arvien vairāk samazinās, jo visus tos rādītājus, kurus mēs

aprēķinām variāciju rindai, bez grūtībām var atrast arī nesagru-

pētam materiālam, lietojot moderno skaitļošanas tehniku.

2. Variāciju rinda uzskatāmi parāda objektu- sadalījumu pa

klasēm. Tā ir principiāli jauna informācija, kuru no nesagrupēta
skaitļu materiāla nevar iegūt. Grupējums pa klasēm palīdz uz-

tvert likumsakarību, kāda pastāv starp pazīmes vērtībām un to

parādīšanās biežumiem.
Sastādot variāciju rindu, dotos skaitļus grupē klasēs — pie-

mērota garuma intervālos. Grupēšanu var izdarīt tikai pietiekami
lielam paraugam. Klašu skaitu k parasti ņem robežās no 10 līdz
12. Klases intervāla lielumu c aptuveni atrod, dalot variāciju
amplitūdu ar izvēlēto klašu skaitu k, t. i.,

, , *max *mln ,
C _

.

Tā, piemēram, ja xmax=493, x mln=l9B un £=10, tad

493-198
_

295

10
~

10

un par klases intervāla lielumu pieņem 30. Tālāk izvēlas pirmās
klases sākuma skaitli, kurš nedrīkst pārsniegt xmla. Par c, kā arī

par pirmās klases sākumu jāņem pēc iespējas noapaļoti skaitļi,
lai klases būtu pārskatāmākas un variāciju rindas apstrāde vien-

kāršāka.

1. piemērs. Pieņemsim, ka ir 20 skaitļi: 37,5; 35,8; 39,2;
34,6; 32,4; 33,7; 30,1; 35,6; 35,9; 36,4; 34,8; 36,4; 33,3; 34,6; 35,2;
36,7; 35,2; 38,1; 37,1; 32,6, kuri izsaka teļu dzīvsvaru piedzimstot
(kg).
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Tā kā novērojumu skaits re =20 šeit ir neliels, tad skaitļus
grupēsim 5 klasēs, tātad 6 =5.

•*max =39,2; *mln =30,1;

39,2-30,1 9,1
k 5 T

- =l,82«2;

c=2.

Ja par pirmās klases sākuma skaitli izvēlas 30, tad iegūst šādu
variāciju rindu:

Tabula 27.3

Ar Xļ apzīmētas klases, bet ar niļ — biežumi.
Kā praktiski ērti atrast biežumus liela novērojumu skaita ga-

dījuma, redzams nākošajā piemērā.
2. piemērs. Dotie skaitļi izsaka 125 govju izslaukumus

(kg) laktācijas periodā.

5401. 5622, 3864, 4183, 4268, 3298, 5292, 4175, 4764,

4918, 4338, 4445, 3897, 3502, 3946, 4028, 2606, 5194,
4578, 4785, 3652, 3828, 4076, 3645, 4640, 4276, 4744,
4812, 3575, 3301, 4174, 3790, 4998, 3432, 4292, 4624,
4532, 3869, 2915, 3413, 4409, 4670, 4317, 5136, 4483,
4362, 4329, 4954, 3788, 4195, 4326, 4583, 3576, 5212,
3137, 4204, 5017, 3972, 4682, 3992, 4281, 3856, 3608,
4892, 4998, 4313, 5332, 3276, 4845, 3224, 4539, 4592,

3686, 4709, 5136, 3862, 4285, 3822, 3623, 4616, 3674,
4205, 4297, 3924, 3981, 4407, 4290, 4880, 4402, 3386,
5780, 3779, 4518, 4709, 3672, 4166, 4179, 3507, 4129,
3592, 4379, 4231, 3919, 3924, 4912, 5443, 4436, 3102,

4601, 4081, 4424, 4511, 4277, 4326, 4103, 4075, 4317,
2984, 4281, 4020, 4375, 3989, 3617, 4695, 3715.

Izskatot dotos skaitļus, atrodam x
max

=5780, x
mm

=2606. Iz-

vēlēsimies k= 12, tad

5780-2606
„. _

c~

j2
=264,5.

Ja dalījumu noapaļo stipri uz augšu, tad, sastādot variāciju
rindu, pēdējā vai pat vairākas pēdējās klases var izrādīties tuk-

šas, tātad izvēlētais klašu skaits praktiski par vienu vai dažām

vienībām samazināsies. Ja turpretim c noteikts, stipri samazinot

dalījumu, tad visi skaitļi neietilpst k klasēs un izvēlētais klašu
skaits jāpalielina.

30—32 32—34 34—36 36—38 38—40

1 4 8 2mi=20
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Izvēlēsimies c=300 un pirmās klases sākuma skaitli vienādu

ar 2400. Atrodot c, dalījums stipri palielināts, toties pirmās kla-

ses sākuma skaitlis ņemts ievērojami mazāks par vismazāko

skaitli 2606, tāpēc pamats cerēt, ka visi dati sagrupēsies tieši

12 klasēs. To rāda arī vienkāršs aprēķins:

2400 + 300-12 =6000.

Tālāk tabulā 27.4 vertikālā ailē vispirms ieraksta klases, tad

pēc kārtas izskata visus pierakstītos skaitļus, atzīmējot katru
skaitli ar vertikālu svītriņu pretim attiecīgajai klasei. Pārskatā-

mības labā katru piekto svītriņu velk horizontāli, pārmaiņus virs

un zem iepriekšējām četrām svītriņām.
tabula27.4

Lai varētu izpildīt vajadzīgos aprēķinus, variāciju rinda klašu
vietā pietiek uzrādīt to centrālos skaitļus. Pēdējā piemērā variā-

ciju rinda pēc klašu aizstāšanas ar to centrālajiem jeb vidējiem

skaitļiem ir šāda:

Tabula 27.5

1. piemēra variāciju rinda ir šada:

Tabula 27.6

Klases fīii

2400—2700 I i

2700—3000

3000—3300

3300—3600

3600—3900

3900—4200

4200—4500

4500—4800

I I
..

III I

I III MII

ittī llu rm mi

rm au rm llu i

mii Liii mm LLU MM ||||
ĪTTĪ Liii MĪT mm

rm llu

iii

2

5

9

19

21

29

19

4800—5100

5100—5400

5400—5700

10

6

3

5700—6000 i 1

125

xi 2550 2850 3150 3450 3750 4050 4350 4650 495035oļ 2

2 ļ

3150ļ 2

5

345oļ 375oļ 405ūļ 43501 465oļ 495ūļ 5

9 19 21 29 19 10

5250 5550 58505250 Ē

6

555ūļ 5

3

5850

1
=125OTl ļ 1

31 33 35 37 39

2mi=20mi 4
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Pjezīme. Grupējot datus klasēs, vairākus dažādos skaitļus
aizstāj ar vienu un to pašu skaitli — klases centru. Tā pirmajā
piemērā skaitļi 32,4; 33,7; 32,6; 33,3 tiek aizstāti ar otrās klases
centrālo skaitli 33, bet 39,2 un 38,1 — ar piektās klases centru 39.

Sakarā ar to no variāciju rindas aprēķinātie lielumi nav pilnīgi
tādi paši kā no nesagrupētā materiāla atrastie, taču teorētiski un

praktiski pierādīts, ka pietiekami liela novērojumu skaita gadī-
jumā grupēšanas rezultātā dabūtā neprecizitāte ir tik maza, ka

to var neievērot.

228. §. Variāciju rindas apstrāde. Lai variāciju rindā esošās

likumsakarības kļūtu uzskatāmas, konstruē variāciju rindas gra-

fiku. Matemātiskajā statistikā variāciju rindas grafiskai attēlo-

šanai visbiežāk lieto poligonu un histogrammu.
199. zīmējumā konstruēta grafika tabulā 27.6 dotajai variāciju

rindai. Taisnleņķa koordinātu sistēmā pētāmā lieluma vērtības

atliktas kā abscisas, bet atbilstošie biežumi — kā ordinātes. Sa-

vienojot blakus esošos punktus ar taisnes nogriežņiem, iegūst
lauztu līniju, kuru var pagarināt līdz abscisu asij tā, kā parādīts
199. zīmējumā. legūto lauzto līniju sauc par poligonu. Bieži saka

arī «sadalījuma poligons», jo tas attēlo datu sadalījumu pa atse-

višķām klasēm.

Ja variāciju rindā dotas klases, tad to attēlo histogrammas
veidā (200. zīm.). Klases atliek kā abscisu ass nogriežņus, uz

katra nogriežņa kā pamata konstruē taisnstūri, kura augstums ir

klases biežums. No taisnstūriem izveidotā figūra ir sadalījuma
histogramma.

199. zīm. 200. zīm.

Savienojot histogrammas augšējo pamatu viduspunktus ar

taisnes nogriežņiem, iegūst poligonu. Tāpat nav grūti no dotā

poligona iegūt atbilstošo histogrammu.
Nogriežņa garumu, kas histogrammā attēlo klasi, var pieņemt

par mēra viepību. Ja uz
ordinātu ass atlikti relatīvie biežumi, tad

katra histogrammas taisnstūra laukums skaitliski vienāds ar
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atbilstošo relatīvo biežumu un visu laukumu summa vienāda ar 1,
t. i.,

n n n n n

Piezīme. Vertikālo asi šādos zīmējumos var arī neparādīt,

pie tam mēra vienības abām asīm parasti izvēlas dažādas ar

tādu nolūku, lai zīmējums nevienas ass virzienā nebūtu pārāk
izstiepts.

Variāciju rindai izšķrr vienkāršos un svērtos vidējos lielumus.
Par skaitļa X\ «svaru» uzskata atbilstošo biežumu. Aprēķinot vien-

kāršos vidējos, biežumus neievēro, turpretim, aprēķinot svērtos

vidējos, arī biežumi jāņem vērā. Variāciju rindai pieņemts aprē-

ķināt tikai svērtos rādītājus. Tā svērto vidējo aritmētisko x aprē-
ķina pēc formulas

x =-Ķ^; (27.12)

Tabulā 27.6 dotajai variāciju rindai svērtais vidējais aritmē-

tiskais

-
31

• 1+33-4+ 35-8+ 37-5+ 39-2
X=

20
=35,3-

Par modālo klasi sauc klasi ar vislielāko biežumu. 1. piemērā
tā ir 34 —36. Variāciju rindas modālās klases centru sauc par

modu (vienkāršā moda). To apzīmē ar MO. Mūsu piemērā M0=35.

Aprēķinot svērto modu, būtu jāņem vērā ari biežumi — tās aprē-
ķināšanu te neapskatīsim.

Dispersiju un standartnovirzi variāciju rindai aprēķina līdzīgi
kā nesagrupētiem skaitļiem, tikai jāievēro «svari» — biežumi. Dis-

persija

ļ2= Sfjm,_ (Z*.m,)'
n—l n(n— 1) v '

Standartnovirze

S=i/WĶI^*ĒE: (2744)
\ n— l n(n—\) v '

Apstrādājot variāciju rindu pašu spēkiem, ieteicams klašu cen-

trālos skaitļus vispirms kodēt, aizstājot tos ar nosacītiem skait-

ļiem — kodiem ai, kurus atrod pēc formulas

_
*r-*o „ ■

Oļ= J
. ' C
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Par x 0 izveļas kādu no JCi, vēlams modu, par c — klases intervāla

lielumu. Lietojot kodus, x un s aprēķina pēc formulām

x=xo+
2£^

c> (27.15)

(27.16)
ļ> h— 1 n(u—l)

v '

Piemērs. Aprēķināt vidējo aritmētisko, standartnovirzi un

variāciju koeficientu tabulā 27.7 dotajai variāciju rindai. Pieņem-

sim, ka x0=4350 un c=300.

Tabula 27.7

x=4350+
-P

4
!--300=4350-115,2=4234,8; 7«4235 kg;

s= (- i^j
2

«300y4,24- 0,382
« 606,9;

s=607 kg; V=Jg|. 100% «14,3%.

229. §. Jēdziens par korelāciju. Pētot divus variējošus lielu-

mus, piemēram, nokrišņu daudzumu un ražas lielumu, var kon-

statēt, ka starp tiem pastāv noteikts sakars. Tāpat ir sakarība

starp aršanas dziļumu un ražas lielumu, sniega kārtas biezumu

ziemā un sekojošo plūdu apjomu, auga sēklas svaru un no šīs

sēklas izauguša stāda garumu utt.

Vienkāršākā sakarība starp diviem mainīgiem lielumiem ir fun-

kcionāla sakarība, kurā katrai viena mainīgā lieluma vērtībai at-

bilst viena noteikta otra mainīgā lieluma vērtība. Sakarībai starp

variējošiem lielumiem ir citāds raksturs. Analizējot minetos_ pie-

mērus, redzam, ka noteiktai viena lieluma vērtībai, piemēram,

«i ai aiOTi

2550
2850

3150

3450

3750

4050

4350

4650
4950

5250

5550

5850

1

2

5
9

19

21

29

19

10

G

3

1

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

-6

-10

-20
-27

-38

-21

0

19

20

18

12

5

36

50

80

81

76

21

0

19

40

54

48

25

2mi=125 2ai/«i=-48 Sa, 2
/ni=530
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dotajam sēklas svaram, atbilst daudzas otra lieluma vērtības —

dažādi stādu garumi.
Ja katrai viena variējošā lieluma skaitliskajai vērtībai atbilst

daudzas otra lieluma vērtības, tad starp abiem lielumiem pastāv
statistiska sakarība. Funkcionāla sakarība ir matemātiska abstrak-

cija, un praksē arī katra funkcionāla sakarība parādās kā sta-

tistiska sakarība.

Visbiežāk sastopamais sakarības veids ir korelācija. Sakarību

sauc par korelāciju, ja viena lieluma dažādām skaitliskajām vērtī-
bām atbilst otra lieluma dažādi vidējie aritmētiskie. Tā, piemēram,

pastāv korelācija starp kukurūzas vālīšu garumu un svaru, jo vā-

lītēm ar dažādu garumu atbilst dažāds vidējais svars.

Lai gūtu ieskatu par korelācijas raksturu, pirms aprēķinu sāk-
šanas ieteicams atlikt skaitļu pārus kā punktus koordinātu sis-

tēmā. Pēc punktu izvietojuma var spriest par korelācijas formu,
virzienu un pakāpi.

Atkarībā no formas izšķir lineāru un līklīnijas korelācijas. Ko-

relāciju sauc par lineāru, ja viena lieluma vienādām izmaiņām at-

bilst caurmērā vienādas otra lieluma izmaiņas. Ja korelācija ir

lineāra, tad konstruētie punkti vairāk vai mazāk blīvi grupējas ap

taisni, kura, ja to pagarina, krusto Ox asi. Lineārai korelācijai
izšķir pozitīvu un negatīvu virzienu. Ja, vienam lielumampalieli-
noties, arī otrs lielums vidēji palielinās, tad korelācija ir pozitīva,

ja turpretim, vienam lielumam palielinoties, otrs vidēji samazinās,
tad korelācija ir negatīva.

Pozitīva korelācija pastāv, piemēram, starp kukurūzas vālīšu

garumu un svaru, diametru un rindu skaitu vālītē utt.

201. zīm. 202. zīm.

Negatīvas korelācijas bieži sastopamas ekonomikā. Tā, piemē-
ram, negatīva korelācija pastāv starp produkcijas ražošanas ap-

jomu un produkcijas vienības pašizmaksu.
Korelācija ir līklīnijas, ja punkti sagrupēti ap kādu līkni. Līk-

līnijas korelācijai-par virzienu runāt nevar.
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201., 202. un 203. zīmējumā parādīts punktu iespējamais izvie-

tojums pozitīvas, negatīvas un līklīnijas korelācijas gadījumos.
leskats par korelācijas raksturu var mainīties, mainoties novē-

rojumu skaitam un variējošo lielumu amplitūdām. Tā, piemēram,
ja mūsu rīcībā ir dati par graud-
augu ražību un pašizmaksu nedau-
dzās saimniecībās, kurās ražas at-

šķiras maz, korelācija izrādīsies

lineāra, ja turpretim datu būs
daudz un ražu svārstības lielas,
tad var izrādīties, ka korelācijai

starp šiem pašiem lielumiem ir līk-

līnijas raksturs. Teiktais sapro-

tams no 203. zīmējuma, kurā attē-

lota līklīnijas korelācija. Aplūko-

jot nelielus x izmaiņas intervālus,
var uzskatīt, ka atbilstošie punkti
grupējas ap taisni. (Pietiekami
mazā x izmaiņas intervālā atbil-

stošo līknes gabalu var aizstāt ar

203. zīm.

taisnes nogriezni.)
230. §. Korelācijas koeficients un tā aprēķināšana. Divas viena

virziena lineāras korelācijas var atšķirties ar to, cik cieši punkti
būvējas ap taisni. Jo šaurāka ir punktu josla, jo ciešāka ir korelā-

cija. Sakarības ciešumu jeb pakāpi lineāras korelācijas gadījumā
raksturo korelācijas koeficients, kuru apzīmē ar r un definē ar

formulu

fBS

2 (*i-*) G/.d/L-
(27.17)

yZ(*i-*)VZa/i-</) 2

Korelācijas koeficients var mainīties no —1 līdz 1, tātad, ja

aprēķinātā korelācijas koeficienta absolūtā vērtība pārsniedz 1,
jāmeklē kļūda tā izskaitļošanā. Jo ciešāka ir lineārā korelācija
starp pētāmajiem lielumiem, jo tuvāka 1 ir korelācijas koeficienta
absolūtā vērtība. Ja lineāras korelācijas starp lielumiem nav, tad

r=o. Pieņemts uzskatīt korelāciju par vāju, ja 0< |r| par

vidēju, — ja o,33< \r\ par augstu, — ja o,66<|r|<l. Ja

ļr| = l, tad pastāv ideāla lineāra korelācija — y izmaiņas ir tieši

proporcionālas x izmaiņām.
Formula (27.17) nav ērta skaitļošanai, jo iepriekš jāatrod no-

virzes Xi —xun yi—y. Tāpēc noviržu reizinājumu summu pārveido
līdzīgi tam, kā pārveidojam noviržu kvadrātu summu (sk. formulu

27.9), izsakot to ar doto skaitļu reizinājumu summas 2*i«i un to

summu reizinājuma 2xillyi palīdzību. Tad dabūjam

Z(xi-x) (yi-y) =2xlUI ; (27.18)
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Formulu (27.17) tad var pārrakstīt ta:

r= .
n

T (27.19)

Piemērs. Aprēķināt koeficientu korelācijai starp vidējo iz-

slaukumu no govs x (cnt) un viena centnera piena pašizmaksu y

(rbļ).

Tabula 27.8

3315 13
217'7-108

'
2

dd4i>,id
? -19,89

r =

y6791,47-^YI7IIJO-l^"^^"~
0

'
69

'
Ja korelācijas koeficients jāaprēķina, nepielietojot elektronu

skaitļošanas mašīnas, tad darbu iespējams atvieglināt, kodējotsā-

kuma informāciju. Apzīmēsim

ai= un 6,=
CX Cy

kur Xq, yO, c
x

un c
y

ir patvaļīgi skaitļi, kas izvēlēti ar tādu aprē-
ķinu, lai kodi ai un 6i būtu pēc iespējas mazi un noapaļoti skaitļi.
Var pierādīt, ka r aprēķināšanai der formula

Zctißt —

r= . —. =: (27.20)

lepriekšējā piemērā pieņemsim xo=3o un cx
=0,1, bet «o=ls

„
h i rj%• j 33,6-30 30,6—30 c ~

un c
y
=0,1. Tad cn=—

-ķ-
=36; a2

=—

-ķ-^
— =6, utt.

i ■Vi 2 </>2 Xltļi

1
2

3

4

5
6

7

33,6
30,6

29,1
32,8

30,2
28,9

32,5

14,8
14,0

16,3
14,6

15,9
20,4

12,2

1128,96
936,36

846,81
1075,84

912,04
835,21

1056,25

219,04
196,00

265,69

213,16
252,81
416,16

148,84

497,28
428,40

474,33

478,88
480,18
589,56

396,50

2 217,7 108,2 6791,47 1711,70 3345,13
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Tabulā 27.9 parādīti attiecīgie aprēķini ar kodiem.

Tabula 27.9

IM7
77-32

-1637 —

_ 198Q

Piezīme. Seit iztirzāto korelāciju dažreiz sauc par pāra kore-

lāciju, ar to pasvītrojot faktu, ka te pētīta sakarība tikai divu lie-

lumu starpā, neinteresējoties par citiem lielumiem, kuri varētu būt
saistīti ar apskatāmajiem lielumiem.

231. §. Regresijas taisne. Lineāras korelācijas gadījumā var

atrast tās taisnes vienādojumu,ap kuru sagrupēti punkti. So taisni

nosaka saskaņā ar vismazāko kvadrātu principu un sauc par

regresijas taisni.

Taisne ir atrasta saskaņā ar

vismazāko kvadrātu principu,
ja tā izpilda prasību 2(/lißi) 2

=

=min, kur A
x (xx,y{) ir dotie

punkti, Bļ(xi,yi) — atbilstošie

punkti uz taisnes (204. zīm.).
Tātad regresijas taisnei no-

griežņu Aißļ lielumu kvadrātu

summa ir vismazākā, salīdzinot

ar jebkuru citu taisni, kuru var

novilkt plaknē xOy.
Regresijas taisnes vienādo-

jumu meklēsim formā y =bx+b o,

204. zīm.

kur koeficienti b un b
0 jāaprēķina, izmantojot skaitļu pārus xv yu

Lai atrastu metodi koeficientu aprēķināšanai, pārveidosim

kvadrātu summu, ievērojot, ka i4isi==tfi— yi. Tad

2 (Aißi) 2
=2 (t/i-yi)

2
=2 ( yi - bx,-b

0)
2.

i Oi Bi ar (V aiBi

1

2

3

4

5

6

7

36

6

-9

28

2

-11

25

-2

-10

13

-4

9

54

-28

1296

36

81

784

4

121

625

4

100

169

16

81

2916

784

-72

-60

-117

-112

18

-594

-700

77 32 2947 4070 -1637
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Sī summa ir divu argumentu b un b
0 funkcija. Šādas funkcijas

minimuma punktu atrod, pielīdzinot tās parciālos atvasinājumus
nullei un atrisinot iegūto vienādojumu sistēmu. Dabūsim

2(t/i-oxl -&o) -*i =0, ļ
• 2{yl

-bx
i
-b

0)=0 j

jeb
bZxi2+

,07 0n

62xi+ 6
0
n=2w!. /

Atradīsim lielumu b izsakot no otrā vienādojuma b
0 un ievie-

tojot pirmajā vienādojumā. Dabūsim

&o=
2j/1-62x1

jeb b(j=-_b
-

(27 22)

n2xi£/i—2xi2;/i

n2x1
2-(2xl)

2

jeb

n

Lielumu b sauc par regresijas koeficientu. Tas rāda, par cik vienī-

bām vidēji palielinās y, ja x palielinās par vienu vienību.

levietojot b un 6 0 vērtības vienādojumā y=bx +bO, iegūstam

regresijas taisnes vienādojumu dotajai izejas informācijai.
Dažreiz regresijas taisnes vienādojumu dod formā

y-y
=b(x-x). (27.24)

So vienādojumu iegūst no y=bx +b
O, ievietojot tanī b

0=y—
bx.

■ Seit apskatīto regresijas taisni dažreiz sauc par regresijas
taisni lielumam y atkarībā no x atšķirībā no otras regresijas tais-

nes lielumam x atkarībā no y, kuru varētu atrast, ja nogriežņus
Aißļ vilktu nevis Oy ass, bet gan Ox ass virzienā. Turpmāk apska-
tīsim tikai pirmo regresijas taisni, kas dod rezultatīvo pazīmi y

atkarībā no faktoriālās pazīmes* x. Ja abas pazīmes var mainīt

lomām, tad regresijas taisni lielumam x atkarībā no y iegūst ana-

logi pirmajai taisnei, apmainot apzīmējumus.

* Jau ar pētāmo lielumu specifiku noteikts, kura pazīme uzskatāma par

faktoriālo, kura —

par
rezultatīvo. Salīdzinājumā ar matemātiskās analīzes

jēdzieniem var vilkt šādas paralēles: faktoriālā pazīme — neatkarīgais mai-

nīgais jeb arguments, rezultatīvā pazīme — atkarīgais mainīgais jeb funkcija.
Tā, piemēram, mēslojuma doza — faktoriālā pazīme, ražas pieaugums — re-

zultatīvā pazīme.



Piemērs. Uzrakstīt regresijas taisnes vienādojumu apšu at-

vašu garumam y atkarībā no diametra x, ja doti diametra un

garuma mērījumi 20 atvasēm.

Regresijas taisnes atrašanai nepieciešamas summas 2*i, 2yi,
2*i2, Tabulā 27.10 iekārtotas ailes to atrašanai. Aprēķināts
arī 2(/i

2, kas nepieciešams regresijas analīzei nākošajā paragrāfā.

Tabula 27.10

~„A
20,3-38,9

44 60 ■ ■—

,
_

' 20 J 44,60-39,48
_

ooic
20,32 ~23,15-20,60 ~' '

23'

. 38,9-2,01-20,3 38,9-40,8 1,9
ba=

20 =—20
— =

-20-= -°'095'

205. zīmējumā doti punkti Ai(xiyl) un regresijas taisne

i/=2,01x-0,10.

Regresijas vienādojuma atrašana ir svarīga no vairākiem vie-

dokļiem.
Regresijas vienādojums parāda sakarības galveno tendenci

(raksturu). Saka, ka ar regresijas vienādojuma palīdzību «izlī-

dzina» novērojumu datus, t. i., izlīdzina gadījuma rakstura «zig-
zagus», fiksē likumsakarību.

i *i(cm) </i(m) . *2 ■v,'/i •M
2

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

1G

17

18

19

20

1,1

1,6
0,6

0,7
0,6

0,8

1,0
0,8

0,6
1,1

1,3
1,4

0,7
1,6

1,0
1,6

0,9

0,6
1,5

0,8

1,3

3,2
1,3

1,7
1,1

1,8

1,0
1,3

0,8
1,8

3,0
2,9

1,6

3,3
2,2
3,3

1,2

1,4
2,8

1,9

1,21

2,56
0,36

0,49
0,36

0,64

1,00
0,64

0,36
1,21

1,69
1,96

0,49

2,56
1,00

2,56
0,81

0,36
2,25

0,64

1,43

5,12
0,78

1,19
0,66

1,44

1,00
1,04

0,48
1,98

3,90
4,06

1,12

5,28
2,20

5,28
1,08

0,84
4,20

1,52

1,69

10,24
1,69

2,89
1,21

3,24

1,00
1,69

0,64
3,24

9,00
8,41

2,56

10,89

4,84
10,89
1,44

1,96

7,84
3,61

2 20,3 38,9 23,15 44,60 88,97
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levietojot regresijas vienādojuma x vieta vērtības no intervāla

(xmin, x
max ), var atrast (prognozēt) atbilstošās !/ vērtības. Sādu

darbību sauc par interpolāciju. Tā mūsu- piemēra, ievietojot x =

= 1,2 cm, iegūstam #
=2,0• 1,2-0,10=2,31 (m). Ja x>xmax

vai

205. zīm.

*<*mm, tad atbilstošā y(x) aprēķināšanu sauc par ekstrapolāciju.
Tā pieļaujama ar nosacījumu, ka sakarībai ārpus apskatītā inter-

vāla {xmln; x max) ir tāds pats raksturs kā intervāla iekšpusē. Tā kā
ne vienmēr šāds nosacījums spēkā, tad ekstrapolēt ne vienmēr

iespējams. Parasti jāaprobežojas ar tādu ekstrapolāciju, kur izvē-

lētā x vērtība tikai nedaudz pārsniedz maksimālo vai ir nedaudz
mazāka par minimālo vērtību.

Tā regresijas taisnes vienādojums pašizmaksai atkarībā no

vidējā izslaukuma lieluma 230. §, piemēram, ir

y=-0,95x+45,00.

Izvēloties x=50,0 cnt, iegūstam

y= -0,95-50,0+45,00=-2,5 (rbļ).



Tātad, izmantojot prognozēšanai to regresijas taisnes vienādo-

jumu, kas iegūts x izmaiņu intervālam (28,9; 33,6), vidējam iz-

slaukuma lielumam x =50,0 cnt atbilst negatīva 1 centnera piena
pašizmaksa. Sī aplamība izskaidrojama ar nelikumīgu ekstrapolā-

ciju. Plašākam x svārstību intervālam, acīm redzot, atbilst citāda

regresijas taisne; piemērotāka var izrādīties pat ne taisne, bet

gan parabola vai hiperbola.
232. §. Kopējās kvadrātu summas sadalīšana sastāvdaļās re-

gresijas analīzē. Pieņemsim, ka 206. zīmējumā attēloti punkti

Ai(Xļ, i/i) un atbilstošā regresijas taisne y =bx+bo. Sajā zīmējumā
uzskatāmi parādīta identitāte

yi-y= (#-!/) +(žft-Sb-

Parādīsim, ka tāda pati sakarība kā starp novirzēm pastāv arī

starp šo noviržu kvadrātu summām,t. i.,

2 y) 2 -2 (Ji - y )
2+ 2 ( yx

- £)2. (27.25)

206. zīm.

Lai šo sakarību pierādītu, pārveidosim summas labajā puse. levē-

rojot, (27.24)) dabūjam,2(yi-7/) 2
=

=Z\y+b(xi-x) -w
2
=262(A.'i-A;)2=i

——

'
— s> yj * ;

[2(xj-x) 2]2
'

no kurienes

sGi_h (2,26)
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2 ( yi - li) 2= -y- b (X!-x)f =s( y,- y)%-22 ( yi -y) •b (X,-x) +■

2(Xļ-x) 2

) [2(*i-x) (»,-^)]2

S(Xi-X)2

no kurienes

S( y,-y,)»=2:(yi -y)»-
[Z(JfI - ž)(yJ-^P

; (27.27)
S(Xi-x) 2

levietojot formulu (27.26) un (27.27) labās puses sakarībā

(27.25), dabūjam identitāti, t. i., esam pierādījuši formulas (27.25)
pareizību.

Lietosim apzīmējumus un nosaukumus: 2(yi— y) 2=Qy
— ko-

pējā kvadrātu summa rezultatīvajai pazīmei y; 2(»i— y)
2=QT —

regresijas kvadrātu summa, I,(yi — yi) 2=Qz
— atlikuma kvadrātu

summa. Saskaņā ar formulu (27.25)

Qy=Qr +Qz- (27.28)

Kopējā kvadrātu summa Qy
raksturo visu y vērtību izkliedi ap

vidējo aritmētisko y; QT
raksturo to kopējās izkliedes daļu, kuru

izskaidro regresijas taisnes vienādojums resp. tā raksturo regresi-

jas taisnes punktu izkliedi ap vidējo y; Qz parāda punktu izkliedi

ap regresijas taisni, tā atspoguļo empīrisko yi vērtību un teorētiski

aprēķināto yt sakrišanas pakāpi. Jo mazāks Qz, jo mazāka yi va-

riācijas neizskaidrotā daļa, jo piemērotāks atrastais regresijas vie-

nādojums sakarības izlīdzināšanai. Tāpēc Qz aprēķināšana ir ļoti
svarīga. Kā rāda formula (27.27), kvadrātu summas atrašanai nav

vajadzīgs zināt teorētiskos yu jo formulas labajā pusē ietilpst tikai

lielumu x un y noviržu kvadrātu un reizinājumu summas. Taču

praktiski Qz
atrašanai visbiežāk lieto formulu

Qz =2yi
2-b2xlyi-b 02yl, (27.29)

kuru var pierādīt, izdarot dažus elementārus pārveidojumus.
Piemērā par apšu garuma un diametra sakarību iegūstam

Qz
=88,97 - 2,01 •44,60+0,095• 38,9=3,02.

Ja vienai un tai pašai izejas informācijai atrasti dažāda tipa
regresijas vienādojumi: lineāri, kvadrātiski utt., tad atlikuma kvad-

rātu summa Qz noderīga vienādojuma piemērotības raksturoša-



nai*. Tas vienādojums, kuram Qt mazāks, labāk izskaidro pētāmo
sakarību.

Vēl plašāki pielietojumi nekā atlikuma kvadrātu summai ir re-

latīvam formulas piemērotības mēram, kuru aprēķina ar formulu

r
2
=%-. (27.30)

Lielumu r
2

sauc par determinācijas koeficientu. Ja to izsaka pro-

centos, tad tas parāda to kopējās izkliedes daļu, kuru izskaidro

atrastais vienādojums. Jāievēro, ka lielumam r
2 kā determinācijas

koeficientam ir nozīme tikai konkrētā uzdevuma ietvaros, t. i., pie
konkrētā kopējās kvadrātu summas sadalījuma veida Qy=Qr + Qz,
kur Qr

attiecas uz regresiju ar mūsu izvēlēto faktoriālo pazīmi x.

Koeficienta r
2 vispārināšana var būt par cēloni pretrunīgiem slē-

dzieniem. Parādīsim, ka taisnes gadījumā r
2 ir mums jau pazīs-

tamā korelācijas koeficienta kvadrāts. Tam nolūkam pārveidosim
formulas (27.30) labopusi

Qy 2(y,-i/)
2 2(xl-x) 2-2(i/ 1-r/) 2 "[ļ/2(x1-x)

2

ļ/v(WI-y) 2.

(Sal. ar formulu (27.17).)
No šejienes seko, ka korelācijas koeficients

r~+ \/2(yi-y)2 ; (27.31)
v z(yi-y) 2

Determinācijas koeficientu r
2 mēdz izteikt šādā formā:

r9 _Z(j/.-y) 2 -2(t/i-^) 2

_
t

Z(yl -yl)
2: {

Q
z

2(y,-I/) 2 2(yi-y) 2 °-y'

no kurienes

'-± <2732)

Korelācijas koeficienta zīme sakrīt ar regresijas koeficienta zīmi.

Piemērs. Atradīsim koeficientu korelācijai starp apšu atvašu

garumu un diametru pēc formulām (27.32) un (27.19). Dabūjam

Q=88,97- =88,97 - 75,66= 13,31,

'^1-^-I^*o.Bß.
* Līklīnijas regresijas gadījumā atlikuma kvadrātu summa Q t raksturo

punktu izkliedi ap līkni, un to aprēķina pēc speciālām formulām. Parabolai sk.

(27.47).
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Pec formulas (27.19) dabūjam

aa m
2Q'3 ' 38'9

' 20 44,60-39,48
_

' '

Kā redzam, korelācijas koeficienta jēdziens saistīts ar visma-

zāko kvadrātu metodi. Formulas (27.31) un (27.32) atklāj, kāpēc
korelācijas koeficients var funkcionēt kā sakarības ciešuma mērs.

Jo ciešāka sakarība starp x un y, t. i., joblīvāk punkti grupējas ap

taisni, jo mazāka atlikumu kvadrātu summa Qz
un jo tuvāka skait-

lim 1 ir korelācijas koeficienta absolūtā vērtība.

233. §. Korelācijas tabula un korelācijas koeficienta aprēķinā-
šana no korelācijas tabulas. Apstrādājot lielu skaitļu materiālu un

neizmantojot elektronu skaitļošanas mašīnas, iepriekš apskatītie

paņēmieni korelācijas koeficienta atrašanai prasa daudz laika un

darba, tāpēc šādos gadījumos ieteicama doto skaitļu pāru iepriek-

šēja grupēšana — korelācijas tabulas sastādīšana.

Pieņemsim, ka jāatrod korelācijas koeficients sakarībai starp
60 kukurūzas vālīšu diametru x cm un svaru y g. Dotos skaitļu

pārus sagrupēsim korelācijas tabulā. Tabulas sastādīšana notiek

līdzīgi grupēšanaivariāciju rindā. Vispirms katram lielumam atse-

višķi nosakām vēlamo klašu skaitu k
x

un k
y

un klases intervāla

lielumus c
x un c

y. Mūsu gadījumā diametrs mērīts ar precizitāti
līdz 0,5 cm, pie tam x min=2,s cm, *max

=5,5 cm, no tā, dabiski, iz-

riet, ka k
x
=7 un cx

=l. Svaram minimālais skaitlis 22 g, bet mak-

simālais 197 g. Orientējoties uz 10 svara klasēm, aprēķinām kla-

ses intervāla lielumu c
y. Dabūjam

Pieņemsim, ka c
y
=20, un par pīrmās klases sākuma skaitli ņem-

sim arī 2Č.
Pēc tam kad sagrafētas tabulas ailes un ierakstītas klašu ro-

bežas, kā arī to centrālie skaitļi, var izdarīt punktēšanu — katra

skaitļu pāra atzīmēšanu attiecīgajā rūtiņā. Tabulā 27.11 parādīta

punktēšana un ierakstīts arī katra pāra biežums kur I=l, 2,
7 un /= 1, 2, 9. Kā redzam, katram lielumam var būt

savs klašu skaits, tas nozīmē, ka korelācijas tabula var būt ne

tikai kvadrāta, bet arī taisnstūra formā.

Lai no korelācijas tabulas atrastu koeficientu, tabulai jāie-
kārto papildu ailes kodiem ai, aimi, ai

2
mi, Bj, Bj/rij, Bj

2
m J(

kur

*i-*o yi-y0

«1= ; pj= .

Cj Cy
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Tabula 27.11

Korelācijas koeficientu tabulai aprēķina pec formulas

r=— -— - (27 331

Lieluma Saißj/rcn ērtākai atrašanai korelācijas tabulu sadala četros
kvartālos tā, lai ar treknākām svītrām izdalītos ailes, kuras satur

x0un yO. Reizinājumu aißj ieraksta katras rūtiņas augšējā stūrī

un reizinājumu summu Eaißjmij atrod atsevišķi katram kvartālam
un pēc tam summē. Tabulā 27.12 parādīta korelācijas koeficienta

aprēķināšanas tehnika, pieņemot x0=4,0 cm un yo
=\\o g.

180—

200
190

1

160—

180
170 I

1
I

1

—

2 i

140—

160
150 1I I

2
I

1 1

120—

140
130 mi rm i

3 5 1

100—

120
110 I I II I I

1 5 , MII I1 6
13

80—

100
90 MII Ml M

5 3 2
10

60—

80
70 I rm i| ii

1 6 2

40—

60
50

I I
1

MII )
1 4

II
1 2

20—

40
30

I

1

I I
1 1

2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 5,5 m,

«i 1 1 4 25 14 13 2 60
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Pagaidām nav jāpievērš uzmanība pēdējai horizontālajai ailei; to

izmantosim nākošajā paragrāfā.

2ciißjmn=0 +12-I+6-I+2-2+4.1+6-1+1-5+2-1+

I kvartālā II kvartālā

+2- I+6- I+3-1+ 12-I+4- 1 +

HI kvartālā

+ (-1) -3+(-2) -2+(-2) -2+(-3) • l + (-6) -2 =40,

IV kvartālā

37-(-40)

, ,

m
«0.5..

.

Korelācijas tabula noderīga vairākiem mērķiem. Tā atvieglina
koeficienta aprēķināšanu lielam novērojumu skaitam; bez tam, tā

kā reizē ar tabulu tiek apstrādātas arī divas variāciju rindas, tad

vienlaicīgi ar korelācijas koeficientu var aprēķināt arī abu lielumu

vidējos aritmētiskos un standartnovirzes. No tabulas 27.12 dabū-

jam

Xo+^p.c%. J=4jo+
iZ_. i« 4,6 (cm)

s*- c*y-r—T n{n-\) ' Sx_l
\ 59 60-59 Ķ 1

U=yo + y; y=llo+ (g)

ļ
/2a,»/n1 ggjg,

s _ 9fJ .
1/234 (-40)»

_j
-

n(n _ ļ) , U 1/ 5n 6Q-59
~37,0(g)

Korelācijas tabula ir savdabīga koordinātu sistēma, kura uz-

skatāmi parāda vālīšu sadalījumu pa svara un garuma klasēm.

No biežumu joslas veida, tās virziena un platuma var spriest par

korelācijas formu, virzienu un sakarības ciešumu.

No korelācijas tabulas var atrast korelācijas attiecību, kuru

lieto kā sakarības mēru līklīnijas korelācijas gadījumā.
234. §. Korelācijas attiecība. Korelācijas koeficients konstruēts

tā, ka tas noderīgs kā sakarības mērs tikai lineārai korelācijai. Jo

vairāk korelācija atšķiras no lineārās, jo mazāku kopējās variāci-

jas daļu izskaidro regresijas taisne un jo mazāk efektīvs korelāci-

jas koeficients kā sakarības ciešuma mērs. Šādos gadījumos ir

loģiski taisnes punktu B[(xu y{) vietā apskatīt parastā grupējuma
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Tabula 27.12

viduspunktus Ci(xlt yCj, kur yi ir nosacītie vidējie y, kas atbilst

katrai vērtību klasei x\. Sakarības mera

v
2(yi-y) 2

vietā loģiski likt lielumu

,
-]/z(y~i-y) 2

-mi
%/x= V =T2 • (27.34)

190

170 I 1

~

2

2

3
5

6

4

12 I
y

ii

6

1

-

2

H

4

H
»

H

4'

6

16

18

150
1

4 8 16

2
H -

130 9 9 9
l

110 1 5 13

I • I1-1 1-2 J
90 5

3
10 h1! -10 10

-2
H

70 III
2

6 9
r

2i -18 36
r.

-66 3 -3
9 '-3 -27 8150

»
4

—

12

1

4

— HH I

30 1 3 -.4 -12 ļ 48
I 1

/ Xļ

2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 5,5 mi Bj Bjmj Pj2mj

triļ 1

i c<i —3

CtlOTi —3

aMi 9

yi 30,0

1

-2

-2

4 25

0

0

.4

1

14

.3

2

26

I 2

3

(iO

—

—

37

-40 234

— H
4 4 0 14 52 18 101

—
—

50,0 65,0 88,4 108,6 106,9 170,0
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Lielumu Tļ y/X sauc par korelācijas attiecību lielumam y atkarībā

no x, un to aprēķina no sagrupēta skaitļu materiāla resp. no kore-

lācijas tabulas.

Rezultatīvā lieluma nosacītos vidējos yx atrod kā svērtos vidē-

jos aritmētiskos, ievērojot, ka katrai faktoriālā lieluma klasei at-

bilst otra lieluma variāciju rinda. Tabulā 27.12 svara nosacītie

vidējie aritmētiskie, kas atbilst diametra klasēm 2,5; 3,0; 3,5 utt.,
ierakstīti tabulas pēdējā horizontālajā ailē.

Aprēķinu piemēri. Diametra x vērtībai 2,5 nosacītais

vidējais ~y'\= =30,0 (g).

Diametra x vērtībai 4,5 nosacītais vidējais

- 50- 1 +70 ■2 +90-3+ 110- 1 + 130 • 5+150• 2
tnoc , .

ys=
14 ! =108,6 (g).

Atradīsim atsevišķi summas korelācijas attiecības skaitītājā un

saucējā:

2(yi-ž/) 2
-mi= (30,0-96,7) 2

- 1 +(50,0-96,7)2-1 +

+ (65,0 - 96,7)2 -4+ (88,4- 96,7) 2•25 + (108,6- 96,7) 2
- 14+

+ (106,9- 96,7) 2•13 + (170,0- 96,7)2 •2= 26 452.

Tā kā te ir darīšana ar grupējumu, tad-katram starpības kvad-
rātam jāpieraksta «svars» m\, t. i., to vālīšu skaits, kuras ietilpst
attiecīgajā svaraklasē.

Kopējo kvadrātu summu var atrast pēc formulas

2(yj-y)2.mj =202 «82932.

Korelācijas attiecības kvadrāts

2

=B2W
=°'319°^ 32%-

Lielums
Tļy /X

2 parāda to rezultatīvās pazīmes izkliedes daļu, kuru

nosaka faktoriālās pazīmes maiņa. Sajā gadījumā 32% no kopējās
svara izkliedes saistītas ar diametra izmaiņām.

Korelācijas attiecība

Tļy/x =ļ/0,3190«0,57.

Atzīmēsim šādas korelācijas attiecības īpašības.



1. Ta ka līklīnijas korelācijai par virzienu runāt nevar, tad

korelācijas attiecība ir pozitīvs skaitlis starp 0 un 1, t. i.,

o<T)y/x<l.

Tā ir 0, ja visi nosacītie vidējie u\ vienādi savā starpā un vienādi

ar y. Korelācijas attiecība ir 1, ja tās skaitītājs vienāds ar sau-

cēju, t. i., ja visa y izkliede izskaidrojama tikai ar x maiņu un

nekādu nekontrolētu faktoru ietekmes nav.

2. Korelācijas attiecība nav mazāka par attiecīgo korelācijas
koeficientu (mūsu piemērā T)y/X=0,57>0,51=r), jo, aprēķinot ko-

relācijas attiecību, tiek pilnīgāk fiksēta abu lielumu x un y sav-

starpējā sakarība. Jo vairāk atšķiras korelācijas attiecība no koe-

ficienta, jo vairāk izteikts sakarības līklīnijas raksturs. Ja grupu

vidējie atrodas visi uz vienas taisnes, tad y\=yx un attiecība vie-

nāda ar koeficientu. Tā kā, aprēķinot attiecību, izmantots grupē-

jums, bet grupējums, sevišķi, ja novērojumu skaits ir mazs, var

sakarību deformēt, tad ieteicams atturēties no korelācijas attiecī-

bas aprēķināšanas mazam novērojumu skaitam.

3. Atšķirībā no korelācijas koeficienta r, kurš saskaņā ar for-

mulu (27.17) ir simetrisks attiecībā pret x un y un dotajiem skaitļu

pāriem var būt tikai viens, korelācijas attiecību var interpretēt
divējādi resp. eksistē divas dažādas attiecības: lielumam y

atka-

rībā no x un lielumam x atkarībā no y, kur pēdējā attiecība uzdota

ar formulu

-\/2(x}-x)
2 -~m~~

Tlx/y= V =75 • (27.30)

To tāpat var atrast no korelācijas tabulas, iepriekš aprēķinot
nosacītos vidējos ~Xu kas atbilst katrai svara klasei ys. Tā, piemē-

ram, no tabulas (27.13) datiem izriet, ka
T)y/X =l, bet

iļ x/y =0. Tas

nozīmē, ka y maiņa ir pilnīgi nosacīta ar x maiņu, turpretim vidē-

jās x vērtības xj nemainās, ja mainās y.

Tabula 27.13

30

20 20

10 10

1 2 3 4 5

."i
7 8 9 8 7 I
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235. §. Daudzfaktoru regresija. Ja rezultatīvā pazīme atkarīga
no vairāku faktoriālo pazīmju maiņas, tad sakarību starp pazīmēm
izsaka daudzfaktoru regresijas vienādojuma formā. Visplašāk pie-
lietotais ir lineāro regresijas vienādojumu tips, kurš dots ar for-

mulu

y =biXi +b
2
x

2+
... +bjXļ+ ... +&k*k+ č>o, (27.36)

kur x
v

x 2, Xk ir faktoriālās pazīmes, bs — regresijas koefi-
cients lielumam y atkarībā no Xļ (kurš parāda, par cik vienībām

vidēji izmainās rezultatīvā pazīme, ja faktoriālā pazīme X\ palieli-
nās par 1 vienību, bet pārējās vienādojumā ieslēgtās faktoriālās

pazīmes nemainās), b0 — brīvais loceklis.
Daudzfaktoru regresijas vienādojumu, tāpat kā pāra regresijas

vienādojumu, definē saskaņā ar vismazāko kvadrātu principu.
Pieņemsim, ka ir divas faktoriālās pazīmes X\ un x2, t. i., k= 2.

Tad vienādojuma

'y =b1xl+b2x2
+b

0 (27.37)

ģeometriskā interpretācija ir plakne. Pieņemsim, ka no punktiem'

Ai (xn, x 2v i/i) Oy ass virzienā novilktas taisnes līdz krustpunktiem

Bļ(Xļi, x2 \, i/i) ar šo plakni. Plakne ir atrasta saskaņā ar visma-

zāko kvadrātu principu, ja 2 (AlBl ) 2=min, salīdzinot ar kvadrātu

summu attiecībā pret jebkuru citu plakni.
Pielietojot diferenciālrēķinus, var pierādīt, ka vienādojuma

(27.37) koeficientu atrašanai jāatrisina vienādojumu sistēma *

b^xx2 +b
2Zxl x2+b

OIlXļ =Ilxly, ]
612*2*, +&

22x2
2 +602x2

=2x2y, ļ (27.38)

6i2*i +&22x2
+b

o
n =2#. ļ

Ja vienādojums satur k faktoriālās pazīmes, tad sistēma koefi-

cientu bļ, b 2, bk, bQ atrašanai ir šāda:

6i2*i2 +622xiX2+
...

+bļZx l
x
i+ ... +bk'ZxlXk+ b

O2,xl =2.v,i/,

b{Lx2
xx +b 2žx2

2 + ... +6j2*2*j+ ... +bkZx2Xk+bQ^lx2
=I,x2y,

6i2*j.Vi +6
22x].v2+ ... +6j2Xj2 + ... +bkZxiXk +b

ol,xi =2Xj(/, .

• • •

6i2*k*i+6
22xk*2 +

••• +6j2xk.Vj+ ... +&k2*k2 +b<>2xk =I.Xky,

6i2xi +b
2Ex2 +...+bsXļ +...+bkZxk +b

Q
n =2#.

(27.39)

* Lai nesaraibinātu pierakstu, indekss ( =1,2, n izlaists. Faktiski

n n

I=l - I=l
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Var pieradīt, ka koeficientus bj var aprēķināt arī no sistēmas

biQn+b
2Qi2+

...
+biQii+ ...

+bkQlk =Qly,
biQ21+ b

2Q 22+ ...
+bAQ2i+ ...

+bkQ 2k =Q2y,

b&n +b
2Qi2+ ...+bfa+ ... +6kQjk =Qjy,

< 27
-
40 )

ftiQki + ft2Qk2 +
... +&jQkj+

...

+6kQkk=Qkv,
kur

Qjk=Qkj=2x
jXk-^f^,

8,/ ' **. '[
Šeit doto skaitļu summu vietā ir noviržu summas. Novirzes ņem-
tas no vidējā aritmētiskā. Lietojot šādu sistēmu, vienādojumu
skaits ir par vienu mazāks, jo b

Q
atrod no sakarības

•

b _

2y-blZxl-b 2?,x2
- ... -frķZA-ķ

(974H0n '

r

jeb
bQ=~y-b\Xi-b 2

x
2
- ... -b kxk (27.41')

Tā kā noviržu summas Q
Si, Qik, Qjy vajadzīgas pāra korelācijas

koeficientu un pazīmju standartnoviržu aprēķināšanai, tad sistē-

mas (27.40) koeficientu izskaitļošana nav lieks darbs. Praksē re-

gresijas analīzi veic ar elektronu skaitļošanas mašīnām pēc spe-

ciāli sastādītām programmām. Izskaitļojot regresijas koeficientus

bez elektronu skaitļošanas mašīnām, ērtāka ir sistēma (27.40), jo
tanī vienādojumu skaits par vienu mazāks, salīdzinot ar sistēmu

(27.39).
Atlikuma kvadrātu summa, rēķinot pec sistēmas (27.39),

Qz=Zy2 -b{Zxxy-b21.x2y- ... (27.42)

Lietojot sistēmu (27.40),

Qz
=Qy

-biQļy
-b

2Q2y
- ...-bkQky, (27.42')

kur

Analogi pāra regresijai definē arī relatīvo formulas atbilstības

mēru — determinācijas koeficientu, kuru daudzfaktoru regresijas
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gadījumā apzīmē ar R 2. Determinācijas koeficients, izteikts procen-

tos, parāda to rezultatīvās pazīmes y izkliedes daļu, kuru nosaka

regresijas vienādojums. Determinācijas koeficients

R
,_^(m-y) 2

_ { sg/i-g) 2

, t
Qz

2(yi-//) 2 2U/i-t/) 2 Qy'

Aritmētisko kvadrātsakni no R 2
sauc par daudzfaktoru korelā-

cijas koeficientu. Tas ir

R =yi-Q±. (27.44)

Var pierādītāka vispārīgi — jo lielāki pāra korelācijas koefi-

cienti r
jy, jo lielāks arī R, tāpēc svarīgi daudzfaktoru regresijas

vienādojumā ieslēgt tieši tās faktoriālās pazīmes, kurām, atsevišķi
ņemot, ir augsta korelācija ar rezultatīvo pazīmi y. Nav vēlams

regresijas vienādojumā ieslēgt divas tādas faktoriālās pazīmes,
kuras dublē viena otru resp. starp kurām pastāv augsta korelā-

cija. Viena no šādām pazīmēm jāatmet, parasti tā, kurai ir ma-

zāka korelācija ar rezultatīvo pazīmi.
No teiktā izriet iepriekšējas pāra korelācijas koeficientu aprē-

ķināšanas un to savstarpējas salīdzināšanas nepieciešamība.
Piemērs. Atradīsim daudzfaktoru regresijas*vienādojumu

miežu ražai (cnt/ha) atkarībā no maija un jūnija hidrotermiska-

jiem koeficientiem. Lai demonstrētu aprēķinu tehniku, izmantosim

Vecauces mācību-pētījumu saimniecības datus laikā no 1957. līdz
1965. gadam.

Tabula 27.14

Tabulā 27.14 doti:

i/i — miežu raža (cnt/ha);

Xļ — hidrotermiskais koeficients maija mēnesim (kopējais no-

krišņu daudzums (mm), dalīts ar temperatūru summu (grādos));
x2 — hidrotermiskais koeficients jūnija mēnesim.

Gads

1957.
1958.

1959.

1960.

1961.

1962.

1963.

1964.
1965.

13,7
29,8

25,6

25,3
21,5

13,0
16,7

26,2
28,5

0,1086

0,1392
0,0908

0,0984
0,1984

0,1870
0,0772

0,1440

0,0638

0,0669

0,1194

0,0942
0,1715

0,2076
0,0812

0,1683

0,0874
0,1805

200,3 1,1074 1,1770
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2x,2=0,154196 2*iJ/=24,0270
2x2

2
=0,175253 2x2«/=26,9889

2</2= 4780,01 2jc,*2=0,142781

1 10742

Qii =0,154196—
g

«0,017937

Q. 2
=Q2i =0,142781-

1

'
1Q74

9

1

'
1770

« -0,002042

1 17702

Q22= 0,175253-'
g

«0,021328

Qly =24,0270-
110749 2Q°' 3

«-0,6188

Q2y=26,9889-
117709 20Q'3 «0,7941

Qy
=4780,01 -^^«322,22

'~--=2*==,; r
ly
=

-°'6188

VQnVQ
y y0,0179371/322,22

,
2y= r2y=

°' 7941

«0,266
VQ22yQy y0,021328V322,22

VQnVQ22 10,017937y0,021328

Sistēma b\ un fr
2 atrašanai:

{ &iQn+&
2Qi2 =Qiy

1 &IQI 2+&
2Q22 =Q2y

bi •0,017937+6
2(-0,002042) =- 0,6188,\

b, (- 0,002042)+b2 •0,021328=0,7941. /

Atrisinot sistēmu, iegūst

b{ «-30,59; 6
2
«34,30.

Pēc formulas (27.41)

,
_

200,3 +30,59- 1,1074-34,30- 1,1770
"

Oq ģ
«21,50.

Regresijas vienādojums ir

y=
- 30,59*1 +34,30a:2+21,53.

Atlikuma kvadrātu summa pēc formulas (27.42')

Qz
=322,22-(- 30,59) (- 0,6188) - 34,30 -0,7941 «276,05,

f-'-fif



460

Apmēram 14% no ražu svārstībām var izskaidrot ar lineāro saka-

rību starp ražu un maija, jūnija hidotermisko koeficientu. Apmē-
ram 86% no ražu variācijas paliek neizskaidrota —

te izpaužas
nekontrolēto faktoru iedarbība. Korelācijas koeficients

/? =yo, 1433«0,38.

Vienādojums ar tik zemu daudzfaktoru korelācijas koeficientu

nav noderīgs ražu prognozēšanai. Acīm redzot, jāmeklē citas fak-
toriālās pazīmes, kurām ar y ir lineāra korelācija, un tās jāieslēdz
vienādojumā. Tāda pazīme ir, piemēram, augusta hidrotermiskais
koeficients, kuram ar ražu ir ievērojama negatīva korelācija. leslē-
dzot šo pazīmi vienādojumā, mums būtu jāatrod četri nezināmie

koeficienti b
u

b
2, b

3
un b

O, ko varētu izdarīt, atrisinot četru (trans-
formējot — trīs) lineāru vienādojumu sistēmu. Koeficienti bu

b
2,

b0 izmainītos, salīdzinot ar iepriekšējiem rezultātiem.

236. §. Līklīnijas regresijas vienādojumi. Daudzfaktoru regre-

sijas vienādojuma atrašanas shēma noder par pamatu līklīnijas
regresijas vienādojumu koeficientu izskaitļošanai.

Līklīnijas regresijas vienādojumu definē analogi lineāram re-

gresijas vienādojumam — saskaņā ar vismazāko kvadrātu principu,

tikai punkti Bx(xu yļ) šoreiz atrodas vai nuuz parabolas, vai hiper-
bolas, vai citas līnijas. Seit ierobežosimies tikai ar viena faktora

līklīnijas regresijas apskatu.

Pieņemsim, ka sakarības loģiskās analīzes ceļā, kā arī vado-

ties no punktu Aļ(Xļ, y{) izvietojuma plaknē, noskaidrots, ka visla-

bāk sakarības izlīdzināšanai noder parabola, kuras vienādojumu
meklēsim formā

'y=blx 2
+ b

2
x+b

O. , (27.45)

Apzīmēsim x2=xv x=x 2. Tad koeficientu bļ un b2 atrašanai noder
sistēma

billxi + b2^x3 +b
OIlx2=I,x2

y, ļ
bi2x3+ b

22x2+ b
oXx=2xy, (27.46)

bil,x2
+b

22x +b
o
n ==£«/, J

ja vien izdara attiecīgus aizvietojumus:

2Xi2=Za:4, 2x,a:2=2x3 utt.

Daudzfaktoru regresijas aparāts, kvadrātu summas Qz, Qr,

determinācijas koeficients R2 un korelācijas koeficients R — kā

formulas piemērotības mērs — lietojami arī līklīnijas regresijas
gadījumā.*

* Līklīnijas regresijas gadījumā R sauc arī par teorētisko korelācijas attie-

cību.
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Kā vingrinājumuapskatīsim vēl vienādojuma

y'=blx+b,'-j+b3 -■xT+b0

koeficientu atrašanas metodiku.

To var uzskatīt par trisfaktoru vienādojumu, kur

1 1

Xļ =x, x2=—un x3=—.
x x 2

Saskaņā ar sistēmu (27.39) un ievērojot, ka =n, var uzrak-

stīt četru vienādojumu sistēmu nezināmo koeficientu atrašanai:

bl2x2+b
2.n +b

3
2^

x

- +bQ2x=2xy,

+ +b
3
Z-

xJ
+60

=2-i
y,

W*J +b&± +bi2~ +b
O
X-L=2

x
]J i

bl2x+b
2 -Z-

x

- + b
32—+b

o
n= 'Zy.

Piemērs. Dots koka caurmērs xx (cm) un vaiņaga sākuma aug-

stums iji (m) 13 kokiem 50 gadu vecā egļu audzē. Atrast sakarību

starp y un x parabolas vienādojuma forma.

Tabula 27.15

Vispirms atrod vajadzīgas summas:

2x2
=3375; 2xy = 2301,6

2x3=60249; 2x2
i/=39215,4

2x4
=1126503; 2y2

= 1657,6

levietojot sistēmā (27.46), dabū

( 11265036,+6024962+ 33756
0
=39215,4

602496, +337562 + 2016
0

= 2301,6

( 33756, +20162 +1360 = 145

i 1

7 ļ 9

I 2

12 12 13 16

3 4 5 I 6

16 17 17 19 22 23

7 8 9

16 17 17

10 11
1

12 13 2

19 22 23 18 201

Vi 7,0 ļ 0,1 ļ 9,4 ļ 11,6ļ 12,1 14,4 11,0 10,6 10,3 13,2 11,0 12,1 12,2 145,0
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Transformējot uz divu vienādojumu sistēmu resp. izslēdzot bo,

iegūst:

250301 &, +80664-2= 1571, ļ
80666,+ 2676

2
= 60. J

No šejienes

6, =-0,0364; 6
2
=1,326 un 6

0=0,12.

Regresijas vienādojums ir

#= -0,0364*2+ 1,326*+0,12.

Izdarīsim interpolāciju dažām * vērtībām; dabūsim

y(10) = - 3,64+13,26+0,12= 9,74 (m),

i/(20) = - 14,56+26,52 +0,12= 12,08 (m).

Parabolas maksimuma punktu atrod, pielīdzinot nullei atvasinā

jumu; dabūsim

=- 0,0728*+ 1,326; - 0,0728*+ 1,326=0,
dx

no kurienes

*=18,2 (cm).

Tātad parabolas virsotnes abscisa *= 18,2 cm.

207. zīm

levietojot parabolas vienādojuma, dabūjam

y\ 18,2) =- 0,0364 • 331,24+ 1,326• 18,2+0,12= 12,19

Parabolas maksimums

?max =£(18,2) = 12,19 (m).



legūto informāciju izmanto parabolas konstruēšanā. 207. zīmējumā
atlikti punkti un konstruēta parabola.

Atlikuma kvadrātu summa

Q2
=2y2-b^x 2

y
- b

22xy -
b

o2y. (27.47)

Mūsu gadījumā

Qz
=1657,6-(- 0,0364) • 39215,4- 1,3256• 2301,6 -

-0,1184- 145» 18,4.

Q
y
= 1657,6--^-«40,3,

/v 2=l-ļ|ļ «0,5434; i?«y0^434«0,74.

Determinācijas koeficients jeb teorētiskās korelācijas attiecības

kvadrāts ir 54,34%, teorētiskā korelācijas attiecība R«0,74.

Vingrinājumi

1. C vitamīna saturu (mg/100 g) konservēta tomātu sulā izsaka šādi

skaitli: 16, 22, 21, 20, 23, 22, 27, 15, 13, 22, 17, 18, 29, 17, 22, 16, 23, 20, 24, 26.

Atrast šo skaitļu vidējo aritmētisko un standartnovirzi.

2. Dota variāciju rinda, kur x-t ir piena tauku procents, mx — govju skaits.

Atrast variāciju rindas vidējo aritmētisko, standartnovirzi un variāciju koefi-

cientu.

Tabula 27.16

3. Dotie skaitļi izsaka 135 bullīšu dzīvsvaru piedzimstot (kg). Sadalīt

skaitļus 12 klasēs, atrast variāciju rindas x, s, V%. Konstruēt sadalījuma
poligonu.

39, 55, 52, 46, 37, 60, 49, 56, 38, 32, 44, 47, 41, 52, 45, 36, 36,
46, 40, 45, 43, 47, 40, 44, 32, 45, 52, 43, 38, 37, 40, 47, 45, 37,

40, 59, 40, 45, 38, 45, 48, 40, 38, 46, 44, 45, 48, 48, 45, 43, 50,

38, 39, 46, 40, 42, 38, 48, 53, 43, 38, 50, 50, 36, 51, 50, 44, 49,

50, 45, 36, 31, 45, 43, 42, 44, 40, 41, 47, 44, 37, 42, 45, 46, 40,

37, 42, 46, 46, 50, 45, 48, 42, 43, 37, 32, 53, 38, 41, 40, 44, 43,

46, 37, 38, 44, 43, 54, 49, 45, 40, 46, 37, 41,-39, 40, 33, 45, 61,

36, 45, 40, 50, 40, 45, 46, 50, 44, 34, 45, 45, 47, 38, 37, 40.

-Vl

mi 2

3,35

7

3,45

8

3,55

13

3,65

17

3,75

23

3,85

21

3,95

!21

4,05

!1

4,15 4,25 4,35 4,45 4,55 4,65 4,75

1 2 1
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4. Dots koka zaleņa svars i/i (kg) atkarībā no koka caurmēra X\ (cm).
Atrast korelācijas koeficientu r, uzrakstīt regresijas taisnes vienādojumu, kon-
struēt punktus At(xi, y\) un regresijas taisni.

Tabula 27.17

28. NODAĻA

VARBŪTĪBU TEORIJA

237. §. Daži pamatjēdzieni. Pie varbūtību teorijas pamatjēdzie-
niem pieder izmēģinājums un notikums. Noteiktu nosacījumu (ap-
stākļu) kompleksa radīšanu sauc par izmēģinājumu. Izmēģinājuma
rezultāts ir notikums.

Tā, piemēram, grauda iesēšana ir izmēģinājums, bet grauda
uzdīgšana vai neuzdlgšana — notikums. Sajā piemērā noteikti

nosacījumi ir: grauda atrašanās zemē un dīgšanai piemērots gada-
laiks.

Tas fakts, ka viens un tas pats notikums vienā izmēģinājumā
notiek, bet otrā — analogā izmēģinājumā — nenotiek, liecina, ka

pastāv tādi papildu nosacījumi, kuru iedarbībā mainās izmēģinā-
juma rezultāts. Visus daudzveidīgos papildu nosacījumus jeb ga-

dījuma apstākļus nevar ne precizēt, ne izmainīt. Tā, piemēram,
grauda uzdīgšana atkarīga no daudziem papildu apstākļiem, kuru

ietekmi uz notikumu mēs nevaram pilnībā precizēt; tādi apstākļi
ir augsnes sastāvs, mitrums, temperatūra, dzīvo organismu klāt-

būtne zemē v. c. apstākļi.
Runājot par noteiktiem nosacījumiem, domāsim tikai tādus

nosacījumus, kuru iedarbība uz notikumu vienveidīgos izmēģinā-
jumos paliek viena un tā pati, bet neietilpināsim šo nosacījumu
skaitā gadījuma apstākļus.

Ir notikumi, kuriem izmēģinājuma rezultātā katrā ziņā jāno-
tiek, un tos sauc par nenovēršamiem notikumiem. Tā, piemēram,

vidējos ģeogrāfiskos platumos nekustīgam novērotājam 24 stundu

laikā naktij noteikti seko diena. Būtiski svarīga šeit noteiktu no-

sacījumu realizēšana, t. i., atrašanās vidējos ģeogrāfiskos pla-
tumos un nekustīga novērotāja esamība. Ja novērotājs atrastos

ziemeļpola tuvumā, tad 24 stundu laikā naktij var ari nesekot

diena, jo nakts tur ilgst pusgadu. Tāpat 24 stundu laikā naktij
var nesekot diena arī tad, ja novērotājs, atrazdamies kādā vidējā
ģeogrāfiskā platumā, pietiekami ātri un piemērotā virzienā lido

ap Zemi. Kosmonautam H. Titovam, lidojot ap Zemi ar ātrumu

i L i 2 3 4 5 6 7 8

ii 12 15 16 19 20 21 24 28

Vi 1 24 57 38 30 87 77 83
'

■144
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27 700 km stundā, 25 stundu laikā nakts mainījās ar dienu 17

reizes.

Tāpat ir notikumi, kuri izmēģinājuma rezultātā nekādā ziņā
nevar notikt, tādus notikumus sauc par neiespējamiem.

Tomēr vairums notikumu ir tādi, kuri pie konkrētiem nosacī-

jumiem var notikt un var nenotikt resp., kuru iestāšanās ir atka-

rīga no gadījuma. Tos sauc par gadījuma notikumiem. Tā, pie-
mēram, grauda uzdīgšana, trāpījums, šaujot mērķī, ir gadījuma
notikumi.

Vienā izmēģinājumā nevaram paredzēt, vai notiks mūs intere-

sējošais gadījuma notikums vai ne. Tomēr izrādās, ka, daudzreiz

atkārtojot izmēģinājumu, visu daudzo izmēģinājumu rezultāti
—

gadījuma notikumi
— pakļauti noteiktām likumsakarībām. Ja iz-

mēģinājumu atkārto daudzas reizes, tad runā par masveida gadī-

juma notikumiem jeb parādībām. Minēsim dažus masveida parā-
dību likumsakarībupiemērus.

1. piemērs. Metot monētu vienu reizi, nevaram paredzēt
metiena rezultātu. Atkārtojot metienus daudzas reizes, izrādās,
ka ģerbonis krīt apmēram tikpat daudz reižu kā cipars.

2. piemērs. Metot spēļu kauliņu, ja vien tas ir pilnīgi simet-

risks, ar vienmērīgu masas sadalījumu, jebkurš punktu skaits krīt

apmēram vienādu skaitu reižu no visu metienu kopskaita.
3. piemērs. Jau ļoti sen konstatēts, ka veselām valstīm un

lielām pilsētām jaunpiedzimušo zēnu skaita attiecība pret mei-

teņu skaitu no gada gadā ir gandrīz nemainīga. Pētīdams šo

likumsakarību, franču zinātnieks Laplass iepazinās ar plašiem
statistikas materiāliem, kuri attiecās uz Londonu, Pēterburgu un

visu Franciju. Statistikas dati parādīja, ka minētā attiecība des-
-22

mit gadu laikā svārstījusies ap vienu un to pašu skaitli . Tas

nozīmē, ka no 1000 jaunpiedzimušajiem caurmērā ir 512 zēni un

488 meitenes.

238. §. Varbūtību teorijas saturs un sakars ar matemātisko

statistiku. Varbūtību teorija ir zinātne par masveida gadījuma
notikumu likumsakarībām.

Zinot likumsakarības, kurām pakļauti masveida gadījuma no-

tikumi, iespējams paredzēt šo notikumu norisi, ja vien visos iz-

mēģinājumos realizēts viens un tas pats nosacījumu komplekss.

Spēja paredzēt masveida parādību gaitu ir pamata varbūtību

teorijas pielietojumiem visdažādākajās dabas zinātņu nozares, ka

arī tehnikā. Tā, piemēram, jautājumu par ražas prognozēšanu at-

karībā no meteoroloģiskiem apstākļiem var risināt ar varbūtību

teorijas palīdzību.
īpaši jāatzīmē varbūtību teorijas pielietošana statistika, jo uz

tās bāzes izauga un attīstījās mūsdienu matemātiska statistika.

Matemātiskā statistika apstrādā no parauga iegūtos novēro-

jumu datus un no tiem izdara slēdzienus par masveida parādībām.

Lai atrastu parauga skaitliskos raksturojumus, nav jāpielieto
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varbūtību teorija. Taču matemātiskās statistikas uzdevums ir ne

tikai raksturot paraugu, bet gan daudz plašāks —
raksturot arī ģene-

rālo kopu. Šī uzdevuma veikšanai nepieciešama varbūtību teorija.
No teiktā seko, ka varbūtību teorijai un matemātiskajai sta-

tistikai ir viens un tas pats pētījumu objekts —
masveida parā-

dību likumsakarības. Atšķirībā no matemātiskās statistikas, kuras

pētījumi balstās uz novērojumu datiem, varbūtību teorijas pamatā
ir teorētiski apsvērumi. Varbūtību teorija ir matemātiskās statis-

tikas matemātiskais modelis, un, kā redzēsim turpmāk, daudziem

matemātiskās statistikas jēdzieniem atbilst analogi varbūtību

teorijas jēdzieni.
Varbūtību teorija radās 16. gs., cenšoties noskaidrot azarta

spēļu likumsakarības. Pirmos būtiskos rezultātus varbūtību teo-

rijā guva šveicietis Bernulli 18. gs. sākumā; lielu ieguldījumu

tajā deva arī Laplass, Gauss, Puasons. Varbūtību teorijas attīs-

tībā izšķiroša nozīme bija 19. gs. krievu matemātiķim P. Cebi-

ševam un viņa skolai (lielo skaitļu likums vispārīgā veidā un

citi izcili rezultāti). Tālāk varbūtību teoriju pilnveidojuši padomju

matemātiķi A. Kolmogorovs, A. Hinčins, S. Bernšteins un citi.

239. §. Notikuma varbūtība. Varbūtību teorijas svarīgākais jē-
dziens ir notikuma varbūtība. Pirms šī jēdziena definīcijas nepie-
ciešams apskatīt dažus notikumu veidus.

„

Divus vai vairākus notikumus sauc par nesavienojamiem, ja
tie izslēdz viens otru; par vienīgi lespējamiem, ja katrā izmēģi-

nājumā viens no šiem notikumiem katrā ziņā notiek; par vienādi

iespējamiem, ja ir pamats uzskatīt, ka viens notikums nav vairāk

lespējams par otru. '

1. piemērs. Metot monētu, ģerboņa un cipara krišana ir

nesavienojami un vienīgi iespējami notikumi, jo ģerboņa krišana

izslēdz iespēju krist ciparam šajā pašā metienā un metienam

nevar būt citu rezultātu kā tikai ģerboņa vai cipara krišana. Lai

minētie notikumi būtu arī vienādi iespējami, nepieciešams pieņemt,
ka monēta ir pareizas formas homogēns cilindrs un ģerboņa un

cipara atzīmes neietekmē monētas vienas vai otras puses krišanu.

2. piemērs. Ja kauliņam ir kuba veids ar pilnīgu simetriju
un vienmērīgu masas sadalījumu, kuru neietekmē punktu skaita

atzīmes, tad, vienu reizi metot kauliņu, jebkura punktu skaita no

1 līdz 6 krišana ir nesavienojami, vienīgi un v/ienādi iespējami
notikumi.

Pieņemot, ka piecu punktu krišana ir notikums A, redzam, ka

notikums A ir viens no minētiem sešiem notikumiem. Saka, ka

notikuma A varbūtība ir ,to pieraksta tā: P(A) =-Ļ-.
o o

3. piemērs. Pieņemsim, ka urnā ir 10 pēc formas, lieluma

un virsmas apdares vienādas lodītes.* Ja no tām 7 ir baltas un

* Visos turpmākajos piemēros par lodītēm, spēju kauliņu un monētu pie-

ņemsim, ka šiem priekšmetiem piemīt šeit apskatītajos piemēros minētās

īpašības.
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3
— melnas, tad, uzskatot, ka baltas lodītes izvilkšana ir noti-

kums A, bet melnas lodītes izvilkšana —
notikums B, var rakstīt:

Sajā piemērā notikumi A un B nav vienādi iespējami, jo balto

lodīšu ir vairāk nekā melno, toties šos notikumus var saskaldīt

elementāros notikumos — gadījumos, kuri nozīmē jebkuras lodī-

tes izvilkšanu no urnas. Gadījumu skaits šajā piemērā ir 10, tie

ir nesavienojami, vienīgi un vienādi iespējami. Notikumam A lab-

vēlīgi ir 7 gadījumi, jo urnā ir 7 baltas lodītes, bet notikumam

B
—

3 gadījumi, jo urnā ir 3 melnas lodītes.

Definīcija. Par kāda notikuma A varbūtību P(A) sauc

notikumam A labvēlīgo gadījumu skaita m attiecību pret visu

gadījumu kopskaitu n:

P(A) =—, (28.1)
n

pieņemot, ka gadījumi ir nesavienojami, vienīgi iespējami un vie-

nādi iespējami.
So definīciju sauc par varbūtības klasisko definīciju. Te noti-

kuma varbūtība definēta,pamatojoties uz notikumu vienādo iespē-
jamību, pie tam ar formulu (28.1) definētās varbūtības aprēķi-
nāšanai nav vajadzīgi nekādi izmēģinājumi. Tomēr jāievēro, ka

notikuma varbūtību var aprēķināt pēc minētās formulas tikai

dažos vienkāršākos piemēros, kad zināms visu gadījumu kop-
skaits un notikumam A labvēlīgo gadījumu skaits. Ar varbūtības

klasisko definīciju nevar noteikt notikuma varbūtību sarežģītākos
uzdevumos, kuri ir, piemēram, bioloģiska vai tehniskā rakstura.

Tādos gadījumos aprēķina notikuma statistisko varbūtību, kuras

pamatā ir notikuma relatīvais biežums.

Definīcija. Par notikuma relatīvo biežumu sauc attiecību

ti>(A)= —, (28.2)
Vv n

kur n ir izmēģinājumu skaits, bet m —
notikuma iestāšanās ga-

dījumu skaits, ja visos izmēģinājumos realizēti vienādi nosacījumi.

Tā, piemēram, ja šāvējs no 100 šāvieniem trāpījis mērķī 70

70

reizes, tad trāpījumu relatīvais biežums ir =0,7.

tPieredze rāda, ka, daudzreiz atkārtojot vienu un to pašu iz-

mēģinājumu sēriju, notikuma relatīvais_ biežums izmainās maz.

Tajos gadījumos, kad pielietojama varbūtības klasiskā definīcija,

viegli ievērot, ka notikuma relatīvais biežums svārstās ap skaitli,

kas izsaka notikuma varbūtību, pie tam lielas relatīvā biežuma
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novirzes no varbūtības konstatējamas jo retāk, jo lielāks izmēģi-
nājumu skaits. Tā, piemēram, zinātnieks K. Pirsons metis monētu

12 000 reižu, pēc tam palielinājis metienu skaitu līdz 24 000. Izmē-

ģinājumurezultāti parādīti tabulā 28.1.

Tabula 28.1

Redzam, ka, palielinoties izmēģinājumu skaitam, notikuma

(notikums — ģerboņa krišana) relatīvais biežums tuvojas varbū-

tībai —. Piemērā par spēļu kauliņu jebkura punktu skaita kriša-

nas teorētiski aprēķinātā varbūtība ir Det praktiski, izdarot

daudzkārtējus metienus, jebkura punktu skaita krišanas relatī-

vais biežums arī aptuveni vienāds ar

-ķ- .
Tātad kāda notikuma A relatīvo biežumu, ja n ir liels, var uz-

skatīt par mums nezināmās notikuma A varbūtības aptuveno vēr-

tību. Tāpēc praktiski gadījumos, kad notikuma varbūtību nevar ap-

rēķināt pēc formulas (28.1), tās vietā lieto relatīvo biežumu, kurš

noteikts lielam izmēģinājumu skaitam. So relatīvo biežumu sauc

par statistisko varbūtību jeb vienkārši — par varbūtību.

Jāievēro, ka varbūtība visos gadījumos uzskatāma par,apska-
tāmās parādības respektīvi notikuma objektīvu īpašību, kura rak-

sturo notikuma iespējas pakāpi un eksistē neatkarīgi no tā, vai

izmēģinājumi notiek vai ne.

Tālāk apskatīsim vairākas varbūtību īpašības, balstoties uz

varbūtības klasisko definīciju. Visas varbūtību īpašības pareizas
arī statistiskajai varbūtībai.

Ja notikums A nav iespējams, tad tam labvēlīgu gadījumu nav,

t. i., m= 0, tāpēc P(A)=O (piemēram, melnas lodītes izvilkšana

no urnas, kurā ir tikai baltas lodītes).
Ja notikums A ir nenovēršams, tad tam visi gadījumi ir lab

vēlīgi, t. i., m= n, tāpēc P(A) =\ (piemēram, baltas lodītes izvilk-

šana no urnas, kurā ir tikai baltas lodītes).
Jebkura notikuma varbūtība ir starp 0 un 1, t. i.,

Q<P(4)*Sl.

Jo varbūtība P(A) tuvāk skaitlim 1, jo mazāk m atšķiras no

n un notikums A ir jo vairāk iespējams. Otrādi, jo P(A) tuvāk

Metienu

skaits

Ģerboņu
skaits

Relatīvais

biežums

12000

24 000

6019

12012

0,5016

0,5005
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skaitlim 0, jo tuvāks nullei arī m un notikums A ir jo mazāk

iespējams.

Piezīme. Kā notikuma relatīvo biežumu, tā arī varbūtību
bieži izsaka procentos. Ta, piemēram, ja sēklu dīgtspēja ir 75%,
tad varbūtība, ka «uz labu laimi» paņemtā sēkla būs dīgtspēiīga'
ir 0,75 jeb 75%.

240. §. Lielo skaitļu likums un praktiskās neiespējamības
princips. Viens no varbūtību teorijas pamatlikumiem ir lielo skaitļu
likums, kuru apskatīsim vienkāršotā formulējumā.

Jo lielāks novērojumu skaits, jo lielāka varbūtība, ka praktis-
kie rezultāti jo labāk pakļausies teorētiski atrastajām likumsaka-
rībām, ja vien praksē realizējušies tie nosacījumi, kuri ir teorētisko
likumsakarību izvedumu pamatā.

Vienu no lielo skaitļu likuma darbības piemēriem apskatījām
jau iepriekšēja paragrāfā. Jo lielāks novērojumu skaits, jo lielāka

iespējas pakāpe, ka praktiski (izdarot metienus) noteiktais rela-

tīvais biežums labāk sakritīs ar teorētiski atrasto varbūtību.
Tāpat, jo lielāks rendomizētais paraugs jo lielāka garantija,

ka no parauga atrastais vidējais aritmētiskais mazāk atšķirsies no

ģenerālās kopas vidējā.
Lielo skaitļu likums saista teoriju ar praksi, tāpēc jebkuram

varbūtību teorijas rezultātam ir praktiska — statistiska jēga.
Proti, varbūtību teorijas rezultātu apstiprinājumu var iegūt, izda-

rot daudzus izmēģinājumus praksē.

Plaši pielietojumi ir arī praktiskās neiespējamības principam.
Tā saturs šāds. Ja P(A) ir pietiekami mazs, tad var pieņemt, ka

izdarot vienu izmēģinājumu, notikums A neiestāsies.

Uz jautājumu, cik mazai jābūt notikuma varbūtībai, lai noti-

kumu drīkstētu uzskatīt par praktiski neiespējamu, nevar dot vis-

pārīgu atbildi —
tā atkarīga no konkrētā notikuma rakstura. Tā,

piemēram, ja varbūtība, ka iesētais grauds neuzdīgs, ir 0,01, tad

ar to var samierināties, jo no 100 sēklām caurmērā tikai viena

nebūs dīgtspējīga. Ja turpretim varbūtība, ka uzceltā ēka sagrūs,
ir 0,01, tad ar to nekādā ziņā nevar samierināties.

Lauksaimniecības rakstura izmēģinājumos viscaur pieņemts
varbūtību P uzskatīt par pietiekami mazu, ja tā nepārsniedz 5%
(5% līmenis). To pieraksta tā: Ja kļūdaina slēdziena

iespējas pakāpe nav augstāka par 5%, tad tas nozīmē, ka mēs

riskējam kļūdīties ne vairāk kā 5 gadījumos no 100.

Minētais princips kā mūsu praktiskās darbības regulētājs no-

vērojams ik uz soļa. Gandrīz ik dienas mūs apdraud dažādas ne-

jaušības, taču praktiski nelaimes gadījumu varbūtības mēdz būt

tik mazas, ka mēs ar to iespēju vienkārši nerēķināmies, tāpat kā

loterijas biļetes īpašnieks neplāno savu turpmāko dzīvi saskaņā
ar iespēju laimēt automašīnu.

241. §. Varbūtību saskaitīšana. Pieņemsim, ka urnā ir 10 lodī-
tes

—
2 zilas, 5 zaļas, 3 baltas. Nosauksim zilās lodītes izvilkšanu
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no urnas par notikumu A, zaļas —

par notikumu B un baltas —

par notikumu C. Tad

Izvilkt no šīs urnas krāsainu lodīti, t. i., zilu vai zaļu, nozīmē

notikumu «A vai B». Sī notikuma varbūtību apzīmēsim ar P(A
vai B). Tā kā urnā ir 7 krāsainas lodītes, tad

P(A vai 3>= ļL,

2
t. i., varbūtība P(A vai B) ir vienāda ar varbūtību P(A)= — un

5
-

P(B) =Jq summu. Tātad šaja piemēra

P(A vai B) =P(A) +P(B). (28.3)

Apskatītajā piemērā notikumi A un B ir nesavienojami, jo no

urnas izvilktā lodīte nevar būt reizē zila un zaļa.

Teorēma. Ja A un B ir nesavienojami notikumi, tad noti-

kuma «A vai B» varbūtība vienāda ar atsevišķo notikumu A un B

varbūtību summu.

Pierādīsim vienādību (28.3) nesavienojamiem notikumiem A

un B.

Pierādījums. Notikumiem A un B labvēlīgo gadījumu
skaitu apzīmēsim attiecīgi ar m, un m2, bet visu iespējamo gadī-

jumu kopskaitu ar n. Tad notikumam «A vai B» labvēlīgo gadī-

jumu skaits ir m\ +m2, jo notikumu A un B nesavienojamības
dēļ neviens no notikumam A labvēlīgiem gadījumiem nevar iestā-

ties reizē ar kādu no notikumam B labvēlīgiem gadījumiem. Ap-
skatāmiem notikumiem varbūtības ir

P<A>-3s P(A Vaiß)
=^i± î

no kurienes seko vienādība (18.3), un teorēma ir pierādīta.

Vispārinājums. Varbūtību saskaitīšanas teorēma ir pa-

reiza arī jebkuram galīgam nesavienojamu notikumu skaitam.

Tā, piemēram, ja Ai, A
2

A
n

ir n nesavienojami notikumi,
tad

P{A X
vai A2 vai

...
vaiA

n) =P(AX)+P(A2) + ...
+

+P(A n). (28.4)

Divus notikumus A un Ā (lasīt: «ne A») sauc par pretējiem, ja
tie ir vienīgi iespējami unnesavienojami.
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Tā, piemēram, ja urnā ir 7 baltas un 3 melnas lodītes, tad
baltas un melnas lodītes izvilkšana ir pretēji notikumi. Sajā pie-

mērā P(/l) P(Ā) =A
un

P(A)+P(Ā) =\. (28.5)

Tā kā viens no pretējiem notikumiemA un Ā katrā ziņā iestā-

jas, jo tie ir vienīgi iespējami, tad

P{A vai Ā) =l.

No otras puses, šo notikumu nesavienojamības dēļ

P(A vai Ā)=P(A)+P(Ā).

No abām pēdējām vienādībām seko formula (28.5), kas pierāda
šadu teorēmu: Divu pretēju notikumu varbūtību summa vie-

nāda ar vienu.

Vispārinājums. Par vairākiem notikumiem saka, ka tie

veido notikumu pilnu sistēmu, ja tie ir vienīgi iespējami un ne-

savienojami. Tā kā viens no pilnās sistēmas notikumiem katrā

ziņā iestājas, tad šo notikumu varbūtību summa vienāda ar vienu.

Tā, piemēram, ja urnā ir 2 zilas, 5 zaļas un 3 baltas lodītes,
tad zilas, zaļas un baltas lodītes izvilkšana veido notikumu pilnu

sistēmu. Sajā piemērā P(fl)=JL />(C)=JL un

P(A)+P(B)+P(C) =].

Vispār, ja A\, A2, ..., A n
ir vienīgi iespējami un nesavienojami

notikumi, tad tie veido notikumu pilnu sistēmu un

P{AX)+P{A2) + ...+P(AB ) =\. (28.6)

242. §. Varbūtību reizināšana. Par notikumu Au A2,. .. ,Aa

savietojamu sauc tādu jaunu notikumu «A\ un A
2

un ... un A
D»,

kurš iestājas tad, ja iestājas visi minētie notikumi (vienlaicīgi vai

arī dažādos laikos).
Tā, piemēram, baltu lodīšu izvilkšana no divām dažādām

urnām, velkot no katras urnas pa vienai lodīte», ir divu noti-

kumu savietojums. Apzīmējot baltas lodītes izvilkšanu no pirmās
un otrās urnas attiecīgi ar A un B, balto lodīšu izvilkšana no abām

urnām ir notikums «A un B».

Notikumus sauc par savstarpēji neatkarīgiem, ja katra noti-

kuma varbūtība nav atkarīga no tā, vai pārējie notikumi notiek

vai ne. Ja šis nosacījums nav izpildīts, tad notikumus sauc par

atkarīgiem.
lepriekšējā piemērā notikumi A un B ir neatkarīgi, jo no vie-

nas urnas izvilktās lodītes krāsa neietekmē no otras urnas izvilk-

tās lodītes krāsu.
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Pieņemsim, ka balto lodīšu skaits pirmajā un otrajā urna ir

7 un 5, bet lodīšu kopskaits šajās urnās ir attiecīgi 10 un 12.

Tad

Visus notikumam «A un B» labvēlīgos gadījumus dabūsim, ja jeb-
kuru pirmās urnas balto lodīti kombinēsim ar jebkuru otrās urnas

balto lodīti. Sādu gadījumu skaits ir 7-5 =35. Turpretim visus

iespējamos gadījumus dabūsim, ja jebkuru pirmās urnas balto

vai melno lodīti kombinēsim ar jebkuru otrās urnas balto vai

melno lodīti, un šādu gadījumu kopskaits ir 10-12=120. levērojot
to, iegūstam

P(A un B)=
T

7-.A-
=P(/1).P(B).

Neatkarīgu notikumu varbūtību reizināšanas

teorēma. Divu neatkarīgu notikumu A un B savietojama var-

būtība Ir vienāda ar notikumu A un B varbūtību reizinājumu.

P(A un B)=P(A)-P(B). (28.7)

' Pierādījums. Pieņemsim, ka notikumam A labvēlīgi
gadījumi no nx iespējamiem gadījumiem, bet notikumam B lab-

vēlīgi m 2gadījumi no n 2. Tad notikumu varbūtības ir

Notikumu A un B savietojumam labvēlīgos gadījumus dabūjam,
kombinējot jebkuru, no m, gadījumiem ar jebkuru no m 2 gadīju-
miem. Sādu labvēlīgu gadījumu skaits ir mx-m

2. Visus iespēja-
mos gadījumus dabūjam, kombinējot jebkuru no n x gadījumiem
ar jebkuru no n2 gadījumiem, tāpēc visu iespējamo gadījumu kop-
skaits ir nxn2

un notikurņu Aun B savietojuma varbūtība ir

kas pierada formulu (28.7).

Vispārinājums. So varbūtību reizināšanas teorēmu var

vispārināt jebkuram galiga skaita savstarpēji neatkarīgu notikumu

savietojumam. Ja A
u

A
2, ... ,Aa

ir n savstarpēji neatkarīgi noti-

kumi, tad

P(AX
un A

2
un

...
un A

u)=P(Aļ) -P(A2) ...P(A n). (28.8)

Piemērs. Ķāda ir varbūtība, ka, metot piecas reizes monētu,

pirmās trīs reizes uzmetīsim ģerboni un' pēdējās divas reizes

ciparu?
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Piemērā minēto notikumu apzīmēsim ar A. Tātad jāatrod var-

būtība P(A). Varbūtību uzmest ģerboni apzīmēsim ar p, varbū-

tību uzmest ciparu —ar q. Tad p =q=-Lun pēc formuias (288 )

PW.„.M.,.(j)U.
Teorēma. Varbūtību, ka notiks vismaz viens no savstarpēji

neatkarīgiem notikumiem Au _A2, A
n, atrod, atņemot no viena

pretējo notikumu AU
Ā

2,... ,An
varbūtību reizinājumu.

Pierādījums. Apzīmēsim ar A notikumu, ka notiks vismaz
viens no notikumiem Au A2 A

n. Notikumi A un cĀ, un Ā
2

un
...

un An» (neiestājas neviens no notikumiem) ir pretēji, tāpēc
varbūtību summa vienāda ar vienu, t. i.,

P(A) +P(Āļ un Ā 2 un... un Ā
n) =1.

Saskaņā ar formulu (28.5)

P(A) =l-P(Āl).P(Ā2) ...P(Ān ). (28.9)

Apzīmējot notikumu Ā
u

Ā
2, Ā

n varbūtības attiecīgi ar qu q2
,

..., <7n, var rakstīt, ka

P(A) =l-ql.q2 ...qn. (28.9')

Piemērs. Konstatēts, ka republikā gadu ar normāliem meteo-

roloģiskiem apstākļiem ir tikpat daudz kā gadu ar labiem un slik-

tiem apstākļiem kopā, bet labu gadu ir tikpat daudz kā sliktu

gadu. (Par kritēriju pieņemta meteoroloģisko apstākļu ietekme uz

ražas lielumu.) Atrast varbūtību, ka vismaz viens no trim pēc
kārtas sekojošiem gadiem būs labs. (Pieņemts, ka meteoroloģiskie
apstākļi atsevišķos gados ir savstarpēji neatkarīgi.)

No uzdevuma nosacījumiem izriet, ka normāla gada varbūtība

ir 0,5, laba gada varbūtība vienāda ar slikta gada varbūtību un

vienāda ar 0,25. Varbūtība, ka pirmais gads nebūs labs, ir <7i =

=1-0,25=0,75. Attiecīgi arī q2
=0,75 un ģ3

=0,75. Pēc formulas

(28.9')

P(A) = 1 - 0,75 • 0,75 >0,75= 1 - 0,753«58 %.

Pieņemsim, ka urnā ir 7 baltas un 3 melnas lodītes. No urnas

velkam lodīti divas reizes, pie tam pirmajā reizē izvilkto lodīti
neliekam urnā atpakaļ. Varbūtība pirmajā reizē izvilkt baltu 10-

--7 '
dīti ir —. Ja pirmā izvilkta lodīte ir balta, tad varbūtība otra

»
6 2

reizē izvilkt baltu lodīti ir
~g~

=

~<f >J° tad pēc pirmās vilkšanas

balto lodīšu skaits urnā ir 6 (no 9 lodītēm). Ja turpretim



pirmajā reize izvilkta lodīte ir melna, tad varbūtība otra reize iz-

-7
vilkt baltu lodīti ir

-ģ—, jo tad pec pirmās vilkšanas balto lodīšu

skaits ir 7 (no 9 lodītēm). Baltas lodītes izvilkšanu no urnas

pirmajā reizē apzīmēsim ar A, bet baltas lodītes izvilkšanu otrajā
reizē — ar B. Notikums B ir atkarīgs no notikuma A, jo varbū-

tība izvilkt baltu lodīti otrā reizē ir atkarīga no tā, vai pirmajā
reizē izvilktā lodīte bijusi balta vai melna.

Definīcija. Par notikuma B nosacīto varbūtību sauc no-

tikuma B varbūtību, kas aprēķināta ar nosacījumu, ka notikums

A noticis.

To apzīmēsim ar PA (B). lepriekšējā piemērā

- 6 2

Atkarīgu notikumu varbūtību reizināšanas

teorēma. Ja notikums B atkarīgs no notikuma A, tad notikumu

A un B savietojama varbūtība vienāda ar notikuma A varbūtību,

pareizinātu ar notikuma B nosacīto varbūtību.

P{A un B)=P{A)-PA (B). (28.10)

1. piemērs. Ja urnā ir 7 baltas un 3 melnas lodītes, tad var-

būtība divas reizes izvilkt baltu lodīti (pie tam pirmajā reizē iz-

vilktā lodīte nav atlikta urnā atpakaļ) ir

_7_ _6 7__
10

'

9
~

15 '

2. piemērs. 18 studenti praktikanti nosūtīti darbā uz trijām
laukkopības brigādēm. Pirmajā brigādē vajadzīgi 9 cilvēki, otrajā
6 un trešajā 3. Darba vietu izšķir lozējot. Studenti A, B, C velk

lozes pirmie pēc kārtas. Kāda varbūtība, ka a) visi nokļūs vienā

brigādē, b) katrs nokļūs savā brigādē?
Atrisinājums a) gadījumā ir šāds. Nosacījums, ka visiem stu-

dentiem jānokļūst vienā brigādē, tiks izpildīts, ja visi trīs stu-

denti nokļūs vai nu pirmajā, vai otrajā, vai trešajā brigādē. No tā

izriet risinājums, kas ir reizināšanas un saskaitīšanas teorēmu

sakopojums.
Apzīmēsim ar P(A) varbūtību, ka students A nokļūs I brigādē,

ār Pa(B) varbūtību, ka students B nokļūs I brigādē, pieņemot, ka
students A izlozējis I brigādi, ar PAb(C) varbūtību, ka students

C nokļūs I brigādē, pieņemot, ka studenti A un B izlozējuši I bri-

gādi. Varbūtība, ka visi studenti nokļūs I brigādē, vienāda ar šo

varbūtību reizinājumu, t. i.,

Pi=P(A)-P A(B) .PAB(C)=A.A.-1- =0,103«10%.
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Līdzīgi atrod varbūtības, ka visi studenti nokļūs II vai 111 bri-

gāde. Dabūsim

Pl"=-il4-T6 =0,001=0,1%.

Varbūtību, ka visi trīs studenti A, B, C nokļūs vienā brigādē,
iegūst, iepriekš atrastās varbūtības summējot. Tad dabūjam

P=Pi+Pn +Pm=0,103+0,025 +0,001« 13%.

Ja šādu izlozi organizētu daudzas reizes, sagaidāms, ka 13%

gadījumu studenti A, B un C nokļūs vienā brigādē.
b) gadījuma risinājums. Minētie studenti nokļūs katrs savā

brigādē, ja realizēsies viens no zemāk uzrādītajiem variantiem.

I brigādē II brigādē 111 brigādē
students A students B students C

A C B

B A C

B C A

C A B

C B A

Var pārbaudīt, ka visu variantu varbūtības vienādas savā starpā

-j
9 6 3

_ „on
un vienādas ar tt-tv't?-»0,033.

18 17 16

Meklēto varbūtību atrod, visu variantu varbūtības summējot
resp. skaitli 0,033 reizinot ar 6. Tātad varbūtība, ka studenti A,
B un C nokļūs katrs savā brigādē, vienāda ar 20%.

243. §. Bernulli formula. Varbūtību teorijā ir daudz uzdevumu,
kuri atrisināmi, pielietojot varbūtību reizināšanas, kā arī saskai-

tīšanas teorēmas. No šī veida uzdevumiem var izdalīt tipu, kura

risināšana vienkāršojas, izmantojot Bernulli formulu. Apskatīsim
šī tipa uzdevumu piemēru.

Pieņemsim, ka loterejā ir 10% laimestu. legādātas 4 loterejas
biļetes.' Kāda varbūtība, ka 2 no tam laimes?_ (Pieņemt, ka kopē-

jais biļešu skaits tik liels, ka laimesta varbūtība visam biļetēm
viena un tā pati, t. i., 0,1 — neatkarīgi no ta, vai iepriekšējas bi-

ļetes laimējušas vai ne.)
Apskatīsim visus iespējamos variantus; kuri atbilst prasībai,

lai laimējušo biļešu skaits būtu 2 (1 — laimēs, n — nelaimēs).

1. biļete 2. biļete 3. biļete 4. biļete

1 1 n n

1 n 1 n

1 n n 1

n 1 1 n

n 1 n 1

nn' 1 v 1
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Pirmā varianta varbūtība ir

P=0,1 -0,1 -0,9-0,9 =0,0081.

Gluži tādas pašas ir arī pārējo variantu varbūtības. Notikums —

laimēs 2 biļetes —
iestāsies tad, kad realizēsies vai nu pirmais,

vai otrais, vai utt. sestais variants. No tā izriet, ka meklējamā var-

būtība ir visu mūsu prasībai atbilstošo variantu varbūtību summa.

Apzīmējot meklējamo varbūtību ar P2A, var rakstīt

P
2A =0,0081+0,0081+

...
+o,ooBl=6-o,ooBl= 0,0486=4,86%.

6 reizes

Reizinātājs 6 parāda, cik dažādos veidos no 4 biļetēm var izvēlē-

ties divus laimestus. (Laimesti var būt: 1. un 2. biļete, 1. un 3. bi-

ļete utt.) Tāpēc reizinātājs 6 ir kombināciju skaits no 4 pa 2, kuru

apzīmē ar C% Katrs saskaitāmais 0,0081 savukārt ir 0,1 2
un 0,92,

resp., p
2

un q
2

reizinājums. Rezultātā dabūjamsakarību

P2A
=C\p 2

q
2
.

Apzīmēsim ar n neatkarīgo izmēģinājumu skaitu, ar m noti-

kuma A iestāšanās gadījumu skaitu, ar p notikuma A varbūtību
vienā "atsevišķā izmēģinājumā, ar q notikumam A pretējā noti-

kuma varbūtību. Tad

Pm,n=Om<7«-m. (28.11)
levērojot, ka

c
m
=

nl

n ~

m\(n-m)\ '

formulu (28.11) var pārrakstīt tā:

m\(n— m)\

Aprēķinos jāievēro, ka 0! = 1.

Formula (28.11) resp. (28.1T) ir Bernulli formula.

Bernulli formulas pierādījums. Varbūtība, ka notikums notiks

pirmajos m izmēģinājumos un nenotiks atlikušajos n — m izmēģi-

nājumos, saskaņā ar neatkarīgu notikumu varbūtību reizināšanas

teorēmu ir p
m

q
n~m. Sī varbūtība nav atkarīga no tā, kuros m iz-

mēģinājumos no apskatītajiem n iestājas notikums A. No n izmē-

ģinājumiem var izvēlēties m izmēģinājumus tik dažādos veidos,
cik kombināciju var sastādīt no n pa m, t. i., dažādo veidu skaits

vienāds ar C
n

m. Tāpēc saskaņā ar varbūtību saskaitīšanas teorēmu

meklējamā varbūtība P
m,n vienāda ar C

D
mpmqn- m, kas pierāda Ber-

nulli formulu.

1. piemērs. Sēklu dīgtspēja vienāda ar 60%. Kāda varbū-

tība ka no 10 sēklām uzdīgs 8?
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Nosauksim sēklas dīgšanu par notikumu A. Tad P(A)=p =0,6.
10 sēklu iesēšana ir 10 neatkarīgi izmēģinājumi, kuros notikums

A var iestāties 0, 1, 2, 10 reizes, t. i., no iesētajām 10 sēklām

var neuzdīgt neviena, bet var uzdīgt 1,2,3 utt. Ar P8,i0 apzīmēsim
varbūtību, ka no 10 iesētam sēklām uzdīgs 8, un to aprēķināsim
pec formulas (28.11). Dabūsim

Pt.to=Cioo,68
•0,42=45 •0,68 •0,42.

Logaritmējot dabūjam

1g Psao =1g45+81g0,6 +21 g0,4 = 1,6532+2,2256+1,2042 =

=1,0830,

no kurienes

P8~o« 0,121.

2. piemērs. Ilgstoši rūpnīcas ražotās produkcijas novērojumi
liecina, ka brāķis sastāda p-to daļu no visas produkcijas. Tātad

varbūtība, ka «uz labu laimi» paņemtā detaļa būs brāķis, vie-

nāda ar p.

Komplektēsim paraugu pēc Bernulli shēmas (katru eksemplāru
pēc izpētīšanas pievienosim ģenerālajai kopai, lai tās sastāvs

pirms katras vienības izņemšanas būtu viens un tas pats).
Noteiksim varbūtību, ka šādi sastādītajā n vienību paraugā

būs m brāķa detaļu.
Ja p=0,02; m=ls; n =500, tad pēc formulas (28.11')

/3
.5,500

=

T|^syO,o2I5 -0,98«5
«0,035.

Lai izpildītu norādītās darbības, lieto logaritmu tabulas.

244. §. Diskrēts gadījuma lielums, tā varbūtību sadalījums,
vidējā vērtība un dispersija. Par diskrētu gadījuma lielumu sauc

mainīgu lielumu, kura skaitliskās vērtības ir atkarīgas no gadī-

juma, pie tam tās var sanumurēt un katrai vērtībai ir noteikta

varbūtība.*

1. piemērs. Metot kauliņu, uzmesto punktu skaits ir atkarīgs
no gadījuma un var pieņemt veselu skaitļu vērtības no 1 līdz 6.

Uzmesto punktu skaits ir diskrēts gadījuma lielums, tā iespējamās
skaitliskās vērtības ir 1, 2, 3, 4, 5, 6, un katras vērtības varbūtība

. 1

,r T-
-2. piemērs. Kada naudas loterijā ir 100 biļešu, no tam

26 laimesti, kuri sadalās šādi: 5 — par 10 rbļ., 8 — par 5 rbļ.,
13 — par 1 rbl. Vienas biļetes īpašniekam laimēta naudas summa

* «Katrai vērtībai ir noteikta varbūtība» jāsaprot tā, ka katras vērtības

realizēšana ir notikums ar noteiktu varbūtību.
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ir gadījuma lielums*, kura iespējamās vērtības ir 0; 1; 5; 10

un katras vērtības varbūtība ir attiecīgi 0,74; 0,13; 0,08 un 0,05.
Ja no 20 laimestiem ir 2 laimesti par 10 rbļ., 15

— par 5 rbļ. un

3 — par 1 rbl., tad iepriekš minēto vērtību varbūtības ir 0,80;

0,03; 0,15 un 0,02.
Lai raksturotu diskrētu gadījuma lielumu, nepietiek uzskaitīt

tā iespējamās skaitliskās vērtības, bet nepieciešams dot arī šo

vērtību varbūtības. Tā, piemēram, laimesta lielumam abos ap-

skatītajos gadījumos ir vienas un tās pašas skaitliskās vērtības,
bet šo vērtību varbūtības pavisam citādas.

Likumu, ar kura palīdzību var atrast gadījuma lieluma iespē-
jamo skaitlisko vērtību varbūtības, sauc par tā varbūtību sada-

lījuma likumu (respektīvi —

par varbūtību sadalījumu).
Gadījuma lielumu apzīmēsim ar X, tā iespējamās skaitliskās

vērtības, sakārtotas augošā kārtībā, ar xv x 2, un tām at-

bilstošās varbūtības
— ar pu p 2, Pk- Diskrēta gadījuma lie-

luma X varbūtību sadalījumu parasti attēlo tabulas 28.2 veidā

(1=1,2, ...,*).

Tabula 28.2

1. un 2. piemēra apskatīto gadījuma lielumu varbūtību sadalī-

jumi attiecīgi parādīti tabulās 28.3 un 28.4.

Tabula 28.3 Tabula 28.4

levērosim, ka visu iespējamo vērtību varbūtību summa ir 1.

Tā, piemēram, no tabulas 28.4

0,74 +0,13 +0,08+0,05=1.

Piezīme. 27. nodaļā runājām par variējošu lielumu. Jēdzie-

niem «variējošs lielums» un «gadījuma lielums» ir vienāds saturs.

Pirmo apzīmējumu lieto variāciju statistikā, otro — varbūtību

teorijā. Varbūtības statistiskais analogs ir relatīvais biežums, tā-

* Sajā un sekojošos paragrāfos bieži apzīmējumu «diskrēts» īsākas iz-

teiksmes dēļ izlaidīsim.

x2

Pl Pl P2 Pk

1 2 3 4 5 6

Pi
_L J. _L _L _L _L
0 6 6 6 6 6

Pl

0 1 5 10

0,74 0,13 0,08 0,05
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pēc variāciju rindu savukārt var uzskatīt par varbūtību sadalī-

juma statistisko analogu.
Varbūtību sadalījuma raksturošanai lieto atbilstošā gadījuma

lieluma X vidējo vērtību v, un dispersiju a
2.

Definīcija. Par diskrēta gadījuma lieluma X vidējo vēr-

tību ļi sauc tā iespējamo vērtību Xi un attiecīgo varbūtību p x
reizi-

nājumu summu.

H
=v,(X) =xlpl+x 2p2+... + xkpk, (28.12)

jeb

H=2*iPi. (28.12')

Piemērs. Atrast vidējo vērtību v, gadījuma lielumam, kura
varbūtību sadalījums attēlots tabulā 28.5.

Tabula 28.5

ļi=
- 1,3 • 0,15-0,4• 0,10+0,1 •0,20+0,4 -0,15+

+ 1,1 -0,25+1,2-0,15=-0,195-0,040+0,020+0,060+

+0,275 +0,180=0,300.

Vidējais aritmētiskais ir vidējās vērtības statistiskais analogs.
Formula (27.12), kura izsaka vidējo aritmētisko, ir analoga formu-

lai (28.12'), kura definē vidējo vērtību.

Ja varbūtības vietā lieto attiecīgā notikuma ar formulu (28.2)
definēto relatīvo biežumu, tad formulas (28.12) un (28.12') izsaka

diskrēta gadījuma lieluma vidējo aritmētisko. Ir jāatšķir vidējā
vērtība no vidējā aritmētiskā. Tā kā vidējās vērtības noteikšanā
lieto varbūtības, kuras bieži nav precīzi zināmas, tad arī vidējā
vērtība praktiski parasti nav precīzi nosakāma. Notikuma rela-

tīvie biežumi dažādās izmēģinājumu sērijās svārstās ap skaitli,
kas izsaka notikuma varbūtību, gluži tāpat arī vidējie aritmētiskie

grupējas ap vidējo vērtību. Tā kā par varbūtības aptuvenu vēr-

tību var uzskatīt tādu relatīvo biežumu, kuru atrod, izdarot pie-
tiekami daudz novērojumu, tad arī par aptuvenu vidējo vērtību

var pieņemt tādu vidējo aritmētisko, kas aprēķināts pie liela no-

vērojumu skaita.

Gadījuma lieluma X vērtību izkliedi ap šī lieluma vidējo vēr-

tību v, raksturo gadījuma lieluma dispersija o
2

un standartno-

virze (T.

Diskrēta gadījuma lieluma X novirze no vidējās vērtības, t. i.,

X—\i, tāpat arī šīs novirzes kvadrāts (X— n) 2 ir diskrēts gadī-
juma lielums, kura varbūtību sadalījumu attēlo tabula 28.6.

-1,3 -0,4 0,1 0,4 1.1 1,2

Pi 0,15 0,10 0,20 0,15 0,25 0,15
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Tabula 28.6

Gadījuma lieluma dispersija ir ta novirzes kvadrāta vidēja
vērtība.

Pēc formulām (28.12) un (28.12') iegūstam

a
2=c

2(X) = (xl- u ) 2
p,+ (x2-ii)

2
P2+ .. .+ (xk-\i) 2

pk (28.13)
jeb

o
2=2(xl- ii) 2pl. (28.13')

Attiecīgi

a =ļ/2(xl- (i) 2
pi. (28.14)

Piemērs. Atrast dispersiju un standartnovirzi iepriekšējā

piemērā dotajam gadījuma lielumam.

Saskaņā ar formulām (28.13) un (28.14) iegūstam

0-2= ( — 1,3—0,3) 2-0,15+ (-0,4-0,3)2-o,lo+ (0,1-0,3) 2
-0,20 +

+ (0,4-a,3) 2-0,15+(l,l-0,3) 2 -0,25+ (1,2-0,3)2• 0,15 =0,7240,

no kurienes

o«0,85.

245. §. Varbūtību binomiālais sadalījums. Ja gadījuma lieluma

varbūtību sadalījums dots ar Bernulli formulu, tad saka, ka ga-

dījuma lielumam ir varbūtību binomiālais sadalījums. Tas pastāv

tad, ja izdarīti n neatkarīgi izmēģinājumi un katrā izmēģinājumā
notikumam ir viena un tā pati varbūtība p.

Tabulā 28.7 dotas notikuma iestāšanās gadījumu skaita iespē-

jamās vērtības: 0, 1, ..., m, ..., nun to varbūtības, kuras atras-

tas pēc Bernulli formulas.

Tabula 28.7

Tabulā 28.8 ir laimestu skaita varbūtību sadalījums 243. § ap-

skatītajam piemēram.
Tabula 28.8

O-n) 2

Pi

m .0 1 2 m n

Pm.n np
a-lq

0

0,6561

0 1

0,2916

1 2

0,0486

2 3

0,0036

3 4

0,0001

4

2 Pm.D-1Pm.n
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Kontrolei lietderīgi varbūtības summēt
—

summai jābūt vienā-
dai ar vienu.

Tabulas statistiskā jēga ir šāda. Ja 10 000 cilvēku iegādātos
katrs pa 4 biļetēm, tad sagaidāms, ka 6561 biļešu īpašniekam ne-

būs neviena laimesta, 2916 biļešu komplekti saturēs pa vienam lai-

mestam, 486
—

2 laimestus, 36
—

3 laimestus un tikai vienā ga-

djumā no 10 000 laimēs visas 4 biļetes. Tāda prognoze izdarāma
saskaņā ar lielo skaitļu likumu.

Var pierādīt, ka binomiālajam sadalījumam vidējā vērtība

ļi
=

np. (28.15)

Dispersija

a
2
=npq, (28.16)

standartnovirze

a=fn~pq. (28.17)

Sai piemērā

v=4-0,1=0,4;

cr
2
=4-0,l-0,9=0,36;

o =)Ū36=0,6.

246. §. Binomiālā sadalījuma visvarbūtīgākā vērtība. To dis-

krēta gadījuma lieluma vērtību, kurai ir vislielākā varbūtība, sauc

par visvarbūtigāko vērtību jeb modu. Tā, piemēram, tabula 28.5

dotajam gadījuma lielumam moda ir 1,1, jo tai atbilst vislielākā

varbūtība 0,25.

Gadījuma lielumam var būt arī vairākas modās, t. i., vairākas

iespējamās vērtības ar vienādām vislielākajām varbūtībām.

Gadījuma lielumam ar varbūtību binomiālo sadalījumu moda

ir vesels skaitlis, jo šeit moda izsaka visvarbūtigāko notikuma

iestāšanās gadījumu skaitu. Var pierādīt, ka šai gadījumā moda ir

vesels skaitlis mO, kurš apmierina nevienādības

np-q^m +p. (28.18)

Sīs nevienādības labā puse atšķiras no kreisās puses par 1

(np+p—np+q= 1), tāpēc abas puses reizē ir daļskaitļi vai reizē

veseli skaitļi.
Ja np-q ir daļskaitlis, tad ir viena moda, ja np-q ir vesels

skaitlis, tad ir divas modās. Tā, piemēram, ja n=ls, P =

-g->
tad

np-q=lļ—|=4-ļ- un np+P"- «=s-; 4-ļ^mo m o=s.

1 15 1

Pieņemsim, ka n=ls; P=*-ķ', tad nP~a=~2 2
=7UnnP+ P=8-



482

Aprēķinot varbūtības P
7,isun Pg,\s, var konstatēt, ka tas ir vie-

nādas.

P8~5= • =Cj(ļ)
15

=0,196.

Sajāgadījumā ir divas modās 7 un 8 ar vienādām vislielākajām
varbūtībām0,196.

Ja reizinājums np ir vesels skaitlis, tad moda vienāda ar šo

reizinājumu, t. i., m0=np.

243. § 2. piemērā visvarbūtīgākais brāķa detaļu skaits apska-
tītajā 500 vienību paraugā ir 10, jo np= 500 • 0,02= 10=m

O.
Apskatīsim vēl šādu piemēru. Ilggadīgi novērojumi parādī-

juši, ka pirmo piecu gadu laikā iet bojā 15% no jauniestādītajiem
konkrētas šķirnes plūmju kociņiem. Kolhoznieka piemājas dārzā

iestādīti- 10 šīs šķirnes kociņi. Kāds ir visvarbūtīgākais izkritušo

kociņu skaits?

Seit

p=0,15, n=lo.

Saskaņā ar formulu (28.18)

1,5-o,Bss£mos£l,s +0,15 jeb 0,65<m0<1,65,
t. i.,

mo= 1.

Vislielākā varbūtība, ka izkritīs viens kociņš.
247. §. Binomiālā sadalījuma grafisks attēlojums. Pieņemsim,

ka urnā ir 3 lodītes, no kurām 2 baltas un 1 melna. Tātad baltās
2 1

lodītes izvilkšanas varbūtība ir p—-~, bet melnas — q——. No
o o

urnas sešas reizes pēc kārtas ņem pa lodītei, pie tam katru iz-

vilkto lodīti pēc krāsas atzīmēšanas atliek urnā atpakaļ. Izvilkto

balto lodīšu skaits var būt 0, 1,2, 3, 4, 5, kā arī 6. Katras vērtī-

bas varbūtību atrod pēc Bernulli formulas. Balto lodīšu skaita

varbūtību sadalījums dots tabulā 28.9, bet tā grafisks attēlojums
208. un 209. zīmējumos.

Tabula 28.9

Varbūtības grafiski attēlotas 1) ka ordinates punktiem ar absci-

sām m= 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, pie tam ordinātu galapunkti savienoti

Balto lodīšu

skaits m

Varbūtības

Pm.n

0 1 2 3 4 5 6

1 12 _60_ J60 240 _192 _64_
729 729 729 729 729 729 729
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ar taisnes nogriežņiem (208. zīm.); 2) kā laukumi taisnstūriem,
kuru pamata garums ir viena vienība, bet augstums vienāds ar

atbilstošo varbūtību (209. zīm.).
Abos gadījumos lietderīgi uz ordinātu ass ņemt citādu mērogu

208. zīm.

nekā uz abscisu ass. Pirmajā gadījumā iegūstam sadalījuma poli-
gonu, otrajā — histogrammu. Svarīgi iegaumēt, ka grafikā attē-

loto taisnstūru laukumi skaitliski vienādi ar iespējamo vērtību

varbūtībām.

Tā kā visu taisnstūru pamatu garumi vienādi ar 1 un aug-

stumu summa arī ir 1 (binomiālā sadalījuma gadījumā (^+p) n«=

=1), tad taisnstūru laukumu summa ir 1, t. i.,

"i 1
x1Jl-M Jl-ui 1Ģ°4.l 240 192,, Ji i

729 _729
+

729
+ 729"*" 729

"

1
"

729 V 729

209. zīm.
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Pēdējā vienādība izsaka varbūtību, ka balto lodīšu skaits pieņem
vienu no septiņām iespējamām vērtībām.

Trīs lielāko taisnstūru laukumu summa ir aptuveni vienāda ar

0,812, jo

160 240 192 592
1

729
+ 1

729
+ 1

m
=
m~

m-

Tā skaitliski vienāda ar varbūtību, ka balto lodīšu skaits būs vai

nu 3, 4, vai 5.

ledomāsimies, ka apskatītajā piemērā neatkarīgo izmēģinā-

jumu skaitu n palielinām. Gadījuma lielums
— balto lodīšu

skaits — var pieņemt n+l vērtību. Lai zīmējums nebūtu pārāk
izstiepts, horizontālajā virzienā jāņem ļoti maza mēra vienība.

Atliekot zīmējumā katrai iespējamai vērtībai atbilstošo varbūtību

un ordinātū galapunktus savienojot ar vienlaidu gludu līniju,

iegūstam varbūtībusadalījuma līkni (210. zīm.).

210. zīm.

Jāievēro, ka no līknes var nolasīt tikai diskrētā gadījuma
lieluma X iespējamo vērtību varbūtības, arī taisnstūru laukumi

skaitliski vienādi ar iespējamo vērtību varbūtībām. lespējamās
vērtības 210. zīmējumā atzīmētas ar krustiņiem.

Ja gadījuma lielumam X ir ļoti daudz iespējamo vērtību, tad

svarīgi aprēķināt varbūtību, ka gadījuma lielums pieņem kādu

vērtību intervālā (a, B), jo katras atsevišķas vērtības varbūtība

pie liela n ir ļoti maza. Varbūtību, ka gadījuma lielums X pie-
ņem vērtību intervālā (a, B), apzīmēsim ar P{a<X<B}. Pēc

varbūtību saskaitīšanas teorēmas tā skaitliski vienāda ar to taisn-

stūru laukumu summu, kuri konstruēti uz nogriežņa ct 6.

Lielam n taisnstūru laukumu summa praktiski neatšķiras no

līklīniju trapeces laukuma, kuru ierobežo varbūtību sadalījuma

līkne, vertikālas taisnes, kuras novilktas punktos a un 8, un no-

grieznis a B.

248. §. Nepārtraukts gadījuma lielums, tā varbūtību sadalī-

jums, vidējā vērtība un dispersija. Atšķirībā no diskrēta gadījuma
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lieluma nepārtraukts gadījuma lielums * var pieņemt jebkuru vēr-

tību kādā intervālā, un tā iespējamo vērtību skaits ir neierobežoti

liels. Apskatīsim dažus nepārtraukta gadījuma lieluma piemērus.
1. piemērs. Ja artilērists izšauj no viena ieroča uz vienu

mērķi nemainīgos apstākļos, tad izrādās, ka šāviņa lidojuma tā-

lums dažādos šāvienos ir dažāds. Šāviņa lidojuma tālums ir

nepārtraukts gadījuma lielums.
2. piemērs. Konkrēta priekš-

meta lieluma (piemēram, svara) katra

atsevišķa mērījuma rezultāts ir ne-

pārtraukts gadījuma lielums, kurš

var pieņemt jebkuru vērtību priekš-
meta īstā lieluma tuvumā.

Var pierādīt, ka nepārtrauktam
gadījuma lielumam katras iespējamās
vērtības varbūtība ir 0 **, tāpēc jau-

tājumam par katras atsevišķas vēr-
211. zīm.

tības varbūtību nav nozīmes. Būtiski

svarigi aprēķināt varbūtību, ka nepārtraukts gadījuma lielums X

pieņem vērtību kādā intervālā (x\, x 2) (211. zīm.). So vērtību ap-

zīmēsim ar P{*i<Ar<*2}.

Piezīme. Tā kā katras atsevišķas vērtības varbūtība ir 0,
tad P {x!<X<x 2}=P{x i s^X^x2} =P {x i^X<x2}=P {xl<Xs^x2}.
Arī diskrētam gadījuma lielumam šīs varbūtības aptuveni vienā-

das, ja vien iespējamo vērtību skaits ir pietiekami liels, t. i., kat-

ras iespējamās vērtības varbūtība ir pietiekami maza.

Likumu, ar kura palīdzību var noteikt varbūtību, ka nepār-

traukts gadījuma lielums X pieņem vērtību Intervālā (xu
x2), sauc

par šī lieluma varbūtību sadalījumu.
Nepārtrauktam gadījuma lielumam X varbūtību sadalījumu

var dot ar sadalījuma funkciju F(x), kura izsaka varbūtību, ka

>X pieņem vērtību, mazāku par x. So varbūtību apzīmējot ar

P{X<x}, var rakstīt

F(x)=P{X<x}.

Par nepārtrauktu gadījuma lielumu sauc mainīgu lielumu X,

kura vērtības atkarīgas no gadījuma un kuram eksistē nepār-

traukta varbūtību sadalījuma funkcija.

Apzīmēsim ar A notikumu, ka X pieņem vērtību, mazāku par

x2, ar B notikumu, ka X pieņem vērtību, mazāku par x v un ar

C notikumu, ka X pieņem vērtību, mazāku par x 2, bet ne mazāku

par Tad notikumi BunC ir nesavienojami, pie tam notikums

* Nepārtraukta gadījuma lieluma definīciju apskatīsim vēlāk pec dažu

palīgjēdzienu precizēšanas. ' . _

** Ja notikuma varbūtība ir 0, nevar apgalvot, ka notikums ir neiespē-

jams. Tā, piemēram, katrā izmēģinājumā nepārtraukts gadījuma lielums pie-

ņem vienu iespējamo vērtību, t. i., iestājas notikums, kura varbūtība ir 0.
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A iestāsies tad, ja iestāsies vai nu notikums B, vai C. Pec varbū-

tību saskaitīšanas teorēmas

P(B)+P(C)=P(A)

jeb
P{X<Xļ}+P {*, 2}=P {X<x2},

un, tā kā

P{X<xl}=F(xļ), P{X<x2}=F(x2),

tad, ievērojot piezīmi,

P{xi<X<x2}=F(x2)-F{xl).

Varbūtība, ka X pieņem vērtību elementārā intervālā (x,x +

+A*), ir vienāda ar funkcijas F{x) pieaugumu, t. i.,

P{x<X<x +Ax}=F(x +Ax)-F{x).

Pieņemot, ka F(x) ir diferencējama visiem x, atradīsim F(x)
atvasinājumu.

Ax->0 AK

Apzīmēsim F'(x)=f(x), un, tā ka funkcijas pieaugums ir aptu-
veni vienāds ar tās diferenciāli, tad

P{x<X<x+ Ax}&f(x)-Ax. (28.19)

Reizinājumu f(x) •Ax sauc par varbūtības diferenciāli, bet fun-
kciju f(x) mēdz saukt par diferenciālo sadalījuma funkciju*

Tāpat kā, zinot laukuma vai tilpuma diferenciāli, ar integ-
rēšanas palīdzību atrod pašu laukumu vai attiecīgi tilpumu, zi'nor

varbūtības diferenciāli, ar integrēšanas palīdzību var atrast var-

būtību, ka gadījuma lielums X pieņem vērtību Intervālā (xv x 2).

P{x l
<X<x2}=f f(x)dx =F(x2)-F(xl ). (28.19')

Sī formula rāda, ka, lai dotu nepārtrauktu gadījuma lieluma

varbūtību sadalījumu, pietiek dot funkciju f(x).
Tā kā noteiktais integrālis ģeometriski interpretējams kā lau-

kums, tad varbūtība, ka l pieņem vērtību intervālā (Xļ,x2), ir

skaitliski vienāda ar līklīniju trapeces x{ADx
2 laukumu, kuru iero-

bežo funkcijas y=ļ(x) grafika — varbūtību sadalījuma līkne,
taisnes x= xv x= x2un Ox ass (211. zīm.). Līdzīgi varbūtību

P{x<.X<ix +Ax} attēlo līklīniju trapeces xBCE laukums, bet tās

aptuveno vērtību f(x) -Ax izsaka taisnstūra xBCxE laukums.

•* f(x) sauc arī par varbūtības blīvumu jeb blīvuma funkciju punktā x.
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Lai atrastu sakarības nepārtraukta gadījuma lieluma X vidē-

jās vērtības v, un dispersijas o
2 aprēķināšanai, ievērosim, ka vi-

sos aprēķinos ar nepārtrauktiem gadījuma lielumiem varbūtību
diferenciālim f(x)dx ir tā pati loma, kas varbūtībai px aprēķinos
ar diskrētiem gadījuma lielumiem. Tāpēc formulās (28.12') un

(28.13') apmainīsim p { ar f(x)dx, bet summas — ar attiecīgajiem
integrāļiem. Ja X iespējamās vērtības atrodas intervālā (ct, B), tad

.'. • 3 •

v =fxf(x)dx (28.20)

un

B

o
2
=f (x- ļl )

2f(x)dx, (28.21)

kur x—

p ir novirze no vidējās, vērtības.
Ja X iespējamās vērtības atrodas intervālā ( — 00, oo), tad

v= / xf(x)dx (28.22)

un

o
2
= f (x-ļi)

2f(x)dx. (28.23)

249. §. Teorēmas par vidējo vērtību un dispersiju. Gadījuma
lielumus Xv X 2,..., KaX

a sauc par savstarpēji neatkarīgiem, ja ap-

stāklis, ka kāds no šiem lielumiem pieņēmis noteiktu vērtību, ne-

ietekmē citu lielumu varbfitlbu sadalījumus.
Bez pierādījuma,atzīmēsim dažas svarīgas teorēmas par gadī-

juma lielumavidējo vērtību un dispersiju.
1. teorēma. Ja c Ir patvaļīga konstante, tad

Vi(cX)=cv.(X) (28.24)
un

a
2(cX)=c2

c
2(X). (28.25)

2. teorēma. Divu gadījuma lielumu Xļ un X 2 summas vi-

dējā vertiba vienāda ar to vidējo vērtību summu.

li(X1+X2) (28.26)

3. teor ē m a. Ja X\ un X 2 Ir neatkarīgi gadījuma lielumi,
tad to algebriskās summas dispersija vienāda ar attiecīgo disper-
siju summu.

a
2(Xl±X2)=o

2(X1)+o
2 (X 2). (28.27)

Abas pēdējās teorēmas ir vispārināmas jebkuram galīgam
gadījuma lielumu skaitam.
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1. piemērs. Izdarot n neatkarīgus izmēģinājumus, noti-

kuma biežums ir diskrēts gadījuma lielums X, kurš var pieņemt
vērtības 0, 1, 2, ..., m, ..., n. Attiecīgi notikuma relatīvais bie-

žums ir diskrēts gadījuma lielums —, kurš var pieņemt vērtības

0, . 1. Varbūtība, ka n izmēģinājumos noti-
n n n

&

kums iestāsies m reizes, vienāda ar varbūtību, ka notikuma rela-

m X
tīvais biežums bus —. Tas nozīmē, ka lielumu X un — vērtību

n n

varbūtības atrod pēc vienas un tās pašas Bernulli formulas. Tā-

pēc teiksim, ka relatīvajam biežumam pastāv varbūtību binomiālā

sadalījuma likums.

Pēc formulām (28.15) un (28.16) lieluma X vidējā vērtība ir

np un dispersija ir npq, kur p ir notikumavarbūtība.

Saskaņā ar 1. teorēmu relatīvajam biežumam vidējā vērtība

ir

jeb

p(4)=P. (28.28)

bet dispersija

jeb

(28.29)

Relatīvā biežuma standartnovirze ir

2. piemērs. Pieņemsim, ka nemainīgos apstākļos kādam lie-

lumam izdarīti n mērījumi. Ir vesela rinda apstākļu (instru-
menta stāvoklis, novērotāja novietojums, gaisa sastāvs v. c),
kuru ietekmē dažādi mērījumi dod dažādus rezultātus un rodas

t. s. gadījuma kļūdas. Mērījumu rezultātus apzīmēsim ar X
v

X2,
..., X

n. Katra mērījuma rezultāts ir nepārtraukts gadījuma lie-

lums, kurš visās iespējamās n mērījumu sērijās var pieņemt da-

žādas skaitliskās vērtības priekšmeta īstā lieluma tuvumā.

Visiem minētajiem lielumiem X
h

X 2,..., X
n ir viena un tā pati

vidējā vērtība — priekšmeta īstais lielums, kuru apzīmēsim ar n.

Tā kā visi mērījumi notiek nemainīgos apstākļos, tad mērījuma
rezultātiem var pieņemt vienu un to pašu standartnovirzi o.
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Gadījuma, lielumus Xv X 2,..., X
n varam uzskatīt par savstar-

pēji neatkarīgiem.

n mērījumu rezultātu vidējais-aritmētiskais X=
Xi+X2+-■-+X

n

n

an ir gadījuma lielums. Ta vidēja vērtība pēc 1. un 2. teorēmas ir

=-i[p(A-,) +lx(X2) +... + ļl (Xn)]=-L.nļi
■ļ n

jeb

|A(J)=n. (28.31)

Gadījuma lieluma dispersija saskaņā ar 1. un 3. teorēmu ir

a* (JT) =02^i+
X2+.-.+Xn ļ =

=

J_
o

2 (Xi+X2+
...

+Xn) = J_
no2

jeb

a
2

(28.32)

Attiecīgi standartnovirze ir

(28.33)
y«

Secinājums. Ja ir n savstarpēji neatkarīgi gadījuma lie-

lumi ar vienu un to pašu vidējo vērtību un vienu-un to pašu stan-

dartnovirzi, tad to vidējam aritmētiskajam ir tāda pati vidējā vēr-

tība kā katram no dotajiem gadījuma lielumiem, bet reizes

mazāka standartnovirze.
Tātad daudzu savstarpēji neatkarīgu gadījuma lielumu vidē-

jais aritmētiskais ir ar mazāku izkliedi nekā katrs no dotajiem
lielumiem atsevišķi. Tas nozīmē, ka vairāku mērījumu vidējais
aritmētiskais ir daudz tuvāk vidējai vērtībai (mērījamā lieluma

īstajai vērtībai) nekā katrs atsevišķs mērījums. •
250. §. Varbūtību normālais sadalījums. Viens no svarīgāka-

jiem nepārtrauktu gadījuma lielumu varbūtību sadalījumu veidiem

ir varbūtību normālais sadalījums.
Ja gadījuma lieluma varbūtību sadalījums dots ar funkciju

1 (X—ļl)1

f(*)~-=e~
. (28.34)

ay2jt
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tad saka, ka gadījuma lielumam ir varbūtību normālais sadalī-

jums, a ir attiecīgā gadījuma lieluma standartnovirze, v. —
tā

vidējā vērtība.

Lai atrastu varbūtību. normālā sadalījuma līkni*, izpētīsim

funkciju f(x) un konstruēsim tās grafiku.
Funkcijai ir šādas īpašības:
1) funkcijas grafika ir simetriska pret taisni, kura paralēla

Oy asij un atrodas attāļumā v no šīs ass (212. zīm.), jo absci-

sām v — Ax un u+ Ax atbilst vienādas ordinātes y;

2) ar atvasināšanu var noskaidrot, ka funkcijai vienīgais mak-

simums ir punktā x= v, pie tam funkcijas maksimālā vērtība ir

1 0,40 ....
. ,

— . Minimuma funkcijai nav;

a|2jt or

3) funkcija ir pozitīva visiem x un tiecas uz nulli, kad

tādēļ funkcijas grafika asimptotiski tuvojas Ox asij;
4) funkcijas, grafikas, kuras atbilst dažādām o vērtībām, - re-

dzamas 213. zīmējumā. (Seit ņemts u=3, tomēr skaitļa v izvēle

līknes veidu neietekmē.) Kā redzams, jo lielāka standartnovirze

or, jo lēzenāka līkne — un otrādi — jo mazāka standartnovirze,

jo līkne stāvāka.

Varbūtību normālā sadalījuma likums vai arī aptuvens nor-

mālais sadalījums pastāv daudziem gadījuma lielumiem. Tā, pie-
mēram, cilvēku auguma garumam ir varbūtību normālais sada-

lījums. Tas nozīmē, ka bieži sastopami vidēja auguma cilvēki,
turpretim ļoti maza un ļoti liela auguma cilvēki sastopami daudz

retāk; tāpat vienādas novirzes no auguma vidējā garuma novē-

rojamas vienādi bieži.

212. zīm. 213. zīm.

Normālais sadalījums spēkā arī dzīvnieku dažādām fiziskām

īpašībām, augu svaram, garumam, dažādu lauksaimniecības kul-

tūru ražām, dažādu materiālu mehāniskajām īpašībām utt.

* Šo līkni mēdz saukt ari par Gausa varbūtību līkni jeb vienkārši par

Gausa līkni.
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Minētos faktus pamato Ļapunova teorēma, kuras sekas ir

šādas:
Ja gadījuma lielums X uzskatāms par ļoti liela skaita savstar-

pēji neatkarīgu gadījuma lielumu X
v

X 2,... ,Xn summu, pie tam

katra atsevišķa lieluma letekme uz visu summu ir ļoti maza, tad

gadījuma lielumam X ir varbūtību sadalījums, kas aptuveni vie-

nāds ar normālo.

Tātad, ja vien ir pamats pētāmo lielumu uzskatīt par ļoti dau-

dzu neatkarīgu gadījuma lielumu summu, kura praktiski nav

atkarīga no katra atsevišķā saskaitājnā, tad var apgalvot, ka

pētāmam lielumam ir varbūtību normālais sadalījums. Tā,
mēram, konkrēta auga garums ir atkarīgs no ļoti daudziem ga-

dījuma apstākļiem. Katrs gadījuma apstāklis uz auga garumu at-

stāj ļoti niecīgu ietekmi, tomēr visi kopumā tie var ievērojami
ietekmēt pētāmo lielumu — auga garumu.

levērojot teikto, ir skaidrs, ka arī mērījumu gadījuma kļūdām

pastāv varbūtību normālais sadalījums, jo tās rodas ļoti daudzu

sīku gadījuma faktoru ledarbības rezultātā (sk. 249. § 2. piem.).
Arī paši mērījumi ar gadījuma kļūdām seko varbūtību normālā

sadalījuma likumam.

Piezīme. Jāatšķir mērījuma gadījuma kļūda no. sistemātis-

kas kļūdas. Pēdējo rada faktors, kurš darbojas pastāvīgi un pa-

rasti stipri iespaido mērījuma rezultātu. Tā, piemēram, svēršana

ar kļūdainiem svariem rada sistemātisku kļūdu.

251. §. Varbūtību binomiālā sadalījuma asimptotiskā formula

(Laplasa lokālā teorēma). Varbūtību normālais sadalījums ir bi-

nomiālā sadalījuma robežgadījums, kad neatkarīgo izmēģinājumu

skaits ir neierobežoti liels, t. i., kad n-+oo. Ja p= ?=-ļ-, tad bi-

nomiālā sadalījuma grafikas (poligons, histogramma) jau nelie-

lām n vērtībām labi atbilst Gausa līknei, t. i., ar formulu (28.34)
definētās funkcijas grafikai. Pie šāda nosacījuma no sadalījuma
tabulas (sk. 245. § tabulu 28.7) galiem vienādi attālināto gadī-

juma lieluma vērtību varbūtības ir vienādas

p
m

q
n
~

m
=Cņ-m

p
n-m qm =C™ļ-ļ-ļ

un binomiālā sadalījuma grafikas ir simetriskas figūras (sk'. 214.

zīm. aun /)). ■
. _,
, .

Varbūtību, ka n neatkarīgos izmēģinājumos notikums iestā-

sies m reizes, ir grūti aprēķināt pēc Bernulli formulas, ja n liels.

Tāpēc Pm,n aprēķināšanai lieto asimptotisko formulu

ļ (m-np)2

Pm n «— (28.35)
}'2nnpq

kuras pamatā ir minētā sakarība starp binomiālo un normālo sa-

dalījumu, kad n->oo. Sl formula dod jo labāku tuvinājumu, jo
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lielāks n un jo mazāk p atšķiras no q. Formulas labā puse izsaka

tādu m funkciju, kuras grafika simetriska pret taisni, kas para-

lēla ordinātu asij un novilkta np vienību attālumā no tās. Ja p

un q maz atšķiras no viena vai nulles, tad attiecīgais poligons

214. zīm.

vai histogramrna ir stipri asimetriskas figūras un formulas lie-

tošana ari lielām n vērtībām rada ievērojamu kļūdu. Formulas

lietošanu atvieglo I tabula (pielikumā), kura sastādīta lielumam

1
f(t)=-=e~T,

kur

ļ_m —np-

Tļnpq

Formulu (28.35) var pārrakstīt šādi:

P
m>n

«-=Lf(O- (28.35')
ļnpq

.Piezīme. Risinot piemērus, jāievēro, ka /(/) ir pāra fun-

kcija, t. i., /(-o=/(0-
-1. piemērs. Aprēķināsim 243. § 1. piemēra varbūtību, ka

no 10 sēklām uzdīgs 8, t. i., PB, io ar asimptotiskās formulas pa-

līdzību.
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Pēc dotā n=lo, m= 8, p
=0,6, <? =0,4.

Atrodam m-n/?=8-6=2; =T/2~4« 1,549- t=
2

«129
■ , ' 1,549 '

'

Tabula i vērtībai 1,29 atbilst f(t) =0,1736.

P
_01

1736
ļloPB'lo-T549~^°'112-

Sī varbūtības precīzāka vērtība P8,10«0,12l aprēķināta 243. pa-
ragrāfā. Relatīvā kļūda ir

»M.,00% »7,4%.

2
: piemērs. Aprēķināsim varbūtību, ka, 100 reizes metot

monētu, 40 reizes uzmetīsim ģerboni.

P=<7=y; n=100; m =40.

Pēc Bernulli formulas (28.111)

100! / 1 \<° / 1 \«>
Pio-m==

40160! '(t) -[-2 ) ~mOM-
Pēc asimptotiskās formulas (28.35')

P4O, ioo=4- •0,0540=0,01080.
0

Relatīvā kļūda ir

|0,01084-o,oloBo|

0,01080
10U/o~0,4/o.

Te relatīvā kļūda ir ievērojami mazāka nekā 1. piemērā, kas

izskaidrojams ar to, ka n lielāks un p=q=~.

252. §. Puasona sadalījums. lepriekšējā paragrāfā redzējām,
ka normālais sadalījums ir labs binomiālā sadalījuma tuvinājums,
ja p«<7. Ja p vērtība ir ļoti maza un n vērtība ļoti liela, labu tu-

vinājumu iegūst ar citu formulu, kura definē t. s. Puasona sada-

lījumu. Sī formula ir

(28.36)
ml v i

Te
ļi =np. Ar šo formulu dotā funkcija ir tabulēta, un konkrētiem

m un ļi tās vērtības atrod tieši speciālā tabulā. Atradīsim P\s 500,
ja p =0,02, pielietojot formulu (28.36) (sk. 243. §). Dabūjam '

1015

Pīs. 500«ļ^-e-lū
«0,035.
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Puasona sadalījumu sauc arī par reto parādību likumu, jo tā

pamatā ir nosacījums, ka-vienā atsevišķā izmēģinājumā notikuma

varbūtība p ir ļoti maza.

Puasona sadalījumam ir liela nozīme ne tikai kā binomiālā

sadalījuma robēžgadījumam, bet arī tāpēc, ka Puasona sadalī-

jums ir atkarīgs tikai no viena parametra \x. Pielietojot formulu

(28.36), nav jāzina atsevišķi ne n, ne p, taču svarīgi, lai to rei-

zinājums resp. vidējā vērtība v būtu konstanta visās izmēģinā-

jumu sērijās.
Piemērs. Pieņemsim, ka nolūkā pārbaudīt sēklas materiāla

tīrību no timotiņa sēklu kopuma paņemti 30 iesvari un katrā no

tiem noteikts nezāļu sēklu skaits. lesvaru sadalījums atkarībā no

atrasto nezāļu sēklu skaita dots -tabulas 28.10 pirmajās divās
ailēs. Šajā gadījumā varam pieņemt, ka ir izpildīti Puasona sa-

dalījuma priekšnosacījumi: katrā izmēģinājumu sērijā — iesvarā

sēklu skaits ir ļoti liels, nezāļu sēklu koncentrācija p ļoti maza

un vidēji uz katru iesvaru ir viens un tas pats nezāļu sēklu
skaits p.

Tabula 28.10

Pamatojoties uz šo pieņēmumu, prognozētais iesvaru procents

jāaprēķina pēc formulas (28.36). Vispirms aprēķina p kā svērto

vidējo aritmētisko variāciju rindai; dabūsim

- 0-4+l-9+2-8+3-5+4-3+ 5-1
to

p«* =

30- —«1,9.

Teorētiski sagaidāmo"iesvaru skaitu atrod, reizinot P
m ar 30.

Tā, piemēram, 4,49=0,1496-30. Kā redzams, praktiski iegūtais
iesvaru skaits labi atbilst teorētiski sagaidamajauu

Der iegaumēt, ka Puasona sadalījumam vidējā vērtība vie-

nāda ar dispersiju, t. i.,

p
= 02.o

2.

Mūsu piemērā s2 atrod kā dispersiju variāciju rindai (sk.

228. §). legūst s
2
= 1,8«1,9i.

Iesvaru

skaits
Pm

Teorētiskais

iesvaru

skaits

0

1

2

3

4

i 5

4

9

t 8

5

3

1

0,1496

0,2842

0,2700
0,1710

0,0812

0,0309

4,49
8,53

8,10
5,13

2,44

0,93
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253. §. Varbūtību integrālis. Ja gadījuma lielumam X ir var-

būtību normālais sadalījums, tad, ievietojot formulā (28.19') f(x)
vieta ar formulu (28.34) definēto funkciju, iegūstam

X2(*-M)2

P{xi<X<x a}=f -L=e
2o' dx. (28.37)

x, oy2n

Integrā|a aprēķināšanai lieto substitūciju —
dx=

a a

=dt, pie tam pastāv šada integrācijas robežu atbilstība:

legūstam

r 1

P{xx<X<x2} =) - ==e-Tdt. (28.38)

Aprēķinot noteikto integrāli ar Ņūtona—Leibnica formulu, vis-

pirms atrod atbilstošo nenoteikto integrāli. Integrāli

[-L=e~Tdt
J i2n

nevar izteikt ar elementārām funkcijām, tāpēc integrāļa (28.38)
aprēķināšanā lieto gatavu tabulu. Vispirms izdarīsim dažus pār-
veidojurrfus saskaņā ar noteiktā integrāļa īpašībām.

'» _ii i
v -ii

i
0 -ii

f-4=e- 2dt=-L= fe 2 dt+-L=[e 2

dt=
J V2n y2n/ y2n J

<±~1-Ļ fe~
2

dt U-Ļmti)

kur

4
—-

<D(f) =-==/« 2
dt. (28.39)

Ar formulu (28.39) definēto funkciju (£>(t) sauc par varbūtību

integrāli. Praksē varbūtību integrāļa vērtības atrod ar II tabulas

palīdzību.

X

t

*1

rl=___

x2
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Pēc formulas (28.38) un tai sekojošiem pārveidojumiem

P {x\<X<x2)=i-[d)(t2) -(D[ti)]. (28.40)

levērojot integrācijas robežu atbilstību, formulu (28.40) var

pārrakstīt

P{xl<X<x2}=ļ[crJ (28.41)

Varbūtība, ka X pieņem vērtību intervālā (p— tio, p+ fio), ir

-^( i^^)]=4-[o(^)-a)(-^)].
levērosim, ka <D(r) ir nepāra funkcija, t. i., <D( —t) = —O(t),
tapec

P{ļi-tla<X< li +tla}=<ī>(tl). (28.42)

Lietojot II tabulu, atradīsim varbūtības, ka gadījuma lie-

luma X vērtība atrodas tā vidējās vērtības a, 2a un attiecīgi 3o

intervālos.

P{p-o<X<p+ a}==o(l) «0,683;

P{p-2a<X<p +2o}=cD(2) «0,955;

P{p-3o<X<p. +3a}=(D(3) «0,997.

Sīs sakarības rāda, ka tādas'gadījuma lieluma vērtības, kuras

atšķiras no vidējās vērtības mazāk kā par a, attiecīgi 2o un 30,

pie varbūtību normālā sadalījuma sastopamas aptuveni 683, 955

vai 997 gadījumos no 1000. Tas uzskatāmi redzams 215. a,b,c

zīmējumā, kur iesvītrotie laukumi attēlo varbūtības P{p —a<.X<c

<v+ o}, P{u-2a<A:<u.+20} un P {y.-3o<X <p+3o}.
Minētas likumsakarības dažreiz sauc attiecīgi par a, 2a, 3a

intervāla likumiem un formulē tā:

Ja gadījuma lielumam ir varbūtību normālais sadalījums, tad

standartnovlrzes a robežās uz vienu un otru pusi no vidējās vēr-

tības Ir aptuveni 68,3% visu gadījuma lieluma vērtību; divkār-
šotas standartnovlrzes, t. i., 2a robežās ir 95,5%; bet trlskāršotas

standartnovlrzes, t. i., 3a robežās Ir 99,7% visu gadījuma lieluma
vērtību.

Dažreiz praksē varbūtību 99,7% uzskata par pietiekami lielu,
lai secinātu, ka atbilstošais notikums ir praktiski nenovēršams

(pieņem, ka, izdarot vienu izmēģinājumu, tam katrā ziņā jāno-
tiek), tāpēc 3a intervāla likumu mēdz formulēt arī šādi.
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Gadījuma lielums, kuram ir varbūtību normālais sadalījums,
var mainīties neierobežoti, tomēr praktiski tas pieņem tikai tās

vērtības, kuras atrodas triskaršotas standartnovlrzes robežās uz
vienu vai otru pusi no vidējas vērtības.

215. zīm.

Formula (28.42) izsaka varbūtību, ka X vērtība atrodas dotā

intervāla iekšpusē. Varbūtību, ka X pieņem vērtību ārpus dotā

intervāla, var atrast, ievērojot, ka X vērtības atrašanās un ne-

atrašanās dotajā intervālā ir pretēji notikumi, kuru varbūtību

summa ir 1. Tāpēc varbūtība, ka X vērtība atrodas ārpus vidējās
vērtības c intervāla, ir 1—0,683=0,317, tāpat varbūtības, ka tā

atrodas ārpus vidējās vērtības 2a vai 3a intervāla, ir attiecīgi
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vienādas ar 1-0,955=0,045 un 1-0,997=0,003. Skaitļi 0,317;
0,045 un 0,003 izsaka to neiesvītroto laukurhu lielumus, kuri atro-

das zem līknēm atbilstoši 215. a, b un c zīmējumā.
Apskatīsim dažus varbūtību integrāļa pielietojumu piemērus.
1. piemērs. Uz darbgalda izgatavoto detaļu svars ir ga-

dījuma lielums X, kuram ir varbūtību normālais sadalījums. Tā

vidējā vērtība ir 300 g un standartnovirze 2 g. Atrast varbūtību,
ka «uz labu laimi» paņemtas detaļas svars būs robežās no 297

līdz 303 g, t. i., ka svars atšķirsies no vidējās vērtības mazāk

kā par 3 g.
3

Pēc dota ric =3, ta ka o=2, tad fi— Pec formulas

(28.42) un II tabulas

P{297<X<3o3}=(D(1,5) «0,866.

Atrastā varbūtība 0,866 rāda, ka no visām konkrētos apstāk-
ļos izgatavotajām detaļām apmēram 87% detaļu svars ir robežās

no 297 līdz 303 g un tikai 13% detaļu svars atšķiras no 300 g

par 3 vai vairāk gramiem.
Atzīmēsim, ka apmēram divām trešdaļām detaļu svars ir stan-

dartnovirzes a intervāla robežās, t. i., no 298 līdz 302 g, bet 99,7%
visu detaļu svars ir 3o intervāla robežās — no 294 līdz 306 g.

Ar varbūtību integrāļa palīdzību var atrisināt arī apgriezto
uzdevumu: pēc dotās varbūtības <D(fi) atrast t\. Tā, piemēram,
pieņemsim, ka ®(ri) =0,38, tad tabulā =0,5 un ria=l g.

Tātad 38% detaļu svara novirzes no vidējās vērtības nepārsniedz
1 g.

2. piemērs. Mērījot kāda ķermeņa garumu, izdarīti 40 mē-

rījumi, pie tam visiem mērījumiem ir vienāda precizitāte.
Pieņemsim, ka mērījumiem nav sistemātisku kļūdu, bet ir tikai

gadījuma kļūdas. Sādu mērījumu rezultāti pakļauti normālā sada-

lījuma likumam. Varbūtību, ka atsevišķa mērījuma rezultāts X

ietilpst dotajā intervālā, var aprēķināt aptuveni ar varbūtību integ-
rāļa palīdzību, p

vietā ņemot mērījumu rezultātu vidējo aritmē-

tisko, bet par o pieņemot to standartnovirzi.

27. nodaļā definējām tādu skaitļu vidējo aritmētisko un stan-

dartnovirzi, kurus iegūstam, mērījot katru no n priekšmetiem
vienu reizi, turpretim šajā piemērā viens priekšmets mērīts n rei-

zes. Mērījumu rezultātā kā vienā, tā ,otrā gadījumā iegūstam n

skaitļus, kuriem vidējo aritmētisko un standartnovirzi var atrast

pēc vienām un tām pašām 27. nodaļā apskatītajām formulām, ar

vieniem un tiem pašiem paņēmieniem.

Pieņemsim, ka minēto 40 mērījumu rezultātu vidējais aritmē-

tiskais ĀT=65,2 cm un standartnovirze s=0,3 cm. Aprēķināt
P{65,0<X<65,4}.

Pēc dotā f,s=0,2, tāt/d f,= =0,67
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un

P {65,0<*<65,4}=0(0,67) «0,497.

Aprēķinātā varbūtība liecina, ka aptuveni- 50% no visiem mē-

rījumu rezultātiem jābūt robežās no 65,0 līdz 65,4 cm.

3. piemērs. Izdarot n neatkarīgus izmēģinājumus, noti-

kuma A relatīvais biežums ir diskrēts, gadījuma lielums ar vidējo

vērtību — notikuma varbūtību pun standartnovirzi • Rela-

tīvajam biežumam pastāv binomiālā sadalījuma likums, kurš lie-

lam n un ne pārāk mazām p vērtībām tuvs normālā sadalījuma
likumam. Tāpēc formulu (28.42) var pielietot, lai aprēķinātu noti-

kuma relatīvā biežuma iespējamās novirzes no notikuma varbū-

tības.

Pieņemsim, ka notikuma varbūtība katra izmēģinājumā'vie-
nāda ar 0,6. Kāda ir varbūtība, ka 150 izmēģinājumos notikuma

relatīvais biežums atšķirsies no notikuma varbūtības ne vairāk

kā par 7%? »

Saskaņā ar doto r,a
=0,07, kur l/°'?

r

'°'4
«0,04,

V n y 150

tātad r,= = 1,75; <D(r,) =<D( 1,75) «0,920. Meklētā varbūtība

aptuveni vienāda ar 0,920.
254. §. Varbūtības P{m l^Xs^m2} atrašana ar varbūtību

integrāļa palīdzību (Laplasa integrālā teorēma).
Varbūtība, ka diskrēts gadījuma lielums X, kuram ir binomiā-

lais sadalījums, pieņems vērtību intervālā starp mx un m 2 sa-

skaņā ar varbūtību saskaitīšanas teorēmu ir šāda:

P 2}=P
mu n+Pm,+l,n+P n+•

••
+Pm

2-I, n+ P

Katru atsevišķo varbūtību var atrast ar Bernulli formulu vai

ar binomiālā sadalījuma asimptotisko formulu. Taču šāds darbs

prasītu daudz laika, tāpēc varbūtību summu aprēķināsim aptu-
veni ar varbūtību integrāļa palīdzību. Varbūtību integrāļa pielie-

tojumam summas P
mi,« +... +P

m,, n aptuvenai aprēķināšanai ir

tāds pats pamats kā asimptotiskās formulas (28.35) pielietojumam
katras atsevišķas varbūtības P

m, n atrašanai, proti, binomiālā sa-

dalījuma tiekšanās uz normālo sadalījumu, ja n->oo.

Tātad

P{ml <Z^m2
}«i-[(D(t2) -<D (/f)i (28,43)

kur
mx-np m 2-np ,

i\ =
—

1 un *2= —

«

Inpq ynpq

Piemērs. Automāts štancē detaļas, no kurām vidēji 40%
ir pirmās šķiras. Kāda varbūtība, ka no 600 «uz labu laimi»
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ņemtam detaļām pirmās šķiras detaļu skaits X būs robežas no 220

līdz 250?

Pēc dotā: m,=220, m2=250, n=600, p
=0,4

, 220-600-0,4
,

tļ= =« — 1,0/
ļ/600• 0,4 • 0,6

,
2=

250^240
yi44

P {220 X<2so}«-i-[<D(0,83) -0> (- 1,67) ]=

=y (0,5935+ 0,9051) «0,750.

Rezultāta statistiskā jēga ir šādā: ja no detaļu kopprodukcijas
paņemtu, piemēram, 100 rendomizētus paraugus ar 600 detaļām
katrā, tad sagaidāms, ka 75 paraugiem pirmās šķiras detaļu
skaits būs norādītajās robežās — starp 220 un 250.

216. zīm.

Lai atrisinātu uzdevumus, kuri saistās ar normālo sadalījumu,
lietderīgi izmantot zīmējumu, kurā varbūtības uzskatāmi attēlo-

tas kā laukumi. Tā pēdējā piemērā meklētā varbūtība ir skaitliski
vienāda ar laukumu zem normālā sadalījuma līknes starp tais-

nēm x= 220 un x=250. No 216. zīmējuma redzams, ka varbūtību

var atrast, ņemot pusi no divu tādu laukumu summas, kuri simet-

riski pret taisni x =x =240.

Vingrinājumi

Šaujot ar šauteni, trāpījumu relatīvais biežums izrādījās vienāds ar

0,85. Atrast trāpījumu skaitu, ja pavisam izdarīti 120 šāvieni.

2. Atrast varbūtību, ka ar spēļu kauliņu uzmesto punktu skaits ir para

skaitlis.

3. L'rnā ir 11 baltas, 6 melnas un 3 zilas lodītes. No tās velk vienu lo-

dīti. Atrast varbūtību, ka izvilktā lodīte ir a) balta, b) melna, c) zila, d) ne

zila, c) ne balta.

4. Mantu-naudas loterijā uz katrām 10 000 biļetēm laimē 250 mantu un

50 naudas laimestus. Cik liela ir laimesta varbūtība (naudas vai mantu), ja
ir viena loterijas biļete?
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5. Kada varbūtība, ka, metot monētu un spēļu kauliņu, reizē uzmetis ģer-
boni un vienu punktu?

6. Urnā ir 3 baltas, 2 melnas un 4 zilas lodītes. No urnas velk lodīti di-

vas reizes, pie tam pirmajā reizē izvilktā lodīte atlikta urnā atpakaļ. Atrast

varbūtību, ka a) abās reizēs izvelk baltu lodīti, b) vispirms izvelk baltu, pēc
tam melnu lodīti, c) vispirms izvelk zilu, pēc tam baltu lodīti, d) abās reizēs

izvelk melnu lodīti.

7. Ir zināms, ka izmēģinājumu lauciņā ir 30% slimu vārpu. Atrast varbū-

tību, ka, izvēloties «uz labu laimi» 3 vārpas, a) visas izrādīsies veselas, b) vi-

sas būs slimas, c) vismaz viena izrādīsies vesela.

8. Televīzijas studijā ir 3 televīzijas kameras. Katrai kamerai varbūtība,
ka tā būs ieslēgta dotajā momentā, vienāda ar 0,6. Atrast varbūtību, ka dotajā
momentā a) būs ieslēgta vismaz viena kamera, b) būs ieslēgtas vismaz divas
kameus.

(® No 6. vingrinājumā minētās urnas velk lodīti divas reizes un pirmajā
reizē izvilkto lodīti neliek urnā atpakaļ. Atrast 6. vingrinājumā minētās var-

būtības.

10. Reizē met divus spēļu kauliņus. Uz abiem kauliņiem uzmesto punktu
skaita summa ir diskrēts gadījuma lielums X, kurš var pieņemt visas veselu

skaitļu vērtības no 2 līdz 12. Atrast šī lieluma varbūtību sadalījumu, modu,

vidējo vērtību un standartnovirzi.

Jl. Konkrētam šāvējam noteiktos apstākļos varbūtība trāpīt mērķī ir 0,50,
Šāvējs šauj 10 reizes. Atrast varbūtību, ka trāpījumu skaits būs 7, a) ar Ber-

nulli formulu, b) ar varbūtību binomiālā sadalījuma asimptotisko formulu,

c) salīdzināt iegūtos rezultātus, aprēķinot relatīvo kļūdu, d) atrast modu un

tai atbilstošo varbūtību.

12. Veikalā ir dažādi putekļu sūcēji. Varbūtība, ka pircējs, kurš iegādājies

putekļu sūcēju, nopircis «Ventu», vienāda ar 0,8. Atrast varbūtību, ka no pie-

ciem pārdotajiem putekļu sūcējiem četri ir «Venta».

13. Spēļu kauliņu met 120 reizes. Kāds ir visvarbūtīgākais sešu punktu
krišanas gadījumu skaits?

14. Laimesta varbūtība ir 0,3. Atrast vidējo vērtību to loterijas biļešu

skaitam, kuras laimēs, ja iegādātas 20 biļetes.

15. Dotas divu neatkarīgu gadījuma lielumu dispersijas o
2(*i)=s,

02(X2)=4.o
2 (X2 )=4. Atrast šo lielumu summas dispersiju.

16. Gadījuma lieluma dispersija a
2 (X)=5. Atrast dispersiju lielumiem:

a) -2X; b) 3X.

17. Gadījuma lielumam X pastāv varbūtību normālā sadalījuma likums.

Atrast varbūtību, ka gadījuma lieluma skaitliska vērtība atrodas tā vidējās
vērtības a) 0,5a; b) 2,6a; c) 4a intervālos.

18. Kādā putnu fermā vistu olu vidējais diametrs ir 58,0 mm un standart-

novirze s*=2,7 mm. Pieņemot, ka olas diametram pastāv varbūtību normālais

sadalījums, aprēķināt, kādam procentam olu diametrs ir robežās no 55,0 mm

līdz 61,0 mm. ' .
19. Detaļu vidējais svars ir 7400 g, pie tam svara novirzes, kuras pār-

sniedz 50 g, sastopamas vidēji 5 reizes uz katriem 100 izstrādājumiem. Pieņe-

mot, ka detaļas svaram ir varbūtību normālais sadalījums, atrast, kādas svara

novirzes uz vienu un otru pusi no vidēja svara var garantēt ar varbūtību 0,5.

20. Sāvina lidojuma vidējais tālums ir 2400 m. Pieņemot, ka lidojuma tā-

lumam ir varbūtību normālais sadalījums ar standartnovirzi 40 m, atrast,

kādam procentam šāviņu būs pārlidojums no 60 līdz 80 m.

21. Sēklu dīgtspēja ir 70%. Kāda varbūtība, ka no 1000 seklam uzdīgs

680 līdz 720?
tn

• • .
.......

22. Notikuma varbūtība katrā no 10000 neatkarīgiem izmēģinājumiem vie-

nāda ar 0,75. Atrast varbūtību, ka notikuma relatīvais biežums atšķirsies no

tā varbūtības ne vairāk kā par 0,001.

23. Cik reižu vajag mest monētu, lai ar varbūtību 0,6 varētu sagaidīt, ka

ģerboņa krišanas relatīvais biežums atšķirsies no varbūtības p=o,s ne vairāk

kā par 0,01?
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29. NODAĻA

MATEMĀTISKĀ STATISTIKA II

255. §. Normālā sadalījuma līknes konstrukcija variāciju
rindai. No varbūtību teorijas viedokļa variējošs lielums ir gadī-

juma lielums ar noteiktu varbūtību sadalījumu, kuru atspoguļo
no attiecīgās ģenerālās kopas sastādīts rendomizēts paraugs. Tas

nozīmē, ka, sagrupējot parauga datus variāciju rinda, iegūsim
empīrisku sadalījumu, kas atbilst kādam teorētiskam modelim —

varbūtību sadalījumam. Tā, piemēram, iepriekšējā nodaļā 252. pa-

ragrāfā redzējām, ka praktiski iegūtais iesvaru skaita sadalījums
labi atbilst Puasona sadalījumam.

Lai salīdzinātu variāciju rindu ar kādu teorētisku sadalījumu,

vispirms saskaņā ar izvēlētā teorētiskā sadalījuma formulām jā-
aprēķina rindas teorētiskie biežumi m\.

Salīdzināsim rindu ar normālo sadalījumu. Sai nolūkā dota-

jai variāciju rindai ar biežumiem tn
u

m
2,...,mk

konstruēsim at-

bilstošu teorētisku rindu ar biežumiem m'u m'2,..., m\. Te teo-

rētiskais biežums m\ ir skaitlis, kās rāda, kādam jābūt klases xx

biežumam rendomizētā paraugā, ja tas ņemts no kopas, kurā

spēkā normālā sadalījuma likums.

Saskaņā ar formulām (28.19) un (28.34) varbūtība, ka gadī-
juma lielums X, kuram ir varbūtību normālais sadalījums, pieņem
vērtību intervālā (x,x+Ax), ir

P{x<X<x +Ax}&—[=c~
{12^L -Ax. (29.1)

ay2īt

Pieņemsim, ka intervāls (x, x+Ax) ir viena variāciju rindas

klase, t. i., Ax =c un X var pieņemt vienu noteiktu vērtību šajā
intervālā, t. i., klases centrālo skaitli xi. Sīs vērtības varbūtību ap-
zīmēsim ar P{Xļ). Tad

P(xi) &P(x<X<x+Ax}, (29.2)

bet, no otras puses, jābūt

«*><*»>. (29.3)

Tā kā ne p, ne o nav zināmi, tad to vietā lieto no parauga at-

rastos rādītājus x un s. levērojot visas trīs iepriekšējās formulas,

var rakstīt

, , I*l-*%*
ml x

=e—2F-.
C

n ~sļ/2jt
no kurienes

i

m'ļ
~H£..J

=e
2*

; (29.4)
* 1/2*
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Ar šo formulu var aprēķināt, kādam jābūt skaitļa Xļ biežu-

mam, ja pētāmajam lielumam būtu spēkā normālā sadalījuma
likums ar vidējo vērtību x un standartnovirzi s.

Aprēķinu vienkāršošanai var pielietot I tabulu (pielikumā)
funkcijai

1 J?

i V2jt

Saja gadījuma h= —-— un.formulu var pārrakstīt šadi:

mW£./(/,).• (29.4')

Piemērs. Tabulā 29.1 dota variāciju rinda konkrētas labības

šķirnes ražām (kg) no 240 izmēģinājumu lauciņiem. Katra lau-

ciņa lielums 25 m 2. Aprēķināt rindas teorētiskos biežumus saskaņā
ar varbūtību normālā sadalījuma likumu, konstruēt novērotos bie-

žumus un normālā sadalījuma līkni.

Tabula 29.1

Lietojot kodus, var atrast % =5,293«5,29 un s=0,6475«0,65.
Lielumu m\ izskaitļošanai nepieciešamie aprēķini sakārtoti tabula

29.2. Rindas sākumā un beigās pierakstīti papildu skaitļi 3,00;

217. zīm.

Raža 3,25 3,50 3,75 4,00 4,25 4,50 4,75 5,00 5,25

Lauciņu skaits 1 2 2 2 13 14 28 32 37

Raža 5,50 5,75 6,00 6,25 6,50 6,75Raža

Lauciņu skaits 35 27 23 13 9 2 240
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7,00; 7,25 un 7,50, kuru biežumi paraugā ir 0, bet teorētiskie bie-

žumi var arī nebūt 0. Dabūjam

cn 0,25-240
_no cc

—=
n c . nr- «92,66.

s 0,6475

217. zīmējumā konstruēta normālā sadalījuma līkne, kura at-

bilst teorētiskajiem biežumiem, turpat ar punktiem parādīti no-

vērotie biežumi. Kā redzams no zīmējuma, šie punkti novietoti

ļoti tuvu normālā sadalījuma līknei, tātad novērojumu dati labi

atbilst normālajam sadalījumam.

Tabula 29.2

256. §. Asimetrija un ekscess. Lai raksturotu variāciju rindas

atbilstību normālajam sadalījumam, lieto īpašus lielumus —
asi-

metrijas un ekscesa rādītājus, kurus īsuma dēļ sauksim vienkārši

par asimetriju un ekscesu.

Definīcija. Par variāciju rindas asimetriju sauc lielumu

A, kuru definē formula

A=

S (*-*)'-m,

ns
3

Simetriskām rindām 2 x) 3m l =o, jo simetriskās rindās pēc
absolūtās vērtības vienādas pozitīvās un negatīvās novirzes sa-

•Vi mi Xi—X
xt—x

s

t{tl)

3,00

3,25

3,50
3,75

4,00

4,25
4,50

4,75
5,00

5,25

5,50
5,75

6,00

6,25
6,50

6,75
7,00

7,25
7,50

0

1

.2

2

2

13

14

28

32

37

35

27

23

13

9

2

0

0

0

-2,29

-2,04

-1,79
-1,54

-1,29

-1,04
-0,79

-0,54
-0,29

-0,04
0,21

0,46

0,71
.0,96

1,21

1,46
1,71

1,96
2,21

„
-3,53

-3,15

-2,76
-2,38

-1,99

-1,61
-1,22

-0,83
-0,45

-0,06
0,32

0,71
1,10

1,48

1,87
2,25

2,64
3,03

3,41

0,0008

0,0028

0,0088
0,0235

0,0551

0,1092
0,1895
0,2827

0,3605

0,3982
0,3790

0,3101
0,2179

0,1334

0,0694
0,0317

0,0122
0,0040

0,0012

0,1

0,3

0,8

2,2
5,1

10,1

17,6
26,2

33,4

36,9
35,1

28,7
20,2

12,4
6,4

2,9

1,1
0,4

0,1

2mt=240
=240,0
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stopamas vienādi bieži un šo noviržu kubu summa ir 0 Tātad
simetriskām rindām rādītājs A ir 0. Ja variāciju rinda nav si-

metriska, tad skaitjiem, kuri vienādi novirzīti no .vidējā aritmē-

tiskā uz abām pusēm no tā, atbilst dažādi biežumi un 'L{x\-lc) i m
i

218. zīm.

ir vai nu pozitīva, vai negatīva, pie tam šīs summas atšķirība no

nulles ir jo lielāka, jo izteiktāka rindas asimetrija. Lai asimetriju
raksturotu nenosaukts skaitlis, ar kura palīdzību varētu salīdzināt

dažāda nosaukuma rindas, noviržu kubu summu dala ar standart-
novlrzes kubu.

Ja moda ir mazāka par vidējo aritmētisko, tad A>o un asi-

metriju sauc par pozitīvu. Ja moda ir lielāka par vidējo aritmē-

tisko, tad A<cO un asimetriju sauc par negatīvu (sk. 218. zīm.

a, b). Salīdzināšanai konstruētas arī normālā sadalījuma līknes.
Ja abus 219. zīmējumā a un & attēlotos poligonus apvilktu ar

vienlaidu gludu līniju, tad iegūtu divas līknes ar citādu virsotnes

formu nekā normālā sadalījuma līknei._ Pirmajai līknei būtu stā-

vāka un smailāka, bet otrajai — plakanāka virsotne nekā normālā

sadalījuma līknei. Lai skaitliski raksturotu minētās atšķirības,
lietoekscesu.

Par variāciju rindas ekscesu sauc lielumu E, kuru definē for-
mula

£=
ž(*-J'-""-3. (29.6,
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219. zīm.

Lielums E konstruēts tā, lai normālā sadalījuma gadījumā tas

būtu vienāds ar 0. Ja skaitļu koncentrācija ap vidējo aritmētisko

ir lielāka, nekā tai vajadzētu būt pēc normālā sadalījuma, t. i.,

ja atbilstošā līkne centra apvidū ir stāvāka vai smailāka, tad

£>0. Ja skaitļu sadalījums ir vienmērīgāks, t. ,i., ja atbilstošai

līknei ir lēzenāka virsotne, tad £<0.

levērojot teikto, secinām, ka pietiekami mazas asimetrijas un

ekscesa gadījumā varam uzskatīt, ka variāciju rinda atbilst nor-

mālā sadalījuma likumam.

Asimetriju un ekscesu var aprēķināt sagrupētam skaitļu mate-

riālam — variāciju rindai vai arī nesagrupētam, kas izdevīgi tad,
ja lietojam skaitļošanas tehniku.

Aprēķinu pamatā ir šādi pārveidojumi:

2 (Xl -~x) 3
= -

32x'22x' +2<y (29.7)
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Pielietojot šis formulas variāciju rrndai resp. ievērojot biežu-
mus mi, iegūst

Z(x,-x)3ml
=S^m

l
-

3Sx' +
2<y

a

(29.7')

un

y ( v
1
-T)4^

1
-v Vl4 Î_42A:i3m1Sx1/n1 +

62.v1
2
mi (Sx 1m 1) 2

n n
2

n
3 "

(29.8')

Apstrādājot variāciju rindu, izdevīgi lietot kodus ai, kur ai=*

=A'
X

°. Tad iepriekšējās formulās #i vietā viscaur jāraksta oti

un polinomi labajās pusēs jāreizina attiecīgi ar c3un c4. levēro-

jot teikto, asimetrijas un ekscesa aprēķināšanai visērtākās ir šā-

das formulas: *

« ,
32ai2mi2aimi 2(2<nmi) 8

t
lafw

__+_.

un

. 42ai3miEaimi , 62ai2mi(2ai/ni) 2 3(2aim,)*.
2i Cti /Mi : 5 5

g_
n n

2
n

3

g

. lfT . (2aiml) 2 ļ
a

.
n n

(29.10)

Apskatīsim asimetrijas un ekscesa aprēķināšanu iepriekšējā pa-

ragrāfā dotajai variāciju rindai. Tabula 29.3 doti kodi un to pa-

kāpes.
Atradīsim asimetrijai atsevišķi skaitītāju un saucēju.

_ ,
3Zailmj2(Ximi , 2(2<zimi) 3

2fl&3
mi -+ -

a
=

911
A — ——

—«—0 22
_

4176
U'

* Sakarā ar to, ka asimetriju un ekscesu parasti aprēķina lielam skaitļu

materiālam, formulās netiek ievērota atšķirība starp n un n-l. Formula (29.9)

nesatur c 3, jo tas parādās kā reizinātājs skaitītajā un saucēja un saīsinās. Ta

paša iemesla dēļ formula (29.10) nesatur c*.
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Tabula 29.3

Ekscesam skaitītajā vērtība ir 31 894, bet saucēja vērtība
10 805, tātad

F
31894

q~£=

ĪOBOS
-

3~- 0,05-

Atrastie rādītāji maz atšķiras no nulles, kas liecina par variāciju
rindas labuatbilstību normālajam sadalījumam.

257. §. Vidējā aritmētiskā kļūda. Izmēģinājumu precizitātes
rādītājs. No novērojumu datiem aprēķināto standartnovirzi s sauc

ari par atsevišķa mērijuma jeb atsevišķa novērojuma kļūdu *. No-

saukums «kļūda» saistās ar standartnovirzes īpašību: jo lielāka

aprēķinātā standartnovirze, jo vairāk atsevišķi mērījumi izkliedēti

ap vidējo vērtību un jo tālāk konkrēts mērījums var attālināties

no centra.

Līdzīgi tam, kā atsevišķi mērījumi izkliedēti ap vidējo vērtību,
arī vairāku no vienas ģenerālās kopas ņemtu paraugu vidējie arit-

mētiskie var būt izkliedēti ap ģenerālo vidējo vērtību. Sīs izklie-

des mērs ir vidējo aritmētisko standartnovirze, kuru sauc par vi-

dējā aritmētiskā kļūdu un apzīmē ar Jo lielāka kļūda s^, jo
tālāk atsevišķa parauga vidējais aritmētiskais var atrasties no ģe-
nerālas vidējās vērtības p. Vidējā aritmētiskā kļūdu sx var aprē-
ķināt no viena parauga saskaņā ar 249. § secinājumu pēc formu-

las (28.33), jo n novērojumu rezultātus, kuri ietilpst rendomizētā

* Mūsu kursā ar vārdu «kļūda» apzīmēts lielums, ko literatūrā sauc ari

par standartkļūdu jeb vidējo kvadrātisko kļūdu.

Cti cti
2
mi Cti

3
ttli ai

4
mi

3,25

3,50

3,75

4,00
4,25

4,50
4,75

5,00
5,25

5,50
5,75

6,00

6,25
6,50

6,75

1

2

2

2

13

14

28

32

37

35

27

23

13

9

2

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

-8

-14

-12

-10

-52

-42

-56
-32

0

35
54

69

52

45

12

64

98

- 72

50

208

126

112

32

0

35

108

207

208

225

72

-512

-686

-432

-250

-832

-378

-224
-32

0

35
216

621

832

1125

432

4096 ■

4802

2592

1250
3328

1134

448
32

0

35
432

1863

3328

5625
2592

2 240 41 1617 -85 31557
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paraugā var uzskatīt par neatkarīgiem gadījuma lielumiem ar
vienu un to pasu varbūtību sadalījumu. Tātad

S3F—7=' (29.11)

T Gi SooitT^jā ir
?er! erālās dispersijas nepārbīdītais novērtējums

(sk. 22b. §), jo pati ģenerālā dispersija nav zināma.
Ta ka k]ūda ir apgriezti proporcionāla kvadrātsaknei no no-

vērojumu skaita, tad, palielinoties novērojumu skaitam n, vidējā
aritmētiska kļūda samazinās jeb no lielāka parauga aprēķinātais
vidējais aritmētiskais ir ar mazāku kļūdu nekā no maza parauga
atrastais.

Piemērs. No vienas šķirnes rudzu_ vārpu kopas paņemts
100 vārpu paraugs,' to vidējais garums x =8,4 cm, bet garuma
standartnovirze 5=1,50 cm. Atrast vidējā aritmētiskā kļūdu.

,

Sļ =0,15 cm.

yioo

Bieži vidējā aritmētiskā kļūdu izsaka procentos no vidējā arit-

mētiskā. legūto rādītāju sauc par procentuālo kļūdu (vidējā arit-

mētiskā variāciju koeficientu). To apzīmē ar sr %.

si% (29.12)
x

Lauka izmēģinājumu datu apstrādē pēc formulas (29.12) at-

rasto procentuālo kļūdu sauc par Izmēģinājuma precizitātes rādī-

tāju.

Izmēģinājuma precizitāti, vadoties no sī % lieluma, pieņemts
vērtēt šādi:

ja sjt % — augsta precizitāte;

3% <sr % — apmierinoša;

S7%>B%— neapmierinoša.

Uz jautājumu, cik liela dažādos novērojumos drīkstētu būt pro-

centuālā kļūda, nevar dot vispārīgu atbildi. Jāievēro, ka %
atkarīgs tiklab no s, kā arī no n. Standartnoviržes s lielumu

iespaido divējāda veida faktori: 1) dažādi nekontrolējami gadī-
juma faktori, kuri rada pētāmā lieluma dabisko izkliedi (dabisko

variāciju). Tā saistās ar šī lieluma sadalījuma formu; 2) novē-

rotāja darba kvalitāte, novērojumu organizācija. Ja darba kvali-
tāte zema, bez dabiskās izkliedes rodas vēl liela papildu variā-

cija, kā rezultātā rādītājs sr % pasliktinās. Tāpēc visos izmēģi-

nājumos jācenšas darbu veikt tā, lai standartnovirze s atspogu-
ļotu tikai lieluma dabisko izkliedi, kura var būt lielāka vai mazāka
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atkarībā no pētāmā lieluma rakstura. Arī, procentuālā kļūda likum-

sakarīgi var būt dažāda> lieluma. Tā, piemēram, pieņemsim, ka

pētāmajai pazīmei ir Puasona sadalījums. Tā kā pēc Puasona sa-

dalījuma dispersija vienāda ar vidējo aritmētisko, tad variāciju
koeficients var iznākt 100% un pat vairāk, arī procentuālā kļūda
būs ievērojama.

Ja x =0,64 un s
2
=0,64, n=loo, tad

V= =125%, S; =0 ,08,
0,64 ļ/100 10

**-§§f-- lūo% -12.5.%.

258. §. Stjūdenta sadalījums. Pieņemsim, ka no vienas ģene-
rālās kopas, kurai ir normālais sadalījums un kuras vidējā vēr-

tība p ir dota, sastādīti vairāki paraugi, katrs ar apjomu n, un

visiem paraugiem atrasti vidējie aritmētiskie x. Tad katram pa-

raugam var atrast dalījumu

Angļu zinātnieks V. Gossets (pseidonīms — Stjūdents) 1908.

gadā atrada šī lieluma / teorētisko sadalījumu, kuru no tā laika

sauc par t sadalījumu jeb par Stjūdenta sadalījumu. Visu t vēr-

tību vidējais aritmētiskais ir 0, un no dažādiem paraugiem ap-

rēķinātās i vērtības svārstās ap 0 tā, ka visbiežāk sastopamas
vērtības

— tuvas nullei, turpretim, jo lielāka t absolūtā vērtība,

jo retāk tā sastopama. Stjūdenta sadalījums atkarīgs tikai no pa-

rauga apjoma n resp. no brīvības pakāpju skaita v =ra—l. Stjū-
denta sadalījums līdzinās normālajam sadalījumam, pie tam jo
vairāk, jo lielāks brīvības pakāpju skaits. Ja v>loo, tad Stjū-
denta sadalījums praktiski sakrīt ar normālo sadalījumu, t. i.,
tas vairs nav atkarīgs no novērojumu skaita.

Stjūdenta sadalījumam ir liela teorētiška un praktiska nozīme.

Tas ir pamatā matemātiskās statistikas galvenajām nodaļām —

mācībai par ģenerālo, rādītāju novērtēšanu un hipotēžu pārbaudi.

Speciāli šo problēmu risināšanai arī piemērots t sadalījuma ta-

bulas iekārtojums (sk. 111 tabulu pielikumā). Tabulas pirmajā
ailē dots brīvības pakāpju skaits v, bet pirmajā un pēdējā rindā

varbūtības.

Skaitļi tabulas iekšienē ir t vērtības. Ta, piemēram, brīvības

pakāpju skaitam v=9 un varbūtībai 0,05 atbilst r =2,26. So skaitļu

jēga ir šādā: tādas t vērtības, kuras pēc absolūtā lieluma pār-
sniedz 2,26, sastopamas tikai 570 no visa paraugu skaita, ja katrā

paraugā ir 10 objekti. Līdzīgi, ja parauga apjoms ir 30, tad var-

būtība, ka ho tā atrastais t pārsniegs 2,045, ir 5%, bet varbūtība

iegūt t, kurš pārsniegtu 2,756 ir vēl mazāka
— tikai 1%.
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Stjūdenta tabulā dotās varbūtības 0,5; 0,1; 0,05; 0,01 un 0,001
sauc par būtiskuma jeb nozīmības līmeņiem. Tiem atbilstošos t

mēdz apzīmēt ar ro,io; fo.os v. tml. Vispār —ar būtiskuma līmeni

saprot varbūtību, kuru vienojas uzskatīt par pietiekami mazu, lai

notikuma parādīšanās iespēju vienā atsevišķā izmēģinājumā igno-
rētu. Parasti lauksaimnieciskā rakstura problēmu risināšanā būtis-
kuma līmenis ir 5%.

Būtiskuma līmeņu papildinājumus līdz 1 resp. 100% sauc par
ticamības līmeņiem. Tie doti 111 tabulas pirmajā rindā.

Lai precizētu iepriekš teikto, apzīmēsim ticamības līmeni (tica-

mību) ar P, tad būtiskuma līmenis būs \—P. Ja tļ ir fiksēta vēr-

tība Stjūdenta sadalījuma tabulā un t — no parauga atrastā vēr-

tība, tad var rakstīt, ka P=P {| t\ <r,} un 1 -P=P{\t\>tx) resp.
ticamība ir varbūtība, ka no parauga atrastā t vērtība bus inter-

vāla «—tļ līdz tļ» iekšpusē, bet būtiskuma līmenis — varbūtība,
ka tā būs šī intervāla ārpusē.

259. §. Ģenerālā vidējā aritmētiskā novērtējums. Ģenerālais
vidējais aritmētiskais

p parasti nav zināms, taču ir iespējams
to novērtēt ar noteiktu precizitāti un ticamību.

Lai iegūtu ģenerālā vidējā aritmētiskā novērtējumu, pārvei-
dosim vienādību

P=P{\t\<tļ).

levērosim, ka nevienādība |rļ</i ir ekvivalenta nevienādībām

-tļ<^<tu

no kurienes

-t\Sl <X-\l<tļSī
jeb

7-tļSļ <ņ<x+tļS-x;

tātad

P{x-tļSī <p<x +risr} =P.

Atrastā sakarība dod varbūtību, ka intervāls no
x-txSī līdz

x +tļSī «pārklās» (ietvers) ģenerālo vidējo aritmētisko p.

Praktiski novērtējumu atrod šādi.

Vispirms izvēlas piemērotu ticamības līmeni — parasti 95%.

Atbilstoši izvēlētajam ticamības līmenim un parauga apjomam

v=rt-l Stjūdenta tabulā atrod t vērtību. Pieņemot 95% ticamī-

bas līmeni, tabulā jāmeklē Pēc tam uzraksta intervālu

x±t
o05Sx, kura apakšējā robeža irx-f0,05Sx_

,
bet.augšējā ir x+to,ossz

Tas ir 95% ticamības intervāls ģenerālā vidēja aritmētiska \x no-

vērtēšanai. Uzdotā intervāla un tam atbilstošas ticamības jēga ir

šāda: ir 95% ticamība (varbūtība), ka intervāls x±tQ,o5Sī pārklās

ģenerālo vidējo aritmētisko. Tikai vienā gadījuma no 20 var
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«pagadīties» tāds paraugs (izmēģinājums), pēc kura datiem kon-

struētais intervāls nepārklās ģenerālo vidējo.
Novērtējuma precizitāti raksturo intervāla garums; jo tas lie-

lāks, jo precizitāte zemāka. Var aprēķināt ari novērtējuma rela-

tīvo precizitāti c pēc formulas

e=^s--100%. (29.13)
si&ž vr ;.'-'*. ;1 ■"■ X • ; •; ',->'■'; ■. ■7*/.--'

Tātad relatīvā precizitāte c ir puse no ticamības intervāla,
izteikta procentos no vidējā aritmētiskā.

Ļoti bieži rezultātu mēdz uzrakstīt formā x±sī. Te novērtē-

juma relatīvā precizitāte c sakrīt ar precizitātes rādītāju %,

jo te t vērtība (reizinātājs pie kļūdas sļ) ir 1. Pieraksts x±sļ ari

uzdod noteiktu intervālu ģenerālā vidējā aritmētiskā novērtēšanai,
tikai ticamība, ka šis intervāls pārklās ģenerālo vidējo, ir zemāka

par 95%. Tā, piemēram, ja v=00, tad t vērtībai 1 atbilst varbū-

tība 68,3% (sk. 111 tabulu), t. i., intervāla x±sļ ticamība ir tikai

68,3%.
Ka redzams, precizitāte un ticamība saistītas ta, ka, vienai pa-

lielinoties, otra samazinās. Vienlaicīgi paaugstināt precizitāti un

ticamību iespējams tikai uz vidējā aritmētiskā kļūdas samazinā-

šanas rēķina.
Piemērs. Izmērot 64 rudzu vārpu garumu, konstatēts, ka to

vidējais garums x= 7,7 cm un standartnovirze s=l,4 cm. Atrast

ģenerālā vidējā aritmētiskā 95% ticamības intervālu.

s 14
Pie v= 63 t005=2,0, sļ =— t. i., sr =0,18 cm. Meklētais

intervāls ir 7,7+2,0•0,18=7,7±0,36 jeb no 6,34 cm līdz 8,06 cm.

Relatīvā precizitāte ir

c= -100% =4,7%,

tātad pie 95% ticamības relatīvā precizitāte ir 4,7%. Ir 95% var-

būtība, ka intervāls no 6,34 cm līdz 8,06 cm pārklāj visas tās

vārpu kopas vidējo garumu, no kuras ņemts minētais 64 vārpu
paraugs.

260. §. Nulles hipotēzes. Nulles hipotēžu pārbaude ir matemā-

tiskās statistikas centrālais uzdevums, jo visas zinātniskās pētnie-
cības darba problēmas tā vai citādi saistās ar kādas hipotēzes
izvirzīšanu un pārbaudi.

Lai saprastu nulles hipotēzes būtību, apskatīsim šādu pie-
mēru. No rudzu šķirņu izmēģinājumu kolekcijas sējumiem iegūti
100 vārpu garumu mērījumi katrai no šķirnēm: 'Priekuļu stan-

darts', 'Zima' un 'Champaquer'. Rezultāti doti tabulā.
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Tabula 29.4.

Kā redzams, šķirnei 'Champaquer' vārpu vidējais garums lie-

lāks nekā standartam, bet šķirnei 'Zima' tas ir mazāks.
Taču izdarīt šādu slēdzienu vispār par šķirnēm nedrīkst, jo no

parauga aprēķinātais vārpu vidējais garums ir variējošs lielums,
kura svārstības mērs ir tā kļūda sī.No citiem 100 vārpu parau-

giem iegūtie vidējie garumi un to starpības var būt citādi. Sakarā

ar teikto rodas jautājums: vai ir iespējams kaut ko spriest par

šķirņu savstarpējām attiecībām, ja no katras šķirnes mums ir

tikai viens paraugs. Lai šo jautājumu atrisinātu, to vispirms for-

mulē ar nulles hipotēzes palīdzību.
Mūsu piemērā nulles hipotēze ir pieņēmums, ka starpība starp

šķirņu «īstajiem» jeb «ģenerālajiem» vidējiem vārpu garumiem ir

nulle, t. i., ka, neierobežoti palielinot parauga apjomu, dažādu

šķirņu vidējie garumi sakritīs.

Sīs hipotēzes pārbaudes uzdevums ir noskaidrot, vai izmēģi-

nājumu dati atbilst šim pieņēmumam vai ne, un atkarībā no tā

hipotēzi vai nu pieņemt, vai noraidīt.

Nulles hipotēzi ļoti uzskatāmi var pārbaudīt, konstruējot kat-

ras šķirnes «īstajam» vidējam vārpas garumam 95% ticamības

intervālu.

Pie v= 100-1=99, r0,05
=2,0 un 95% ticamības intervāls:

'Priekuļu standartam' 8,4±2,0 •0,15 =8,4+0,30, t. i.,
no 8,10 cm līdz 8,70 cm

'Zima' 8,2+2,0-0,12=8,2+0,24, t. i.,

no 7,96 cm līdz 8,44 cm.

'Champaquer' 9,6+0,30, t. i., no 9,30 līdz 9,90 cm.

220. zīmējumā parādīti attiecīgie intervāli standartam un šķir-
nei 'Zima', kā arī šķirnei 'Champaquer'. Standartam un šķirnei
'Zima' 95% ticamības intervāli sedzas, tas nozīmē, ka «īstie», vi-

dējie garumi var sakrist (ja tie atrodas kopēja daļa). Līdz ar to

mums nav pamata noraidīt nulles hipotēzi attiecība uz šīm šķir-
nēm. Sis apgalvojums jāsaprot pareizi. Mēs neizslēdzam iespēju,
ka «īstie» vārpu garumi ir atšķirīgi, taču konkrētie musu rīcībā

esošie dati nedod pamatu secināt, ka tie tiešām ir atšķirīgi.
Standartam un šķirnei 'Champaquer' nulles hipotēze tiek pār-

liecinoši noraidīta, jo intervāliem, kuros varētu atrasties «īstie»

garumi, nav kopīgu punktu.
%

Šķirne

'Prieku|u standarts'

'Zima'

'Champaquer'

Šķirne x (cm)

8,4

8,2
9,6

s (cm)

1,51

1,20

1,47

s~ (cm)

0,15
0,12

0,15
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Līdzīgi kā šajā piemērā — nulles hipotēze visos gadījumos ir

pieņēmums, ka «īstā starpība ir nulle», tikai atkarībā no konkrētās

problēmas rakstura tie rādītāji, kuru starpību mēģinām novērtēt,

var būt dažāda tipa: divi korelācijas koeficienti, divas dispersijas
utt.

220. zīm.

Noraidīt nulles hipotēzi nozīmē atzīt starpību par būtisku, pie-

ņemt nulles hipotēzi nozīmē apgalvot, ka starpība nav būtiska.

Praksē nulles hipotēžu pārbaudē viscaur lieto analītiskus kri-

tērijus. Nākošajos paragrāfos apskatīsim aprēķinu tehniku dažu

nulles hipotēžu pārbaudei.
261. §. Divu vidējo aritmētisko salīdzināšana nesaistītiem no-

vērojumiem. Ar nesaistītiem novērojumiem saprot divu tādu pa-

raugu datus, kurus nav nekāda pamata sagrupēt pāros. Tā, piemē-
ram, salīdzinot divu rudzu šķirņu vārpu vidējos garumus, mēs

no vienas šķirnes vārpu kopas izvēlamies rendomizētu paraugu

neatkarīgi no otras šķirnes vārpu kopas un nav pamata uzskatīt,
ka viena parauga konkrēta vārpa kaut kādā veidā saistās ar otra

parauga konkrētu vārpu.
Abu paraugu vidējo aritmētisko salīdzināšana ir nulles hipo-

tēzes pārbaude, kur nulles hipotēze — pieņēmums, ka starp salī-

dzināmo kopu vidējām vērtībām starpība ir nulle. Matemātiski to

var pierakstīt šādi:

Pi
—

H2 =0.

Nesaistītos novērojumos vidējie aritmētiskie ir neatkarīgi, un

no varbūtību teorijas viedokļa tie ir neatkarīgi gadījuma lielumi,
kuru dispersiju var aprēķināt pēc formulas (28.27).

Pieņemsim, ka dotie paraugi ir xn, x«& ..., *v,..., *m un x2i,

A'22, •••, Xļļ,..., x 2n
t
,

bet turpmāk otros indeksus atmetīsim.

Apzīmēsim

1 «i
' 2

n2

'

, 2_2(xi-Xj)
2 ■ 2_2(x2-x2)

2 .
s
l i > s

2 i .

«I—l «2—l

Tālāk apzīmēsim

2+X(x2-*2) 2

; (29 ļ4)
n

i +n2
— 2
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Ja abi paraugi ņemti no vienas ģenerālās kopas tad s
2 (ap-

kopota dispersija) ir ģenerālās dispersijas o
2 novērtējums pie

tam sis apkopotas dispersijas brīvības pakāpju skaits ir \=n1+
+n 2-2. Starpības i>==*,-*2 dispersiju tagad var izteikt šādi:

Var pierādīt, ka lielumam

(29.16)
-ļ

n x +n2
s \nx+ n2

>

ir Stjūdenta sadalījums *
ar brīvības pakāpju skaitu v=nl+n

2-2.

Ja rti=n2,
tad sD =ļ/52

xT+ s un

' , X] —Ko

tv= . ' =" (29.17)

Lai pārbaudītu nulles hipotēzi, rīkojas pēc šāda kritērija (Stjū-
denta kritērijs):

1) atrod starpību D= xx— x2\-

-2) atrod starpības kļūdu sd;

3) sastāda attiecību

(29.18)

4) izvēlas piemērotu būtiskuma līmeni. Izdarot slēdzienus, var

rasties divējāda veida kļūdas: var noraidīt pareizu nulles hipo-
tēzi

— to sauc par pirmā veida kļūdu, var pieņemt nepareizu nul-
les hipotēzi —

to sauc par otrā veida kļūdu.
Būtiskuma līmenis ir pirmā veida kļūdas varbūtība. Pieņemot

būtiskuma līmeni vienādu ar 5%, mēs samierināmies ar iespēju ,
noraidīt pareizu nulles hipotēzi 1 gadījumā no 20. Stjūdenta ta-

bulā atrod t0,05, kas atbilst brīvības pakāpju skaitam v=ni+rt2—2.

Tad rD salīdzina ar to,os-
Ja ļ ž'd ļ tad nulles hipotēzi jeb star-

pību atzīst par būtisku pie 5% būtiskuma līmeņa. So faktu mēdz

pierakstīt šādi: P<0,05.
Ja turpretim | | tad nav pamata nulles hipotēzi no-

raidīt, jo varbūtība,; ka atrastā tv> vērtība radusies tās variācijas
rezultātā, kāda vispār piemīt no parauga aprēķinātajiem lielu-

miem, nav pietiekami maza.

* Ar nosacījumu, ka paraugi ņemti no ģenerālās kopas, kurā pazīmei ir

normālais sadalījums.
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Piemērs. Noskaidrosim, vai starpība starp vidējiem vārpu

garumiem uzskatāma par būtisku (sk. iepriekšējo paragrāfu).

a) Salīdzināsim 'Priekuļu standartu' ar šķirni 'Zima':

D=8,4 -8,2=0,2,

s
D=ļ/0,152+0,12 2=1/0,0369=0,19,

Vērtībai v= 100+100-2=198, t. i., v= oo tabulā atrodam *0,05
=

= 1,96. Tā kā 1,05< 1,96, tad nulles hipotēze netiek noraidīta pie

5% būtiskuma līmeņa. Konkrētie mūsu rīcībā esošie dati neļauj

secināt, ka šķirnei 'Zima' vārpu vidējais garums būtu mazāks kā

'Priekuļu standartam.

b) Salīdzinot šķirni 'Champaquer' ar standartu, iegūst D=l;2,

sd=0,21, rD =5,71, kas liecina, ka'starpība ir būtiska gan pie 5%,
gan 1% būtiskuma līmeņa, jo ļ ļ >roo5 = 1»96 un | ļ > 001=

=2,58. Tātad P<0,05un pat P<o,ol.

1. piezīme. Ja vidējie aritmētiskie xx un x 2 iegūti no saistī-

tām rindām, kur katrs skaitļu pāris xn un x 2X
ir nedalāma vienība,

tad arī vidējie aritmētiskie nav neatkarīgi un šeit parādīto metodi
to salīdzināšanā lietot nevar. Tādos gadījumos pielieto tā saucamo

pāru metodi vai arī kļūdu Sd aprēķina, ievērojot korelācijas koe-

ficientu r, kuru atrod no dotajām skaitļu rindām. Sos paņēmienus
apskata plašākos matemātiskās statistikas kursos.

2. pie z ī mc. Izmēģinājumu praksē visbiežāk sastopami ga-

dījumi, kad salīdzināmo variantu skaits pārsniedz 2. Tādos gadīju-
mos nulles hipotēžu pārbaudē vispiemērotākā metode ir dispersiju
analizē, kuru arī iztirzā plašākos kursos.

262. §. Korelācijas koeficienta novērtējums *. No parauga da-

tiem atrastais korelācijas koeficients ir gadījuma lielums, kura

iespējamās vērtības izkliedētas ap ģenerālo korelācijas koefi-
cientu q. Tāpēc, ja q vērtība ir nulle, no parauga atrastais r var

arī nebūt nulle un var rasties maldīgs ieskats, ka starp pētāma-
jiem lielumiem pastāv lineāra korelācija, lai gan faktiski šādas

korelācijas nav.

No minētajiem apsvērumiem izriet nepieciešamība pārbaudīt
hipotēzi q=0, t. i., noskaidrot, vai korelācijas koeficients būtiski

atšķiras no nulles. No visiem uzdevumiem, kas saistīti ar kore-

* Korelācijas un regresijas koeficientu novērtēšanas metodika izstrādāta,
balstoties uz pieņēmuma, ka ņemts rendomizēts paraugs no ģenerālās kopas,
kurā pazīmes x, y pakjautas normālajam sadalījumam ar blīvuma funkciju

i 1 lx? 2Qxy ifi v

f(x,y) =——— c 2(i-o2)W 022)
2itaia2yi-e2

Ja ir k faktoriālās pazīmes, tad normālā sadalījuma jēdziens tiek attiecīgi
vispārināts.
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lācijas koeficienta_ vispārināšanu, šīs hipotēzes pārbaude praksē
sastopama visbiežāk, un to var izdarīt ar dažādām metodēm. Ap-
skatīsim dažas no tām.

Hipotēzi q= 0 var pārbaudīt, sastādot attiecību

=

-7= (29.19)-

V ~h~=2

un salīdzinot to ar r0,05» jo ir pierādīts, ka šai attiecībai ir Stjū-
denta sadalījums ar brīvības pakāpju skaitu v=n—2. Ja |rr |>
>t0,05, tad nulles hipotēzi noraida, ja turpretim |rr |<ro,os, tad
nulles hipotēzepaliek spēkā.

Piemērs. No 100 saimniecību datiem atrasta korelācija starp
graudu ražošanas izmaksām (rbļ. par 1 ha) un ar vienu kom-

bainu novākto platību (sezonā ha). Korelācijas koeficients r =

= —0,248. Pārbaudīt nulles hipotēzi q=0. Sastādām

Ņ= ,°'
248

«2,53.
-./1-0.2482

y 100-2

Pēc Stjūdenta sadalījuma tabulas atrod r 0,05= 1.98. Tā kā 2,53>;
> 1,98, tad korelācija ir pierādīta.

Praksē visērtāk lietot IV tabulu, kur dotas korelācijas koefi-

cienta robežvērtības pie 5% un 1% būtiskuma līmeņa. Mūsu pie-
mērā pie v«T00 un 5% būtiskuma līmeņa šāda robežvērtība ir

0,195. Ja no parauga datiem atrastā koeficienta absolūtā vērtība

pārsniedz tabulas skaitli, tad korelācija ir pierādīta, ja tā ir ma-

zāka par tabulas skaitli, hipotēze q= 0 paliek speķa.
263. §. Regresijas koeficienta novērtējums. Ja regresijas tais-

nes vienādojums atrasts no parauga datiem, tad tas uzskatāms

par tuvinājumu «īstajam» regresijas vienādojumam, kurš izsaka

lineāro sakarību ģenerālajā kopā. Sādā aspektā no parauga at-

rastie regresijas rādītāji ir atbilstošo ģenerālo rādītāju novērtē-

jumi. Lai atrastu intervālus, kuri ar dotu ticamību «pārklāj» ģene-

rālos rādītājus, jārēķina kļūdas, tāpat kā to darījām, novērtējot

ģenerālo vidējo aritmētisko.

232. paragrāfā definētā atlikumu kvadrātu summa Q7
=

= parāda y vērtību izkliedi ap regresijas taisni. Arī

ģenerālajā kopā pastāv izkliede ap šīs kopas regresijas taisni v,=

=px+60. Lai novērtētu šo izkliedi, Q z
dala ar brīvības pakāpju

skaitu *,v=n-2 un iegūst atlikuma dispersiju

iM
,_2fcSi, (2920)

* Brīvības pakāpju skaits ir v—n-t, jo Qz aprēķināšanā izmantoti divi

vidējie x un y (sk. 232. §).
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Atlikuma dispersijai, tāpat kā katras atsevišķas pazīmes dis-

persijai, ja tā aprēķināta no parauga datiem, ir divējāda nozīme:

tā kalpo kā ģenerālās dispersijas novērtējums, bet ir arī izkliedes

raksturotāja paša parauga datiem. To ievērojot, ir skaidrs, ka at-

likuma dispersija ir uzskatāma arī par formulas piemērotības
mēru, jo tā, līdzīgi atlikuma kvadrātu summai, parāda punktu iz-

kliedi ap regresijas taisni.

Atlikuma standartnovirze

sy.x
=ļ/2_fcMl (29.21)
'n— 2

jeb, ievērojot formulu (27.29),

Sy.x
=yiĒ^MEW 4 (29.210

Var pierādīt, ka regresijas koeficienta standartnovirze jeb
kļūda aprēķināma pēc formulas

v

sb=—

Sy'x (29.22)
Ss-ļVn-l

jeb

«■■l/ *y~tīm~& <2£,-22'>

Ir 95% ticamības, ka intervāls b±toiossD «pārklāj» ģenerālo re-

gresijas koeficientu 6. Lielumu r0,05
atrod pie brīvības pakāpju

skaita v=n —2.

Piemērs. Aprēķināsim atlikuma standartnovirzi un regresi-

jas koeficienta kļūdu 231. § piemēram par apšu atvašu garuma un

diametra sakarību.

Tā kā Qz
=3,02 un v =20-2= 18, tad

=V0,1678=0,41.

Konstruēsim 95% ticamības intervālu ģenerālajam regresijas
koeficientam p. Skaitlim v=lB atrodam foos

=2,10.
Tātad

b ± to.osSb=2,01 ±2,10 • 0,26=2,01±0,55.



Varbūtība, ka intervāls (1,46; 2,56) ietver ģenerālo regresijas
koeficientu, ir 95%.

Tā kā intervāls neietver nulli, tad ģenerālais koeficients nevar

but nulle. Nulles hipotēzi p= 0 var pārbaudīt arī, sastādot attie-

cību

t
D =—. (29.23)

Sb

Lielumam tb ir Stjūdenta sadalījums ar brīvības pakāpju skaitu
x=n—2. Salīdzinot \tb\ ar r0,05, regresiju atzīst par būtisku, ja
| tb ļ>£0,05-

-264. §. Rezultatīvās pazīmes prognozēto vērtību kļūdu inter-

vāli. No parauga datiem atrastais regresijas vienādojums y=

=bx+ b
0 ir novērtējums šāda paša tipa vienādojumam ģenerālajā

kopā p=P£+Bo. Aprēķinot izvēlētajai x\ vērtībai yu svarīgi atrast

intervālu «/i+Jo.cv s
yi. ar kuru var pārklāt atbilstošo ģenerālo vēr-

tību pi pie ticamības līmeņa 95%. Sai nolūkā iepriekš jāaprēķina

prognozes yx kļūda Sy
{. levērosim, ka yi=y+ b(xi—x), t. i., yi ir

divu gadījuma lielumu y un b{x\— x) summa, tātad y\ dispersija
5

2

p( ir šo abu gadījuma lielumu dispersiju summa. Vidējā aritmē-

tiskā y dispersija

s
2 7=fZl; (29.24)

Sī formula vidējā aritmētiskā kļūdas aprēķināšanai kļūst sapro-

tama, ja atceramies, ka kļūdas aprēķinam jābalstās uz gadījuma
faktoru radīto dispersiju, izslēdzot visu sistemātisko variāciju

(sk. 275. §). Izmantojot to informāciju, ko iegūstam, analizējot

regresiju, iespējams nokopējās kvadrātu summas izslēgt to izklie-

des daļu, kurai pamatā ir kontrolētā faktora x izmaiņas. Līdz ar

to iespējams samazināt to dispersiju, kas jāņem vidējā aritmētiskā

kļūdas aprēķināšanas pamatā. No formulas (29.22) seko

S
2
h=

kur

Qx =Z(*i-*) 2
=S*i2-(Z^'

)2 ,

bet lielumam b(x\-x) dispersija ir proporcionāla (xl -x)
2. (Sk.

formulu (28.25).) Tātad

2- (29-25)



95% ticamības intervāls lieluma pi novērtēšanai ir

• s
y
.
x
]/—+

(*l ~X)*
7 (29.26)

Ir iespējams konstruēt 95% ticamības intervālu atsevišķas vēr-

tības prognozēšanai, izejot no regresijas analīzes datiem. Tad for-

mulā (29.25) jāpieliek trešais saskaitāmais s
2
y.x, jo individuālu y\

vērtību izkliedi ietekmē vēl papildu izkliedes avots — nekontrolētie

gadījuma faktori, kuri rada variāciju ap regresijas taisni. Tātad

s\=sV*+ +IP(*i-^) 2 (29.27)

un

Sy,= *y.xļ/1 + +
(Xl

~^
)2

; (29.28)

Redzam, ka lielumu y\ un yx dispersijas atrastas saskaņā ar

tiem izkliedes avotiem, kuri ir to rašanās pamatā.
Jāievēro, ka rezultatīvās pazīmes kļūdu intervāla platums ir

atkarīgs ne tikai no mērķa, kādam tas konstruēts, bet arī no
kon-

krētās x\ vērtības, kurai prognoze izdarīta. Jo tālāk izvēlētā x
x

vērtība atrodas no centra
— vidējā aritmētiskā, jo plašāks ir

kļūdu intervāls resp. jo neprecīzāks ir no vienādojuma aprēķinā-

tais //i.

Ja dažādiem X\ atrod robežas //i+/o,oss yj un i/i+fo.osS£i un atliek

tās zīmējumā, tad iegūst divas kļūdu zonas, kuras paplašinās, *i

vērtībai attālinoties no vidējās vērtības x= x. Šaurākā zona do-

māta vidējo vērtību v.i novērtēšanai, bet platākā — individuālo y\

«pārklāšanai». Ja novērtēšana izdarīta pie .95% ticamības līmeņa,
tad tikai 5% vidējo, kā arī 5% individuālo vērtību var atrasties

ārpus attiecīgajām zonām.

Tabula 29.5

«I±f0,05• S

0,6

0,8
1,0

1,2
1,4
1,6

0,14
0,11

0,09
0,10

0,14
0,18

0,43

0,43
0,42

0,42

0,43
0,44

1,11±2,1 - 0,14 0,82; 1,40

1,51±2,1 -0,11 1,28; 1,74

1,92±"2,1• 0,09 1,73; 2,11

2,32±2,1 -0,10 2,11; 2,53
2,72±2,1 -0,14 2,43; 3,01

3,12±2,1 -0,18 2,74; 3,50

0,21; 2,01

0,61; 2,4-1
1,04; 2,80

1,44; 3,20
1,82; 3,62

2,20; 4,04
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Piemērs. Atrast vidējo apšu atvašu garumu, kā arī indivi-

duālo garuma mērījumu novērtējuma zonas.

Tabulā 29.5 sakārtoti nepieciešamie pallgaprēķini, un 221. zī-

mējumā konstruēta regresijas taisne y=bx+bO,
kā arī zonu ro-

bežas.

221. zīm.

265. §. Daudzfaktoru regresijas koeficientu novērtējums. Atli-

kuma dispersiju daudzfaktoru regresijas gadījumā definē ar for-

mulu

< 29"29 >

kur k ir faktoriālo pazīmju skaits.

Atlikuma standartnovirze
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Seit Q2
ir atlikuma kvadrātu summa, kuru atrod pēc formulām

(27.42) vai (27.42)').
Regresijas koeficienta bļ kļūda ir

Sb.j=Sy. 12... kVct/j], (29.31)

kur cjj ir sistēmas (27.39) vai (27.40) koeficientu matricai inversās

matricas diagonāles elements. Var pierādīt, ka normālvienādo-

jumu sistēmu (27.39) un (27.40) koeficientu matricu

(2xi
2 I,x

i
ļX2

...
SatiJCu 2*i \

%x2Xi 2x2
2 ... 2x2*k žx2 \

...

2*k*l 2*k*2 ... 2xk
2

2%k /
2jci 2jc2 ... 2*k n /

un

(Qn
Qi2 ••• Qik \

<?21 Q22 •■• Q2k |
Qkl Qk2 •

•
• Qkk /

inverso matricu elementi c« (/= 1,2,..., k) sakrīt.

Jautājumu par to, vai bļ būtiski atšķiras no nulles, noskaidro,
sastādot attiecību

t =h-. (29.32)

Sai attiecībai ir Stjūdenta sadalījums ar brīvības pakāpju skaitu

v=n—k— 1. Ja | t
D.| >r0,05» tad ģenerālās regresijas koeficients Pj

nav nulle.

Piemērs. Atrast atlikuma standartnovirzi, regresijas koefi-

cientu kļūdas un pārbaudīt hipotēzes Pi =0, P2=0 piemērā par ražu

atkarību no hidrotermiskajiem koeficientiem (sk. 235. §), pieņemot,
ka apskatītais 9 gadu kopums ir rendomizēts paraugs no normā-

las kopas. Dabūjam

X/ 276,05
_r o

r —

_Qll . n_

Qll Ql2
n

0,017937 -0,002042
„QQQO379

-0,002042 0,021328
~u'uuu,3/y

>

cv =56,27; s bi =6,8y56,27 «51,0,

\tbl\ =0,60<2,45=f0,05.

Kā redzam, ļfbj |.<f0,05, tāpēc hipotēzi pi =0 nevar noraidīt.

Līdzīgu slēdzienu var izdarīt par koeficientu p2. Sādi rezultāti iz-

skaidrojami galvenokārt ar mažo novērojumu gadu skaitu.



Tā kā atlikuma dispersijai saucējs ir n—k — l, tad saprotams,
ka pie maza novērojumu skaita n jāizvairās no liela faktoriālo

pazīmju skaita k. Pie maza n un liela k daudzfaktoru korelācijas
koeficients R var iznākt ļoti liels, taču atrastajai regresijai nebūs

vispārinājuma spēka. Tā, piemēram, ja ir 3 skaitļu trijotnes {n =

=3) un divas faktoriālās pazīmes (k=2), tad regresijas plakne
ies tieši caur visiem trijiem punktiem un nekādas izkliedes ap šo

plakni nebūs, t. i., Qz
=o. Līdz ar to P

2=100%, R= l, bet s2
y.12

=

=-jļ-, tas nozīmē, ka jautājums par regresijas vispārināšanu nav

izvirzāms.
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PIELIKUMS

/ tabula

f(t)= i.e 2

V2n

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0

0,1

0,2
0,3

0,4
0,5

0,6

0,7
0,8

0,9

0,3989

3970

3910

3814
3683

3521

3332
3123

2897

2661

3989
3965

3902

3802

3668

3503

3312

3101

2874

2637

3989
3961

3894

3790

3653

3485

3292

3079

2850

2613

3988
3956

3885

3778

3637

3467

3271

3056

2827

2589

3986

3951

3876

3765

3621

3448

3251

3034

2803

2565

3984
3945

3867

3752

3605

3429

3230

3011
2780

2541

3982

3939

3857

3739

3589

3410

3209

2989

2756

2516

3980
3932

3847

3726

3572

3391

3187

2966

2732

2492

3977
3925

3836

3712

3555

3372

31C6

2943

2709

2468

3973

3918

3825

3697
3538

3352

3144

2920

2685

2444

1,0

1,1

1,2
1,3

1,4
1,5

1,6

1,7
1,8

1,9

0,2420

2179

1942

1714

1497

1295

1109

0940

0790

0656

2396

2155

1919

1691

1476

1276

1092

0925

0775
0644

2371

2131

1895

1669

1456

1257

1074

0909

0761

0632

2347
2107

1872

1647

1435

1238
1057

0893

0748
0620

2323
2083

1849

1626

1415

1219

1040

0878

0734
0608

2299

2059

1826

1604

1394

1200

1023
0863

0721

0596

2275

2036

1804

1582

1374

1182

1006

0848

0707

0584

2251

2012

1781

1562

1354

1163
0989

0833

0694

0573

2227
19b9

1758

1.39

1334

1145

0973

0cil8

0681
0562

2203

1965

1736

1518

1315

1127

0957

0804

0669
0551

2,0

2,1
2,2

2,3

2,4
2,5

2,6
2,7

2,8

2,9

0,0540

0440

0355

0283
0224

0175

0136

0104

0079

0060

0529

0431

0347

0277

0219

0171

0132

0101

0077

0058

0519

0422

0339

0270
0213

0167

0129

0099

0075

0056

0508

0413

0332

0264
0208

0163

0126

0096

0073

00&

0498
0404

0325

0258

0203

0158

0122

0093

0071

0053

0488

0396

0317

0252
0198

0154

0119
0091

0069

0051

0487

0387

0310

0246

0194

0151

0116

0088

0067

0050

0468

0379

0303

0241
0189

0147

0113

0086

0065

0048

0459
0371

0297

0235
0184

0143

0110

0084

0063

0047

0449

0363

0290

0229
0180

0139

0107

0081

0061

0046

3,0

3,1
3,2

3,3
3,4

3,5

3,6
3,7

3,8
3,9

0,0044

0033

0024

0017

0012

0009

0006

0004

0003
0002

0043

0032

0023

0017

0012

0008

0006

0004

0003

0002

0042

0031

0022

0016

0012

0008

0006

0004

0003

0002

0040
0030

0022

0016

0011

0008

0005

0004

0003

0002

0039

0029

0021

0015

0011
0008

0005

0004

0003

0002

0038

0028

0020

0015

0010

0007

0005

0004

0002

0002

0037

0027

0020

0014

0010

0007

0005

0003

0002

0002

0036

0026

0019

0014

0010

0007

0005

0003

0002

0002

0035
0025

0018

0013

0009

0007

0005

0003

0002

0001

0034

0025

0018

0013

0009

0006

0004

0003

0002

0001



Varbūtību integrālis

©(<)—== f c
2 dt

12.1 J
0

// tabula

O(r) <D(r) a>(0 ļ i <P(0 1 «D(0

0,00 0,0000

01 0,0080
02 0,0160

03 0,0239

04 0,0319

0,05 0,0399

06 0,0478

07 0,0558

08 0,0638
09 0,0717

0,10 0,0797

11 0,0876

12 0,0955

13 0,1034

14 0,1113

0,15 0,1192

16 0,1271

17 0,1350

18 0,1428

19 0,1507

0,20 0,1585
21 0,1663

22 0,1741

23 0,1819

24 0,1897

0,25 0,1974

26 0,2051

27 0,2128

28 0,2205

29 0,2282

0,30 0,2358

31 0,2434

32 0,2510

33 0,2586

34 0,2661

0,35 0,2737

36 0,2812

37 0,2886

38 0,2961

39 0,3035

0,40 0,3108

41 0,3182

42 0,3255
43 0,3328

44 0,3401

0,45 0,3473

46 0,3545

47 0,3616

48 0,3688

49 0,3759

0,50 0,3829

51 0,3899
52 0,3969

53 0,4039
54 0,4108

0,55 0,4177
56 0,4245

57 0,4313

58 0,4381
59 0,4448

0,60 0,4515
61 0,4581

62 0,4647
63 0,4713

64 0,4778

0,65 0,4843
66 0,4907
67 0,4971

68 0,5035

69 0,5098

0,70 0,5161

-71 0,5223

72 0,5285

73 0,5346

74 0,5407

0,75 0,5467

76 0,5527

77 0,5587

78 0,5646

79 0,5705

0,80 0,5763

81 0,5821

82 0,5878

83 0,5935

84 0,5991

0,85 0,6047

86 0,6102
87 0,6157

88 0,6211

89 0,6265

0,90 0,6319

91 0,6372

92 0,6424

93 0,6476

94 0,6528

0,95 0,6579

96 0,6629

97 0,6680

98 0,6729

99 0,6778

1,00 0,6827
01 0,6875
02 0,6923
03 0,6970

04 0,7017

1,05 0,7063
06 0,7109

07 0,7154

08 0,7199
09 0,7243

1,10 0,7287

11 0,7330

12 0,7373
13 0,7415

14 0,7457

1,15 0,7499

16 0,7540

17 0,7580

18 0,7620

19 0,7660

1,20 0,7699

21 0,7737
22 0,7775

23 0,7813

24 0,7850

1,25 0,7887
26 0,7923

27 0,7959

28 0,7995

29 0,8029

1,30 0,8064

31 0,8098
32 0,8132

33 0,8165

34 0,8198

1,50 0,8664
51 0,8690
52 0,8715

53 0,8740
54 0,8764

1,55 0,8789
56 0,8812

57 0,8836
58 0,8859

59 0,8882

1.60 0,8904

61 0,8926

62 0,8948

63 0,8969

64 0,8990

1,65 0,9011

66 0,9031
67 0,9051

68 0,9070
69 0,9090

1,70 0,9109

71 0,9127

72 0,9146

73 0,9164

74 0,9181

1,75 0,9199

76 0,9216

77 0,9233

78 0,9249

79 0,9265

1,80 0,9281

81 0,9297

82 0,9312

83 0,9328
84 0,9342

1,85 0,9357

86 0,9371

87 0,9385

88 0,9399

89 0,9412

1,90 0,9426

91 0,9439

92 0,9451

93 0,9464

94 0,9476

1,95 0,9488

96 0,9500

97 0,9512

98 0,9523

99 0,9534

2,00 0,9545

05 0,9596
10 0,9643

15 0,9684
20 0,9722

2,25 0,9756
30 0,9786

35 0,9812
40 0,9836

45 0,9857

2,50 0,9876

55 0,9892
60 0,9907

65 0,9920

70 0,9931

2,75 0,9940

80 0,9949
85 0,9956

90 0,9963

95 0,9968

3,00 0,99730

10 0,99806

20 0,99863

30 0,99903

40 0,99933

3,50 0,99953

60 0,99968

70 0,99978

80 0,99986

90 0,99990

4,00 0,99994

1,35 0,8230

36 0,8262

37 0,8293

38 0,8324

39 0,8355

1,40 0,8385

41 0,8415

42 0,8444

43 0,8473

44 0,8501

1,45 0,8529

46 0,8557

47 0,8584

48 0,8611

49 0,8638



/// tabula

tļ vērtības dotajam y un dotajai varbūtībai

P=P{\t\<tl)

X. p

V N.
0,5 0,9

Ticamības līmeņi

0,95 0,99 0,999

I

2

3

4

5

1,000
0,816

0,765

0,741
0,727

6,314

2,920
2,353

2,132
2,015

12,706

4,303
3,182

2,776
2,571

63,657

9,925
5,841

4,604

4,032

636,619
31,598
12,941

8,610
6,859

6

• 7

8

9

10

0,718
0,714

0,706
0,703

0,700

1,943
1,895

1,860

1,833
1,812

2,447
2,365

2,306

2,262
2,228

3,707

3,499
3,355

3,250
3,169

5,959

5,405
5,041

4,781
4,587

11

12

13

14

15

0,697

0,695

0,694
0,692

0,691

1,796

1,782

1,771
1,761

1,753

2,201

2,179
2,160

2,145
2,131

3,106

3,055

3,012
2,977

2,947

4,437

4,318
4,221

4,140
4,073

16

17

18

19

20

0,690
0,689

0,688

0,688
0,687

1,746

1,740
1,734

1,729

1,725

2,120

2,110
2,101

2,093

2,086

2,921

2,898
2,878

2,861

2,845

4,015

3,965
3,922

3,883

3,850

21

22

23

24

25

0,686
0,686

0,685
0,685

0,684

1,721

1,717
1,714

1,711
1,708

2,080

2,074
2,069

2,064
2,060

2,831
2,819

2,807

2,797
2,787

3,819

3,792
3,767

3,745
3,725

26

27

28

29

30

0,684

0,684
0,683

0,683

0,683

1,706
1,703

1,701

1,699
1,697

2,056
2,052

2,048
2,045

2,042

2,779

2,771

2,763
2,756

2,750

3,707
3,690

3,674
3,659

3,646

40

60

120

oo

0,681
0,679

0,677
0,675

1,684

1,671
1,658

1,645

2,021

2,000
1,980

1,960

2,704
2,660

2,617
2,576

3,551

3,460
3,373
3,291

V yS 0,5 0,1 0,05 0,01 0,001

Būtiskuma līmeņi



IV tabula

Robežvērtības korelācijas koeficienta būtiskuma novērtēšanai

Būtiskuma

līmeņi
Būtiskuma

līmeņi
Būtiskuma

līmeņi
v

5% 1% 5% 1% 5% 1%

1

2

3

4

5

6

' 7

8

9

10

11

12

13

14

15

0,997

0,950

0,878
0,811

0,754
0,707

0,666

0,632
0,602

0,576
0,553

0,532
0,514

0,497

0,482

1,000

0,990

0,959
0,917

0,874

0,834
0,798

0,765
0,735

0,708
0,684

0,661
0,641

0,623

0,606

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

0,468
0,456

0,444

0,433
0,423

0,413
0,404

0,396
0,388

0,381
0,374

0,367
0,361

0,355

0,349

0,590
0,575

0,561

0,549
0,537
0,526

0,515

0,505
0,496

0,487
0,478

0,470
0,463

0,456
0,449

35

40

45

50

60

70

80

90

100

125

150

200

300

400

500

1000

0,325
0,304

0,288
0,273

0,250
0,232

0,217
0,205

0,195

0,174
0,159

0,138
0,113

0,098
0,088
0,062

0,418
0,393

0,372

0,354
0,325

0,302
0,283

0,267
0,254

0,228
0,208

0,181
0,148

0,128
0,115

0,081
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ATBILDES

1. nodaļa

l. \AB\=yīī, |BC|=y73, |C4|=sy2: 2. ļ|;o). 3. (-f;|ļ). 4. ļĶ; -1),
(~f.; t). (~t: i) -5-(1;3)- 6-vl3-3'6- 7-56- 8 -27-

--2. nodaļa

3. x-2y=o, x+2y=o. 4. x+i/-8=0. 5. x 2+y2-4y=o. 6. a) koordinātu

asis; b) koordinātu sākuma punkts; c) divas koordinātu asīm paralēlas tais-

nes, kas krustojas punktā (1; —2); d) divas ordinātu asij paralēlas taisnes;

c) reālu punktu, kuru koordinātes apmierinātu vienādojumu, nav, un tādēļ šis

vienādojums nekādu līniju nedefinē; f) riņķa līnija ar centru koordinātu sā-

kumā un rādiusu 2. 7. A, B, D atrodas, C un £ neatrodas. 8. (4; 4), (—4; —4).

3. nodaļa

I. y=Tj3x+3. 2. 3*-2#-8=0, punkti A, B, D atrodas uz taisnes,

bet Cun E nav uz taisnes. 3. 1) 4+4 =1- 2 ) -^7+4-~ l
>

3 ) —77T+

T ~"t-

--2 5

=

--J
x

~Y'
4 ) ž/=-|*-4- 6- <P=B°o9'. 7. 3x—l/+ls=o. 8. 6x—s(/ +34= 0.

9. k=
~. 10. sx-4y+ l7=0. 11. 4x-22y+4\=0. 13. A(3; 4), B(l;2),

2 2
C(—3; 1). 14. 7x — 2ļi+B=o. 15. 1) nav normālvienādojums, jo -ģ">o' P~~ļ >

2) ir normālvienādojums, jo + =1 un -§f <0; p== §f '3) nav
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normālvienādojums, jo 152+82 ==l, X=—, p=— 16 1)
2*+3y~ 6

_

Q.
17 15

y, 3

2) 3)
3*+4
f

lo
=0; 4)

s£=§£zļ2.,
0. _4. 49 .

-Vl3
- 5

V34 1 13'
2

13'

'4. nodaļa

I. (a;+l)2 +(//-3)2=16. 2. X*+«*-25. 3, 1) r= 3, C(3;0); 2) r= 5,

C(-3;4); 3) r-15, C(5;-12); 4) r=-i, t(-l;ļ). 4. 1) =l.

( 11
7 22\

—3Ī ' 3Ī)' un 2 a'ro(^as >ekšpus elipses, M3un

l x2u
2'

M4—ārpus tas, Af
5 atrodas uz elipses. 9. punkts M3. 10. 1) — =1,

2> 3 > ĀHSt l' 4 > ŽT-Sr1- v-

tg(P=-

4

r. 12. 13. 1) F(1;0); 2) F(0;1); 3) F(-2;0);

4) F(0; -2). 14. (/
2=4a\ 15. 1) (/

2 =9.v; 2) f/=-x
2.

5. no da| a

1. a) 0'(2; 1), *=2, b) 0'(1; 3. 1) elipse

ar centru punktā o'(—2; 1), pusasis ļ'6 un V3, lielā ass paralēla Ox asij,
mazā — Oy asij, 2) hiperbola ar centru punktā 0'(1; —3), reālā pusass 1,

imaginārā pusass ~, reālā ass paralēla Oy asij, imaginārā — Ox asij, 3) pa-

rabola, kuras simetrijas ass paralēla Oy asij, virsotne punktā O'ļ —-ļ-; lļ ,'

izliekta uz augšu, parametrs -ļ- .

6. nodaļa

,
. 1

„ I_J ļ_- *
2 ** ' ,2-1

'
3 v

Ly\x-i~j. 2- Y-īaī=ī-x2+2x'x°-l 'l-xf
x l.'x-l'

,_

5
=-1, x2 =3. 4. |*|<2; 2) *>0; 3) x>-3; 4) X<-£\ 5) visu reālo

skaitļu ass, izņemot x«±l; 6) -oo<a:+oo; 7) visa reālo skaitļu ass, iz-

ņemot x=o, x=-l, x=+l, t. i., četri intervāli -oo<x<-l, -I<*<o,

o<*<l, lO<+». 6. 1) i/=±yi-x2; vienādojums segmentā [—1; 1]

definē divas funkcijas i/=ļ'l-x2
un </=-yi-x2; 2) y= 3) i/=
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=— 17. 1) 2) ja definīcijas apgabals ir visi tad inversā

1

funkcija y=l/x-l; 3)</=lgx-l; 4)j/=2*; 5) y=-^-arcsin ķ. 8. (/=

=(flt+l)Vat+l. 9. 1) y=jz, z=x+l; 2) (/=u
3, v=cosz, z=2x; 3) y=\gz,

2=sinj:; 4) f/= 3u, u=2
2, z=2x+l.

7. no da| a

7 7
7. —. 8. 00. 9. 0. 10. -4. 11. I. 12. -i-. 13. 0. 14. 00. 15. +00.

16. -00. 17. J-. 18. 0. 19. 00. 20. 8. 21. 1. 22. 0, kad -2, kad

x-+-00. 23. —• 24. -40. 25. ķ. 26. Ķ. 27. —. 28. 4 29. e
3. 30. fi*

4 5 3 2 2

31. — . 32. e2. 33. 0, kad x-v+oo; -00, kad jc->~oo.
c

8. nodaļa

1. 6x; 6. 2. 3x2+2; 2. 3. -i; 4. i> =6 cm/sek. 5. y= 2 m/sek.

8. 6*-i/-8 =0; Ar+6t/+ll=o. 9. x+2(/+2=o; 4*-2(/+3=o.

9. nod a| a

1; y'=4x3 -9x2+\7. 2. s't=1-3r+2*2
-5r

3. 3. x't=2a2r. 4. y'=3x2+

+2x+2. 5; (/'=4x3-9x2+6*-2. 6. y'=B(6x-\). 7. y'= - 10x4 +24a:2 +42.

o /
2

n / 2(1-2*) tn ,
Sx

„. ..

13

12. 13. 14. f(0 =
15. 2-•

_3 _£ 5 — 4 3— 3 2 s— 2
16. (/'=-3* *-x t. 17. 18. </'=-- •

2 3
4V7 }3

19. 24 sek. 20. Apm. 283 m. 21. x\=k(a-x) 2. 23. y'=2x sin x+x2cosx.

24. (/'=cos2at. 25. =
_££ilLi+2_£ol£. 27. y'=\nx. 28. t/'= 2̂ (lna:+1).

29. </'=
Xt!~X

nV- 30. </'=s(2*3+l)<(6*2+l). 31. y'=
*+'

=•

x(x+l)2

Va;2+2a;-1

32. /'(r) = =. 33. 2 . 34. s't=--±= . 35.
1

-

2fPTI f(l-x»)« r}''2+2* V(*2-l)3

4/— 3r2

36. x't = 37. o'=ls(cos sx-sin 3x). 38. y'=2xls'm 2x+x cos 2x).
2V(I-0 3

, 2(x+l)sin(2x-l)+cos(2x-l) ' y' . „ ■ „ .

39. (/'= S i v

(s+l)
2 y'—4siņ2x. 41. /'(tp) =cos cpX

2 2x—3
Xcos 3cp-3sin cp• sin3<p=2 cos4cp-cos 2cp. 42. «/'=——r. 43. t/'=——

X — I X —oX-j~ i

44- 45- & 46- f'-fti+ta*)- 47' y'=līb- 48-
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=ctg*. 49. y'=3\g(ex). 50. y'=Q. Norādījums: izlietot sakarību starp

dažādu bāzu logaritmiem. 51. y'=
2x3~l

i
ge s2> „*«.

3*2

\~ c

*(* 3+l) 6 y
1-2*3

% '

53. ,'=-tgx.lg,. 54. /= +IfJL. 55. 56. y'=2 sin 2*+tg2 *.

57- /-tg*,+£gf 58. j-Jr?*-*-\. 59. //«JL. 60. V—
cos

2
* *

2(l+cos*) "sin* 3
sin2*

61. y'-X?e*. 62. Jr
*-cx^tgx-ālri). 63. j»- 64. */'=*2

10*(3+

+*InlO). 65. j/'=s-4x ln4-4-s x lns. 66. #'=e2l+f?-2 *. 67. i/'=(2*5-

-4*)e*.! 68. j/'=e2*J+s*-<(4*+s). 69. jr*-=l. 70. (,'=_!_. 71. s't=
1 —e

1,

=c-
2 72.

,
■ 73. y'=(2~^-

-2-*)ln2. 74. y'= [3(*+l)ln 2-I], 75. T\=-kT. 76. l)*' t=
(*+l j

=A?(a-x); 2) x\=k(a-x)(b-x). 78. a) y'=-
2X; b) r/=-l, t/'=2;
i/

c) r/ = 79. a) /*
3*'~2y

; b) j/=+3, c) </=±r* 3
-*

2
+5.

80. a) b) ,=-2; ,'=-1; c) ,=±2 V7 81. jf-ljlgg^ļg
82. 83. 84. 4*-3«/+l=0; 3*4-4,-18=0.

"
a2y u(u 2 —iuv+3v2 )

85. *«/'=--*-T (ln*+l). 86. (/'=2(l+*) 2x ln(l+*)+2*(l+*)
2ī-1. 87. (/'=

(*-2)2 y*+7| 2 1 . 3 ļ
BO ,

1
, ,

= -—. ' —

?r +7r, r; r • 88.1/ =-= (arc cos*-arc sin *).
(*-5)3 \_x-2

T
3(*+l) *-5J *

yi_A:2

cn ,
, , x nn ,

*+2(l+*2)arcctg* ni , 5
89. v'=+ arctgx+-; ;.

90. y'= ~, /
,,

—=—. 91. y =
—. -

* c T
l+*2

"

*
3(l+*2 )

*

yi_2s* 2

92.i/'= — . 93. y'=0. 94. y'=--J=. 95. y'=-Ķ—. 96. r/'=

*ļ'*2-l VI-*2 4 +*
2

=1+( 1+A.2)2-
97

-
=rrļ- 98- f"=80(l-2*)

3. 99. no=2et(cosi-sinr).

100. x"'-=-77—i. 101. 2; 1; 0. 102. -9a; 0; 9a (cm/sek 2). 103. 20,6 m/sek2,
(l-/)3

-9,8 m/sek2.

10. nodaļa

li a) neg. b) aug. 2. a) poz.; b) stacionāra. 3. a) poz.; b) dilst. 4. aug

intervālā ļ"-00
-
" dilst intervālā ļ"- "^'"*"00)- 5- auS intervālā (-00,

—1) un (l,+oo); dilst intervālā (—1,1). 6. aug intervālā (-°°, +°o).
7. aug intervālā (-00,0) un (0, +00). 8. f(0)=0 maks.; /(!)=-! min.



532

9. /(-3) =-6 maks.; /(3)=6 min. 10. /(0)=0 min. 11. izl. 12. iel. 13. iel.

14. infleks. punkts ļ-|-, izliek, interv. ļ— 00, Aļ; ieliek, interv. ļ'-|-,+ooj.
15. infleks. punktu nav, grafika ieliekta. 16. maks.; f(0)=0 min.

un /(2)=o min. 17. f ļ-jj =-| maks. 18. f(0)=0 min.; f(2)=
4
-maks.

19. ekstrēmu nav. 20. punktā x= 0 ir min.; y\ x -o=-2. 21. 11 un 2. 22. 10

un 2. 23. 1 un -11. 24. 6; 3 un 4 cm. 25. 11,55 cm. 26. 2n ļ/-|
jeb 293°56'. 31. x«0,3. 32. x»0,2. 33. Xi*-3,1; x

2 x0,2; x
3
x2,9.

11. nod a | a

1. AV=4it-0,79; 4f1.-0.tl; 4n-0,0101. dV=4jī-0,5; 4ji • 0,1; Ati■ 0,01. 2. AV=

=4jr(o,stf2+0,25/?+0,04); 4it(0,1R2+0,01/?+0,0003); 4jt(o,olfl2 +o,oooltf)dy=

=4it-0,5fl2; 4jt-0,1#2; 4jt-0,01/?2. 3. dy=2(x+\)dx. 4. d«/=- ļl- + dx.

5. rf«~2cos2je«te. 6. dx= —

MLr. 7. dp=
2(,l~f )

<»• 8. 9. dy-
yi_/2 1+*2 1-a:

=lge-ctgArdx. 10. 11. 78,5 cm
2, 0,3 cm

2, 0,004 jeb 0,4%;
B "

sin 2*

0,1 mm, 0,002 jeb 0,2%. 12. V=524±3 cm
3. 13. 0,515. 14. 1,712. 15. 1-a.

16. t+|- a. 17. l-|o. 18. a. 19. a.

12. nodaļa

2.f 3-
d*

3x|- d, yy
3,
7

dx

—

x z
—

V dz
-
' Ji__L

5
dz_ 2y <9z_

x

■ 2 fl£
=
_l ~

7 —= — —=——

"

2//' ' dx 'I ' dv u
2 dv u

2
+v2 'dv u2+v2

x sin —

* ■ ; >■'?•■

8. -

U
=2xy, 2-4yz, 2+3z2. 9. =c*

3+*y,+"2 (3x2+y2+z2),
dx dy dz dx

_^
=exHxy!+xzJ. <2xy), ~ 10. 1) dz= (3*

s f/-4ļf3)rf*+ (*3-
o\u oz

-I2xy 2)dy utt. 11. 0,08. 12. -0,1. 13. 524 cm3; 6,8 cm
3; 0,013 jeb 1,3%;

0,2 mm; 0.004 jeb 0,4%; 1 mm; 0,005 jeb 0,5%. 14. V=3ooo±ls cm3.

15. 16. (0;0). (0;--|). (2;i), (-2;-l). 17. (7;2;l).

18. x*(\n A.-+1), salīdzināt ar 77. §. 2. piemēru.
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13. nodaļa

I. -jX*+C, \nx+C, -cosa'+C, sinx'+C. 2. j xMx= -I
x<+C utt.

3. l*<-5. 4. -3x-+C, 1*5+C, -L+c, lx}'7+C, 3y*+C, - 4 +C,
* * 3 , ļ/jc

+C. 5. 2x*-3*|J+3jc-2 ln|x| - J-+C. 6. |- -L—Ļ +c.

3—3 1
7. 18ļ'x- —+9x+C. 8.

Txi+2x+C. 9. 2e*+cos*+6x+C. 10. 4 sin x+

3 1
+

Tn7o
l0*+C' l!' 2tS x+

Y
ciS x+c- 12. tgx-ctgx+C. Norādījums: skaitī-

tājā 1 ' vietā likt sin 2 x+cos2 x. 13. 2tgx-x+C. 14. sin x+cos x+C.

11 i; o

15. — arctgx-— arcsin x+C. 16. -=-(x-3) s +C\ 17. — ļ'3x-5+C.
6 Z. 0 3

18. Lln\l+2x\+ln\l-2x\+C. 19. ļflfiZĶ+c. 20. In|xs+x2.+ll+C.
21. i-ln(4.v2-9)+C. 22. ±y (4x2 +1) 3+C. 23. 24.

25. ln(er+4)+C. 26. -jļ-sin 4x +C. 27. 2yx 2 +sin x+C. 28. ytg2 x+C.

29.ļarctgf+C. 30. ±
arc tgf + C. 31.

32. -L ln \ +C. 33. 4=>ln IArļ'Š+VŠF^I+C 34. +C
2yo Uy3-y2l y3 ■

35. arc sin 4 a+C. 36. -Ļ (arc sin x) 2+C. 37. -ļ (arc tg 2x) 2+C.
* 13 * 4

38. i-
A.-2 (21n.v-l)+C. 39. (x*-2x+2)e*+C. 40. * sin at+cos x+C.

x22x 2
41. -—eossx+ — sinsx+ — cošsx4-C. 42. (x2 -4x4-6)er+C.

Q &o 1 z5

43. 3s (2sin2x-3cos2x)+C. 44. x arc ctgx+ -~In(l+x 2) +C.

45. xarcsin.Y+yi-x2+C. 46. ~(l+x2 )arc tg x--i x+C. 47. -ļ- ln|3a;2—4a:+

+3|+C. 48.
y ln|x2-2x-3|+J- ln ļ^

3
- ļ +C"= -|- ln|jc—3|+ J-ln|x+l | +C.

1 2x4-1
49. -21n(x+l)+C. 50. arctg(x-3)+C. 51.

y
ln(4x2 +4x+s)-arc tg —

+C. 52. ln|x-l+yx2-2x-2|+C. 53. 1'a2+2a +3-ln|x+l +yx2 +2x+3|-r-C.
9x4-1 1 ļr—l

54. In|x-2+yx2-4x|+C. 55. 56. — arc sin —-J- +C.
0 3 ļ/5

57. 4-y2arc sin +-ļy3x-2x2+C. 58. --ļcos3 x+C. 59. x+C.

q o 2, o sin

60. _-|costx+-|- cosTx+C. 61. -cos x+
y

cos
3 x-+C. 62.

-j
x-
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63. -Ļ x+ s~sin 4x+ ļ-sin Bx+C. 64. -j-tgJ 2x+-i lnlcos 2x| +
12 8 o o4 4 2

+C. 65. -Ļcig2 4x—Ļ\n(s\n4x)+C. 66. tg Ļ+C. 67. lnļtg4l+c-
042 ļ 2|

14. nodaļa

1. 10. 2. 3. 3. -ļ-. 4.
y.

5. 2. 6. 18. 7. 8. 8. |-. 9. ln 44-2 «3,386.

10. 2. 11. 16. 12. 9. 13. 2ln 2«1,386. 14. 2. 15. 4ln 4-3«2,545. 16. 6.

17. 127,5. 18. Apzīmējot integrāli ar /, iegūstam l</<2; salīdzināt ar 13. vingr.

19. o</<l. 20. o</<ln 2«0,693. Norādījums: skaitītāju noapaļot uz augšu

(leju), bet saucēju noapaļot uz leju (augšu). 21. -ļ- ln 5«0,805. 22.-1-.

23. «0,785. 24. -j.
25. 1. 26. -|« 1,571. 27. e-yē«1,07. 28. 2. 29. ~;

30. «-0,083. 31. 1-—«0,264. 32. 1. 33. 2ln 2-—«0,636. 34. 4~1«
c 4 2

jt 1

«0,571. 35. 1,035. 36. «0,837, salīdzināt ar 19. vingr. Norādījums:

funkcijas vērtību aprēķināšanai lietot kubu un kvadrātsakņu tabulas. 37. «0,272,
salīdzināt ar 20. vingr. 38. 9,8. 39. 1. 41. jī«3,142.

15. no da | a

1. 144. 2.
~.

3. 4,5. 4. 6- 26,13. 7. ± +2it«7,617.
o o o o o /

Norādījums: integrāli aprēķina kā 121. § 2. piemēru. 8. 18.1«56,55.
512 4 4

9. 12it«37,7. 10. 12it«37,7. 11. ijiī«lo7,3. 12. \) ~nab2

; 2) ~^b.

13. 0,06 džouli. 14. «3,46-106 džouli jeb «0,35-106 kGm. 15. 998 džouli

jeb «102 kGm. 16. 1,41 - 106 ņūtoni jeb 144 tonnas. 17. 2,35 • 106 ņūtoni jeb
240 tonnas.

16. nodaļa

1

2. 1) y=3x3; 2) (/=—|-a:3. 3. y=Cc*. 4. x
2
+£/ 2=ln Cx2. 5. x+y=

=lnC(x+l)((/+l). 6. l + (/2=C(l-*2 ). 7. s2=/-y+C. 8. xt/=-8.

9. y=c^x~~2 . 10. 40 min. Norādījums: atdzišanas diferenciālvienādojums šeit

ir
~jī

= —k(T— 2O); pēc vienādojuma integrēšanas pieprasām papildu nosacī-

jumus r
o =loo°C pie t=o un r,=60° C pie r=lo min. 11. y=Cx3 -xī.

12. y=c-«[c+
3ļy 13. j/=(*+C)(l+a-2 ). 14. y=

C~

c

C

o

o

s

15. y£

1 1 mfe ——t

=Y(e x+2-e). 16. s=2P+j-. 17. "> ). 18. o-



=

wV+y
(MC mt

+*sina)/-m«cos{or). 19. L
f

). 20. ;t2
</

2
-

=C. 21. t/ex_A;2=c. 22. i/+arctg—=C. 23. —-v=C
1/ y

24. 25. 26. x- | ļ +CļX+C2.
27. y=Cle-*+C

2e**. 28. ,=cV2 *+C2e-2 *. 29. (/=C>-3 *+C 2. 30. (/=

=Csin(2x+6). 31. (/=Cc-3*sin(2;t+e). 32. y=Ce* sin +c) . 33. y=

=4e i+2e3x. 34. t/=3e-2x sins*.

17. n od a| a

1
,

+
3

J
.

54- 2
4

_1
7

4-
10

-l i .
2»■

y+32+3Ī
+

---
2- 3ļ+4T+s!+--- 3- -ĪT+-2Š-+&-+

■■■

4- 3^
_A+JL r

„
_«+6. n+s , n±7_- 2n+l

T8 vTS~--'
5
-a°-— an-'=(^3'an+'=(7r+lF- 6-an=(^FT)ī :

_

2/1-1 . 2rc+3 - 1 , 1
a"-'-—' an+'-"(7r+2)! '7- aD=^T4T; fl»-=

(n-l)(n+3) ; fln+l=

' (-l)°+'.2(/i+l) . (-1)».2« .

(n+l)(n+s)
' °~

' _1= ' n+l =

(_ l)n+22( W4-2) - 111
i!"

2°+ 2 +l
'

9. Konverģē; salīdzināt ar rindu —+—+ — +...

10. Diverģē, jo vispārīgais loceklis a -» 11. Diverģē; salīdzināt

ar harmonisko rindu. 12. Konverģē; salīdzināt ar rindu 1 + -Ļ+-p +...
13. Diverģē, jo vispārīgais loceklis an

= -r^~—r-*-ū,ol#o. 14. Diverģē;
lOOn— 1

salīdzināt ar rindu 4-+4-+— +•• • 15. Diverģē; sākot ar n=\ 1, ——~> —

2 3 4 ylO/l n'

t. i., dotās rindas locek|i kļūst lielāki par attiecīgajiem harmoniskās rindas

locekjiem. 16. Konverģē. 17. Konverģē. 18. Diverģē. 19. Konverģē.

20. Dalambēra kritērijs atbildi nedod; salīdzinot ar harmonisko rindu, konsta-

tējama rindas diverģence. 24. Konverģē pēc Dalambēra pazīmes. 25. Diverģē;

dotās rindas locek|us dabū, pareizinot diverģentas rindas t+ļp + j—t~---
ļ'2 |3

attiecīgos locekļus ar_
j-

26. Diverģē, jo nav izpildīts konverģences

nepieciešamais noteikums; an
= ■ 27- Konverģē; rindas vispārīgais

loceklis Qn=
w3^l, bet tas nepārsniedz konverģentas rindas l+ -^j+p-+-• • +

+... vispārīgo locekli. 28. Konverģē pēc Dalambēra pazīmes /=o<l.

29. Konverģē nosacīti; n=2oo. 30. Diverģē. 31. Konverģē absolūti; n=lo.

32. Konverģē absolūti; n=s. 33. Konverģē nosacīti; /i=soo 000.
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IS. nodaļa

1. |a|<3. 2. \x\<l. 3. [x|<3. 4. -3sCx<3. 5. -10s£x<10.

6. |x|<s. 7.
y—

+
2T

_2^"+" '' Var izmantot ari Satavu izvirzījumu, ja

ievēro, = + |i-g+...). Rinda kon-

+
2

1 2a: 3v2 4a3

verģē, ja |a|<2. 8. |*|<2. Var izmantot arī ga-

tavu izvirzījumu, ja ievēro, ka
(9
l

xyi
= '9-1 ~

T
*2+ X*~~

1.3.5 1 A'3

—23 31
*6+-

■■ > Var izmantot arī binomiālo rindu. 10. x—4-

--+2^-y--2^3T54 + ----; l*!'* 1
-

Tā kā ■tad

to pašu izvirzījumu dabū, integrējot iepriekšējā piemērā dabūto rindu pa locek-

X 6 XlO Al4

ļiem. 11. a2 — ~+— — +...; konverģē visiem x. Var izmantot arī fun-

kcijas sin x izvirzījumu, kurā liek x vietā x2. 12. 6,055. 13. 0,1278. 14. 0,9511.

15. 2,0243 (trīs rindas locekļi). 16. 0,1823 (četri rindas locekļi). 17. 0,9512

(trīs rindas locekļi). 18. 0,5625. 19. 0,3897. 20. 0,2970. 21. x+ + ...

22. I+2T+ 3 T
+

5T+--- 23. (A--l)+ ļ(*--l)2 +^(A--l) 3+...

19. noda | a

'• a^Hi; -fc. -$: b) °
0=(f: -

yM 2-cosa=l cosP=

=— 3. ai= f3i=Vi ~54°44' vai as—Pj—jVi* 125°16'. 4. cp=l3s°.

6.?= (-4; 2; -4). 7. 1) (-58; -20; 12); 2) -104.

20. nodaļa

1. a) xOz plaknei paralēlu plakņu pāris, kas atšķeļ no Oy ass nogriežņus
1 un 3; b) caur Ox novilkta bisektora plakne divplakņu kaktam, kuru veido

xOy un xOz plaknes; c) Oy asij paralēla plakne, kuras pēda xOz plaknē ir

taisne z-2x+3=o; d) xOy un yOz plakņu pāris; c) caur Ox asi novilktu

bisektrora plakņu pāris; f) sinusoidāls cilindrs ar Oz asij paralēlu veiduli, va-

dule xOy plaknē ir sinusoīda y =smx\ g) hiperbolisks cilindrs ar Oz asij pa-

ralēlu veiduli, vadule xOy plaknē ir vienādsānu hiperbola; h) apaļš cilindrs ar

Oz asij paralēlu veiduli, vadule xOy plaknē ir riņķa līnija ar centru koordi-

nātu sākumu un rādiusu 1; i) sfēra ar centru koordinātu sākumā un rādiusu 1;

j) koordinātu sākuma punkts. 2. a) riņķa līnija, kura atrodas xOz plaknei pa-

ralēlā plaknē, tās centra koordinātes ir' (1;—1;0) un rādiuss r=4; b) hiper-
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bola, kura atrodas yOz plaknei paralēlā plaknē, tās centra koordinātes ir
(2;0;0), reālā pusass 3un imaginārā pusass 2. 3. (*-2)2+(y+ l)2+(2-3)2=

21. no da | a

2. (5;0;0), (0; -10; 0); (0;0;2). 3. 4+
-JL

+
i-« 1; 4= (2*-(/ +

5 -10 2
-130

+sz-10)=0. 4. *-4(/+52+15 =0. 5. x+2y-z=Q. 6.
4

-=^=-sj.
7. —=f/=2-2. 8. *=-jL.=_I_. 9. 3i/+72-5 =0. 10. a) cp=arccos 0,7;

b) plaknes ir savstarpēji perpendikulāras; c) plaknes ir paralēlas. 11. cp=

~arccQsļ|. 12. (0;0;-2). 13. )4. (1;I;3). 15.

=4 =4- 16- cp«so°3o'.
4 o

22. noda|a

1. a) k2
x

2
=y

2+z2, b) y
2+z2

=s\n
2

x, c) (ix2+z
2
-a) 2+y

2 =R2. 2. a) elip-
soīds ar pusasīm 1, 2, 3; b), c) viendobuma hiperboloīds; d) konuss; c) elip-
tiskais paraboloīds;'f) hiperboliskais paraboloīds.

23. noda|a

I. a) Xļ=l, *2=7, *3=3, *4 =-2; b) *i=8-9*2 -4*3, *4=-10+ll*2+5* 3;

c) sistēma nav saderīga. 2. ja k=o vai £=—3, sistēma nav saderīga; ja k=£o
—k2+2

un 3, tad sistēmai ir viens vienīgs atrisinājums x> ~ķJk+3) ' *2=

-jRFPŠ)' *3=
*(*+3) '3- A'l=l3/- X2=2t' x*~7t

24. nodaļa

1.7={-2; 9,5; 13,5}. 4. r=3. 5. a) C={l3;2;7}, r=2, b) C, ={4; 0;-3; I},

C
2 ={o; 8; 3; I}, r=2.

25. nodaļa

1. a) / 1 10 0\ b) un c) / 0 0 0\ d) /15 19 3V

0-2 3 0 0 0 6 6 0

\ -11 23 20 / \0 0 0/ \ 0 3 2/

c) /-14 24 -76\ 2.r(A)=3; 5->=/-19 -9-3 8\

4 0 8 1-2-101
\ 9 34 -50/ ļ -56 -27 -9 23 ļ

\ 12 6 2 —5 /



26. no da |a

1. a) -204; b) 141. 2. a) *-}, y=-\, 2=2; b) *=-l, i/=2, 2=l;

c) *={2;0; 1; -I}.

28. no da| a

1. 102. 2. 0,5. 3. a) Jj: b)
L

c) |; d) g; c) *, 4. 0,03. 5. ±:

6. a) 4-; b) 4; c) 4; d) 4- 7-a) ū-343; b) °-ū27; c) °-973- 8- a)°.936;
y 27 27 81

b) 0,648. 9.1
:ļL;ļ ;l;

io.
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

liiiAAAAili
.36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Wo=7; |x=7; a=2,4. 11. a) 0,117; b) 0,114; c) 2,6%; d) m„ =5; 0,246.

12. 0,410. 13. 20. 14. 6. 15. a
2(Xi+x2 ) =9. 16. a) 20; b) 45. 17. a) 0,383;

b) 0,991; c) 1,000. 18. 73,3%. 19. 17 g. 20. 4,4%. 21. 0,832. 22. 0,182.

23. 1764.
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SATURS

Priekšvārds (3)
levads (5)

I DAĻA

analītiskā ģeometrijaplakne

1. nodaļa. Koordinātu metode

I. §. Analītiskās ģeometrijas nozīme un iedalījums (10). 2. §. Reālie skaitli
un to absolūtā vērtība (10). 3. §. Ass un vektors (12). 4. §. Ass vektori un

to algebriskais lielums (14). 5. §. Punktu koordinātes uz ass (15). 6. §. Leņ-
ķis starp diviem vektoriem (17). 7. §. Vektora projekcija uz ass (18).
8. §. Koordinātu sistēma plaknē (19). 9. §. Attālums starp diviem punktiem
plaknē (20). 10. §. Taisnes nogriežņa dalīšana dotajā attiecībā (21).
11. §. Punktu rādiusvektori plaknē (22). 12. §. Trijstūra laukums plaknē (23).
13. §. Daudzstūra laukums (25). Vingrinājumi (26).

2. nodaja. Vienādojumu ģeometriskā nozīme

14. §. Kopas jēdziens (27). 15. §. Skaitļu intervāli (27). 16. §. Konstanti un

mainīgi lielumi (27). 17. §. Punktu ģeometriskā vieta (28). 18. §. Līnijas
vienādojums (28). 19. §. Divu līniju krustpunkti (30). 20. §. Līniju klasifi-

kācija (30). Vingrinājumi (31).

3. nodala. Taisne plakne

21. §. Taisnes vienādojums ar virziena koeficientu (31). 22. §. Taisnes vis-

pārīgais vienādojums (33). 23. §. Taisnes vienādojums ar asu nogriežņiem

(34). 24. §. Leņķis starp divām taisnēm (35). 25. §. Divu taišņu paralelitātes
un perpendikular'itātes nosacījumi (36). 26. §. Caur doto punktu vilktas tais-

nes vienādojums (37). 27. §. Caur diviem dotajiem punktiem vilktas taisnes

vienādojums (37). 28. §. Divu taišņu krustpunkts (38). 29. §.* Taisnes nor-

mālvienādojums (39). 30. §.* Attālums no punkta līdz taisnei (41). Vingri-
nājumi (42).
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4. nodaļa. Otras kārtas līnijas

31. §. Otrās kārtas līnijas definīcija (43). 32. §. Riņķa līnija (43). 33. §. Elipse
(45). 34. §. Elipses formas pētīšana pēc kanoniskā vienādojuma (46).
35. §. Elipses ekscentricitāte (48)

:
36. §. Hiperbola (49). 37. §. Hiperbolas

formas pētīšana pēc tās kanoniskā vienādojuma. Asimptotas (50). 38. §. Hi-

perbolas ekscentricitāte (53). 39. §. Parabola (55). 40. §. Parabolas formas

pētīšana pēc tās kanoniskā vienādojuma (56). 41. §. Konusa šķēlumi (58).
Vingrinājumi (58).

5. nodaļa* Taisnleņķa koordinātu transformācija plakne

42. §. Koordinātu transformācijas uzdevums (59). 43. §. Koordinātu sistēmas

translācija (60). 44. §. Koordinātu sistēmas rotācija (63). Vingrinājumi (66).

II daļa

lEVADS MATEMĀTISKAJĀ ANALIZĒ

6. nodaļa. Funkcijas un to klasifikācija

45. §. Jēdziens par funkciju un tās vērtību (66). 46. §. Funkcijas definēšanas

veidi (68). 47. §. Atklātas un apslēptas funkcijas (72). 48. §. Pāra un nepāra

funkcijas (73). 49. §. Periodiskas funkcijas (74). 50. §. Inversas (apvērstās)
funkcijas (74). 51. §. Saliktās funkcijas (78). 52. §. Algebriskās funkcijas (78).
53. §. Elementārās pamatfunkcijas (79). 54. §. Elementārās funkcijas (85).
Vingrinājumi (85).

7. nodaļa. Mainīga lieluma robeža

55. §. Mainīgu lielumu veidi: augošs, dilstošs, ierobežots mainīgs lielums (86).
56. §. Bezgalīgi mazi lielumi un to pamatīpašības (87). 57. §. Bezgalīgi lieli

lielumi un to pamatīpašības (90). 58. §. Lielumi, kas tiecas uz robežu (92).

59. §. Kopsavilkums. Pamatteorēmas par robežām. Robežu eksistences teorēmas

(96). 60. §. Jēdziens par funkcijas robežu (98). 61. §. Divas svarīgas robežas.

Naturālie logaritmi (102). 62. §. Funkcijas pieaugums. Jēdziens par funkcijas
nepārtrauktību (108). 63. §. Bezgalīgi mazu lielumu salīdzināšana. Ekvivalenti

bezgalīgi mazi lielumi (112). Vingrinājumi (114).

111 d a | a

DIFERENCIĀLRĒĶINI

8. nodaļa. Funkcijas atvasinājums

64. §. Kustības ātrums (116). 65. §. Procesa ātrums (118). 66. §. Līnijas pie-
skare (119). 67. §. Funkcijas atvasinājums (120): 68. §. Funkcijas atvasi-

nājuma mehāniskā un dabaszinātniskā nozīme (121). 69. §. Funkcijas atvasi-

nājuma ģeometriskā nozīme, pieskares un normāles vienādojumi (123).
70. §. Funkcijas atvasinājuma eksistence (124). Vingrinājumi (126).

9. nodaļa. Funkciju atvasināšana

71. §. Dažu elementāro pamatfunkciju atvasinājumu formulas (126). 72. §. Sum-

mas, reizinājuma un dalījuma atvasināšana (129). 73./§. Saliktas funkcijas
atvasināšana (132). 74. §. Inversas funkcijas atvasināšana (135). 75. §. Fun-

kciju (/=loga x, y=tgx, y—cļgx, y—a
I

un y— cxe
x atvasinājumu formulas (135).
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76 §.* Apslēptas funkcijas atvasināšana (137). 77. §.* Logaritmiskā atvasinā-
sana, pakāpes funkcijas atvasinājums vispārīgā gadījumā (140). 78 § * Ciklo-
metnsko funkciju atvasināšana (141). 79. §. Funkciju atvasināšanas pamat-
formulas un kārtulas (142). 80. §. Augstāku kārtu atvasinājumi (142).
81. §. Funkcijas otrā atvasinājuma mehāniskā nozīme (143). Vingrinājumi

10. nodaļa. Funkcijas atvasinājuma lietošana funkciju pētīšanai

82. §. Funkcijas augšana un dilšana (147). 83. §. Funkcijas maksimums un

minimums (149). 84. §. Līnijas ieliekums un izliekums (152). 85. §. Funkci-

jas maksimuma un minimuma otra pietiekamā pazīme (154). 86. §. Funkcijas
vislielākā un vismazākā vērtība slēgtā intervālā (155). 87. §. Funkciju grafiku
konstruēšana (156). 88. §.* Grafiskā metode un izmēģinājumu metode vienā-

dojumu aptuvenai atrisināšanai (157). 89. §. Galīgo pieaugumu formula (159).
Vingrinājumi (161).

//. nodaļa. Funkcijas diferenciālis

90. §. Diferenciāļa jēdziens (163). 91. §. Funkcijas diferenciāļa ģeometriskā
nozīme (164). 92. §. Skaitlisks piemērs par funkcijas diferenciāli (164).

93. §. Funkciju diferenciāļu pielietojumi, absolūtās un relatīvās kļūdas, ap-
tuvenu formulu iegūšana (165). 94. §. Diferenciāļu pamatformulu tabula (167).,
95. §. Funkcijas atvasinājums kā diferenciāļu dalījums (168). 96. §. Diferen-

ciāļu formas invariance (168). 97. §. Jēdziens par darbībām ar aptuveniem

skaitļiem (169). Vigrinājumi (171).

12* nodaļa. Vairāku argumentu funkcijas

98. §. Pamatjēdzieni (172). 99. §. Divu argumentu funkcijas ģeometriskā at-

tēlošana (173). 100. §. Parciālie atvasinājumi (174). 101. §. Funkcijas pil-

nais pieaugums un pilnais diferenciālis (177). 102. §. Funkcijas ekstrēms (179).
103. §. Saliktas funkcijas atvasināšana (181). 104. §. Apslēptas funkcijas atva-

sināšana (182). Vingrinājumi (183).

IV d a |a

INTEGRĀLRĒĶINI

13. nodaļa. Nenoteiktais integrālis

105: §. Primitīvā funkcija (185). 106. §. Nenoteiktais integrālis (186).

107. §. Primitīvas funkcijas mehāniskā nozīme (188). 108. §. Primitīvās fun-

kcijas ģeometriskā nozīme (189). 109. §. Dažas integrēšanas pamatformulas

(190). 110. §. Nenoteiktā integrāļa īpašības (192). 111. §. Substitūcijas (aiz-

vietošanas) metode (193). 112. §.* Funkciju y=
-Jr—2, y= y= '
x'+a* x'—a*

yx2^. aī

un y=
1

— integrēšanas formulas (195).
fa2

-*
2

113. §. Parciālā integrēšana (integrēšana pa daļām) (197). 114. §.* Racionālu

un iracionālu izteiksmju integrēšana ar papildināšanu līdz pilnam kvadrātam

(200). 115. §.* Trigonometrisku izteiksmju integrēšana (203). 116. §. Elemen-

tāro funkciju integrēšanas iespējas (205). Vingrinājumi (206).
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14. nodaļa. Noteiktais integrālis

117. §. Problēmas, kas noved pie noteiktā integrāla jēdziena (208). 118. §. No-

teiktā integrāja definīcija (210). 119. §. Noteiktā integrāļa pamatīpašības (213).
120. §. Noteiktā integrāļa aprēķināšana, Ņūtona—Leibnica formula (216).
121. §.* Substitūcija noteiktajā integrālī un noteiktā integrāļa parciāla integrē-
šana (218). 122. §.* Noteiktā integrāļa aptuvena aprēķināšana (219).
123. §.* Neīstie integrāļi (222). Vingrinājumi (223).

15. nodaļa. Noteiktā integrāļa pielietojumi

124. §. Plakanu figūru laukumu aprēķināšana (225). 125. §. Rotācijas ķer-
meņu tilpumu aprēķināšana (226). 126. §. Mehāniskais darbs (227).
127. §. Šķidruma spiediens uz vertikālu srenu (228). Vingrinājumi (229).

16* nodaļa. Diferenciālvienādojumi

128. §. Pamatjēdzieni (230). 129. §. Diferenciālvienādojumu piemēri mehānikā,

fizikā, ķīmijā un bioloģijā (233). 130. §. Diferenciālvienādojums ar atdalā-

miem mainīgajiem (235). 131. §. Lineārs pirmās kārtas diferenciālvienādojums
(237). 132. §. Totālais diferenciālvienādojums (239). 133. §. Otrās kārtas

diferenciālvienādojums, ko var atrisināt ar tiešu integrēšanu (243).
134. §. Otrās kārtas lineārais homogēnais diferenciālvienādojums ar

- konstan-

tiem koeficientiem (244). 135. §. Diferenciālvienādojumu atrisināšanas veidi

(246). Vingrinājumi (247).

V d a 1 a

BEZGALĪGAS RINDAS

17*. nodaļa. Skaitļu rindas

136. §. Bezgalīga rinda kā maiņas process (248). 137. §. Pamatjēdzieni;
konverģentas un diverģentas rindas (249). 138. §. Konverģentu rindu īpašī-
bas; rindu konverģences nepieciešamais noteikums (252). 139. §. Pozitīvu

locekļu rindas; rindu salīdzināšana (255). 140. §. Dalambēra pietiekamā kon-

verģences pazīme pozitīvu locekļu rindām (257). 141. §.* Konverģences inte-

grālā pazīme (259). 142. §. Alternējošas rindas; Leibnica konverģences pa-

zīme (262). 143. §. Patvaļīgu locekļu rindas; rindu absolūtā un nosacītā kon-

verģence (265). Vingrinājumi (268).

18* nodaļa. Pakāpju rindas

144. §. Jēdziens par funkciju rindu. Pakāpju rinda, tās konverģences inter-

vāls (269). 145. §. Pakāpju rindu atvasināšana un integrēšana; dotās funkci-

jas izvirzīšana pakāpju rindā (273). 146. §. Maklorēna rinda; tās pielietojums
funkciju izvirzīšanai pakāpju rindās (275). 147. §. Pakāpju rindu pielietojumi
tuvinātos aprēķinos (280). 148. §.* Teilora rinda (284). Vingrinājumi (288).

VI * d a] a

VEKTORU ALGEBRAS ELEMENTI UN ANALĪTISKA ĢEOMETRIJA TELPĀ

19. nodaļa. Vektoru algebras elementi

149. §. Skalāri un vektoriāli lielumi (289). 150. §. Vektoru summa (289)
151. §. Vektora reizinājums ar skaitli (290). 152. §. Vektoru lineārā neatka

rība (292). 153. §. Komplanāri vektori. Vektoru sadalīšana komponentēs (293)
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154. §. Dekarta koordinātu ssitēma telpā (297). 155. §. Vektoru'skalārais rei-
zinājums (299). 156. §. Vienkāršākie uzdevumi par taisnleņķa koordinātēm
(302). 157. §. Vektoru vektoriāls reizinājums (306). Vingrinājumi (310).

20. nodala. Vienādojumu ģeometriskā nozīme

158. §. Vienādojums ar vienu mainīgo lielumu (311). 159. §. Vienādojums ar

diviem mainīgiem lielumiem (312). 160. §. Vienādojums ar trīs mainīgiem lie-

lumiem (314). 161. §. Līnijas vienādojumi telpā (315). 162. §. Līnijas para-
metriskie vienādojumi (319). 163. §. Līnijas un virsmas krustpunkti (319).

Vingrinājumi (320).

21. nodaļa. Plakne Un taisne telpa

164. §. Plaknes vispārīgais vienādojums (320). Plaknes vienādojums ar asu

nogriežņiem (321). 166. §. Leņķis starp divām plaknēm (322). 167. §. Plaknes

normālvienādojums (322). 168. §. Attālums no punkta līdz plaknei (323).
169. §. Taisnes vispārīgie vienādojumi (324). 170. §. Taisnes kanoniskie vie-

nādojumi (325). 171. §. Taisnes parametriskie vienādojumi (326). 172. §. Leņ-

ķis starp divām taisnēm (326). 173. §. Leņķis starp plakni un taisni (327).
Vingrinājumi (328).

22- nodaļa. Otras kārtas virsmas

174. §. Rotācijas virsmas (329). 175. §. Elipsoīdi (331). 176. §. Hiperboloīdi
(332). 177. §.- Paraboloīdi (334). 178. §. Koniskas virsmas (335). 179. §. Otrās

kārtas virsmas vispārīgais vienādojums (336). Vingrinājumi (337).

VII daļa

LINEĀRĀS ALGEBRAS ELEMENTI

23. nodaļa. Lineāru algebrisku vienādojumu sistēmas

180. §. Lineārs algebrisks vienādojums un ta atrisinājumi (338). 181. §. Li-

neāru algebrisku vienādojumu sistēma (339). 182. §. Vienādojumu sistēmas

atrisinājums (340). 183. §. Modificētā Zordāna izslēgšanas metode (343).
184. §. Vienādojumu sistēmas lineāra kombinācija (350). 185. §. Ekvivalentas

vienādojumu sistēmas (351). 186. §.* Parastā Zordāna izslēgšanas metode

(351). 187. §. Saīsinātā Zordāna izslēgšanas metode (353). 188. §. Gausa me-

tode (355). 189. §. Lineāru homogēnu vienādojumu sistēma (358). 190. §. Li-

neāru vienādojumu sistēmas risināšanas gaitas kontrole (361). 191.

nādojumu sistēmas matricas rangs un sistēmas saderība (363). Vingrinājumi

(367).

24. nodaļa. Lineārā n dimensiju vektoru telpa

192. §. n dimensiju vektori (367). 193. §. Lineārās vektoru telpas definīcija

(370). 194. §. Lineāru vienādojumu sistēmas vektoriālais rakstības veids (371).
195. §. Vektoru sistēmas lineārā neatkarība (371). 196. §. Vektoru sistēmas

rangs un telpas dimensija (375). 197. §. Bāze un vektora koordinātes (376).
198. §. Vektoru skalārais reizinājums un ortogonalitate (381). 199. §. Orto-

normēta bāze (382). 200. §.* Lineāras n dimensiju vektoru telpas /?„ apakš-

telpa (383). 201. §.* Lineāru homogēnu vienādojumu sistēmas atrisinājumu

telpa (384). 202. §.* Lineāru nehomogēnu vienādojumu sistēmas vispārīgais
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atrisinājums un tā eksistence (387). 203. §. Hiperplakne (389). 204. §. Jē-

dziens par nogriezni lineārā n dimensiju telpā (390). 205. §. Izliekta punktu
kopa (391). 206. §. Pustelpas jēdziens (391). 207. §. Lineāra nevienādību

sistēma (392). Vingrinājumi (394).

25. nodaja. Matricas

208. §. Pamata jēdziens un simbolika (395). 209. §. Matricu summa un reizi-

nājums ar skaitli (398). 210. §. Matricu reizināšana (399). 211. §. Matricas

rangs (403). 212. §. Lineārie attēlojumi (406). 213. §. Bilineārās un kvadrā-

tiskās formas (408). 214. §. Inversā matrica (409). 215. §. Matricu bloki (411).
Vingrinājumi (413).

26. nodaja. Determinanti

216. §. Otrās un trešās kārtas determinanti (414). 217. §. n-tās kārtas deter-

minanti (415). 218. §. Determinantu pamata īpašības (417). 219. §. Matricas

minori un determinanta adjunkti (420). 220. §. Determinanta izvēršana pēc

kādas rindas (kolonas) elementiem (420). 221. §. Inversās matricas eksistence

(422). 222. §. Krāmera kārtula (424). Vingrinājumi (425).

VIII daļa

VARBŪTĪBU TEORIJA UN MATEMĀTISKA STATISTIKA

27. nodaļa. Matemātiskā statistika I

223. §. Matemātiskās statistikas saturs (426). 224. §. Ģenerālā kopa un pa-
raugs (426). 225. §. Vidējie lielumi (428). 226. §. Izkliedes mēri (431).
227. §. Variāciju rinda un tās sastādīšana (434). 228. §. Variāciju rindas gra-
fisks attēlojums un apstrāde (438). 229. §. Jēdziens par korelāciju (439).
230. §. Korelācijas koeficients un tā aprēķināšana (441). 231. §. Regresijas
taisne (443). 232. §. Kopējās kvadrātu summas sadalīšana sastāvdaļās regre-

sijas analīzē (447). 233. §. Korelācijas tabula un korelācijas koeficienta aprē-

ķināšana no korelācijas tabulas (450). 234. §. Korelācijas attiecība (452).
235. §. Daudzfaktoru regresija (456). 236. §. Līklīnijas regresijas vienādojumi
(460). Vingrinājumi (463).

28. nodaja. Varbūtību teorija

237. §. Daži pamatjēdzieni (464). 238. §. Varbūtību teorijas saturs un sakars

ar matemātisko statistiku (465). 239. §. Notikuma varbūtība (466). 240. §. Lielo

skaitļu likums un praktiskās neiespējamības princips (469). 241. §. Varbūtību

saskaitīšana (469). 242. §. Varbūtību reizināšana (471). 243. §. Bernulli for-

mula (475). 244. §. Diskrēts gadījuma lielums, tā varbūtību sadalījums (477).
245. §. .Varbūtību binomiālais sadalījums (480). 246. §. Binomiālā sadalījuma
visvarbūtīgākā vērtība (481). 247. §. Binomiālā sadalījuma grafisks attēlo-

jums (482). 248. §. Nepārtraukts gadījuma lielums, tā varbūtību sadalījums,
vidējā vērtība un dispersija (484). 249. §. Teorēmas par vidējo vērtību un dis-

persiju (487). 250. §. Varbūtību normālais sadalījums (489). 251. §. Varbū-

tību binomiālā sadalījuma asimptotiskā formula. (Laplasa lokālā teorēma)

(491). 252. §. Puasona sadalījums (493). 253. §. Varbūtību integrālis (495).
254. §. Varbūtības P{m[<Xsgmj} atrašana ar varbūtību integrāļa palīdzību
(Integrālā Laplasa teorēma) (499). Vingrinājumi (500).



29. nodaja. Matemātiska statistika II

255. §. Normālā sadalījuma līknes konstrukcija variāciju rindai (502).
256. §. Asimetrija un ekscess (504). 257. §. Vidējā aritmētiskā kļūda. Izmē-

ģinājuma precizitātes rādītājs (508). 258. §. Stjūdenta sadalījums (510).

259. §. Ģenerālā vidējā aritmētiskā novērtējums (511). 260. §. Nulles hipo-
tēzes (512). 261. §. Divu vidējo aritmētisko salīdzināšana nesaistītiem novē-

rojumiem (514). 262. §. Korelācijas koeficienta novērtējums (516). 263. §. Re-

gresijas koeficienta novērtējums (517). 264. §. Rezultatīvās pazīmes progno-
zēto vērtību kļūdu intervāli (519). 265. §. Daudzfaktoru regresijas koeficientu

novērtējums (521). Pielikums (524). Atbildes (528).
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