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Anotacija

Petijuma attistitas empiriskas ticamibas metodes divu un vairaku neatkarigu
populaciju salidzinasanai, balstoties uz robustiem lokacijas parametra noverteta-
jlem. Empiriskas ticamibas metode (EL) ir neparametriskas statistikas metode,
kuras pienemumi nepieprasa datu normalo sadalijumu. Ieguti jauni asimptotiskie
rezultati par empiriskas ticamibas metodem: 1) divu M-noveértétaju (taja skaita
divu gludinato Hubera novertetaju) starpibai; 2) divu noskeltu videjo vertibu star-
pibai; 3) uz empirisko ticamibu balstitai ANOVA metodei vairak ka divu noskeltu
videjo vertibu salidzinasanai. Tika izstradats simulaciju eksperiments un analizeti
datu piemeri, kas paradija, ka jauniegutas metodes ir lidzvertiga alternativa kla-
siskas statistikas metodem gadijumos, kad dati ir normali sadaliti — tam ir lidziga
jauda un speja kontrolet empirisko pirma veida kludu. Turklat metodem ir la-
bas robustuma 1pagibas, parspejot klasiskas metodes gadijumos, kad normalitates
pienemums neizpildas.

Atslegas vardi: empiriska ticamiba; gludinatie M-novertetaji; robusta sta-
tistika; hipotezu testi; divu izlasu problema; ANOVA
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Ievads

Petijuma motivacija

Statistiskaja analize biezi sastopama problema, kad jasalidzina divas populaci-
jas F1 un Fj, balstoties uz divu izlasu noverojumiem Xi,..., Xy, un Yi,..., Yn,.
Piemeéram, velamies noskaidrot, vai jauna medikamenta efekts testa grupa ir lie-
laks neka placebo efekts kontroles grupa. Visplasak lietotais tests sada situacija
ir Stjudenta t-tests [29]. Ja noverojumi Xi,...,Xn, un Yi,..., Yy, ir neatkarr-
gi un vienadi sadaliti (i.i.d.) attiecigi no sadalijumiem N (p1;02) un N(u2;0?),
tad Stjudenta t-tests ir optimals tada nozime, ka hipotezu testam Ho : p1 = o
pret Hq : g1 > po tas ir maksimalas ticamibas attiecibas tests ar izmeéru « [3, 9.
nodalal.

Tomer nosacijums, ka noverotie dati ir precizi normali sadaliti, praktiska situa-
cija ir reti sasniedzams. Dati var but ieguti no asimetriska sadalijjuma, smago astu
sadaljjuma vai tie var saturet vienu vai vairakus izlécejus (netipiskus noverojumus,
kas izteikti atSkiras no datu vairuma). Izléceju vai smago astu klatbutne palielina
videjas vertibas standartklidu, Iidz ar to samazinot Stjudenta testa jaudu. Ja
sadalijumu asimetrijas pakapes atskiras, Stjudenta testa rezultati nav pareizi pat
asimptotiski [7]. Bernards L. Vel¢s (Bernard L. Welch) [35] izstradaja Stjuden-
ta testa modifikaciju, balstitu uz aptuvenajam brivibas pakapem, kas paredzeta
normali sadalitiem datiem ar dazadam dispersijam. Ja normalitate nav speka,
problemas saglabajas ar1 ta sauktajam Velca testam.

Pienemsim, ka Y; = (Y51, Yiz,...,Yin;), ¢ = 1,..., k ir izlases no neatkarigam
populacijam Fi, ..., Fj. Videjo vertibu salidzinasanai k izlasu gadijuma klasiski
izmanto dispersiju analizes (ANOVA) F-testu, kas balstits uz pienemumu, ka F;
ir normalie sadaltjumi ar vienadam dispersijam. Visparzinams, ka ANOVA tests
nespej veikt savu uzdevumu, ja normalitates pienemums neizpildas. B. L. Velcs
[36] piedavaja ANOVA F-testa versiju atskirigu dispersiju gadljumam, tomer tas
nav noturigs pret novirzem no normalitates un izlecejiem, 1pasi, ja izlases nemtas
no sadalijumiem ar atSkirigu asimetriju.

Empiriskas ticamibas metodi (EL) ieviesa Arts B. Ovens (Art B. Owen) 1988.
gada [20]. EL ir neparametriska statistikas metode, kas neprasa uzstadit pienému-
mus par datu sadalijuma veidu. A. B. Ovens [20] paradija, ka novertetaja 6(F),
kas izteikts ka funkcija no nezinama sadalijuma F', empiriskas ticamibas attiecibas
statistikai asimptotiski ir speka hi kvadrata sadalijums. Analogiski parametriska-
jai maksimalas ticamibas metodei, EL metode lauj novertet parametrus, konstruet
hipotezu testus un ticamibas intervalus. Vienas izlases gadijuma visparigu EL me-
todi, kas balstita uz gludiem novertejosiem vienadojumiem, izstradaja Dzins Cjins
un Dzerijs Loless (Jin Qin and Jerry Lawless) [25] 1994. gada. Junsuns Cjins un
Lin¢ens Dzao ( Yongsong Qin and Lincheng Zhao) [26] paplasinaja EL metodi divu
izlasu gadijjumam viendimensionalu parametru starpibai. Janis Valeinis u.c. [31]
analizeja EL 1pasibas dazam divu izlasu problemam un izstradaja programmas R
[27] biblioteku EL [6]. A. B. Ovens izstradaja EL. ANOVA metodi k izlasu vidgjo
salidzinasanai 1991. gada [22]. Plasu parskatu par EL metodem var skatit [23].



EL tiek defineta, konstruejot multinomialu sadaltfjumu uz izlases noverojumu
punktiem. Izleceju klatbutne datos var izteikti pagarinat videjas vertibas EL tica-
mibas intervalus izleceju virziena un attiecigas intervalu novertejumu parklajuma
varbutibas var izradities nepareizas [10]. A. B. Ovens [23] tika mingjis divas pie-
ejas, ka butu iespejams izveidot robustu empiriskas ticamibas metodi: pirmkart,
izmantojot novertetajus 0(F), kas ir robustaki neka videja vertiba, un otrkart,
aplukojot robustu ticamibas funkciju.

ST petTjuma interesu centra ir pirma pieeja, t.i., apliikot empiriskas ticamibas
metodi robustiem novertetajiem un it 1pasi robustiem lokacijas parametra nover-
tetajiem, kas raksturo datu centralo punktu. Vards ,robusts” lietots nozime ,,ne-
jutigs pret nelielam novirzem no pienémumiem” [15, p. 2]. Robustas statistikas
galvena problematika ir sadalijuma robustums, t.i., statistisko metozu uzvediba,
kad datu sadalijums neliela méra atskirigs no pienemta (parasti normala) sadali-
juma.

Robustas statistikas disciplina attistijas 20. gadsimta sesdesmitajos gados ar
Dzona V. Tukija (John W. Tukey) un Pitera J. Hubera (Peter J. Huber) darbiem.
1964. gada P. J. Hubers publiceja ietekmigu rakstu ,Robust Estimation of a
Location Parameter” [14], kura definéja M-novertetaju klasi, kas zinama meéra
ir maksimalas ticamibas novertétaju (MLE) visparinajums. Apluko parametra
0 novertetaju 6 = é(Xl, ..., Xy). P. J. Hubers piedavaja definét 6, izmantojot
visparigu p- vai 1-funkciju

0= argmﬂmZp(Xi,@) val Zw(Xiﬂ) =0,

i=1 =1

kur otrais formulejums var tikt izmantots, ja p ir atvasinama pec € un ¢ =
(0/90)p(x,0).

P. J. Hubers ar1 ieguva nosacijumus M-novertetaju konsistencei un asimpto-
tiskajai normalitatei un paradija, ka normala sadalijjuma apkartne eksiste no-
teikts ,optimalais” M-novertetajs. Vin$ apliukoja piesarnoto sadalijumu klasi
P. = (1 —¢€)®+ eH, kur @ ir normala kumulativa sadalijjuma funkcija, un H
ir jebkura simetriska sadalijuma funkcija. Tad Hubera novertétajs, ko pie izvele-
tas konstantes ¢ > 0 define ar funkciju

¥(z) = max(—c, min(c, z)),

asimptotiski minimize vislielako dispersiju starp visiem translacijas ekvivarian-
tiem lokacijas novertetajiem. Frenks Hampels (Frank Hampel) u.c. [12] defineja
gludinasanas principu vispariga M-novertetaja i-funkcijai, un paradija, ka glu-
dinatajiem novertetajiem ir mazaka videja kvadratiska kluda, neka attiecigajiem
negludajiem novertetajiem maza un videja apjoma izlases.

Noskelta videja vertiba ir vel viens plasi zinams robusts lokacijas novertetajs,
kuru iegust, aprekinot izlases videjo vertibu pec tam, kad izslegta fikseta proporci-
ja izlases ekstréemo noverojumu. Karena K. Juena (Karen K. Yuen) [39] izstradaja
robustu testu divu populacijas noskelto videjo salidzinasanai, balstoties uz t tipa
statistiku.

Minetajiem robustajiem novertetajiem ir izstradatas empiriskas ticamibas me-
todes vienas izlases gadijumam. A. B. Ovens paradija, ka EL metodi var pielietot



noteiktiem M-novertetajiem, taja skaita Hubera novertetajam [20]. Attieciba uz
noskelto videjo vertibu, EL metodes pamatnosacijums ir noverojumu neatkariba,
savukart noskelta izlase veido atkarigus noverojumus. Ka risinajumu Gensens
Cjins un Mins Zao (Gengsheng Qin and Min Tsao) [24] piedavaja definet EL at-
tiecibu tiesi noskeltajai izlasei un pieradija, ka robezsadalijums Sada gadijuma ir
merogots hi kvadrata sadalijums. Ar simulaciju eksperimenta palidzibu autori
paradija, ka asimetriskiem sadalijumiem noskeltas videjas vertibas EL ticamibas
intervals ir precizaks, neka ticamibas intervals, kas balstits uz normalo aproksi-
maciju.

Petijuma merki

Promocijas darba merkis ir attistit jaunas uz empiriskas ticamibas funkciju
balstitas metodes divu un vairaku populaciju salidzinasanai, izmantojot robustus
lokacijas parametra novertetajus. Nemot vera, ka noskeltajai videjai vertibai un
Hubera novertetajam ir noderigas robustas 1pasibas vienas izlases gadijuma, Sie
novertetaji ir labi kandidati jaunu robustu divu izlasu un ANOVA EL metozu
izstradei. Petijjuma uzdevumi ir sadi.

1. Izstradat empiriskas ticamibas metodi divu gludinatu lokacijas parametra
M-novertetaju starpibai, izmantojot J. Cjina un L. Dzao [26] pieeju. Ka
specialu gadijjumu aplukot gludinato Hubera novertetaju [12].

2. Izstradat empiriskas ticamibas metodi divu populacijas noskelto videjo star-
pibai, visparinot G. Cjina un M. Zao [24] rezultatus divu izlasu gadijumam,
izmantojot [26] pieeju.

3. Izstradat uz EL balstitu ANOVA metodi vairak ka divu populaciju noskeltu
videjo salidzinasanai, visparinot G. Cjina un M. Zao [24], un A. B. Ovena
[22] rezultatus.

4. Izstradat simulaciju eksperimentu, salidzinot jaunizveidotas EL metodes ro-
bustu lokacijas parametru novertétajiem ar plasi lietotam klasiskam un ro-
bustam metodem.

5. Petit jaunizveidoto metozu pielietojumu datu piemeriem no realam situaci-
jam, salidzinot ar plasi lietotam klasiskam un robustam metodem.

Promocijas darba struktura ir sada. Parskats par nepiecieSamajiem prieksdar-
biem dots darba pirmajas divas nodalas. 1. nodala sniegta teorija par empiriskas
ticamibas metodi. Tiek 1si izklastita maksimalas ticamibas metode, ieviesta em-
piriskas ticamibas funkcija un izskaidrota EL novertesana, balstoties uz gludiem
nenovirzitiem novertejosiem vienadojumiem vienas un divu izlasu gadijuma. 2.
nodala sniegta teorija par lokacijas parametra novertesanu robusta veida. Tiek
defineti M-novertetaji, gludinatie M-novertetaji un noskelta videja vertiba, ka ar1
sniegtas to 1pasibas.

Promocijas darba originalie teoretiskie rezultati sniegti 3. - 5. nodala. 3. noda-
la tiek aprakstita EL metode divu M-novertetaju starpibai. Tiek ieguti nosacijumi,
kas atlauj konstruet EL ticamibas attiecibu diviem visparigiem M-novertetajiem,



un paradits, ka nosacijumi izpildas gludinatiem Hubera novertetajiem. 4. noda-
la tiek iegiita EL metode divu noskeltu videjo vertibu starpibai. 5. nodala tiek
ieguts EL ANOVA tipa tests vairak ka divu populaciju noskelto videjo vertibu
salidzinasanai.

6. nodala aprakstiti simulaciju un datu analizes rezultati. Tiek petits testu
empiriskais Ilmenis un jauda, izlases nemot no dazadiem teoretiskajiem sadaliju-
miem. Jaunieviestas EL metodes tiek salidzinatas ar labi zinamam klasiskam un
robustam metodem. Nosleguma sniegti promocijas darba secinajumi un tezes.

Rezultatu aprobacija un autora ieguldijums

Promocijas darba petijuma rezultati ir prezenteti divpadsmit zinatniskajas
konferences (skatit pielikumu Daliba konferencés) — vienpadsmit starptautiskas
konferences C1-C10, C12 un viena nacionala konference C11. Darba originalie
rezultati ir tikusi publicéti tris recenzetos Scopus/SCIE datu bazeés indeksétos zur-
nalos (skatit pielikumu Autores publikacijas). Mara Delesa-Velina bija publikaciju
galvena autore, pieradija asimptotiskos rezultatus, izstradaja simulaciju petjjumu
un veica datu analizi, ka ar1 piedalijas publikaciju rakstiSsana un korigesana.



1. nodala. Empiriskas ticamibas metode

1.1 Maksimalas ticamibas metode

1.1.1. Definicija. [5, 315. Ipp.] Pienemsim, ka X = (X1,..., X,) ir neatkarigu
un vienadi sadalitu (i.i.d.) gadijuma lielumu izlase no populacijas ar varbutibu
blivuma funkciju (pdf) vai varbutibu masas funkciju (pmf) f(x|61,...,0%), kur
0 e®cCR unx= (z1,...,2yn) ir noverotas izlases vertibas. Par ticamibas
funkciju sauc funkciju

L(Ox) = L(01, ..., 0klz1, ..., n) = [ [ £(@ilbs, ..., 0k). (1.1)

=1

1.1.2. Definicija. [5, 316. lpp.] Pienemsim, ka katrai noverotai izlasei x, é(x)
ir parametra vertiba, pie kuras L(6]x) sasniedz savu maksimumu ka funkcija no
0 pie x fikseta. MLE novertétajs parametram 0, balstoties uz izlasi X, ir 6(X).

Pie noteiktiem funkcijas f(x|6) regularitates nosactjumiem [5, 516. lpp.], MLE
ir funkcionali invariants, konsistents, asimptotiski normals un efektivs novertetajs.
1.1.3. Definicija. [5, 375. lpp.] Ticamibas attiecibas testa statistika hipotézu
parbaudei Hy : 0 € ©¢ pret H; : 0 € OF ir forma

Supg, L(0]|x)

A(x) = (1.2)

supg L(0]x)
Par ticamibas attiecibas testu sauc jebkuru testu ar noraidisanas apgabalu R forma
R={x:Ax)<c},kur0<ec<1l

1.1.1. Teorema. [5, 10.3.3.  teorema] (Vilksa teoréma) Pienemsim, ka
X1,...,Xn ir gadigjuma izlase no populacijas ar pdf vai pmf f(x|0). Pie no-
teiktiem regularitates nosacgjumiem funkcijai f(x|0) [5, 375. lpp.], ja 6 € ©¢ un
n — oo,

~2log A(X) % X,
kur hi kvadrata sadalijuma brivibas pakapju skaitu uzdod 6 € © brivo parametru
skaits q un 0 € ©¢ brivo parametru skaits p, kur p < q.

Pastav vispareja ekvivalence starp hipotezu testu un intervalu novertesanu,
kas lauj konstruet intervalu novertetaju ar testa inversijas palidzibu.

1.1.2. Teorema. [5, 9.2.2. teorema] Pienemsim, ka katram 6y € ©, A(6p) ir «
limena testa Ho : 6 = 6o pienemsanas regions. Tad katram x € X apluko kopu
C(x) no parametru telpas, kur

C(x) = {bo|x € A(6o)}.

Tad gadijuma kopa C(X) ir 1 —a limena ticamibas regions. Un otradi, pienemsim,
ka C(X) ir 1 — o limena ticamibas regions. Tad jebkuram 0y € © aplako

A(o) = {x]6o € C(x)}.

Tad A(6o) ir pienemsanas regions o limena testam hipotézu parbaudei Ho : 6 = 6p.



1.2 Empririskas ticamibas metode

Detalizets izklasts par empiriskas ticamibas metodi atrodams [20]. Varbutibu
sadaltjuma funkcijai F' apzimeésim F(z—) = P(X < z), idz ar to, P(X = z) =
F(z) — F(z—).

1.2.1. Definicija. [23, 6. lpp.] Pienemsim, ka Xi,...,X, ir i.id. gadijuma
lielumi ar nezinamu sadaltfjumu F. Par F' empirisko ticamibas funkciju sauc

L(F) = [[(F(x) = Fx-) = [ o (13)

kur py =P(X =X;)un > pi = 1.

1.2.1. Teorema. [23, 2.1. teoréma] Pienemsim, ka X1,...,Xn € R ir i.i.d.

gadijuma lielumi ar nezinamu sadalgjumu Fo un ka F,(x) = % ?:1 Ix,<z, —00 <
x < o0, ir So gadyuma lielumu empiriskais kumulativais sadalijums, un F' ir

jebkurs sadalijums. Ja F # F,, tad L(F) < L(F,).

1.2.2. Definicija. [23, 10. lpp.] Par sadalijuma F empirisko (neparametrisko)
ticamibas attiecibu sauc

R(F) = l?((lf;)) = anl

Pienemsim, ka miis interese parametrs 6, uzdots ar realvertigu funkcionali T,
kas definets varbutibu sadalijumiem: 0 = T'(F), F € F, kur F sadalijjumu kopa.

1.2.3. Definicija. [23, 11. lpp.] Profila empiriskas ticamibas attiecibu uzdod
izteiksme
R(0) =sup{R(F)|T(F)=0,F € F}. (1.4)

Empiriskas ticamibas tests noraida hipotézi Ho : T'(Fo) = 6o, ja R(6o) < 70
kadai slieksna vertibai ro. Parametra 6o = T(Fp) empririskas ticamibas intervals
ir forma {8|R(0) > ro}.
1.2.1. Piemers. Apluko hipotézu testu par populacijas videjo vertibu p* =
FErX;:

Ho:p=p" Hi:p#p'

Izsakot funkcionala forma, p* = [xdF(z), kur F € F. F klase satur multino-
mialus sadaljjumus, kas pieskir nenegativus svarus izlases vertibam. Fiksetam p*
nepiecieSams optimizet F' = (p1,...,pn), kur p; > 0 un >.°  p; = 1. No fun-
kcionalas formas pie F seko Y ., psX; = p*, un EL profila ticamibas attieciba
videjai vertibai ir forma

R(H)_SUP{HTLIHZPiXi—M*,piZO,Zpi—l}. (1.5)
P i=1 i=1 i=1

1.2.2. Teorema. [23, 2.2. teoréma] Pienemsim, ka X1,...,Xn iri.i.d. gadijuma
lielumsi ar sadalijuma funkciju Fo, po = Ery Xi un 0 < DX; < oo. Tad

—2log R (o) LN X1, kadn — oo.
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1 — a empririskas ticamibas intervalu uzdod kopa
Ca = {p € R|-2log R(1) < X% 1-a},

kur X%,l—a apzimé x? sadalijuma 1 —a kvantili. C,, sasniedz nominalo parklajumu
asimptotiski, t.i.,
P(uo € Co) = (1 — ), kad n — oo.

1.3 Empiriskas ticamibas metode divu izlasu gadijuma

Empririskas ticamibas metodi divu viendimensionalu parametru starpibai izstra-
daja J. Cjins un L. Dzao [26]. Apluko divu izlasu problemu, kur Xi,...,Xp, ir
ii.d. gadijuma lielumi ar nezinamu sadalijuma funkciju Fi, un Yi,..., Yy, irii.d.
gadijuma lielumi ar nezinamu sadalijuma funkciju F>. Pienemsim, ka 6 un 6 ir
viendimensionali parametri, kas saistiti attiecigi ar sadalijuma funkcijam Fi un
F,. Interesejosais parametrs ir starpiba Ag = 61 — 6y. Pienemsim, ka informacija
par F1, Fs, 6p un 6; ir uzdota ar divam novertgjosam funkcijam wi (X, 6o, Ag) un
w2 (Y, 00, Ao), kam izpildas nosactjumi

EFlwl(X7 907A0) 207 EFQUJZ(Y,GO,AO) :Ov (16)
kur Ag ir interesgjosa parametra patiesa vertiba, bet  ir traucejosais parametrs.

1.3.1. Piemers. Vidgjo vertibu starpiba. Apzimé 6y = [=zdFi(z), 61 =
JydFs(y) un Ag = [ydF2(y) — [zdFi(z). Novertejosas funkcijas uzdod

wl(X,eo,Ao):X—eo, WQ(Keo,Ao):Y—eo—Ao.

1.3.2. Piemers. Sadalijjuma funkciju starpiba. Fiksetam to, kur 0 < to < 1,
apluko 0o = F1(t0), 6, = Fz(to), un Ay = Fg(to) — Fl(t()). Tad

w1 (X, 00, Do) = Ix<ty — 0o, w2(Y,00,M0) = Iy<iy — 0o — Ao.

Divu izlasu gadijuma empiriskas ticamibas funkcija tiek defineta forma

ni

L(F1, F) = [ [(Fu(X0) — Fu(Xi-)) H(F2(Yj) - F(Y;-)) = Hpi H a, (L.7)

i=1

kur p; = P(X = X;) un ¢; = P(Y =Y;). L(Fi,F>) maksimala vertiba ir
ny "ny "2, t.d., (1.7) sasniedz maksimumu, kad Fy un F ir attiecigas empiriskas
kumulativa sadalijuma funkcijas Fy, un F,,. Lidz ar to EL profila ticamibas

attiecibas funkcija ir forma

p,q

ni n2 ni ng
R(A,6) = sup {Hnlpi [ 720 1> piwi(Xi,0,8) =0, qjwa(Y5,0,A) = 0} ;
i=1 j=1 i=1 j=1

(1.8)
kur p; >0, > pi =1, ¢; > 0un > 2, g; = 1. Izteiksmes (1.8) atrisinajumus
Di, ¢; fiksetam A un 0 vertibam var iegut, izmantojot Lagranza reizinataju metodi
(sikak skatit [26] ), un atrisinajumi ir
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1
P A+ (A, 0w (X, 6, A))

Li=1,...,n1, (1.9)

1 .
U7 U+ 2 (A, 0)wa(Y;,0,A)) 7

1,...,n2. (1.10)

Lagranza rezinatajus A1 = A1(4A, 0) un A2 = A2(A, 0) var noteikt, atrisinot viena-
dojumus
n1

’LU1(X1'707A) o w2()/t1'797A) _
2 TN (%08~ T M Dy, 6,8 =& 1

i—1 j=1

na

Tevietojot p; un ¢; no (1.9) - (1.10) izteiksme (1.8) un logaritmejot, iegust EL
profila logaritmisko ticamibas funkciju

ni
log R(A,0) = —> "log(1+ M (A, 0)wi(X;,0,A))

i=1

- ilog(l (A, Owa(V5,0,A)). (1.12)

j=1

Lai iegiitu atrisinajumu 6(A), pie kura izteiksme R(A, 6) sasniedz maksimumu,
apliko vienadojumu (9/06){log R(A,0)} = 0, un iegust

ni na

Al(A,G)al(Xi,O,A) )\Q(A79)a2(Yj,0,A)
i—1 I+XM (A7 0)’(1)1 (X27 0, A) J=1 1+ )‘Q(Av 0)“-)2(1/]7 0, A)

=0,  (1.13)

kur a; = 0w1/900 un as = dws/96.

1.3.1. Piepemums. [26, p. 206]

(C1) 6o € Q, kur Q ir valejs intervals.

(C2) Epwi(X,0,A) > 0 un Ep,w3(Y,0,A) > 0, a1(X,0,A) un ao(Y,0,A) ir
nepartrauktas 6y apkartng; a; (X, 6, A) un wi(X, 0, A) ir ierobezotas 6y ap-
kartné ar integréjamu funkciju G1(X); aa(Y;6,A) un w3(Y,0,A) ir iero-

bezotas 6y apkartne ar integréjamu funkciju G2(Y); un Er, a1(X,0,A) un
Ep,az(Y,0,A) nav nulle.

(C3) n2/n1 — k (kad n1,n2 — 00) un 0 < k < oco.

1.3.1. Teorema. [26, 1. Teoréma] Pie 1.58.1. pienemuma izteiksmei (1.13) eks-
isté atrisinajums (?(A), kas ir konsistents 0y novertetajs, R(A,0) sasniedz maksi-
malo vertibu pie 0(A), un

—QIOgR(Ao,é(AO)) LN X3, kad ni,n2 — cc.

Teorémas pieradijums atrodams [26]. Parametra Ag ticamibas intervalus var
iegit, apversot hipoteézu parbaudes rezultatu, un tie ir forma {A|R(A,0(A)) >
¢}, kur konstanti ¢ iegiist, izmantojot 1.3.1. teorémas rezultatu.
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2. nodala. Robusta lokacijas parametra novertesana

Saja nodala tiks aplukots lokacijas modelis un ar to saistitie lokacijas parametra
novertetaji. Tiks defineti lokacijas M-novertetaji (piemeram, Hubera novertetajs)
un noskelta videja vertiba, ka ar1 sniegtas dazas So novertetaju ipasibas. Detalizets
izklasts par robustiem lokacijas novertetajiem atrodams [18].

2.1 Lokacijas M-novertetaji

2.1.1. Definicija. [18, 17. lpp.] Pienemsim, ka Xi,... X, ir i.i.d gadijuma lie-
lumi ar sadalijuma funkciju F', kas atkarigi no nezinama parametra 6, un saistiba
starp X; un 0 uzdota ar modeli

Xi:9+ui,i:1,...,n, (21)

kur kludas w; ir ii.d gadijuma lielumi ar sadaljjuma funkciju Fp, un Fo(u) =
1 — Fo(—u). Modeli (2.1) sauc par lokacijas modeli, un 0 sauc par lokacijas para-
metru.

2.1.2. Definicija. [18, 25. lpp] Apluko lokacijas modeli (2.1). Izveletai funkcijai
p lokacijas parametra 0 M-novertétaju define ar sakaribu

6 = arg ngan(Xi —0). (2.2)

Ja p eksisté atvasinajums attieciba pret 0, kur ¥ (z,0) = (8/90)p(z,6), tad 0 ir
atrisinajums vienadojumam

Zw(xi —0)=0. (2.3)

2.1.1. Piemers. Lokacijas parametra maksimalas ticamibas novertetajs. levero,
ka izveloties p(z,0) = —log fo(x — 0) un ¥(z,0) = —(9/90) log fo(x — 0) izteik-
smes (2.2) un (2.3), iegust blivuma funkcijas fo lokacijas parametra 6 maksima-
las ticamibas novertetaju. Ja Fy sadalijums ir N(0;1), nenemot vera konstanti,
p(z,0) = (x — 0)%/2 un ¥(x,0) = x — 0, un iegiist, ka 6 ir videja vertiba. Ja
Fy ir eksponencialais sadalijums ar blivuma funkciju fo(z) = 1/2exp(—|z|), tad
p(z,0) = |z — 0], un iegust, ka 0 ir mediana.

2.1.2. Piemers. Hubera novertetajs. lzveletai pozitivai konstantei k, Hubera
novertetaju definé ar izteiksmi (2.2) vai (2.3), kur

2kx — k2, x>k
p=pi(z) = —k<z<k (2.4)
—2kz — k%, x< —k

13



un dp/00 = 24y (x), kur

k, Tz >k
v=1yp(x) =<z, —k<x<k (2.5)
—k, < —k.

Hiubera novertetajs ir maksimalas ticamibas novertetajs ta sauktajam Hubera
visnelabveéligakajam sadalijumam, kuru uzdod blivuma funkcija

(1 —€)p(k)exp(—k(x — k), = >k
fr(@) =< (1 —e)é(x), —k<z<k (2.6)
(1 —e)p(k) exp(k(z + k)), r < —k,

kur k£ un € ir saistiti ar sakaribu
26(k) [k — 2B(—k) = ¢/(1— o), (2.7)

kur ¢ un ® apzime attiecigi standartnormala gadijuma lieluma blivuma un sada-
[fjuma funkcijas.

Robezgadijuma, kad k — 0, iegust medianu, bet robezgadijuma, kad k — oo,
iegust videjo vertibu. P. J. Hubers [14] pieradija, ka Sis novertetajs asimptotiski
minimize vislielako dispersiju piesarnotu sadalijumu klase P. = (1 — €)® + €H,
kur H ir kada simetriska sadaljjuma funkcija. Publikacija [14] tika apgalvots, ka
Hibera novertejumu butiski neietekme k konstantes izvele; jebkura k vertiba starp
1 un 2 sniedz apmierinoSus rezultatus, ja piesarnojuma Iimenis ¢ < 0,2. Biezi
tiek piedavats lietot vertibu k = 1,35, ar kuru pie normala sadalijuma Hubera
novertetaja efektivitate ir 95 % attieciba pret izlases videjo vertibu [18, 23].

Jebkurs lokacijas M-novertetajs 0 forma (2.2) vai (2.3) ir ekvivariants pret
translaciju [18], tomer tas var nebut ekvivariants pret merogosanu. Meroga ekvi-
variances neesamiba var izraisit problemu, ka novertejums klust liela mera atkarigs
no izveletas merijjumu vienibas.

2.1.3. Definicija. Meroga ekvivariants lokacijas parametra 0 M-novertetajs ar
ieprieks novertetu dispersiju tiek definets ka atrisinajums vienadojumam

izn;w <X"&_ 9) =0, (2.8)

kur ¢ ir ieprieks izskaitlots dispersijas novertejums.

Intuitivi var spriest, ka novertetajam & izteiksme (2.8) art jabut robustam.
Par robustu novertetaju ¢ biezi izvelas ta saukto normalizeto mediano absoluto
novirzi no medianas.

2.1.4. Definicija. [18, 36. lpp.] Mediana absoluta novirze no medianas (MAD)
tiek defineta ka

MAD(X) = MAD(X1, ..., X,,) = Med{|X — Med(X)|}, (2.9)

kur Med apzime izlases medianu. Normalizeta MAD (MADN) tiek defineta ka
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MADN(X) = MAD(X)/0, 6745,

kur konstante 0, 6745 izveleta, pamatojoties uz faktu, ka standartnormala sadali-
juma gadijuma MAD = 0,6745, [idz ar to MADN = 1 un MADN sakrit ar izlases
standartnovirzi.

Pienemsim, ka &, ir dispersijas novertetajs jebkuram n un ka vienadojumam

~ X, —0
o (%50) =0

eksiste viens vienigs atrisinajums 6 = 6,,.

2.1.1. Pienémums. (M-novertetaja ar ieprieks novertetu dispersiju konsistence)
[18, 385. Ipp.]

(A1) % ir monotona un ierobezota funkcija, kurai eksiste ierobezots atvasinajums.
(A2) Eksisté o, kam speka 6, < o.

(A3) Vienadojumam E(¢(X; — 0)/0o) = 0 ir viens vienigs atrisinajums 6o.

2.1.1. Teorema. [18, 10.12. Teorema] Pie refass:Mest.sc.consist. pienémuma

0, 2 0o.

Apzimesim u; = X; — 6o un

omn (%) 0mm (B), e (B)0 (B).

g

2.1.2. Piepemums. (M-novertetaja ar ieprieks novertetu dispersiju asimptotiska
normalitate) [18, 385. lpp.]

(A1) Izteiksme (2.10) definetie lielumi eksiste un b # 0.

(A2) /n(6, — o) konverge uz kadu sadalijjumu.

(A3) c=0.

2.1.2. Teorema. [18, 10.13. Teorema] Pie 2.1.2. pienémuma

V0, — 6o) <, N(0;v), kur v = 02%.

2.1.5. Definicija. [12, 325. lpp.] Apluko i.i.d. gadijjuma lielumus X;,..., X, ar
sadalijumu Fp , un unimodalu varbutibu blivuma funkciju

foote) = 21 (£2),

un apluko no vispariga M-novértetaja -funkcijas konstruetu funkciju
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) = / P+ u)dQn(u), (2.11)

kur @, ir sakotngja negludinata M-novertetaja sadalijums pie n i.i.d noverojumiem
no izveleta sadalijjuma Fy ,. Par lokacijas parametra 6 gludinato M-novertétaju
sauc atrisinajumu ¢t vienadojumam

iw(?) =0. (2.12)

2.1.1. Piezime. Izmantojot 2.1.2. teoremas rezultatu par M-noveértétaja asimpto-
tisko normalitati, sadalijumu Q. var aproksimet ar N(0;V/n), kur V ir sakotnéja
negluda M-novertetaja asimptotiska dispersija. Maksimalas ticamibas novertetaja
gadijuma par Qn, var izvéleéties sadalyjumu, pie kura Sis novertétajs ir ieguts. Hube-
ra novertetajam sis sadalyjums ir Hubera visnelabveligakais sadalijums ar blivuma
funkciju fi (2.6).

2.1.1. Apgalvojums. [12, 326. lpp.] Izvéloties izteiksme (2.11) par Qn blwvuma
funkciju fir no izteiksmes (2.6), V-funkciju, kas definé gludinato Hubera novérte-
taju, var izteikt atklata forma

R
(o ()0 () o () o ().

kur o, = \/V/n un k ir pielagosanas konstante Hubera novertetajam (2.5).

2.2 Noskelta videja vertiba

2.2.1. Definicija. [24, 2199. lpp.] Pienemsim, ka X1, Xo,..., X, ir i.i.d. gadju-
ma izlase no populacijas ar sadalijumu Fo un ka X1y, X(2), ..., X(n) ir §is izlases
sakartota statistika. Par noskelto izlases vidéjo vertibu sauc

_ 1 <
Xop = — > Xay, (2.14)
i=r

kur 0 < a < 1/2, 0 < 8 < 1/2 ir skelSanas proporcijas attiecigi no kreisas un no
labas puses, r = |na] + 1, s=n— |[nf|, un m =n — |na] — |nB].

Noskeltas videjas vertibas asimptotisko sadalijumu ieguva S. Stiglers [28]. Ap-
zimesim

A=Fy (@) = Fy '(a=) wn B=F; '(1-8) — F; '((1 - 8)-). (2.15)

Lielumi A un B raksturo F, ' lecienus gkelSanas punktos. Apzimé &, :=
Fy'(p), kur 0 < p < 1, un defing sadalijuma funkciju H(z), kas raksturo no-
skeltu Fp sadalijumu:

0, T < &a
H(z) = %):5&7 §a <2< &3 (2.16)
17 x >£1_ﬁ.
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Ar pop un o2 5 apzimesim attiecigi sadalijuma H matematisko ceribu un disper-
siju.
2.2.1. Teorema. [28, 473. lpp.] Pienemsim, ka 0 < a<1—p<1 unn — oco.
Tad -
Vi(Xap — frap) S W, kur
1
W= T-—a_3 [Z + (6o — pap)Z1 + (§1-5 — pap)Z2 — Amax(0, Z1) + Bmax(0, Z2)]
A un B ir lielumi, kas defineti izteiksme (2.15), gadijuma lielumam Z ir sadalijums
N(0; (1 —a— B)olg), Z ir neatkarigs no gadijuma vektora (Z1, Z2), un (Zv, Zz)
ir daudzdimensiju normalais sadalijums N(0;C), kur

¢= (a(:ﬁa) ﬁ(;(iﬂﬁ)) '

2.2.1. teoreémas pieradijums atrodams [28] vai [1].

2.2.1. Piezime. Ja 2.2.1. teorema A = 0 un B = 0 (t.i., Fy kvantiles, kas
atbilst skelsanas proporcijam, ir nosakamas viennozimigi), tad W asimptotiskais
sadalijums vienkarsojas. Tada gadijuma EW =0 un

DW = %5)2 (tﬁa +a(l —a)(la — pap)® = 20B(éa — pap) (E1-5 — Hap)

1-«
+ 80— B)(1-5 — uas)Q) = Tag

tatad /n(Xap — tap) 4, N(0;725).
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3. nodala. Empiriskas ticamibas metode divu lokacijas
M-novertetaju starpibai

Saja nodala aprakstiti rezultati divu izlaSu problemai par divu M-novertetaju
starpibu. Saja nodala sniegtie originalie rezultati ir publiceti M. Delesas-Velinas
u.c. raksta [33]. A. B. Ovens [20] ieguva nosacijumus, pie kuriem iespejams
konstruet empiriskos ticamibas intervalus M-novertetajiem, un paradija, ka Sie
nosacijumi izpildas Hiubera novertetajam. Tomer 1.3. nodala aprakstita divu iz-
lasu EL metode nav tiesi pielietojama Hubera novertetajam, jo tam nav speka
1.3.1. piepémuma nosacijums (C1), kas pieprasa, lai novertejosajai funkcijai ek-
sistetu nepartraukts atvasinajums. Tapec tiks izmantots 2. nodala aprakstitais
M-novertetaja y-funkcijas gludinasanas princips.

2. nodala tika minets, ka M-novertetajs, kas definéts ar sakaribu (2.2) vai
(2.3), nav meroga ekvivariants, Iidz ar to novertéjums ir liela mera atkarigs no
izveletajam merijumu vientbam. Tapec velams izmantot meroga ekvivariantus
M-novertetajus, kas uzdoti ar izteiksmi (2.8). Tomeér janem vera, ka praktis-
kas situacijas meroga parametra patiesa vertiba o izteiksme (2.8) nav zinama.
EL maksimizacijas problema nezinamais meroga parametrs tiek interpretets ka
papildu traucejosais parametrs. Darba tiks izmantota plug-in empiriska ticami-
ba, kas lauj novertejosajos vienadojumos ieklaut potenciali bezgaligas dimensijas
traucejosos parametrus. Plug-in empirisko ticamibu vienas izlases gadijumam ap-
rakstija Nilss L. Jorts (Nils L. Hjort) u.c. [13]. J. Valeinis [30] visparinaja plug-in
EL metodes nosacijumus divu izlasu gadijumam.

3.1 Galvenie rezultati
Apluko 1.3. nodala aprakstito divu izlasu problemu: Xi,...,X,, ir iid. gad:-
juma lielumi ar nezinamu sadalifjumu Fi un Yi,...,Y,, ir i.i.d. gadijjuma lielumi

ar nezinamu sadalijumu F>, un mes interesejamies par divu izlasu X un Y M-
novertejumu o un 6, starpibu. Tad novertejosas funkcijas (1.6) - (1.6) ir forma

X -0
UH(X, A07007U§)70—(2)) = w ( o0 0) ’ (31)
1
Y —-A¢g—0
w2(Y7A07907U§)7O'g) = ¢( 0_8 0)7
2

kur % ir vispariga M-novertétaja (2.8) ¢-funkcija, o1 un o2 ir attiecigi izlagu X
un Y meéroga novertéjumi ar patiesajam vertibam o? un o un 6 apzime izlases
X lokacijas novertejumu, kura patiesa vertiba ir 6.

1.3. nodala aprakstita divu izlasu problema paredz fiksetas novertejosas fun-
kcijas w1 un wq, bet (3.1) satur traucejosos parametrus 0, o1, o2 un netiesi V4 un
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V4. Define profila empiriskas ticamibas funkciju

R(A,0,01,02) —nllné’?sup{]_[pznqj |pi >0,q; >0, sz =1,

iqj=1,§piw(x 0)—ORZ2J¢(Y7M) 0}. (3.2)

(3.2) eksiste viens vienigs atrisinajums pie nosacijuma, ka 0 pieder vienlaikus
punktu w1 (X;, A, 0,01,02) un wa(Yj,A,0,01,02) izliektajai ¢aulai. Izteiksmes
(3.2) maksimumu var atrast, izmantojot Lagranza reizinataju metodi, un reizina-
taji ir atkarigi ne tikai no parametra A un @, bet arT no traucgjosiem parametriem
o1 un o2, ti., A1 = M(A,0,01,02) un A2 = A2(A,0,01,02). Lagranza reizinata-
jus var noteikt no vienadojumiem (1.11)-(1.11), izmantojot novertéjosas funkcijas,
kas definetas (3.1), t.i

n1 Xl-fe) no (ijAw)
i BPRS d u BER
1:11+)\1w(X;7;9) J11+)\qp(7)
Definé empiriskas ticamibas logaritmisko attiecibu (reizinatu ar minus divi)
ka
W(A,0,01,02) = —2logR(A,0,01,02) =

zzglog (1+>\1w (&;9)) +2) log <1+/\2¢ (YJ_aiH>)

1 J=1 2

Lai noteiktu novertetaju 0 = 0(A, 01, 02), kas maksimize R(A, 0,01, 02), apluko
vienadojumu

0 e AR e ()
80W(A,0,01,02)—;1+)\1w( ) lel+)\¢(y Ae)—O, (3.4)

kur ¢’ = (8/80)y

Pienemsim, ka 61 un 62 ir meroga parametru o1 un o2 novertetaji. Talak
sniegti pienémumi visparigai M-novertetaja (2.8) y-funkcijai.

3.1.1. Pienemums.

(A1) 6o € Q un Q ir valgjs intervals.

(A2) By ((X; —0)/61) > 0, E*((Y;—0—A)/62) > 0, funkcijas
V' ((X; —0)/61), ' ((Y; —0—A)/62) ir nepartrauktas 6p apkartne,
P ((Xi —0)/61) un ¢ (X; — 0)/61) ir ierobezotas ar integréjamu funkciju
G1(X) $aja apkartng, ¢’ ((Y; — 0 — A)/é2) un ¢ ((Y; — 0 — A) /02) ir iero-
bezotas ar integrejamu funkcuu G2(Y) $aja apkartne, un E¢’ ((X; — 6)/61),
Evy’ ((Y; — 6 — A)/62) nav nulle.
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(A3) n2/n1 — k, kad ni,n2 — o0, un 0 < k < oo.

3.1.2. Piepéemums.

(B1) 61 269, 60 B o).

(B2) By? (X5%) = i < o0, By? (L=20) =13 < oo,

0
91

B3) B((S) v (S5)) =0 B(() v (™)) =0
B4 B((2) v (¥) v (¥5)) <
({2 v () v 3

3.1.3. Pienemums.
(C1) m 7 o (K50) B o,
ng ! Z?; Y’ (Yj_ﬁzo_eo) “ Ms.

(C2) = 3o, (X520 ) 4 Oy, kur Us ~ N(051A),

s W (W) % Us, kur Uz ~ N(0; V2).

o1

—1xwne 2 [(Yj=60—Ao\ P
na S, g (Tl Ly,

(€3) ni' i ? (X52) LA,

3.1.1. Piezime. 35.1.1. pienemums ir lidzigs 1.3.1. pienemumam ar tadu atskiri-
bu, ka saja nodala nosacijumiem jaizpildas novertejosam funkcijam, kuras ieklauj
traucejosos parametrus 61 un 2. Nosacijums (A1) pieprasa, lai patiesa parametra
vertiba Oy atrastos valéja intervala. Nosactjums (A2) tika izmantots art publikaci-
ja [25], un apraksta noveértejoso funkciju gluduma nosacigjumus. Nosacijums (AS3)
pieprasa, lai izlasu apjomi asimptotiski butu salidzinama lieluma.

3.1.2. pienemums ir nepieciesams, lai M-novertetajam ar ieprieks novertetu
dispersiju butu speka asimptotiska normalitate, skatit art 2.1.1. un 2.1.2. piene-
mumu. Nosacijums (B1) ir speka méroga novertetajam, ja attieciga sadalijuma
funkcija ir pietiekami gluda. (B2) ir speka jebkurai ierobezotai 1-funkcijai. (B3)
ir speka nepara funkcijai v, ja sadalijumi Fy un Fy ir simetriski.

3.1.8. pienemums apkopo tehniskus nosacijumus, kas nepieciesami, lai varetu
pielietot plug-in empirisko ticamibu; tie ir lidzigi nosacijumiem, kas aprakstiti [13]
un [30]. Sie nosacijumi lauj pieradit plug-in empiriskas ticamibas attiecibas loga-
ritma robeZsadalijumu, ja tiek pienemts, ka EL maksimizacijas problemai eksiste
atrisinajums. Lai pieraditu atrisinajuma eksistenci, butu nepieciesami stingraki
nosacgjumi, piemeram, nosacijuma (B1) butu jabut speka gandriz drosai konver-
gencei, nevis konvergencei péc varbutibas (sikaku skaidrojumu un nosacijumus var
skatit J. Valeinis [30]).
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Talak sniegta lemma, kas parada sakaribu starp 3.1.1. - 3.1.3. pienemumiem,
ka arT nodalas galvenais rezultats — 3.1.1. teorema, kas apraksta empiriskas tica-
mibas metodi divu M-novertetaju starpibai. Visbeidzot sniegta 3.1.2. lemma, kas
precize nosacijumus, pie kuriem empiriskas ticamibas metodi var pielietot divu
gludinatu Hubera novertetaju starpibai.

3.1.1. Lemma. (M. Delesa-Velina u.c. [33]) Visparigai M-novertetaja -
funkcijai, kam izpildas 3.1.1. un 3.1.2. nosaciyjums, izpildas ari 3.1.3. mnosa-
ciyjums.
3.1.1. Teorema. (M. Delesa-Velina u. c. [33]) Pienemsim, ka empiriskas ticami-
bas maksimizacijas problemai eksiste atrisinajums 0(A,61,062), ko uzdod sakariba
(3.4). Tad visparigai M-novertétaja 1-funkcijai, kas apmierina 3.1.1. un 3.1.3.
nosacijumau,

—2log R(Ao, 0(Ao, 61,62),61,62) L3
kad ni,n2 — 0o.

3.1.2. Lemma. (M. Delesa-Vélina u.c. [33]) Pienemsim, ka vy ir funkcija
(2.13), ar kuru define gludinato Hubera novertetaju, un pienemsim, ka 61 un &2
ir attiecigi izlasu X un Y dispersijas movertejumi, ieguti ar MAD mnovertetaju
(2.9). Pienemsim, ka sadalijumi F1 un Fa, no kuriem nemtas izlases X un'Y, ir
stmetriski. Tad 3.1.1. un 3.1.2. pienemums izpildas funkcijai ¢ = V.

3.1.2. Piezime. Pieradijumus skatit M. Delesas- Veélinas u. c. publikacija [33].
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4. nodala. Empiriskas ticamibas metode divu noskeltu
videjo vertibu starpibai

Saja nodala aprakstiti divu izlaSu problemas rezultati par divu noskeltu videjo
vertibu starpibu. Saja nodala sniegtie originalie rezultati ir publiceti M. Delesas-
Velinas u. c. raksta [8].

4.1 apaksnodala aprakstiti rezultati par empiriskas ticamibas metodi noskel-
tam videjam vertibam vienas izlases gadijuma. A. B. Ovens [21] izstradaja EL
metodi neatkarigiem noverojumiem, savukart noskeltas izlases noverojumi ir at-
karigi. Ka risinajumu G. Cjins un M. Zao [24] piedavaja novertet empiriskas
ticamibas attiecibu noskeltai izlasei un paradija SkelSanas ietekmi uz empiriskas
ticamibas attiecibas robezsadalijumu, iegustot merogotu ht kvadrata sadalijumu.

Apaksnodala 4.2 iegiits galvenais rezultats par empiriskas ticamibas metodi
divu noskeltu videjo vertibu starpibai, visparinot G. Cjina un M. Zao [24] rezultatu
divu izlaSu gadijumam, izmantojot Iidzigu pieeju ka 1. nodala aprakstitajai J.
Cjina un L. Dzao [26] divu izlasu problemai.

4.1 Empiriskas ticamibas metode noskeltajai videjai vertibai vienas
izlases gadijuma

Pienemsim, ka X1, Xs,..., X, ir i.i.d. gadijuma lielumi ar sadalijuma funkciju
Fo, ka X(1y, X(2), ..., X(n) ir sakartota statistika un ka X,g ir izlases noskelta
vidéja vertiba (2.14), t.i,

_ 1 <
Xop = — ;
af m Z X(z)»
1=T
kur 0 < @ < 1/2, 0 < B < 1/2 ir skelSanas proporcijas attiecigi no kreisas un
no labas puses, r = [no] + 1, s = n — [nf] un m ir noskeltas izlases apjoms

m=n— |na] —|np].

Saskana ar 2.2.1. teoremu, noskeltas videjas vertibas X5 asimptotiska vertiba

SR N e
Maﬁ_l_a—ﬁ/ga xdrlg.

Piepemsim, ka svarip; = 0,jai <runi>s,p; >0,jar <i<sund . p;=
1. Define profila empiriskas ticamibas attiecibu noskeltai videjai vertibai ka

S S S
R(Hap) = sup { [[mpi:pi>0> pi=1> piXp = ua6}~
i=r i=r i=r

4.1.1. Teorema. [24, 2.1. Teoréma]
Pienemsim, ka Fy ir nepartraukta, Fy(a) > 0 un Fy(&1-5) > 0, un pienemsim,
ka ,u,gB ir noskeltas videjas vertibas jap patiesa vertiba. Tad

—2alog R(1ds) 5 X3,
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kur
a=025/((1—a—B)r2s),

1
Tap = ﬁ((l —a—B)oas + B - B)(E1-s — pap)’
—20B(Ea — pap)(E1-8 — tap) + (1 — @) (Ea — pap)?). (4.2)

[24] tika piedavats novertet konstanti a, izmantojot konsistentu novertetaju
A a2 .2
a=06a5/((1 —a—=B)ias),
kur

2 _ 1 él—[i 2 _ N

s = (1= a = )% + 61— )i — Xup)®

—20B(fa — Xap)(E1-p — Xap) + a(1 — a)(ba — Xap)®), (4.4)

& = inf{zx : Fh(xz) > p} jebkuram 0 < p < 1 un Fu(x) ir izlases empiriska
sadalijuma funkcija.

4.2 Galvenie rezultati

Apliko EL divu izlasu problemu, kas aprakstita 1.3. nodala, kur X1,..., X,, un
Yi,...,Y,, ir i.id. gadijuma lielumi ar nezinamam sadalifjuma funkcijam F; un
Fy.

Maus interese divu noskeltu videjo vertibu ar skelsanas proporcijam 0 < o <
1/2, 0 < B < 1/2 starpiba. Tatad izteiksmes (1.6) - (1.6) nepiecieSams apliukot
parametrus

1 §1-p 1 §1-8

Op= ———— dFy =: papr, 6= -—— dF> =: g
o 1—a—3 .. Tar HapBl 1 1—a_3 . Yyarta Hap2

un
Ao = ftapz — Hapi-
Apliuko atbilstosas noskeltas izlases videjas vertibas
_ 1 S1 _ 1 S2
KXap = Z Xy Yos = Z Y,
i=r1 Jj=r2

kur r1 = [nia]+1, s1 = n1—[n1B], r2 = [nea|+1, s2 = no— [n2B]| un mq, ma —
noskelto izlasu apjoms, t.i., m1 = ni—|nia] — [n18], me = n2 — [n2cr] — [n2p].
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Lidzigi ka 4.1.1. teorema, pienemsim, ka svari p; =0, ja 7 < 71,7 > s1, un g; =0,
ja j < rzun j > s2. Definesim novertejosas funkcijas

w1 (X, papt, Do) = X — papr, w2(Y, pap1, Do) =Y — Ao — fap1-

Visbeidzot, definesim profila empiriskas ticamibas attiecibas funkciju divu noskel-
tu videjo vertibu starpibai A ka

R(A, pe) —Sup{HmlszmzqglpJQqJZO sz—l qu—l

Pirdj =1 =77 Jj=ro

Z piw1 (X(z)7 M, A) = 07 Z quQ(Y(j)7 o, A) = 0}7 (45)

=Ty Jj=r2

kur p; tiek uzskatits par traucejoso parametru ar patieso vertibu pagi. Sis uz-
stadijums lidzinas 1.3 nodala aprakstitajam, ar atskiribu, ka Saja gadijuma tiek
pievienoti papildus ierobezojumi p; = 0, ja ¢ < r1, 4 > s1, un ¢; = 0, ja j < ra,
J > s2. (4.5) eksist€ viens vienigs atrisinajums, ja 0 pieder punktu w1 (X, pt, A)
un wa (Y, pe, A), kur r1 < @ < 51, 72 < j < g, izliektajai ¢aulai, un to var
atrast, izmantojot Lagranza reizinataju metodi. Lidzigi ka (1.9) - (1.10), iegust

1 .
P = , T=T1,...,81,
P o (U wn (X oy, A)) ! !
1 .
q; = J=T2y...,82,

ma (1 + w2 (Y, pe, A))’

kur Lagranza reizinataji A1 = A1 (ue, A) un Ao = A2(ue, A) var tikt izteikti ar pe,
izmantojot sakaribas

i w1 (X (), pit, A) _0 i wa (Y5, pe, A) —0
i=r1 1 + Alwl(X(i%p‘t’ A) 7 Jj=r 1 + )\2w2(YY(J) Mty A)

Profila empiriskas ticamibas attiecibas logaritms tiek definets ka

W(A, ) = —2logR(A, pur) (4.6)

S1 52
2> " log(1+ Mwi (X, s, A)) +2 Y Tog(1 + dows (Y, pur, A)).

i=rq Jj=r2

Lai atrastu traucejosa parametra p: novertéjumu j: = fi:(A), kas maksimize
R(A, ) pie fikseta parametra A, apluko vienadojumu (8/9u:)W(A, pue) = 0.
Teverojot, ka funkciju w; un wy atvasinajumi attieciba pret p; ir vienadi ar —1,
iegtist sakaribu

S1 S2
O A = > —M +>° s =0.
J

8/1, 1+ Mwr (X(i)aﬂta A) p 1+ )\211)2(3/(]-), Wt A)

=77

(4.7)
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4.2.1. Pienemums.

(A1) Fi, F, ir nepartrauktas sadalijuma funkcijas, un Fy{(£,) > 0, F{(£1-5) > 0,
F3(€a) > 0, F5(&1-5) > 0.

(A2) pap1 € Q, un Q ir valgjs intervals.
(A3) n2/n1 — k, kad ni,n2 — oo, un 0 < k < oo.

4.2.1. Piezime. 4.2.1. pienemuma nosacijums (A1) saistits ar 4.1.1. teoremu un
nodrosina, ka izlases ir noskeltas punktos, kur atbilstosas sadalijuma procentiles ir
nosakamas viennozimaigi. Ievero, ka tiek pienemts, ka skelsanas proporcijas oo un 3
ir pozitwi skaitli. Lai o vai 5 atlautu pienemt nulles vertibas, butu nepieciesams
pievienot papildus nosacijumus, ka E(X?) < oo un E(Y?) < oo, ka ari veikt
nelielu izmainu sekojosas 4.2.1. teorémas pieradijuma. (A2) un (A8) nosacijumi
ir saistiti ar EL metodi vispariga divu izlasu gadijuma, skatit 1.3.1. pienemumau.

4.2.1. Teoréma. (M. Delesa-Velina u.c. [33]) Pie 4.2.1. pienémuma viena-
dojumam (4.7) eksiste atrisinajums fi:(Ao), kas ir parametra pag1 konsistents
novertetajs, R(Ao, pt) sasniedz lokalo maksimumu punkta fit(Ao) un

~2a5 log R(Ao, f1(D0)) > xi,
kad ni,n2 — 0o, kur meroga konstante az definéta ka

nlng(mga% + mlag)
as =

mime(net? + ni7d)’

kur (03 = 02p1, Ti = Top1) un (05 = 0ipy, T5 = Topy) ir definéti izteiksmes (4.1)
un (4.2) attiecigi sadalijuma funkcijam Fy un Fs.

4.2.2. Piezime. 4.2.1. teorema izmantotas meroga konstantes as konsistents
novertetajs iequstams ar

_ nlng(mg&f + mlé'g)
m1m2(n27212 + nﬁ%) ’

kur parametri 6%, 7% un 62, 75 ir definéti ka vienas izlases gadzjuma izteiksmes
(4.3) un (4.4) ar empiriskajam sadalijuma funkcijam Fp, (), Fny(y) un noskelta-
jiem izlases videjiem Xaog un Yagz.

4.2.3. Piezime. Noskelto videjo vertibu starpibas Ao asimptotisko 1 —p limena
ticamibas intervalu iegust izmantojot hipotezu testu, un tas ir forma

{A 242108 R(A, fir(A)) < xia-p}
kur X%pr apzimé X3 sadaltjuma 1 — p kvantili.

Pieradijums. Pieradijumu skatit M. Delesas-Velinas u.c. publikacija [8].
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5. nodala. Uz empirisko ticamibu balstita ANOVA me-
tode noskeltiem videjiem

Saja nodala aprakstita uz empirisko ticamibu balstita ANOVA metode vai-
rak neka divu populacijas noskelto videjo vertibu salidzinasanai. Nodala sniegtie
originalie rezultati ir publiceti Delesas-Velinas u. c. raksta [32].

Apliko problemu, kur jasalidzina vairak neka divas izlases. Pienemsim, ka
Y; = (Yi1, Y2, ..., Yin,), e = 1,2,..., k ir k neatkarigas gadijuma izlases no daza-
dam populacijam ar videjo vertibu u;. Klasiskaja statistika tiek parbaudita nulles
hipoteze par populacijas videjo vertibu vienadibu

Ho:p=...=pp =: p. (5.1)

Pie pienémuma, ka populaciju dispersijas ir vienadas (homoskedasticitate) un
dati katra grupa sadaliti normali, t.i., Y;; ~ N(us; o), var izmantot klasisko ANO-
VA F-testu.

Labi zinams, ka ANOVA F-tests nav piemeérots dispersiju heteroskedasticita-
tes gadijuma, jo tam rodas problemas kontrolet pirma veida kludu. B. L. Velcs
[36] piedavaja aptuveno brivibas pakapju (ADF) procediru, kas ir piemerota dis-
persiju heteroskedasticitates gadijuma, ja dati it normali sadaliti. Tomer proble-
mas saglabajas situacijas, kur hetoroskedasticitate pastav vienlaikus ar novirzem
no normalitates un dazadiem izlasu apjomiem [37]. Juena [39] piedavaja robus-
tu modifikaciju Vel¢ca ANOVA testam, izmantojot noskeltas videjas vertibas un
Vinzoretas dispersijas kopa ar ADF statistiku. Publikacija [16] tika paradits, ka
sada pieeja nodrosina labaku I veida kludas kontroli vienfaktora ANOVA dizai-
niem, kad izlases tiek nemtas no sadalijjumiem ar dazadu asimetrijas pakapi un
ar dazadiem izlases apjomiem. A. B. Ovens [22] izstradaja uz empirisko ticamibu
balstitu ANOVA metodi neatkarigam grupam, kas parbauda hipotézi par vide-
jo vertibu vienadibu. Izmantojot noskelto videjo vertibu noderigas robustuma
Tpasibas vienas izlases gadijuma, mes piedavajam izstradat uz EL balstitu ANO-
VA metodi, kas parbauditu nulles hipotezi par vairak neka divu noskelto videjo
vertibu vienadibu.

Vispirms 5.1. apaksnodala tiks aprakstita A. B. Ovena EL ANOVA meto-
de [22]. Galvenais rezultats par vairaku noskeltu vidéjo vertibu salidzinasanu,
balstoties uz empiriskas ticamibas pieeju, sniegts 5.2. apaksnodala.

5.1 Uz empirisko ticamibu balstita ANOVA metode

EL ANOVA metode tiks aprakstita, balstoties uz [22]. Apzimésim noverojumus
ar Vy; € R, kuri =1,...,k, 7 = 1,...,n; un N = Eleni apzimeé kopé€jo
noverojumu skaitu.

Apliko N gadijuma parus (I,Y), kur I € {1,...,k} un Y € R%. Noverojumu
Y;; raksturo paris [ = ¢ un Y =Yj;. Pienemsim, ka F' ir paru (I,Y’) sadalijuma
funkcija. Sie dati nav i.i.d no sadalfjuma F, jo I jebkura par ir fikséts kategorials
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prediktors. Define ticamibas funkciju
n n;
F)y=1]]] v
i=1j=1

kur vi; = F{(i,Ys)}. Svarus v;; iespejams faktorizet ka vi; = vjjvi., kur v =
> 0%y Vi, un ;) = vij /vi.. Tad EL attiecibas funkeiju var izteikt forma

k n;
H H N’Ui.'l)ﬂi

i=1j=1

[0 (i) o

ANOVA analizes ietvaros visbiezak interesgjas par sadalijumu F' tikai aplu-
kojot svarus vj|;, tatad iesp&jams fiksét svarus v;. = n;/N. Pirmais reizinajums
izteiksme (5.2) tadejadi klust vienads ar viens un R(F') maksimizacijas proble-
ma ir atkariga tikai no ierobezojumiem uz v;;. Sadas pieejas rezultata iegiist
ticamibas attiecibas funkciju

R(F)

R(F) = Rp(Fy, ... Fy).

Lai iegutu EL ANOVA hipotéezu testu, iespgjams izmantot trissturveida masiva
EL teoremu [23, 4.1. Teoréma).

5.1.1. Apgalvojums. (EL ANOVA tests par videjo vertibu vienadibu) [22, 175.
lpp.] Pienemsim, ka E(Yij) = po. Aplako

k ng ni 2
R(p) = rvnax{HHmvm ZWYM == Y = u
j=1

i i=1j=1

Zvﬂi:Lvﬂizo,izl,...,k} (5.3)

Jj=1

un definé no = miny<i<k ni. Ja g = po + O(nal/2) un katram i =1,...k DY ir
galiga un nav nulle, tad

—210gmaXR Zm i /Sz + Op(n _1/2) _>Xk’

kad ng — oo, kur Y. = n;l Zj Yij, 82 = n;l Zj(Y,-j —Y.)? un fi ir kopejas
vidéjas vertibas po EL novertetajs, ko definé
25:1 n:Y;./s?

25'21 nz/sf '

Jaievero, EL novertetajs ft nav visu noverojumu Y;; videjais, ka tas ir klasiskas
ANOVA analizes gadijuma. Ta vieta fi ir grupu videjo vertibu svertais videjais,
kur svari ir apgriezti proporcionali grupu dispersijam. Izliektas ¢aulas nosacijums
ANOVA gadijuma ir forma

minY;; < py <maxYi, i =1,...,k.
J J

i=
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5.2 Galvenie rezultati

Mes interesejamies par nulles hipotezi

T
Hy : papt = pflapz = ... = fapk =: Map, (5.4)
kur
1 §1-p 4
;= —— xdF;
Hapi 1—a— ﬂ 0
un fiap ir kopejais noskeltais populacijas videjais.
Pienemsim, ka Y1), Yj2), ..., Yin,) apzime i-tas izlases sakartotu statistiku,

t=1,...,k. Apzimeé r; = [n;a] +1un s; = n; — B8], kur 0 < a < 1/2 un
0 < B < 1/2 ir 8kelSanas proporcijas attiecigi no kreisas un no labas puses. Tad
m; = n; — |nso] — |niB] ir i-tas noskeltas izlases apjoms. i-tas izlases noskelta
videja vertiba un noskelta dispersija ir uzdotas ar

&ﬁl - Z Y;(j)7 Saﬂz = my Zj;T7 (Y;(j) - Yaﬂi)g’
L j=rs

Lidzigi ka EL ANOVA problema (5.3), mus interesé tikai uz i-to izlasi no-
sacitie svari v;);. Vienkarsibas labad turpmak vj); vieta tiks rakstits v;;. Talak
izmantosim principu, kas aprakstits 4. nodala un definesim empiriskas ticami-
bas attiecibas funkciju noskeltajam izlasem, pieprasot, lai svari v;; = 0 visiem
i=1,...,kun j <ry, j > s;. Empiriskas ticamibas profila attieciba tiek defineta
ka

k S5 S S
R(/Lag) = Ssup {H H m;Vij, Z Vij = 1, Z Uij(Y;-(j) - ,u,ag) = O,i = 1,. . .,k)} .

Vi i=1j=r; J=ri J=ri
5.2.1. Teorema. (M. Delesa-Velina u.c. [32]) Pienemsim, ka papo ir ko-
pejais populacijas noskeltais videjais. Pienemsim, ka sadalijuma funkcija Fio
ir nepartraukta, Fjy(€a) > 0 un Fjy(é1-5) > 0 katram i = 1,...,k.  Ja
HaBi = Hapo + O(ng 1/2), i =1,...,k, kur no = mini<;<xn;, tad pie HT (5.4)
speka

k k
Zaili = Zaimi(YaBi — Yap)?/S2s: + Op(ng /%) S Xo—1)»

kad no — oo, kur Yag ir uz empirisko ticamibu balstits kopéjas noskeltas videjas
vertibas novertetajs,

> _ Ef 1 Yaﬂimi/sim —1/2
Yoap = z +op(ng ")
Zl 1 ml/ afi

un merogosanas konstantes ir uzdotas ar

ai = 025/ (1 - a = B)740). (5.5)

Lielumi 03, un 72g; i-tajai izlasei tiek aprekinati péc izteiksméem (4.1) un (4.2).

Pieradijums. Ar pieradijumu var iepazities [32].
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6. nodala. Simulaciju un datu analizes rezultati

Saja nodala jaunieviesto empiriskas ticamibas metozu sniegums robustiem lo-
kacijas parametra novertetajiem tiks analizets situacijas, kad neizpildas klasiskie
pienemumi par normalitati un dispersiju homogenitati. Ar simulaciju eksperimen-
ta palidzibu tiks pétita sadalijuma formas (asimetrija, smagas astes un izleceji,
vienadas vai dazadas dispersijas) ietekme uz metozu pirma veida kludu daudzumu,
ticamibas intervalu empirisko parklajumu precizitati un testu jaudu. Jaunas me-
todes tiks pielietotas art datu piemeriem un salidzinatas ar labi zinamam klasiskas
un robustas statistikas metodem.

Jaunieviesto EL metozu sniegums ieprieks tika analizets M. Delesas-Velinas
u. c. publikacijas [32], [33] un [8]. Saja nodala tiks apkopoti ieprieksejie secinajumi
un veikts metozu salidzinajums. EL metozu skaitliskie aprekini veikti, izmantojot
programmas R biblioteku EL [6], ka arT autores speciali izveidotas R funkcijas.

6.1 EL metode divu gludu Hubera novertetaju starpibai

Divu gludu Hubera novertetaju starpiba tika aplukota M. Delesas-Velinas u.c.
publikacija [33]. Jaatzime, ka 3.1.2. lemma nosaka, ka 3.1.1. teorémas asimpto-
tiskie rezultati ir speka gludinatajam Hubera novertetajam, ja aplukotie sadaliju-
mi F} un F5 ir simetriski. Ta ka praktiskos piemeros biezi sastopami asimetriski
sadalijjumi, mus intereseja empiriski novertet ietekmi, kas rodas atkapjoties no
simetrijas piepemuma. Tapec simulaciju eksperimenta tika apliikoti ne tikai dati,
kas ieguti no simetriskiem sadalijumiem — dubulteksponenciala un Hubera visne-
labveligaka sadalijjuma — bet ar1 dati, kas iegtiti no asimetriskiem sadalijumiem
— gamma sadalljuma un gamma sadalijuma ar vienmerigi sadalitu piesarnojumu.
Tika aplukotas vienada apjoma (50 un 100) izlases gan ar vienadam, gan atski-
rigam dispersijam. Simulacijas pétijuma galvena uzmaniba tika pieversta 95 %
ticamibas intervalu empiriskajam parklajumam un testu jaudai.

Gludinata M-novertejuma (2.11) aprekinasanai nepieciesama sakotneja neglu-
dinata M-novertejuma asimptotiska dispersija V. Gludinatu Hubera novertetaju
starpibai tika aplukoti divi V' noverteSanas varianti: pirmkart, vertiba tika fikse-
ta V = 2,046, ka ieteikts [12], un otrkart, V tika izskaitlota konkretajam sada-
[fjumam, izmantojot Montekarlo simulacijas. Ka sadalijjuma meroga parametra
o ieprieksejais novertetajs tika izmantots MAD, ka to pieprasa 3.1.2. lemma.
Salidzinajumam tika ieklauti hipotezu testi divu videjo vertibu starpibai, proti,
Stjudenta t-tests un EL tests vid€jo vertibu starpibai (1.3.1 piemers).

Rezultatus iespejams skatit publikacija [33]. Ticamibas intervalu empiriska
parklajuma aspekta galvenie secinajumi bija sadi. 1. Simetriskiem sadalijumiem
(dubulteksponencialajam un Hubera visnelabveligakajam sadalijumam) visas me-
todes deva lidzigus rezultatus un empiriskais parklajums bija tuvu nominalajam,
t.i., tuvu 95 %, neatkarigi no dispersijas heterogenitates pakapes. 2. Gamma
sadalljumam empiriskais parklajums bija tuvu nominalajiem 95 % metodem, kas
balstitas uz videjam vertibam un gludinato Hubera novertetaju ar izskaitloto V.
Tomeér metodei, kas balstita uz gludinato Hubera novertetaju ar V = 2,046, em-
piriskais parklajums bija zemaks, proti, robezas no 0,832 Iidz 0, 879, kad izlases
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apjoms n = 100. 3. Gamma sadalijjuma ar 6 % vai 20 % piesarnojumu gadiju-
ma EL metodei ar izskaitloto V' kopuma bija labaks empiriskais parklajums neka
Stjudenta t-testam un EL testam vide€jo vertibu starpibai. 4. EL metode Hubera
novertetaju starpibai ar fiksetu asimptotisko dispersiju V = 2,046 deva pretruni-
gus rezultatus.

Empririska jauda tika analizeta, nemot izlases no diviem gamma sadalijumiem
ar dazadam formam un videjam vertibam. Gadijuma bez piesarnojuma EL meto-
dei videjo vertibu starpibai un EL metodei gludinatu Hubera novertetaju starpibai
ar V izskaitlosanu jaudas bija lidzigas un tas parspeja t-testu. EL metodei glu-
dinatu Hubera novertetaju starpibai ar fiksetu V = 2,046 jauda bija ieverojami
zemaka. Vienmeriga piesarnojuma gadijuma EL metode divu videjo vertibu star-
pibai neizradijas robusta, un tas jauda bija lidziga t-testam. Vislielako jaudu
sasniedza EL metode divu gludu Hubera novertetaju starpibai ar izskaitlotu V.

Pamatojoties uz Siem noverojumiem, tika secinats, ka simetriskiem sadaliju-
miem sakotneja negludinata Hubera novertetaja asimptotisko dispersiju V' patie-
sam var uzskatit par pielagoSanas parametru un to var fikset, ka ieteikts [12].
Tomer asimetriskiem sadalifjumiem tas ta nav un velams dot prieksroku V' iz-
skaitlosanai. Praktiskas situacijas V' var novertet no datu izlases, izmantojot
neparametrisko butstrepa (bootstrap) metodi [34].

6.2 EL metode divu noskeltu videjo vertibu starpibai

Emprriskas ticamibas metode divu noskeltu videjo vertibu starpibai tika apluko-
ta M. Delesas-Velinas u.c. raksta [8]. Simulaciju eksperiments ietvera dazadus
klasisko piepemumu parkapumu aspektus: dazadus sadalijumu veidus un disper-
siju heterogenitati apvienotu ar nesabalansetu izlasu apjomu. Tika analizets testu
empiriskais Iimenis (t.i., simuléta pirma veida kludu proporcija) un jauda. Tika
aplikots standartnormalais sadalfjums, t» sadalfjums, asimetriski sadalfjumi x3
un x?, ka art divi piesarnoti normalie sadalfjumi gan ar vienadu (n; = n2), gan
ar nesabalansetu izlasu apjomu (ns = 2ny).

Salidzinajumam tika izmantotas sadas metodes: Stjudenta t-tests, Velca tests
[35] un EL tests (skat. 1.3.1 piemeru) — vidéjo vertibu salidzinasanai; Juenas
tests [39] ar butstrepa ¢-aproksimaciju (skat. [38, 5.6. tabula]) — noskelto videjo
vertibu salidzinasanai, ka ar1 5. nodala aprakstita EL ANOVA metode noskelto
videjo vertibu salidzinasanai. Attieciba uz noskeltajam videjam vertibam, tika
aplukotas divas Skelsanas proporcijas: 10 % un 20 %. Juenas testa aprekinasanai
tika izmantota R bibliotekas WRS2 [17] funkcija yuenbt. Salidzinajums ar EL
testu divu gludinatu Hubera novertétaju starpibai nebija ieklauts [8], bet tika
ieklauts promocijas darba petijuma un ir aprakstits Saja nodala. Attieciba uz glu-
dinatajiem Hubera novertetajiem tika aplukotas divas testa versijas — ar fiksétu
asimptotisko dispersiju V' = 2,046 (panelis ELHubVF), un V izskaitlotu, izmanto-
jot 10 000 Montekarlo simulacijas (panelis ELHubVE). No talakajiem rezultatiem
ir izslegts salidzinajums ar EL ANOVA metodi noskeltam videjam vertibam, Sie
rezultati tiks komenteti 6.3. nodala. Promocijas darba kopsavilkuma ieklauti tikai
rezultati pie vienadiem izlasu apjomiem.

Ka pirmais aspekts tika petits testu empiriskais ltmenis ka funkcija no iz-
lases apjoma diviem vienadiem sadalijumiem, skatit 6.1. attelu. Horizontalas
punktetas Iinijas apzime simulacijas kludu ka divas standartnovirzes ap nominalo
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6.1. att. Testu empiriskais limenis ka funkcija no kopeéja izlases apjoma ni + ng, izla-
Su apjomi vienadi. Augsa: N(0;1) sadalijums (pa kreisi), to sadalijums (pa
labi). Vida: 5% piesarnots normalais sadalijums 0,95N(0;1) + 0,05N(0; 25)
(pa kreisi), 10 % piesarnots normalais sadaltjums 0,9N(0; 1) + 0,1N(0; 100) (pa
labi). Apaksa: X% sadalijums (pa kreisi), x% sadalijums (pa labi). Aplukotie
testi: Stjudenta t-tests (t), VelCa tests (Velca t), Juenas tests noskeltam vide-
jam vertibam ar butstrepa t-aproksimaciju (Juena), EL tests videjam vertibam
(EL vid.), EL tests noskeltam videjam vertibam (ELTM), EL tests gludinato
Hubera novertetaju starpibai ar fiksetu V = 2,046 (ELHubVF) un izskaitlotu
V (ELHubVE). Krasa norada attiecigo parbaudamo hipotezi: violeta — par vi-
dejo vertibu vienadibu, zila un zala — attiecigi par 10 % un 20 % noskelto videjo
vertibu vienadibu, dzeltena — par gludinato Hubera novertetaju vienadibu.
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6.2. att. Testa jauda ka funkcija no lokacijas parametru starpibas Ag pie vienadiem izla-
ses apjomiem n1 = ng = 50. Augsa: N(0;1) sadalijjums (pa kreisi), ¢t2 sadalijums
(pa labi). Vida: 5% piesarnots normalais sadalijums 0, 95N (0; 1) +0, 05N (0; 25)
(pa kreisi), 10 % piesarnots normalais sadaltjums 0,9N(0; 1) + 0, 1N(0; 100) (pa
labi). Apaksa: X% sadalijums (pa kreisi), x% sadalijums (pa labi). Aplukotie
testi: Stjudenta t-tests (t), VelCa tests (Velca t), Juenas tests noskeltam vide-
jam vertibam ar butstrepa t-aproksimaciju (Juena), EL tests videjam vertibam
(EL vid.), EL tests noskeltam videjam vertibam (ELTM), EL tests gludinato
Hubera novertetaju starpibai ar fiksetu V = 2,046 (ELHubVF) un izskaitlotu
V (ELHubVE). Krasa norada attiecigo parbaudamo hipotezi: violeta — par vi-
dejo vertibu vienadibu, zila un zala — attiecigi par 10 % un 20 % noskelto videjo
vertibu vienadibu, dzeltena — par gludinato Hubera novertetaju vienadibu.
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Iimeni 0, 05, kur standartnovirze aprekinata ka /a(1 — a))/5000, iegustot inter-
valu (0,047;0,053). Abam jaunieviestajam EL divu izlasu metodém simulaciju
rezultati apstiprina empiriska Iimena konvergenci uz nominalo Iimeni N (0, 1) un
t2 sadalijumiem, ka arl piesarnotiem normaliem sadalijumiem, kad nulles hipoteze
ir speka. Attieciba uz tadiem smago astu sadalijumiem ka piesarnots normalais
un tz sadalijums, EL testu konvergence noskeltajiem videjiem un gludinatajiem
Hubera novertetajiem ir ieverojami atraka neka uz videjam vertibam balstito testu
konvergence. Dazas situacijas EL tests 10 % noskelto videjo vertibu starpibai kon-
verge uz nominalo Iimeni atrak neka tests 20 % noskelto vidéjo vertibu starpibai,
tapéc mazas izlases (Iidz 30) butu velams izmantot 10 % skelsanu. Uz EL balstitas
metodes noskeltu videjo vertibu salidzinasanai konverge uz nominalo Iimeni lenak
neka Juenas tests ar butstrepa t-aproksimaciju.

Asimetrisku sadaljjumu gadijuma rezultati ir atkarigi no izmantota testa. EL
metode noskeltajam videjam vertibam konverge uz nominalo Iimeni, lai gan le-
nak neka Jienas tests. Viegli asimetriskajam x3 sadalfjumam EL tests Hubera
novertetaju starpibai ar izskaitlotu V' konvergé uz nominalo Iimenim lénak neka
testi, kuri balstiti uz noskelto videjo vertibu, bet versija ar fikseto V' nekonverge
uz nominalo Iimeni. Sis rezultats saskan ar [33] novéroto, kur tika secinats, ka
V = 2,046 fiksesana dod ticamibas intervalu empirisko parklajumu, kas ir zemaks
par nominalo, ja aplikotie sadalijumi ir asimetriski un ar atskirigu formu. Iz-
teikti asimetriska x7 sadalfjuma gadijuma uz Hubera novertetajiem balstto testu
empiriskais Iimenis vispar nekonvergé uz nominalo. Tas varetu Skist pretéji [33]
rezultatiem, tomer §1 rezultata interpretacija, iespejams, ir saistita ar sadaliju-
mu asimetrijas pakapi — neviens no [33] aplukotajiem sadaljjumiem nebija ar tik
augstu asimetrijas pakapi ka x?.

Ka otrais aspekts tika petita testu jauda pie lokacijas parametru starpibas Ag,
kur Ag = 5-0,04-0,j = 1,...,25. Vertiba § = F~'(0,841)—F (0, 5) tika izveleta
ka starpiba starp 84,13. un 50. procentili no aplukojama sadalijuma F', tadejadi
laujot salidzinat jaudas simulaciju rezultatus dazadiem sadalijumu veidiem. Sada
pieeja ieprieks izmantota [9]. Tiek izmantoti tadi pasi sadalijumi, ka analizéjot
testu empirisko Itmeni. Izvelets tads izlases apjoms (n1 = 50), kas lielakajai dalai
testu bija pietiekams, lai izveletajiem sadalijumiem kontroletu empirisko pirma
veida kludu.

Jaudas simulacijas rezultati redzami 6.2. attela. EL testam noskeltu videjo
vertibu starpibai pie standartnormala sadalijjuma jauda ir tuva Stjudenta t-testa
jaudai, bet ieverojami to parsniedz lielakaja dala situaciju, kur sadalijums nav
normalais, iznemot viegli asimetrisko x3 sadalijumu. Turklat jauna testa jauda ir
Iidziga Juenas testa jaudai dazos gadijumos pat parsniedzot to. EL testa jauda
divu gludinatu Hubera novertetaju starpibai Iidzinas EL testa jaudai noskelto vi-
dejo vertibu starpibai, un N(0; 1) un 5% piesarnota normala sadalijuma gadijuma
ta jauda ir augstaka ka lielakajai dalai uz noskeltam videjam vertibam balstito
testu. Testa jauda pie izteikti asimetriska x? sadalfjuma ir augstaka neka visiem
parejiem testiem, tomer tas ir sekas nepareizam testa [imenim pie nulles hipotezes.

Ka tresais aspekts tika analizets testu robustums dazadam dispersiju hete-
rogenitates pakapem apvienojuma ar nesabalansetu izlases apjomu normala un
X2 sadalijuma gadijuma. Tika aplikoti sadi izlagu apjomi: divi mazu izlagu sce-
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6.1. tabula. Testu empiriskais limenis un robustums péc Bredlija [4] kritérija nesabalan-
setu izlasu apjomu un heterogenu dispersiju gadijuma standartnormalajam
un x3 sadalijumam. Rezultati paraditi atseviski maza apjoma (panelis mazs)
un liela apjoma (panelis liels) izlasem. Panelis poz. apzime scenarijus, kur
pastav pozitiva sakariba starp dispersijas lielumu un izlases apjomu, neg. —
negativa sakariba, savukart vien. — vienadas dispersijas. Aplukotie testi:
Stjudenta t tests (t), VelCa tests (Velca t), Juenas tests noskeltam videjam
vertibam ar butstrepa t-aproksimaciju (Juena), EL tests vidgjo vértibu star-
pibai (EL vid.), EL tests noskeltu videjo vertibu starpibai (ELTM), EL tests
gludinato Hubera novertétaju starpibai ar fiksetu V = 2,046 (ELHubVF) un
izskaitlotu V' (ELHubVE).

Standartnormalais sadalijums

Testa empiriskais Iimenis # robusti

izlases apjoms mazs liels mazs  liels
dispersiju sakariba vien. poz. neg. vien. poz. neg.
t 0,049 0,020 0,113 0,049 0,019 0,107 4 2
Velca t 0,050 0,050 0,049 0,049 0,050 0,051 10 10
EL vid. 0,060 0,061 0,068 0,050 0,051 0,054 9 10
ELTM 10% 0,047 0,050 0,054 0,052 0,052 0,055 10 10
ELTM 20 % 0,077 0,077 0,102 0,053 0,054 0,057 2 10
Juena 10 % 0,050 0,051 0,047 0,049 0,060 0,051 10 10
Juena 20 % 0,050 0,050 0,049 0,049 0,050 0,051 10 10
ELHubVF 0,061 0,060 0,063 0,052 0,051 0,053 10 10
ELHubVE 0,060 0,058 0,062 0,051 0,051 0,053 10 10
X% sadalijums

Testa empiriskais [imenis # robusti
izlases apjoms mazs liels mazs  liels
dispersiju sakariba  vien. poz. neg. vien. poz. neg.

t 0,048 0,035 0,129 0,052 0,022 0,110 6 2
Velca t 0,049 0,064 0,069 0,052 0,051 0,055 9 10
EL vid, 0,070 0,071 0,082 0,054 0,051 0,054 6 10
ELTM 10% 0,051 0,054 0,058 0,053 0,052 0,053 10 10
ELTM 20% 0,078 0,078 0,105 0,055 0,052 0,056 3 10
Juena 10% 0,047 0,052 0,048 0,050 0,049 0,050 10 10
Juena 20% 0,048 0,051 0,052 0,051 0,048 0,050 10 10
ELHubVF 0,084 0,080 0,079 0,070 0,071 0,071 1 9
ELHubVE 0,075 0,071 0,070 0,057 0,057 0,057 6 10

nariji — (n1,n2) = (15,25) un (n1,n2) = (25,35) — un divi lielu izlasu scenariji
- (n1,m2) = (80,120) un (n1,n2) = (160,240). Tika aplukoti divi populaciju
dispersiju attiecibas scenariji: 1:16 un 1:36, ka ar1 homogenu dispersiju scenarijs
1:1.

Tika aplukotas tris iespejamas sakaribas starp izlases apjomu un dispersijas
lielumu: pozitiva, kad lielaka dispersija ir saistita ar lielako izlases apjomu, ne-
gativa, kad lielaka dispersija ir saistita ar mazako izlases apjomu, un vienadas
dispersijas salidzinajumam. Lai nulles hipoteze butu patiesa pie visiem scenari-
jiem, x?2 sadalijuma izlases pirms mérogosanas uz izveleto dispersiju attiecibu tika
standartizetas ta, lai teoretiska lokacijas parametra vertiba butu vienada ar 0 un
standartnovirzes vertiba ar 1.

Ta vieta, lai attelotu katra atseviska simulaciju eksperimenta rezultatu, tie
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tika sagrupeéti péc: 1) mazu un lielu izlasu scenarijiem; 2) péec sakaribas starp
dispersiju un izlases apjomu (pozitiva, negativa un vienada). Testa sniegums
tika novertets pec J. V. Bredlija liberala robustuma kriterija [4]. Proti, testu
uzskata par robustu, ja ta empiriska pirma veida kluda & ietilpst intervala 0, 5o <
& < 1,5a. Katram testam tika uzskaitits, cik scenarijos tests atbilst robustuma
nosactjumam, t. i., dod pirma veida empirisko kluadu intervala [0, 025;0,075].

Rezultati redzami 6.1. tabula. Jauna EL metode 10 % noskelto vidgjo vertibu
starpibai bija robusta pec Bredlija kriterija visam izlases apjoma un dispersiju
heterogenitates kombinacijam gan normala, gan x3 sadalijuma gadijuma. EL
tests 20 % noSkelto videjo vertibu starpibai nebija robusts lielakaja dala mazo
izlasu scenariju, lai gan uzradija labus rezultatus lielu izlasu scenarijiem. Tests
divu gludinato Hubera novertejumu starpibai izradijas robusts pret dispersiju he-
terogenitati un nesabalansetu izlases apjomu normala sadalijuma gadijuma, bet
X2 sadalfjuma gadijuma testu var uzskatit par robustu tikai lieliem izlases apjo-
miem, versijai ar V' izskaitlotu dodot mazliet mazaku empirisko kludu biezumu
neka versijai ar fiksetu V.

6.3 Uz EL balstita ANOVA metode noskeltam videjam vertibam

EL ANOVA metodes sniegums noskeltam videjam vertibam tika detalizeti ana-
lizets M. Delesas-Velinas u.c. publikacijas [32, 33]. [32] tika petita EL ANOVA
metode 5 %, 10 % un 20 % simetriski noskeltam videjam verttbam. Tika aplukota
metodes empririska pirma veida kluda pie dazadiem asimetriskiem sadalijumiem.
Jauna metode tika salidzinata ar klasisko ANOVA F-testu, Velca ANOVA F-testu
[36], EL ANOVA testu videjam vertibam [22], ka arT Juenas-Velca ANOVA testu
noskeltam vidéjam vertibam [38, 7.1. tabula].

Petijuma tika salidzinatas tris grupas ar vienadiem izlasu apjomiem no n = 20
Iidz n = 500. Tika simulets pirma veida empirisko kludu biezums pie Ho par
noskeltu videjo vertibu vienadibu, nemot izlases no X3 sadalfjuma, lognormala
sadalfjuma, gamma sadalijjuma, ka arT asimetriska normala sadalijjuma [2]. Hete-
rogenu dispersiju scenarijos simuletie dati tika merogoti ta, lai dispersiju attieciba
butu 1:4:9 vai 1:1:36.

Petijuma rezultatus iespejams skatit [32]. Attieciba uz jaunizveidoto EL ANO-
VA testu noskeltajam videjam vertibam, simulacijas trim izlasem no asimetriskiem
sadalijumiem liecina, ka testa empiriskais limenis konverge uz nominalo visiem
apskatitajiem sadalifjumiem. Scenarijs ar heterogenam dispersijam rada, ka tests
parsniedz nominalo Itmeni, kad izlases apjoms ir mazs (zem 100). Lieliem izla-
ses apjomiem tests konverge uz nominalo limeni. Visiem heterogenu dispersiju
scenarijiem EL ANOVA metode noskeltiem videjiem ir robustaka neka klasiskais
F-tests — tas empiriska pirma veida kluda ir tuvak nominalajam Imenim.

[8] analizeja EL ANOVA metodes sniegumu noskeltam vidéjam vertibam divu
grupu salidzinasanas gadijuma. Simulacijas ar divam grupam liecina, ka EL. ANO-
VA tests noskeltajiem videjiem konverge pie empiriska limena ar1 tad, ja dati ir
nemti no sadalifjumiem ar smagu astes dalu vai sadalijumiem, kas satur izlecejus.
Turklat metodei ir labas jaudas 1pasibas, parsniedzot uz videjam vertibam balsti-
tu metozu jaudu, ja dati nav normali sadaliti. Lidzigi ka tris grupu gadijuma, var
noverot, ka EL. ANOVA tests noskeltam videjam vertibam nav robusts pret dis-
persijas heterogenitates un asimetrijas kombinaciju, ja izlase ir maza. Jaatzime,
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ka simulaciju rezultati ar divam grupam sniedz tikai ierobezotu prieksstatu par
ANOVA tipa metozu uzvedibu.

6.4 Datu piemeru analize

Datu analizes petijjuma tika veikti hipotezu testi par divu vai vairaku populaciju
lokacijas parametru vienadibu datu kopam ar novirzem no normalitates, izman-
tojot jaunieviestas empiriskas ticamibas metodes, ka ar1 dazas plasak lietotas kla-
siskas un robustas statistikas metodes. Pilnus datu analizes rezultatus var skatit
promocijas darba 6.3. nodala, ka ar1 M. Delesas-Velinas publikacijas [32, 33, 8].

Divu izlasu metozu gadijuma tika noverots, ka testi, kas balstiti uz noskeltam
videjam vertibam, var novest pie pretejiem secinajumiem par Ho neka testi, kas
balstiti uz videjam vertibam. Abi testi noskeltu videjo vertibu starpibai — EL tests
un par robustu uzskatitais Juenas tests — dod samera tuvas p-vertibas, turklat Sis
noverojums ir speka arl mazu izlasu gadijuma. Uz EL balstita testa ticamibas in-
tervali bija nedaudz 1saki. Attieciba uz testu divu gludinatu Hubera novertetaju
starpibai tika noverots, ka p-vertibas var izradities visnotal atskirigas atkariba no
izmantotas asimptotiskas dispersijas V' vertibas, 1pasi, ja aplukotais sadalijums
ir ieverojami asimetrisks. Tas saskan ar simulaciju rezultatiem un vedina domat,
ka ieverojami asimetrisku datu gadijuma jaizvairas lietot EL testu divu gludinatu
Hiubera novertetaju starpibai. Merenas asimetrijas gadijuma Hubera testa ver-
sija ar izskaitlotu V' dod p-vertibas tuvas tam, ko iegiist ar testu videjo vertibu
starpibai.

ANOVA tipa metozu gadijuma tika noverots, ka pie vienadam skelSanas pro-
porcijam abi testi, kas salidzina noskeltas videjas vertibas — uz EL balstitais tests
un Juenas-VelCa tests — dod samera tuvas p-vertibas. Interesanti, ka savstarpéji
lidzigas bija ar1 p-vertibas, kas iegtitas no EL ANOVA testa videjo vertibu star-
pibai un Velca ANOVA testa. Dazas situacijas secinajumi, kas izrietéja no uz
videjam vertibam balstitajiem testiem, bija atskirigi no tiem, kurus sniedza uz
noskeltam videjam vertibam balstitie testi.
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Secinajumi

Galvenie petijuma merki tika sasniegti. Izstradatas jaunas EL metodes divu
un vairaku populaciju salidzinasanai, izmantojot robustus lokacijas parametra
novertetajus:

1. Empiriskas ticamibas metode divu M-novertetaju salidzinasanai;

2. Empiriskas ticamibas metode divu populacijas noskelto videjo salidzinasa-
nai;

3. Uz emprrisko ticamibu balstita ANOVA metode vairak neka divu populacijas
noskelto videjo salidzinasanai.

Tika ieguti metozu pielietoSanas nosacijumi un pieraditi asimptotiskie rezul-
tati. Izmantojot J. Cjina un L. Dzao pieeju [26], tika paradits, ka pie noteiktiem
nosacijumiem divu M-novertetaju EL ticamibas attiecibas logaritma robezsadali-
jums ir %, lidzigi ka divu videjo vertibu gadijuma. Tika paradits, ka gludinatam
Hiubera novertetajam izpildas minetie nosacijumi. Lai nosacijumi izpilditos, sva-
rigs ir F. Hampela u. c. [11] piedavatais gludinasanas princips, jo lauj konstruet
nepieciesamas gludas EL novertgjosas funkcijas.

G. Cjina un M. Zao [24] vienas izlases rezultati par EL metodi noskeltai videjai
vertibai tika visparinati divu izlasu un ANOVA gadijumam. Divu noskeltu vide-
jo vertibu starpibas empiriskas ticamibas attiecibas logaritma robezsadalijums ir
mérogots X3, un §is rezultats ir saistits ar S. Stiglera [28] iegiito noskeltas videjas
vertibas asimptotisko sadalijumu. EL ANOVA metodes noskeltam videjam verti-
bam gadijuma merogosanas konstantes ietekme katru no k populacijam, turklat
rezultejosais EL attiecibas logaritma robezsadalfjums ir x?_,. Sis rezultats ir
saistis ar A. B. Ovena ieviesto EL ANOVA metodi videjo vertibu vienadibai [22].

Tika 1stenots simulaciju eksperiments, petot jauno metozu uzvedibu situacijas,
kad izlases tiek nemtas no dazada veida sadalijumiem, it 1pasi, kad klasiskie piene-
mumi par normalitati un dispersiju vienadibu neizpildas. EL metodes, kas balsti-
tas uz noskeltam videjam vertibam, izradijas robustas pret sadalijumu asimetriju,
smago astu un izleceju klatbutni, ka ar1 pret atskirigam dispersijam kombinacija
ar atskirigiem izlaSu apjomiem tada zina, ka testa empiriskais pirma veida kludu
limenis konvergé uz nominalo. Attieciba uz EL metodi divu gludinatu Hubera
novertetaju starpibai, tas robustums netika apstiprinats ieverojamas asimetrijas
gadijuma, tomer apstiprinajas viegli asimetriskiem sadalijjumiem, sadalijumiem ar
izlecejiem un smagajam astem. Uz EL balstitajam metodem ir lielaka jauda, neka
metodem, kas balstitas uz videjam vertibam.

Petijuma turpinajuma, pirmkart, ir iespeja papildus Hubera novertetaja snie-
gumam petit arl citu M-novertetaju sniegumu. Otrkart, iespejams aplukot EL
metodi, kas balstita uz negludu kriteriju novertgjosam funkcijam, ko piedavaja
[19]. Sadai pieejai ir potenciali plasaks pielietojums, bet leénaks teoretiskais kon-
vergences atrums. Butu noderigi veikt salidzinajumu starp gludo un negludo no-
vertejoso funkciju pieeju — cik autorei zinams, divu izlasu un ANOVA problemam
tads Iidz sim nav veikts.
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Tezes

1. Ieguta empiriskas ticamibas metode divu M-novertetaju salidzina-
Sanai, tas pielietosanas nosacijumi un asimptotiskie rezultati. Pa-
radits, ka nosacijumi izpildas divu gludinatu Hubera novertetaju
starpibai. Simulaciju eksperiments rada, ka metodei ir labas ro-
bustuma Ipasibas, kad izlases pemtas no smago astu sadalijumiem
vai sadalijjumiem, kas satur izlecejus.

Simulaciju eksperimenta rezultati rada, ka gadijumos, kad izlases iegttas
no dazada tipa sadalijjumiem, jaunajai metodei ar novertetu asimptotisko
dispersiju V testa limenis ir robusts (t.i., testa empiriskais limenis ir tuvs
nominalajam, kad nulles hipotéze ir patiesa) un tai ir augstaka jauda neka
metodem, kas balstitas uz videjam vertibam. Situacijas, kad vienlaicigi
pastav dispersiju heterogenitate un izlasu apjomi ir atskirigi, testa limenis
ir robusts normali sadalitiem datiem, bet ja izlases apjoms ir liels, tas ir
robusts arT datiem ar x3 sadalijumu. [33]

2. Ieguta empiriskas ticamibas metode divu videjo vertibu salidzi-
nasanai un tas asimptotiskie rezultati. Simulaciju eksperiments
izlasem, kas nemtas no simetriskiem sadalijumiem, smago astu
sadalijumiem vai sadalijumiem ar izlecejiem, apstiprina metodes
robustuma 1pasibas.

Jaunieguta testa Iimenis ir robusts, turklat tam ir augstaka jauda neka kla-
siskajam metodem, kad izlases iegutas no asimetriskiem sadalijumiem un
smago astu sadalijjumiem. Empiriskas ticamibas testa limenis divu 10 %
noskeltu videjo vertibu starpibai ir robusts art tad, ja vienlaicigi pastav dis-
persiju heterogenitate un izlasu apjomi ir atskirigi — gan normaliem, gan hi
kvadrata sadalijumiem. [8]

3. Ieguita uz empirisko ticamibu balstita ANOVA metode vairak ka
divu populaciju noskelto videjo vertibu salidzinasanai un tas asim-
ptotiskie rezultati. Simulaciju eksperiments izlasem, kas nemtas
no asimetriskiem sadalijumiem, rada, ka metodei ir labakas robus-
tuma 1pasibas neka klasiskajam F-testam.

Simulacijas ar trim izlasem, kas nemtas no asimetriskiem sadalijumiem, ap-
stiprina, ka testa Iimenis ir robusts. Jauna testa empiriskais [imenis ir tuvaks
nominalajam neka klasiska F-testa limenis, kad dispersijas nav vienadas.

Simulacijas ar divam izlasem rada, ka jaunajai metodei ir lielaka jauda neka
ANOVA metodem, kas balstitas uz videjam vertibam, kad izlases nemtas no
asimetriskiem sadalijjumiem, smago astu sadalijjumiem vai sadaljjumiem ar
izlecejiem. Lielam izlasem EL ANOVA metode 10 % noskeltajam videjam
vertibam gan normala gan ht kvadrata sadalijuma gadijuma ir robusta, pat
ja vienlaicigi pastav dispersiju heterogenitate un izlasu apjomu atskiribas.
32], [8]
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