Rindrrort LAPTIEVALRITIRES e
A . waw A

vebdots forrma A, A
b

Ao v OB TS grane
. bt « W kOonatante (ve se s

vty tilras vt erdb UV 0¥ vernaerli skl

v L]
forma (x
r leput & veidos

" 12 Atrininat veselos shkaitios vienddojurmu .
) (x %

Atrisinajums. A v O arm v
4 ks diva veselu sk altiu relzindjumua va

e NAOjuTTIU

Shkaith
ArrisinOjums

U S
(2;0)
nav
nav

(—2:0)

nav

!

‘ nav

aitlos vienadojumu X : ¢ A= 2.
{ . atrs No SKY

_wvienig

. Atrisinat naturdlos sk

Atrisindjums. NO vien
pakape ar naturalu kapinat

Adibas x(x + 15) = 2¥ 1z
aju. Virkné 1; 2:4:8: %

ny =4

los vienadojumu x4y —x%y
uses izteiksmi sadalo

(x +y)x -~

risinat veselos skait
sinajums. Vienadojuma kreisas p

Skaitlu teorijas elementi

Specializéta kursa programmas paraugs
visparéjai vidéjai izglitibai

Valsts izglitibas satura centrs | ESF projekts Nr. 8.3.1.1/16/1/002 fK L
oLNA

Kompetencu pieeja macibu saturd
2030



Skaitlu teorijas elementi
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Projektd vadija Dace Namsone un Zane Olina.
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Skaitlu teorijas elementi. Specializéta kursa programmas paraugs visparéjai vidéjai izglitibai

levads

Specializéta kursa “Skaitlu teorijas elementi” programmas (turpmak - programma) paraugs ir veidots, lai palidzétu sko-
lotajiem Tstenot Ministru kabineta 2019. gada 3. septembra noteikumos Nr. 416 “Noteikumi par valsts visparéjas vidéjas iz-
glitibas standartu un visparéjas vidéjas izglitibas programmu paraugiem” (turpmak - standarts) noteiktos planotos skolénam
sasniedzamos rezultatus matematikas macibu joma augstakaja macibu satura apguves limen.

Programma ieklauti:

e kursa mérkis un uzdevumi;

e macibu saturs;

e macibu sasniegumu vértésanas formas un metodiskie panémieni;

o jeteikumi macibu darba organizacijai;

e macibu satura apguves norise.

Programma veidota, paredzot, ka kursa apguvei vid€jas izglitibas pakapé tiks atvélétas 35 macibu stundas.

Programmas paraugam ir ieteikuma raksturs. Skolotaji var izmantot So programmu vai ar1 izstradat savu programmu.

Kursa aplikotas skaitisanas sistémas un vienadojumi veselos skaitlos, kas ir neliela dala no diskrétas matematikas apaks-
nozares. Uzsvars likts uz spriesanu, kas attista skolénu prasmi pieradit matematiska satura apgalvojumus.

Programmas parauga doti gan uzdevumi, gan ari to atrisinajumi. Daudziem uzdevumiem doti vairaki atskirigi risinajumi,
lai ilustrétu dazadas metodes, tas salidzinot un novértéjot katras metodes prieksrocibas un trikumus. Teksts, kas rakstits
slipraksta peléka krasa, ir ieteikumi skolotajiem, ka virzit skolénu darbibu un kadus jautajumus var uzdot skoléniem. Macibu
satura apguvei izmantojamas literatras un avotu uzskaitijums pievienots 6. pielikuma.

Mérkis un uzdevumi

Specializéta kursa apguves mérkis un uzdevumi skolénam ir:
1) padzilinat izpratni par skaitisanas sistému daudzveidibu un lietojumu;
2) lietot atseviskus diskrétai matematikai raksturigus matematiskos modelus un problémrisinasanas panémienus.

Macibu saturs

Specializéta kursa macibu satura apguvé skoléns paplasinas un padzilinas Matematika Il padzilinataja kursa apgutas

zinasanas atbilstosi Sadiem standarta noteiktiem sasniedzamajiem rezultatiem.

M.A3.14. Skaidro, veido, lieto algoritmus parejai no vienas skaitidanas sistémas uz citu naturala skaitla pierakstisanai.

M.A4.5.8.  Spriezot, veicot algebriskus parveidojumus, pilno parlasi vai interpretéjot grafiski, atrisina vienadojumu ar di-
viem mainigajiem kopa N un Z, pieméram, x> — y* = 4.

M.A4.5.9. Lieto dalamibu (kongruences), nosakot izteiksmju ipasibas, risinot vienadojumus ar diviem mainigajiem kopa N
un Z.

M.A.4.5.10. Pierada dalamibu, spriezot un lietojot matematiskas indukcijas principu.
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Skaitlu teorijas elementi. Specializéta kursa programmas paraugs visparéjai vidéjai izglitibai

Macibu sasniegumu vértésanas formas un metodiskie panémieni

Programma paredzéti ¢etru veidu planotie skolénam sasniedzamie rezultati: zinasanas un izpratne, prasmes, vértibas
balstiti ieradumi un zinasanu, izpratnes, prasmju un ieradumu kombinacijas.

Zinasanu un izpratnes apguve attiecas uz standarta planotajiem skolénam sasniedzamajiem rezultatiem, kuri parasti sa-
kas ar darbibas vardiem “skaidro”, “pamato” u. c. Planoto skolénam sasniedzamo rezultatu apguvi skoléns parada, pieméram,
skaidrojot jeédzienus, algoritmus, piedaloties sarunas un diskusijas.

Prasmju grupas atspogulo bitiskas priekSmeta specifiskas prasmes, domasanas prasmes. Prasmju apguvi skoléns de-
monstré darbiba, pieméram, model€, aprékina, analitiski spriez, lieto priekSmeta specifisko valodu.

leradumus, kas balstiti vértibas, skoléns demonstré darbiba; tos vérté, novérojot skoléna darbibu ilgaka laikposma, Tpasi
situacijas, kuras ietver izvéles iespéjas.

Zinasanu, izpratnes, prasmju un ieradumu kombinacijas, kuras ir raksturigas $1 kursa macibu satura apguvé, skoléns de-
monstré darbiba, risinot problémas, izvértéjot to risindjumus, dazadus panémienus.

Skolot3js atbilstosi sasniedzamajam rezultitam izvélas uzdevumu un vértésanas formu (mutiski, rakstiski, kombinéti).
Butiska uzdevumu dala ir vértéSanas kritériji, saskana ar kuriem iespéjams izvértét snieguma kvalitati. Ja skoléns var de-
monstrét sniegumu dazadas kvalitates gradacijas, tad ir svarigi veidot snieguma aprakstu attieciba pret batiskiem kritérijiem.
Kritériju izstradé un vértésana var iesaistit skolénus, lai pilnveidotu vinu pasvaditas macisanas prasmes.

leteikumi macibu darba organizacijai

leteicams planot atsevisku attalinatas macisanas formu izmantosanu ar uzdevumu, ka skoléni patstavigi plano un isteno
jaunas informacijas, t. sk. teorétisku zinasanu, ieguvi, izvértésanu, apkoposanu un prezentésanu, pilnveidojot savas pasvadi-
tas macisanas prasmes.

Sakotné&jo izpratni par jauniem, konceptuali nozimigiem jédzieniem, panémieniem, pieméram, skaitisanas sistémas,
kongruence, skoléni giist darbiba, saistot jauno ar jau zinamo, patstavigi veicot izpéti, formuléjot idejas un pienémumus.

Programmas parauga ieklauti vairaki pieméri mérktiecigam paru darbam, akcentéjot sadarbibas prasmju izmantosanu
kompleksu problému risinasana.

levérojot sasniedzamos rezultatus, ieteicams $ads tému planojums un stundu skaita sadaltfjums pa témam. Piedavatajam
sadalljumam ir ieteikuma raksturs, skolotajs plano stundu skaitu témai, ievérojot savu pieredzi, skolénu macisanas vajadzibas.

Stundu Stundu

skaits skaits kopa

2
2
2
3
3
3
3
2
3

Skaitisanas sistémas

Skaitla parvérsana no kadas skaitisanas sistémas decimalaja skaitiSanas sistéma un otradi

Kongruences jédziens

Kongruencu 1pasibas

11
Skaitlu pakapes péc modula n

Uzdevumi

Dalamibas pazimes

Matematiskas indukcijas principa izmanto$ana dalamibas pieradisana

Dalamibas pieradisana (dazadi uzdevumi)

Vienadojumu risinasana veselos un naturalos skaitlos, pirmas kartas lineari vienadojumi

L . 2
ar diviem mainigajiem

Atrisinajuma neeksistences pieméri 11

Gadijumu Skiro$ana un spriesana

3
Grupu/paru darba uzdevums (risina ar MS Excel) 1
5
1

Parbaudes darbs
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Skaitlu teorijas elementi. Specializéta kursa programmas paraugs visparéjai vidéjai izglitibai

Macibu satura apguves norise

Macibu satura apguves norise ietver visu iepriekSminéto tému izvérstu aprakstu, piedavajot gan nelielu teorétisku pa-
matu - teorémas un definicijas -, gan piemérus ar vairakiem iespéjamiem atrisinajumiem un vingrinajumus ar atbildém, kas
palidzés skolotajam planot macibu procesu.

1. SkaitiSanas sistémas

Skaitisanas sistéma ir simbolisks skaitlu pieraksta veids, kura skaitlu attélosanai tiek izmantoti cipari vai citas rakstzimes.

I1z8kir pozicionalas un nepozicionalas skaitiSanas sistémas.

Pozicionalajas skaitiSanas sistémas cipara vértiba ir atkariga no ta atrasanas vietas skaitli. Pozicionalas ir decimala, hek-
sadecimala, duodecimala, oktala, binara un citas skaitisanas sistémas. Pozicionalas skaitisanas sistémas skaitlus pieraksta ka
ciparu virknes.

Nepozicionalas sistémas katra cipara vértiba nav atkariga no & cipara vietas skaitla pieraksta. Sadas sistémas piemérs ir
romiesu skaitlu sistéma, kura skaitlu pierakstam tiek izmantoti latinu alfabéta burti (I, V, X, L, C, D, M). Pieméram, | ir vieni-
nieks gan skaitla sakuma, gan beigas.

Sadzivé tiek lietota decimala skaitiSanas sistéma.

Skaitisanas sistéma baze ir kopé&jais dazadu simbolu skaits, kas pielaujami $aja sistéma. Lielaka simbola vértiba vienmér
ir par viens mazaka neka baze. Pieméram, decimalaja sistéma ir desmit dazadi simboli: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, kur lielakais
simbols 9 ir par viens mazaks neka 10 (baze).

Jauzsver atskiriba starp ciparu un skaitli.

Decimala skaitiSanas sistéma

Secigas (pa vienam) decimalas skaitisanas koncepcija.

Simtu pozicija Desmitu pozicija Vieninieku pozicija Piezimes

Mazakas vértibas simbols.

Secigs pieaugums pozicija.

Secigs pieaugums pozicija.

Secigs pieaugums pozicija.

Secigs pieaugums pozicija.

Secigs pieaugums pozicija.

Secigs pieaugums pozicija.

Secigs pieaugums pozicija.

Secigs pieaugums pozicija.

Lielakas vértibas simbols.

Nobides raditajs.

Secigs pieaugums pozicija.

Secigs pieaugums pozicija.

]
9 Secigs pieaugums pozicija.

Nobides raditajs.

Secigs pieaugums pozicija.

N[Rr|Q|—|m|lR|CO|lO||IN|a|un|lh|lw|N|RR|o

N (N[N R [R R =

Secigs pieaugums pozicija.

Secigs pieaugums pozicija.

Secigs pieaugums pozicija.

Secigs pieaugums pozicija.

Nobides raditajs.

oo |©v | v
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Skaitlu teorijas elementi. Specializéta kursa programmas paraugs visparéjai vidéjai izglitibai

Jauzsver skaitlu, kas lielaki par sistémas bazi, veidoSana. Simbols 0 seko péc tam, kad kada no skaitla pozicijam skaitisa-
nas seciba izmantoti visi sistéma atlautie simboli, kas decimalaja sistema ir no 0 lidz 9. Pie simbola 0 paradisanas uzkrajums
no 1 Iidz 9 “janobida” uz tiesi blakus eso$o poziciju pa kreisi no 0 simbola, un seciga skaitisana jaatsak iepriekséja pozicija.
Simbolu 0 dévé par nobides raditju, un tas norada, ka, secigi skaitot, ir saskaititi attiecigas pozicijas 10 vieninieki. Sadu dar-
bibu var aplikot tabula pie skaitliem 10, 20 un 100. Katrai pozicijai decimalaja skaitlt jeb katram vieniniekam $aja pozicija ir
desmit reizes lielaka vértiba par labaja pusé tiesi blakus esosas pozicijas vértibu, tas ir, $aja pozicija esosa vieninieka vértibu.
Katra pozicionala vértiba ir skaitla 10 daudzkartnis, un ta var tikt izteikta ka skaitlis 10 kapinats kada pakapé.

Vispariga veida jebkuru decimalo skaitli var izteikt ka summu

n
N =24, 1 A A=Ay 10"+ Ap_y - 1071 4 o4 4, - 101 + Ay - 10° = ZAi - 10,
i=0
kurAj€{0;1;2;3;4;5;6;7;8; 9}.
Pieméram, 4048 =4-103+0-10°+4-10' + 8- 10°

Citas skaitiSanas sistémas

Ja skaitiSanas sistémas baze ir 2, tad So sistému sauc par divnieku jeb binaro skaitiSanas sistému. Sistéma izmanto tikai
ciparus 0 un 1. Sistémas baze - skaitlis 2 - pierakstams ka 10.

Binaraja sistéma ir vienkarsi izpildit aritmétiskas darbibas - saskaitisanu un reizinasanu (sk. tabula). Starpibas atrasanai
izmanto saskaitiSanas tabulu.

+ 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0
1 1 10 1 0 1

Kur izmanto binaro skaitisanas sistemu?

Ja skaitiSanas sistémas baze ir 3, tad So sistému sauc par trijnieku jeb ternaro skaitiSanas sistému.

Oktala jeb astotnieku skaitisanas sistéma izmanto ciparus 0, 1, 2, ..., 7. Sistémas baze - skaitlis 8 - izsakams ka 10.

Ja skaitli pieraksta decimalaja skaitisanas sistéma, tad pienemts tas bazi 10 1pasi neuzradit, savukart, ja skaitlis ir pie-
rakstits cita skaitidanas sistéma, tad sistémas bazi norada ka apakséjo indeksu skaitla beigas. Pieméram, 1236 g) - skaitlis
oktalaja skaitisanas sistema.

Vingrinajums

Aizpildit saskaitiSanas tabulu oktalaja skaitisanas sistéma. Skaidrot darbibu izpildi.

+ 0 1 2 3 4 5 6 7

© Valsts izglitibas satura centrs | ESF projekts Nr. 8.3.1.1/16/1/002 Kompetendu pieeja macibu saturd



Skaitlu teorijas elementi. Specializéta kursa programmas paraugs visparéjai vidéjai izglitibai

Vingrinajuma atbilde

+ 0 1 2 3 4 5 6 7
0 0 1 2 4 5 6 7
1 1 2 3 4 5 6 7 10
2 2 3 4 5 6 7 10 11
3 3 4 5 6 7 10 11 12
4 4 5 6 7 10 11 12 13
5 5 6 7 10 11 12 13 14
6 6 7 10 11 12 13 14 15
7 7 10 11 12 13 14 15 16

Daudzciparu skaitlu saskaitiSana
Daudzciparu skait|u saskaitiSanu citas skaitiSanas sistémas veic analogi tapat ka decimalaja skaitiSanas sistéma.

Var atgadinat, ka saskaita skaitlus decimalaja skaitisanas sistema rakstos. Péc tam kopigi ar skoléniem var apspriest, ka veikt
saskaitisanu citas skaitisanas sistéemas.

Pieméra apskatits, ka saskaitit divus skaitlus oktalaja skaitiSanas sistéma.

Piemérs

Saskaitit skaitjus 45342 gy un 17231 g,
1. Saskaitamos pierakstam vienu zem otra t3, lai vienas skiras vienibas atrastos viena kolonna.

L 453424
172314

2. Saskaitisanu sak ar zemako $kiru. Vienas $kiras ciparu summu atrod saskaitisanas tabula (sk. vingrinajuma tabulu).
3. Ja dotas Skiras ciparu summa ir mazaka neka skaitisanas sistémas baze (tas ir, ja ta ir viencipara skaitlis; $aja pie-
méra mazaka neka 8), tad to pieraksta attiecigaja kolonna zem svitras.

L 45342
172314

.57 3

Ja kada skira ciparu summa ir divciparu skaitlis (Saja pieméra tada ir ceturtas Skiras vienibu summa), tad otrais
(kreisais) cipars $ada summa vienmér ir 1. To iegaumé un nakamaja soli pieskaita ndkamas augstakas skiras ciparu
summai (pieméra to pieskaita piektas skiras summai).

1

453424 453424
17231(33 17231[81
457 3 64573y

Idejas majasdarbam vai paru darbam:

o divu (vai vairak) skaitlu saskaitisana kada skaitisanas sistema, skaidrojot veiktds darbibas;

o divu skaitlu atnemSana kada skaitiSanas sistéma, skaidrojot veiktas darbibas;

o reizindsanas algoritma izveidoSana, saskatot analogijas ar skaitlu reizinasanu rakstos decimalaja skaitiSanas sistema.
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Skaitlu teorijas elementi. Specializéta kursa programmas paraugs visparéjai vidéjai izglitibai

Skaitla parvérsana no kadas skaitiSanas sistémas uz decimalo skaitiSanas sistému

Ka parverst skaitli decimdlaja skaitiSanas sistéma, ja tas dots kada cita skaitisanas sistema?

Lai parvérstu skaitli decimalaja skaitisanas sistéma, to ir japieraksta ka ciparu virkni péc dotas skaitisanas sistémas bazes.
Vispariga gadijuma, ja dots skaitlis @, a,,_; G0 G g skaitianas sistéma ar bazi g, tad parveidosanai uz decimalo
skaitiSanas sistému pietiek aprékinat summu:

AnQn_q ...alao(g) =a,-g"+an_1- gn_l +-ap- gz +a;,-g+ae.

Pieméri

P1.1

P1.2.

. Parverst skaitli 345 g) no oktalas skaitisanas sistémas decimalaja.
Atrisinajums. Oktalas skaitiSanas sistémas baze ir skaitlis 8. Pierakstam skaitli 345(8) ka ciparu virkni un aprékinam

ieglto summu:
345(8)=3-82+4-81+5-8°=3-64+4-8+5-1=229.

Parverst skaitli 11001100, decimalaja skaitidanas sistéma.
Atrisinajums. Binaras skaitiSsanas sistémas baze ir skaitlis 2. Pierakstam doto skaitli ka ciparu virkni un aprékinam
summu:
11001100(2)=1-27+1-26+0-25+0-24+1-23+1-22+0-21+0-2°=
=1-128+1-64+0-32+0-16+1-8+1-4+0-2+0-1=204().

Tatad 11001100z = 204 4.

P1.3. Parvérst skaitli 1AB no heksadecimalas skaitisanas sistémas decimalaja.

1.2

Var uzdot skoléniem pasiem noskaidrot, kas ir heksadecimala skaitisanas sistema.
Atrisinajums. Heksadecimalas skaitisanas sistémas baze ir skaitlis 16. Lai pierakstitu doto skaitli ka ciparu virkni,
burtus A un B ir jaaizvieto atbilstosi ar skaitliem 10 un 11:

1AB16y=1" 162+10-16'+11-16°=256 + 160 + 11 = 427.

Tatad 1AB(16) =427.

Skaitla parvérSana no decimalas skaitiSanas sistémas kada cita skaitiSanas sistéma

Pieméra apskatits, ka decimalas skaitisanas sistémas skaitli 127 parveidot binaraja pieraksta.
Meérkis ir skaitli 127 pierakstit forma:
Ap 2"+ ap 12"+ a5 2" 2+ tayr 22+ aq 2V +ag- 20,

kur aj € {0; 1}.

Tada gadijuma skaitla 127 binarais pieraksts bis @, a,—1a,— ... a;a; ao, kur a; € {0; 1}.
Dalot skaitli 127 ar 2, ieglstam daltfjumu 63 un atlikumu 1:
127 =63-2 + 1.

Péc tam, dalijumu 63 dalot ar 2, ieglistam dalijumu 31 un atlikumu 1:
63=31-2+1.

Turpinam dalit iegttos daljjumus ar 2 tik ilgi, kamér ieglistam dalijumu 0:
031=15-2+41;

0 15=7-2+1;
07=3-2+1;
03=1-2+1;
c1=0-2+
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legiitas vienadibas izmantojam, lai parveidotu skaitli 127 par tadu reizinajumu summu, kuros viens no reizinatajiem ir
divnieka pakape un otrs reizinatajs ir 0 vai 1:
127=63-24+1=31-2+1)-2+1=31-224+1-2+1=(15-24+1)-2*4+1-2+1=
=15-23+1-2241-24+1=(7-2+1)-2241:2241-2+1=
=72 4+1-2241-2241-24+1=3-24+1)-2*+1-22+1-224+1-2+1=
=3-254+1-2+1-284+1-2241-24+1=(1-2+1)-2°+1-2%41-2841-2241-2+1=
=1-264+1-254+1-2*+1-234+41-22+1-2+1.

Lidz ar to esam ieguvusi, ka 127 = 1111111y

Biezi skaitlu parveidosanu veic isak, ievérojot, ka dota skaitla 127 pieraksta jaunaja skaitiSsanas sistéma cipari parada
atlikumus, ko iegist, vispirms dalot doto skaitli un péc tam dalot iegiitos dalijumus ar jaunas sistémas bazi:

o pirmaja vieta no labas puses ir atlikums, ko ieglst, dalot doto skaitli ar jaunas sistémas bazi;

o otraja vieta ir atlikums, ko iegst, dalot pirmo dalijumu ar jaunas sistémas bazi;

o tresaja vieta ir atlikums, ko iegist, dalot otro daljjumu ar jaunas sistémas bazi;

o ..

Process beidzas, kad iegttais dalijums ir 0; Sis dalisanas atlikums ir cipars pédéja vieta no labas puses (tas ir, pirmaja vieta
no kreisas puses).

Skaitlu parveidosanas procesu érti attélot tabula; skaitli nolasa, sakot ar tabulas pédéjo rindu.

Darbiba Dalijums Atlikums

127:2 63 1
63:2 31 1
31:2 15 1
15:2 7 1
7:2 3 1
3:2 1 1
1:2 0 1
Piemeri
P1.4. Parveidot skaitli 57 no decimalas skaitiSanas P1.5. Parveidot skaitli 3010 no decimalas skaitisanas
sistémas uz trijnieku skaitisanas sistému. sistémas uz astotnieku skaitisanas sistéemu.

Darbiba Dalijums Atlikums Darbiba Dalijums Atlikums

57:3 19 0 3010:8 376 2

19:3 6 1 376:8 47 0

6:3 2 0 47:8 5 7

2:3 0 2 5:8 0 5
Tatad 57 = 20103, Tatad 3010 = 5702 ).

Pildot ka vingrinajumus, dazZadus skaitlus var parvérst no vienas skaitisanas sistémas uz kadu citu.
Rezultatu parbaudei var izmantot interaktivu riku parejai no vienas skaitisanas sistémas uz citu (pieméram, https:/www.rapidtab-

les.com/convert/number/base-converter.html).
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2. Kongruences

Viens no pazistamakajiem veselo skaitlu iedalijumiem ir to dalijums para un nepara skaitlos. Katrs vesels skaitlis ir vai
nu para, vai nepara, tacu neviens nav vienlaikus gan para, gan nepara skaitlis. Tada veida visi veselie skaitli tiek sadaliti divas
klasés: skaitli, kas dalas ar 2 (para skaitli), un skaitli, kas nedalas ar 2 (nepara skaitli).

Ja dalitaju 2 aizvieto ar 3, tad lidzigi var runat par skaitliem, kas dalas vai nedalas ar 3. Tomér izradas, ka lietderigak ir ve-
selos skaitlus dalit klasés atkariba no ta, kadu atlikumu tie dod, dalot ar kadu skaitli. Ari para un nepara skaitlus var uztvert ka
skaitlus, kas, dalot ar 2, dod attiecigi atlikumu 0 vai 1. Ja nomainam 2 ar 3, tad veselos skait|lus sadalam tris klasés - skirojot
gadijumus, vai skaitlis, dalot ar 3, dod atlikumu 0, 1 vai 2.

Teoréma par dalisanu ar atlikumu. Ja a ir vesels skaitlis un b ir naturals skaitlis, tad noteikti var atrast tadus veselus
skaitlusqunr,kaa=b-q+r,turklat 0 <r < b.

legaume! Atlikums nekad nav mazaks ka O un vienmér ir mazaks neka dalitajs, tas ir, dalot ar b, atlikumam var bat
vértibas 0,1, 2, ..., b — 1.

Skait|u sadalisanu klasés var salidzinat ar “skaitlu krasosanu”. Pienemsim, ka visi veselie skaitli sarakstiti uz bezgaligas ratinu
lentes. Ja vélamies veselos skaitlus saskirot klasés atkariba no ta, pieméram, kadus atlikumus tie dod, dalot ar 3, tad grafiski var
iztéloties, ka katram skaitlim atbilstosa ritina tiek nokrasota viena no trim krasam: tie skaitli, kas dalas ar tris, tiek krasoti viena
krasa, tie skaitli, kas, dalot ar 3, dod atlikumu 1 - cita krasa, un skaitli, kas, dalot ar 3, dod atlikumu 2 - vél cita krasa. Tadéjadi
visi skaitli tiek nokrasoti kada no trim krasam, turklat katrs skaitlis tiek nokrasots tiesi viena krasa (sk. 1. attélu).

B O K

ol - 0

1. attéls

2.1. Kongruences jédziens

Lai Sos spriedumus visparinatu un lietotu uzdevumu risinasana, definé kongruences jédzienu.

Definicija. Doti veseli skaitli @ un b un naturals skaitlis m. Skaitli @ un b ir kongruenti péc modula m, ja a un b,
dalot tos ar m, dod vienadu atlikumu.

To pieraksta a = b (mod m) vai a = ,,, b. Latvija biezak tiek lietots pirmais pieraksta veids.

Piemeri

o]

7 = 3 (mod 2), jo gan 7, gan 3, dalot ar 2, dod atlikumu 1.

o 17 =73 (mod 14), jo gan 17, gan 73, dalot ar 14, dod atlikumu 3.
o 71 =8 (mod 9), jo gan 71, gan 8, dalot ar 9, dod atlikumu 8.

o —2 =4 (mod 3), jo gan —2, gan 4, dalot ar 3, dod atlikumu 1.

o —6 =85 (mod 7), jo gan —6, gan 85, dalot ar 7, dod atlikumu 1.

Piezime. Tpasi uzmanigi jaaprékina atlikums, ja negativu skaitli dala ar naturalu skaitli. Pieméram, skaitli —6, dalot ar 7,
atlikumsir1,jo-6=7-(-1) + 1.

Ll
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Biezi vien, lai parbauditu, vai skaitli ir kongruenti péc kada modula, ir érti lietot nakamo teorému.

Teoréma. a = b (mod m) tad un tikai tad, ja starpiba a - b dalas ar m.

Kapéc starpiba a — b dalisies ar m, ja a = b (mod m)?
Takaa=b (modm),tada=am+runb=bym+r,kura;, by € Zunr €{0; 1; .., m—1}.
Llidzartoa—b = (aym+r)-(bym +r)=aym — bym = (a; — b1)m, kas dalds ar m, jo satur reizinataju m.
Kapéc a = b (mod m), ja starpiba a — b dalas ar m?
Pienemsim,kaa=am+riunb=bym+ry kuray, by €Zunry, v, €{0; 1; ..,m—1}. Lidzartoa — b =
(aam+1r) —(bym+r1ry) =(ay—by)m+ (r{ —ry).Takaa — b un (a; — by)m dalas ar m, tad ari r{ — 1, jada-
las ar m, bet tas iespéjams tikai tad, jar; —r, = 0jebry =1, jor,, 72 €{0; 1; ...; m — 1}. Tatad a = b (mod m).

Piemeéri

e}

7 = 3 (mod 2), jo starpiba 7 — 3 = 4 dalas ar 2.

o 17 =73 (mod 14), jo starpiba 17 — 73 = —56 dalas ar 14.
o 71 =8 (mod 9), jo starpiba 71 — 8 = 63 dalas ar 9.

o —2 =4 (mod 3), jo starpiba —2 — 4 = —6 dalas ar 3.

o —6 =85 (mod 7), jo starpiba —6 — 85 = —91 dalas ar 7.

Vingrinajumi

V2.1. Nosaukt vismaz piecus skait|us, kas ir kongruenti skaitlim 7 péc modula 4.
7 =7 (mod 4)

V2.2. Vaidotas kongruences ir patiesas?
a)3=7 (mod 4)
b) 3 =7 (mod 3)
c) 14 =73 (mod 10)
d) 78 = 8 (mod 5)

V2.3. Péc kada modula var bit kongruenti skaitli 12 un 19?
12 =19 (mod ?)

V2.4. Péc kada modula var bit kongruenti skaitli -3 un 7?
—3=7(mod?)

Vingrinajumu atbildes
V2.1. Skaitli 7 dalot ar 4, atlikuma iegst 3. Tatad der skaitli forma 4k + 3, kur k € Z, tas ir, ...; —5; —1; 3; 7; 11; 15; ...

V2.2. a)Ja, jogan 3, gan 7 dod atlikumu 3, dalot ar 4.
b) Né&, jo 3 dod atlikumu 0, dalot ar 3, bet 7 dod atlikumu 1, dalot ar 3.
c) Ng, jo 14 dod atlikumu 4, dalot ar 10, bet 73 dod atlikumu 3, dalot ar 10.
d) J3, jo starpiba 78 - 8 = 70 dalas ar 5.

V2.3. Apskatam starpibu 19 — 12 = 7. Ta ka 7 dalas ar 1 un 7, tad dotie skaitli var bt kongruenti péc modula 1 vai 7:
12=19 =0 (mod 1);
12=19 =5 (mod 7).

V2.4. Apskatam starpibu 7 — (—3) = 10.Taka 10 dalas ar 1, 2, 5 un 10, tad dotie skaitli var bt kongruenti péc modula 1,
2,5vai 10:
—3=7=0(mod 1);
—3=7=1 (mod 2);
—3=7=2(mod5);
—3=7=7 (mod 10).

Katrs skoléns var izdomat lidzigus piemérus (var uzdot ari ka majasdarbu), péc tam skolénus sadala paros, kur vini apmainds ar
piemériem, risina otra izdomatos piemérus, salidzina atbildes un apspriez risinajumus.
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2.2. Kongruencu ipasibas

Lai kongruences varétu lietot uzdevumu risinasana, var izmantot kongruencu 1pasibas, kas lauj daudzus aprékinus veikt

ievérojami vienkarsak.
. Ja a, dalot ar m, dod atlikumu r, tad a = r (mod m).
. Jaa = b (mod m), tad ka = kb (mod m), kur k ir jebkurs vesels skaitlis.
. Jaa = b (mod m), tad a" = b"™ (mod m), kur n ir jebkurs naturals skaitlis.
. Jaa = b (mod m) un c = d (mod m), tad

o a+c=b+d(modm),

o a—c=b—d (modm),

o ac = bd (mod m).
5. Visiem veseliem a izpildas kongruence a = a (mod m) (refleksivitate).
6. Jaa = b (mod m), tad b = a (mod m) (simetrija).
7. Jaa = b (mod m) un b = ¢ (mod m), tad a = ¢ (mod m) (transitivitate).

A WON P

Apskatam daZzu 1pasibu lietojumu:
0 332=330+2=0+ 2 =2 (mod 3) (4. ipasiba);
o 501 =110 =1 (mod 7), jo 50 = 1 (mod 7) (3. ipasiba);
0332+451=2+1=3=0 (mod 3),jo 332 =2 (mod 3) un 451 = 1 (mod 3) (4. ipasiba);
o 121-26=1"-2 = 2 (mod 4) (4. ipasiba).

Ta ka kongruence péc modula m sadala visus veselos skaitlus m klasés, kur katra klasé ietilpst skaitli, kas dod vienadus
atlikumus péc modula m (sk., pieméram, 1. attélu, kur m = 3 un viena krasa ir nokrasoti skaitli, kas ir viena klasé), tad 1pasibu,
kas japierada visiem veseliem skaitliem, pietiek pieradit katras klases skaitliem atseviski.

Vingrinajumi

V2.5. Uzrakstit saskaitiSanas tabulu péc modula 4.

b(mod 4)

a(mod 4)

V2.6. Uzrakstit reizinasanas tabulu péc modula 4.

b(mod 4)
a(mod 4)
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Vingrinajumu atbildes

V2.5. Pieméram,2 + 3 =5 =1 (mod 4).

b(mod 4)
a(mod 4)
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

V2.6. Pieméram,2 -3 =6 =2 (mod 4).

b(mod 4)
a(mod 4)
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

Piemeéri
P2.1. Aprékinat atlikumu, kads rodas, skaitli A dalot ar n:
a)A=113>+21"—-43-15unn = 11;
b)A=133—49-7 + 220??°-24unn = 12;
c)A=232-57-122—-81-44unn=7.
Atrisinajums
a) Risinajuma izmantoti $adi spriedumi:
113=110+3=11-10+3=0+ 3 =3 (mod 11);
21=22-1=11-2-1=0—-1=-1(mod 11);
43=44-1=0—-1=-1(mod 11);
15=11+ 4 =4 (mod 11).
A=1132421"-43-15=32+(-1)"—(-1):4=9—-1+4=12 =1 (mod 11). Skaitli A dalot ar 11,
atlikums ir 1.

Seit jauzsver atskiriba starp atlikumu, kas vienmeér ir nenegativs, un darbibam ar kongruencém, kur var izvéléties értako
atbilstosas kongruencu klases parstavi. Pieméram, skaitli 21 ir értak aizstat ar tam kongruentu skaitli —1 péc modula 11
(jo péc tam tas jakapina septitaja pakapée), nevis ar skaitli 10.

b) Risinajuma izmantoti 3adi spriedumi:
13=12+1=1 (mod 12);
49=48+1=1 (mod 12);
24=12-2=0 (mod 12).
A=133-49-7+220%2°-24=12—-1-7+220%2°-0=1—-7 + 0 = —6 = 6 (mod 12). Skaitli A dalot ar
12, atlikums ir 6.
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¢) Risinajuma izmantoti $adi spriedumi:
23=214+2=2 (mod7);
57=56+1=1 (mod 7);
23=21+4+2=2 (mod 7);
12=74+5=5 (mod 7);
81=77+4=4(mod7);
44 =42+ 2=2 (mod 7).

A=233-57-122—-81-44=2%-1-52—4:2=-25=—-28+ 3 = 3 (mod 7). Skaitli A dalot ar 7, atli-
kums ir 3.

P2.2. Pieradit, ka visiem naturaliem n skaitlis 2 - 52" + 14" — 3"* dalas ar 11.
Atrisinadjums. Izmantojot kongruencu un pakapju Tpasibas, ieglistam
2.5 4 14" — 31 =2.25"4 14" —3:3"=2-3"+3"—3-3"=0 (mod 11).

Tatad izteiksme 2 - 52" + 14" — 3™*1 dalas ar 11.

2.3. Skaitlu pakdpes péc modulam

Dazreiz risinot uzdevumus, ir lietderigi zinat, kadus atlikumus var iegat, ja kada skaitla pakapi (pieméram, kvadratu, kubu)
apskata péc dota modula.

Piemeéri
P2.3. Kadu atlikumu var iegit, vesela skaitla kvadratu dalot ar 3?
1. atrisinajums (bez kongruencu izmantosanas). levérojam, ka veselu skaitli n, dalot ar 3, var iegat atlikumu 0, 1 vai 2.
Tatad katru veselu skaitli var pierakstit viena no trim formam (k ir vesels skaitlis):
o n = 3k (skaitli, kas dalas ar 3, jeb visi skaitli, kas, dalot ar 3, dod atlikumu 0), tad n? = (3k)? = 9k?, kas dalas
ar 3, jo satur reizinataju 9;
o n =3k + 1 (skaitli, kas, dalot ar 3, dod atlikumu 1), tad n? = (3k + 1)? = 9k% + 6k + 1, kas, dalot ar 3, dod
atlikumu 1, jo pirmie divi saskaitamie dalas ar 3;
o n = 3k + 2 (skaitli, kas, dalot ar 3, dod atlikumu 2), tad n? = (3k + 2)% = 9k? + 12k + 4, kas, dalot ar 3,
dod atlikumu 1, jo pirmie divi saskaitamie dalas ar 3, bet, 4 dalot ar 3, iegist atlikumu 1.
Tatad vesela skaitla kvadratu, dalot ar 3, var iegtt atlikumu O vai 1.

2. atrisinajums (ar kongruencu izmanto$anu). levérojam, ka veselu skaitli n, dalot ar 3, var iegtt atlikumu 0, 1 vai 2:
o jan =0 (mod 3), tad n? = 02 = 0 (mod 3);
o jan=1 (mod 3), tad n? = 12 = 1 (mod 3);
o jan = 2 (mod 3), tad n? = 22 = 4 (mod 3).

Tatad vesela skaitla kvadratu, dalot ar 3, var iegtt atlikumu O vai 1.

Piezime. Aplakotaja 2. risinajuma pédéjos divus gadijumus var apvienot, ievérojot, ka 2 = —1 (mod 3), tas ir,
jan =41 (mod 3), tad n*= (+1)? = 1 (mod 3).

Aprékinat atlikumu var ar, pieméram, MS Excel. Pieméram, noskaidrojot, kadu atlikumu var iegt, ja vesela skaitla
kvadratu dala ar 8:
1) viena kolonna ieraksta iespéjamos atlikumus (sk. 2. attélu, kur atlikumi ierakstiti $tnas no A2 lidz A9), kadus
var iegt, ja skaitli dala ar 8 (atlikumi ir 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7);
2) otra kolonna raksta formulu, pieméram, $tna B2 raksta =mod(A272;8). Funkcijai MOD ir divi argumenti, kas
atdaliti ar semikolu (sk. 3. attélu).
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Apraksts

Atgrie? atlikumu péc skaitla dalianas ar dalitaju. Rezultatam ir tida pati zime ki dalitjam.

A l B l
1 n n*2 mod 8 Sintakse
2 | 0 o MOD(skaitlis, dalitajs)
3 1 1
4 ] 2 a Funkcijas MOD sintaksei ir £3di argumenti.
5 3 1 » Skaitlis Obligats arguments. Skaitlis, kura atlikums péc dalifanas ir jauzzina.
6 i 4 0 » Dalitdjs Obligdts arguments. Skaitlis, ar kuru jadala skaitlis.
I | 5 1
8 | 6 4 Piezimes
2 7 1
10' » Ja dalitdjs ir 0, tad funkcija MOD atgriez #DIV/0! klGdas vértibu #VALUEL
2. attéls 3. attéls

P2.4. Kadu atlikumu dod skaitla kvadrats, dalot arm, kurm = 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 13; 16?

Uzdevumu var veikt “uz papira” un péc tam parbaudit ar MS Excel.
Uzdevumu var papildinat, skaitla kvadratu aizstajot ar kadu citu pakapi, pieméram, kadu atlikumu dod skaitla kubs, dalot
arm?

Atrisinajums

2 0; 1 8 0;1;4

3 0;1 9 0,147

4 0;1 10 0;1;4;5;6;9

5 0;1;4 11 0;1;3;4;5;9

6 0;1;3;4 13 0;1;3;4;9;10; 12
7 0;1;2; 4 16 0;1;4;9

P2.5. Pieradit, ka nevienai naturalai n vértibai izteiksmes 13" + 7™ + 2019 vértiba nav naturala skaitla kvadrats.
Atrisinajums. Jau ieguvam (sk. P2.4. pieméru), ka naturala skaitla kvadratu, dalot ar 3, var ieght atlikumu O vai 1.
Apskatot doto izteiksmi péc modula 3, ieglistam

13"+ 7"4+2019=1"+1"+0=14+1=2 (mod 3).

Tatad dota izteiksme, dalot ar 3, dod atlikumu 2, tapéc ta nevar bat naturala skaitla kvadrats.
Piezime. Uzdevumu var atrisinat, ari aplikojot izteiksmi péc jebkura skaitla 3 daudzkartna modula, tas ir, 6, 9, 12 utt.

Kapéc neder, ja apskata péc modula 2?
Apskatam izteiksmi péc modula 2:
13"+ 7"+2019=1"+1"+1=14+14+1=3=1 (mod 2).

Skaitla kvadrats var dot atlikumu 1, dalot to ar 2. Nerodas pretruna.
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P2.6. Doti tadi naturali skaitli @ un b, ka a? + b? dalas ar 3. Pieradit, ka a? + b? dalas arfar 9.
Atrisinajums. Jau ieguvam, ka naturala skaitla kvadrats var bt kongruents ar O vai 1 péc modula 3 (sk. P2.4. pieméru).
Apskatam summu a? + b? péc modula 3.

b%(mod 3)
a*(mod 3) 0 1
0 0 1
1 1 2

levérojam, ka a® + b*= 0 (mod 3) jeb a® + b? dalas ar 3 tikai tad, ja a> = 0 (mod 3) un b*> = 0 (mod 3) jeb gan a?,
gan b? dalas ar 3.

Naturala skaitla kvadrats dalas ar 3 tikai tad, ja pats skaitlis dalas ar 3 (sk. P2.1. pieméru). Tatad gan a, gan b dalas ar
3, bet tada gadijuma gan a?, gan b? dalas ar 9. Ta ka katrs saskaitamais dalas ar 9, tad ari summa a? + b? dalas ar 9.

Uzdevumos par veselu skaitlu pakapém ar mainigu vai lielu kapinataju var noderét nakama teoréma.

Teoréma. Virkne x,, = a™ péc modula m ir periodiska.

Kads ir lielakais iespéjamais perioda garums?
Perioda garums neparsniedz m.
Ka noskaidrot perioda garumu?
Perioda garumu un taja ietilpstosos skaitlus var atrast, rakstot péc kartas skaitlus a" péc modula m.
Kapéc virkne péc modula m ir periodiska?
Tiklidz virkné a™ (mod m) paradas kads jau bijis skaitlis, ir atrasts periods, jo katrs nakamais virknes loceklis ir atka-

rigs tikai no iepriek3éja virknes locekla (x,41 = x, - a = a™- a = a™*}).

Piemeéri
P2.7. Kadu atlikumu iegist, ja skaitli 3°°, dala ar 7?
1. atrisinajums. Virkne 3", n =0, 1, 2, ..., ir periodiska péc modula 7, apskatisim 3is virknes pirmos loceklus:

o jan=0,tad 3° =1 (mod 7);
o jan=1,tad 3! = 3 (mod 7);
o jan=2,tad 32=9 = 2 (mod 7);
ojan=3,tad3*=3%-3=2-3=6 (mod 7);
ojan=4,tad3*=3%-3=6-3=18 =4 (mod 7);
ojan=5tad3°=3*-3=4-3=12=5 (mod 7);
ojan=6,tad3°=3-3=5-3=15=1 (mod 7);
ojan=7tad3’=3°-3=1-3=3 (mod7);

So informaciju érti apkopot tabula:

n 0 1 2 3 4 5 6 7

ko 1| 3 | 2|6 | 4|5 |1]3

Virkne 3™ (mod 7) ir periodiska ar perioda garumu 6. Ta ka 3% = 1 (mod 7), tad secinam, ka
350 =3608+2=(36)8.32=1-32=32=2 (mod 7).

Tatad skaitlis 3°° dod atlikumu 2, dalot ar 7.

2. atrisinajums. Izmantojam kongruencu un pakapju Tpasibas:
30 =3)5=925=25=(2%°=32°=4"=16-16-4=2-2-4=16=2 (mod 7).

Tatad skaitlis 3°° dod atlikumu 2, dalot ar 7.
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P2.8. Vaivar atrast tadus divus veselus skaitlus, kuru kubu summa, dalot ar 7, dod atlikumu 3?

Atrisinajums. Vispirms noskaidrojam, ar ko var bat kongruenti veselu skaitlu kubi péc modula 7:

[e]

[¢)

o

o

[e]

o

o

jan =0 (mod 7), tad n® = 03 = 0 (mod 7);

jan=1(mod 7),tad n® =13 =1 (mod 7);

jan=2 (mod 7),tadn®=23=8=1 (mod 7);

jan=3 (mod 7),tadn®=3>=27=6= -1 (mod 7);
jan=4=-3(mod7),tadn®=(-3)>=-3*= —(—1) = 1 (mod 7);
jan=5=-2(mod7),tad n® = (-2)= —-2%= —1 (mod 7);
jan=6=-1(mod 7),tad n®= (—1)>*= —1 (mod 7).

Tatad veselu skaitlu kubi ir kongruenti ar 0 vai +1 péc modula 7. Aplikojam, ar ko var bat kongruenta divu veselu

skaitlu kubu summa péc modula 7.

a® (mod 7)

b3 (mod 7)

Esam ieguvusi, ka divu $adu skaitlu summa péc modula 7 var pienemt jebkuru no vértibam —2, —1, 0, 1, 2, tacu
nekadas citas. Ta ka 3 = —4 (mod 7) neparadas starp $im vértibam, tad divu veselu skaitlu kubu summa nevar dot
atlikumu 3, dalot ar 7.

Piezime. Tabula —1 vieta varéja aplikot tam péc modula 7 kongruentu skaitli 6. Skaitla 6 vieta izmantots skaitlis —1, jo

ar to vieglak veikt darbibas. Seit jauzsver atskiriba starp atlikumu, kas vienmeér ir nenegativs, un darbibam ar kongruencém,

kur var izvéléties értako atbilstosas kongruencu klases parstavi.

P2.9. Pieradit, ka n® + 3 nedalas ar 7 nekadiem veseliem skaitliem.

Atrisinajums. Apskatam visus veselos skaitlus péc modula 7:

o

o

o

o

o]

o

o

jan=0 (mod 7),tad n®+ 3 =03+ 3 =3 (mod 7);
jan=1(mod7),tadn®+ 3 =13+ 3 =4 (mod 7);
jan=2(mod7),tadn®+3=23+3=8+ 3 =4 (mod 7);
jan=3(mod7),tadn®+3=3*+3=27+3=2 (mod7);
jan=4 (mod7),tadn®+3=4%+1=65= 2 (mod7);
jan=5(mod7),tadn®+3=5%+3=25-5=20+ 3 =2 (mod 7);
jan=6=-1(mod 7),tadn®+ 3 =(—1)3+ 3 =2 (mod 7).

Neviena gadijuma nav iegiits atlikums 0, tatad izteiksme n® + 3 nedalas ar 7 nekadiem veseliem skaitliem.

P2.10. Tris veselu skaitlu kvadratu summa dalas ar 9. Pieradiet, ka var izvéléties divus no Siem kvadratiem ta, ka to starpiba

dalas ar 9.
Atrisinajums. Vispirms noskaidrojam, ar ko var bat kongruenti veselu skaitlu kvadrati péc modula 9 (5o soli var izlaist,
jair pildits P2.4., vai ari veikt, lai trenétos darboties ar kongruencém):

jan =0 (mod 9), tad n2 = 0> = 0 (mod 9);
jan=1(mod9),tad n?* =12 =1 (mod 9);

jan =2 (mod 9), tad n? = 2% = 4 (mod 9);

jan =3 (mod9),tad n?=32=9 =0 (mod 9);

jan =4 (mod9),tad n? =42 =16 = 7 (mod 9);
jan=5= -4 (mod9), tad n? = (—4)? = 42 = 7 (mod 9);
jan=6= -3 (mod9), tad n? = (—3)? = 32 = 0(mod 9);
jan=7=-2 (mod9), tad n? = (—2)? = 22 = 4 (mod 9);
jan=8=-1(mod9),tadn®=(—1)2=12=1 (mod 9).
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Tatad veselu skaitlu kvadrati péc modula 9 var bt kongruenti ar 0, 1, 4 vai 7. Parbaudam, vai tris dazadi atlikumi var
dot summa skaitli, kas dalas ar 9:

0 0+1+4=5=%0(mod9);

o 0+1+7=8%0(mod?9);

004+4+7=2%0(mod9);

014+4+7=3%0(mod9).

Tatad vismaz divi no atlikumiem ir vienadi, bet tas nozimé, ka So kvadratu starpiba dalas ar 9.

2.4, Uzdevumi

u2.1.
u2.2.

u23.
u24.
uU2.5.

Pieradit, ka no jebkuriem trim naturalu skaitlu kvadratiem var izvéléties divus ta, ka to summa vai starpiba dalas ar 5.
Pieradit, ka starp jebkuriem pieciem naturalu skaitlu kvadratiem var atrast divus tadus, ka to summa vai starpiba dalas
ar 13.

Pieradit, ka nevienai naturalai n vértibai izteiksmes 13™ + 10™ + 7" + 3™ vértiba nav naturala skaitla kvadrats.
Pieradit: ja tris veselu skaitlu kubu summa dalas ar 9, tad So skait|u reizinajums dalas ar 3.

Vai var atrast tadus veselus skaitlus n, x un y, ka izpildas vienadiba x3 + y3 =7n+ 3?

Ja kads skoléns izpilda visus uzdevumus, tad 1. pielikuma ir doti tris grataki uzdevumi un to atrisinajumi. Uzdevumus var dot
gan patstavigai risinasanai, gan ari dota atrisinajuma pétisanai un skaidrosanai.

2.5. Idejas risindjumiem

u2.1.

u2.2.

u23.

u24.

U2.5.

Kadus atlikumus var iegit, ja naturala skaitla kvadratu dala ar 5?

Kas notiek, ja divi no skaitliem dod vienadus atlikumus, dalot ar 5?

Kas notiek, ja nav skaitlu, kas dod vienadus atlikumus, dalot ar 5?

levéro! Dazi apskatiti pieméri nav pieradijums, ka prasitais vienmér izpildisies. Pieradijumam jasatur spriedumi, kas attieci-

ndmi uz jebkuriem trim izvéletiem naturdlo skaitlu kvadratiem.

Kadus atlikumus var iegit, ja naturala skaitla kvadratu dala ar 13?

Kas notiek, ja divi no skaitliem dod vienadus atlikumus, dalot ar 13?

Kas notiek, ja nav skait|u, kas dod vienadus atlikumus, dalot ar 13?

levero! Dazi apskatiti pieméri nav pieradijums, ka prasitais vienmer izpildisies. Pieradijumam jasatur spriedumi, kas attieci-
nami uz jebkuriem pieciem izvelétiem naturalo skaitlu kvadratiem.

Kadu atlikumu var dot skaitla kvadrats, ja to dala ar kadu izvélétu skaitli m? (Var izmantot P2.4. pieméra tabulu).
Kada m vértiba jaizvélas, lai rastos pretruna?

Vai ieglst pretrunu, ja izteiksmi apskata péc modula 2?

Vai ieglst pretrunu, ja izteiksmi apskata péc modula 3?

Vai iegist pretrunu, ja izteiksmi apskata péc modula 4?

leveéro! Apskatot dazas n vértibas, nevar izdarit secinajumu par vispariga apgalvojuma patiesumu. Art parbauditas 100 da-
Zddas n vértibas nelauj izdarit secinajumu par visiem naturalajiem skaitliem, kuru ir bezgaligi daudz.

Kadu atlikumu var iegit, ja vesela skaitla kubu dala ar 9?

Vai var gadities, ka neviens no skaitliem nedalas ar 3?

levero! Dazi apskatiti pieméri nav pieradijums, ka prasitais vienmer izpildisies.

Ar ko kongruenta izteiksme 7n + 3 péc modula 7?

Ar ko kongruenta izteiksme x® + y3 péc modula 7?

Vai pamaniji, ka uzdevums ir loti lidzigs P2.8. pieméram, tikai nedaudz citadak formuléts?

Vai vari izskaidrot atskiribu atrisinajuma? Ar kuram vértibam 0; -1; 1 (P2.8. piemers) vai 0; 1; 6 (U2.5. uzdevums) tev bija
vieglak uztvert risinajumu? Kapec?

levéro! Ja, apskatot dazas konkrétas vértibas, neizdodas iegtt vienadibu, tas vél nenozimé, ka to nevar iegiit. lespéjams,

neesi atradis derigos skaitlus. Pieradijumam, ka prasitos skaitlus nevar atrast, jabalstas uz visparigiem spriedumiem.
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2.6. Uzdevumu atrisinajumi

u2.1.

u2.2.

u23.

Pieradit, ka no jebkuriem trim naturalu skaitlu kvadratiem var izvéléties divus ta, ka to summa vai starpiba dalas ar 5.
Atrisinajums. Vispirms noskaidrojam, ar ko var bt kongruents naturala skaitla kvadrats péc modula 5.

n (mod 5) 0 1 2 3 4

n? (mod 5) 0 1 4 4 1

Tatad naturala skaitla kvadrats péc modula 5 var bat kongruents ar 0, 1 vai 4. lesp&jami divi gadijumi.
o Ja divi kvadrati dod vienadu atlikumu, dalot ar 5, tad to starpiba dalas ar 5.
o Ja nekadi divi no Siem trim kvadratiem nav kongruenti péc modula 5, tad tie péc modula 5 pienem visas
iespéjamas vértibas 0, 1 un 4. Taka 1 4+ 4 = 5, tad atbilstoSo kvadratu summa dalisies ar 5.

Pieradit, ka starp jebkuriem pieciem naturalu skaitlu kvadratiem var atrast divus tadus, ka to summa vai starpiba dalas
ar13.
Atrisinajums. Vispirms noskaidrojam, ar ko var bit kongruents naturala skaitla kvadrats péc modula 13.

n (mod 13) 0] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12

n? (mod 13) 0 1 4 9 3 12 | 10 | 10 | 12 3 9 4 1

Tatad naturala skaitla kvadrats péc modula 13 var bat kongruents ar 0, 1, 3, 4, 9, 10 vai 12. lesp&jami divi gadijumi.
o Ja divi kvadrati dod vienadu atlikumu, dalot ar 13, tad to starpiba dalas ar 13.
o Ja nekadi divi no Siem pieciem kvadratiem nav kongruenti péc modula 13, tad sadalam So kvadratu iespéja-
mas vértibas péc modula 13 Cetras grupas: {0}, {1; 12}, {3; 10}, {4; 9}. Ta ka ir jaizvélas pieci naturalu skaitlu
kvadrati, tad vismaz divi no tiem bis viena grupa (Dirihlé princips). So divu skaitlu summa dalas ar 13.

Pieradit, ka nevienai naturalai n vértibai izteiksmes 13™ 4+ 10™ 4+ 7™ 4+ 3™ vértiba nav naturala skaitla kvadrats.
Atrisinajums. levérojam, ka naturalu skaitli n, dalot ar 4, var iegat atlikumu 0, 1, 2 vai 3, un atrodam, kadu atlikumu
var iegiit, ja n? dala ar 4:

o jan =0 (mod 4), tad n? = 02 = 0 (mod 4);

o jan=1(mod 4), tad n? = 12 = 1 (mod 4);
jan=2 (mod4),tad n* =22=4=0 (mod 4);
jan=3(mod4),tadn*=32=9=1 (mod 4).

o

o

Tatad naturala skaitla kvadratu, dalot ar 4, var iegat atlikumu 0 vai 1.
Apskatot doto izteiksmi péc modula 4, ieglistam
13"+ 10"+ 7"+ 3"=1"+ 2"+ (—1)"+ (—1)" (mod 4).

Jan=1,tad 13 + 10 + 7 + 3 = 33, kas nav naturala skaitla kvadrats. Ja n ir lielaks neka 1, tad 2" = 0 (mod 4), un
Skirojam divus gadijumus:

o janirparaskaitlis, tad 1" + 2"+ (=1)"+ (-1)"=1+ 0+ 1 + 1 = 3 (mod 4);

o janirnepara skaitlis, tad 1" + 2" + (=1)"+ (-1)"=14+0—-1—-1= -1 = 3 (mod 4).

Tatad dota izteiksme, dalot ar 4, dod atlikumu 3, tapéc ta nevar bat naturala skaitla kvadrats.

Piezime. legQt pretrunu var, art apskatot doto izteiksmi péc modula 9. Jan = 1, tad atlikums, dalot ar 9, ir 6, ja n ir lielaks
neka 1, tad atlikums, dalot ar 9, ir 3, bet naturalu skaitlu kvadratu vértibas péc modula 9 var bt tikai 0, 1, 4 vai 7.
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Pieradit: ja tris veselu skaitlu kubu summa dalas ar 9, tad So skait|u reizinajums dalas ar 3.
Atrisinajums. Vispirms noskaidrojam, ar ko var bt kongruenti veselu skaitlu kubi péc modula 9 (var izmantot MS Excel):

levérojam, ka 8 = —1 (mod 9), un to izmantosim risinajuma, lai vieglak izdaritu spriedumus.

Pienemsim pretéjo, ka doto tris skaitlu reizinajums nedalas ar 3; tad arT neviens no Siem skaitliem nedalas ar 3, lidz ar
to katra skaitla kubs ir kongruents ar 1 vai -1 péc modula 9. Secinam, ka visu doto skaitlu kubu summa péc modula 9
ir pierakstama forma +1 +1 +1.

levérosim, ka tas ir nepara skaitlis, kas péc absoltas vértibas neparsniedz 3, tatad nevar bat kongruents ar 0 péc
modula 9. Tacu ta ir pretruna ar to, ka doto skaitlu kubu summa dalas ar 9. Lidz ar to pienémums, ka neviens no reizi-
natajiem nedalas ar 3, bijis aplams. Tatad kads no reizinatajiem dalas ar 3 un ari skaitlu reizinajums dalas ar 3.

Piezime. Ja izmanto atlikumu 8, tad jaapskata, vai, kombingjot atlikumus 1 un 8, var iegat skaitli, kas dalas ar 9, tas ir,
jaapskata gadijumi1+1+1;1+1+8;14+8+8;8+8+8.

Vai var atrast tadus veselus skait|us n, x un y, ka izpildas vienadiba x> + y* = 7n + 3?

Atrisinajums. Vesela skaitla kubs, dalot ar 7, var dot atlikumu 0, 1 vai 6 (sk. P2.8. piemeru).

Sastadam tabulu, pa rindam un kolonnam apskatot atbilsto$i iespéjamas x> un y3 vértibas péc modula 7, bet tabulas
$0nas rakstam x> + y3(mod 7).

3
Pmod x*’(mod 7) 0 1 6
0 0 1 6
1 2 0
6 6 0 5

Tatad izteiksme x3 + y® péc modula 7 var dot atlikumu 0, 1, 2, 5 vai 6, savukart 7n + 3 = 3 (mod 7).

Lidz ar to nav tadu veselu skaitlu n, x un y, ka izpildas vienadiba x3+ y3 =7n+ 3.
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3. Dalamibas pieradisana

Ja a un b ir veseli skaitli, tad ne vienmeér, dalot a ar b, dalijuma ieglst veselu skaitli. Ja dalijums ir vesels skaitlis, tad saka,
ka a dalas ar b, pretéja gadijuma saka, ka a nedalas ar b.

Definicija. Ja b+ 0una: b =k, kur a, b, k - veseli skaitli, tad saka, ka a dalas ar b. Pretéja gadijuma saka, ka a
nedalas ar b.

Pieméram, 15 dalas ar 3, bet 15 nedalas ar 2.

legaume! Ja tiek runats par skait|u dalamibu, tad runa ir tikai par veseliem skaitliem.

Dalamibas ipasibas (Visi ipasibas minétie skaitli ir veseli.)
o Ja katrs no vairakiem saskaitamajiem dalas ar n, tad to visu summa dalas ar n.
Pieméram, 123456 + 7890 + 20152016 dalas ar 2, jo katrs saskaitamais dalas ar 2.
o Ja divi skaitli dalas ar n, tad ari to starpiba dalas ar n.
Pieméram, ta ka 201420152016 un 2142020 dalas ar 4, tad ar 4 dalas ari starpiba 201420152016 — 2142020.
o Ja kaut viens no vairakiem naturaliem skaitliem dalas ar n, tad to visu reizinajums dalas ar n.
Pieméram, 2014 - 2015 - 2016 dalas ar 5, jo 2015 dalas ar 5.
o Ja vairaku skaitlu summa un visi skaitli, iznemot vienu, dalas ar n, tad ar1 Sis pédé€jais skaitlis dalas ar n.
Pieméram, ja x + 40 + 50 = 120, tad, ta ka 40, 50 un 120 dalas ar 10, ari x dalas ar 10.

3.1. Dalamibas pazimes

Téemu var sakt ar uzdevumu ka spéli, kura jaatceras un jaizmanto dalamibas pazimes.

Andris un Baiba raksta 12 ciparu skaitli, izmantojot tikai ciparus 1, 2, 3, 4 un 5. Pirmo ciparu raksta Andris, otro - Baiba,
treSo - Andris, ceturto - Baiba utt. Baiba vélas, lai beigas iegltais 12 ciparu skaitlis dalitos ar 9, bet Andris censas to nepie-
laut. Vai Baiba noteikti var sasniegt savu mérki? Ka vinai jarikojas?

Atrisinajums. Baiba vienmér varés panakt savu mérki.

Katra gajiena Baiba raksta tadu ciparu, kura summa ar Andra tikko uzrakstito ciparu ir 6. $adu ciparu Baiba var uzrakstit
vienmer:

o ja Andris uzraksta 1, tad Baibai jaraksta 5;

o ja Andris uzraksta 2, tad Baibai jaraksta 4;

o ja Andris uzraksta 3, tad Baibai ari jaraksta 3;

o ja Andris uzraksta 4, tad Baibai jaraksta 2;

o ja Andris uzraksta 5, tad Baibai jaraksta 1.

Pavisam bis seSi $adi Andra un Baibas gajienu pari, tapéc beigas visu 12 wuzrakstito ciparu summa
bis 6 - 6 = 36.

Ta ka uzrakstita skaitla ciparu summa 36 dalas ar 9, tad ar1 iegutais 12 ciparu skaitlis dalisies ar 9.
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Noskaidrot, vai viens vesels skaitlis dalas ar otru, tikai ar definicijas palidzibu, tas ir, izdalot skaitlus, biezi vien ir neparo-
cigi un laikietilpigi. So uzdevumu atvieglo skaitlu dalamibas pazimes. Tabula dotas bieZak lietotas dalamibas pazimes.

Dalamibas pazime Pieméri

Skaitlis dalas ar 2, ja ta péd€jais cipars ir para, tas ir, ta 2022 dalas ar 2, jo ta pédé€jais cipars ir para.
pédéjais cipars ir 0, 2, 4, 6 vai 8.

Skaitlis dalas ar 3, ja ta ciparu summa dalas ar 3. 2022 dalasar3,jo2+0+2+2 =6 dalas ar 3.

Skaitlis dalas ar 4, ja ta péd€jo divu ciparu veidotais skaitlis | 2020 dalas ar 4, jo 20 dalas ar 4.
dalas ar 4.

Skaitlis dalas ar 5, ja ta pédgjais cipars ir O vai 5. 2015 dalas ar 5, jo ta pédé€jais cipars ir 5.

Skaitlis dalas ar 6, ja tas dalas gan ar 2, gan ar 3. 2022 dalas ar 6, jo tas dalas ar 2 un 3.

Skaitlis dalas ar 8, ja ta péd€jo tris ciparu veidotais skaitlis 12800 dalas ar 8, jo 800 dalas ar 8.
dalas ar 8. 2016 dalas ar 8, jo pédé€jo tris ciparu veidotais skaitlis ir 16,
kas dalas ar 8.

Skaitlis dalas ar 9, ja ta ciparu summa dalas ar 9. 2016 dalasar9,jo2+0+ 1+ 6 =9 dalas ar 9.
Skaitlis dalas ar 10, ja ta pédgjais cipars ir O. 150 dalas ar 10, jo ta pédéjais cipars ir 0.
Skaitlis dalas ar 11, ja ta ciparu summas, kas atrodas nepara | 108647 dalas ar 11, jo

pozicijas, un ciparu summas, kas atrodas para pozicijas, (1+8+4)-(0+6+7)=0,kas dalas ar 11
starpiba dalas ar 11. 94831 dalas ar 11, jo

(9+8+1)-(4+3)=11, kas dalas ar 11.

Dalamibas pazimju pieradijumi
Jau no pamatskolas zinamas dalamibas pazimes, pieradisim tas. Dotos pieradijumus skoléni var izmantot patstavigai péti-
sanai grupads un tad prezentét citiem skoléniem.

Dalamibas pazime ar 2
Apskatam skaitli N = a,,a,,_1 ... a,a,a,. To varam uzrakstit forma:
N =00, 1 .. Ax010y = a, - 10"+ a,_;- 10" 1+ - + a,- 102+ a; - 10 + a,.

Ta ka pirmie n saskaitamie dalas ar 2 (jo satur reizinataju 10), tad, lai skaitlis N dalitos ar 2, ar saskaitamajam a, jadalas
ar 2. Vienigie viencipara skaitli, kas dalas ar 2, ir 0; 2; 4; 6; 8.
Lidz ar to esam pieradijusi, ka skaitlis dalas ar 2, ja ta pédé€jais cipars ir para skaitlis.

Piezime. Lai ieglitu dalamibas pazimi ar 2, var parveidot skaitli N art forma
N =a,a,—; ...aa; 10 + a,.
=
Isdkam pierakstam uzdevumos lietots apziméjums a : b, kas nozimé, ka skaitlis a dalas ar skaitli b (bez atlikuma).
Lidziga veida, parveidojot skaitli par divu skaitlu summu var iegit citu dalamibas pazimju pieradijumus:

o dalamibas pazime ar 5 un 10, parveidojam N = a,,a,_1 ... a; - 10 + ay;

o dalamibas pazime ar 4, parveidojam N = a,a,,_; ... az - 100 + a,a;
4

o dalamibas pazime ar 8, parveidojam N = a,a,,_; ... a5 - 1000 + a;a,ay;
8

o skaitlis dalas ar 10™, ja ta pédéjo n ciparu veidotais skaitlis dalas ar 10™;

o skaitlis dalas ar 2", ja ta pedéjo n ciparu veidotais skaitlis dalas ar 2%

o skaitlis dalas ar 5", ja ta pédg&jo n ciparu veidotais skaitlis dalas ar 5™
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Dalamibas pazime ar 3un ar 9

Dots skaitlis
N =G0, 1 .. G010y =Gy - 10"+ @, _1 - 10" 1 + - + @, - 102 + a; - 10 + a,.

levérojot, ka 10¥ = 1% = 1 (mod 3), iegiistam, ka
N=a, 10" +a,_;-10" 1+ +a,- 10+ a,- 10 + qy =
=a,"1+a, -1+ +a,"1+a,-1+agy=a,+a,_1+ - +a,+a;+ay(mod 3).

Lidz ar to esam ieguvusi, ka N dalas ar 3 tad un tikai tad, ja a,, + a,_1 + -+ + a, + a; + ag dalas ar 3.

Piezimes.
1. Varam secinat vél vairak, ka skaitlis N, dalot ar 3, dod tadu pasu atlikumu ka ta ciparu summa, dalot ar 3.
2. Dalamibu ar 3 var pieradit ari bez kongruenéu izmanto$anas. lzmantojot faktu, ka 10¥ — 1 = 99...9 ! 3, parveidojam

doto skaitli forma k reizes

N=a, - (10"—1+ 1D +a,_ ;- (10" ' =1+ 1D+ +a;-(10-1+1) +ay=
=a, (10" =1 +a, ;- A" T=D +-+a;-(10—1) + (ap+ a; + -+ a,).

3 i3 i3

Dalamibas pazimi ar 9 pierada lidzigi.

Dalamibas pazime ar 11

Apskatam skaitli
N=a,a,_1 ... Gz0:09 =a,* 10"+ a,_;- 10" 1+ - + a,- 10+ a; - 10 + a,.

levérojam, ka 10%* = (—1)%* =1 (mod 11) un 10%-! = (—1)%*-1 = —1 (mod 11).
Skirojam divus gadijumus atkariba no skaitla n paritates.
Janir para skaitlis, tad
N=a, 10"+ a,_; 10" 1+ +a, 102+ a, 10+ ay =
=a,"1+a, -(-D+a, 1+ +ay-1+a;-(-1)+ap=
=a,—ap1tap,—t+ay—a;+ay=
=(a,+ap,++a;+ay) — (a1 +a,_3+--+as+ay) (mod 11).

Janir nepara skaitlis, tad
N=a, 10"+ a, 110"+ +a, 10+ a,; 10+ ay =
=a, (-D+ap 1 1+a, - (D) +4+ay1+a;-(-1)+qgy=
=E—a,ta,1—a,t+--ta,—a;+ay=
=(ap1+a,3+-+ay+ay)—(a,+a, ,+ - +az3+a;) (mod11).

Lidz ar to esam ieguvusi, ka skaitlis dalas ar 11, ja ta ciparu summas, kas atrodas nepara pozicijas, un ciparu summas, kas
atrodas para pozicijas, starpiba dalas ar 11.

Citas dalamibas pazimes

Kombingjot ieprieks dotas pazimes, var ieglt art pazimes dalamibai ar citiem skaitliem. Pieméram, skaitlis dalas ar 12,
ja tas dalas ar 3 un 4; skaitlis dalas ar 90, ja tas dalas ar 9 un 10 jeb skaitla ciparu summa dalas ar 9 un ta pédéjais cipars ir
nulle. Sadi pazimes veido, doto dalit3ju sadalot reizinatajos, kas ir savstarpéji pirmskaitli (skaitli, kam lielakais kopigais dalitajs
ir skaitlis 1), un parbaudot dalamibu ar katru no tiem.

Kapec nosacijums par savstarpejiem pirmskaitliem ir butisks?
Nosacijums par savstarpéjiem pirmskaitliem ir btisks, jo pretéja gadijuma apgalvojums var nebat patiess. Ja skaitlis dalas

ar 2 un 6, més nevaram apgalvot, ka tas dalas arrar 2 - 6 = 12, pieméram, 18 dalas gan ar 2, gan ar 6, bet 18 nedalas ar 12.

Ka patstavigi pétamu jautdajumu var dot citu dalamibas pazimju (pieméram, ar 7, 13 vai citiem skaitliem) atrasanu un So pazimju
pieradijumu pétisanu vai prezentésanu.
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Pieméri

P3.1.

P3.2.

P3.3.

P3.4.

P3.5.

Pieradit, ka visam naturalam n vértibam izteiksme n? + n dalas ar 2.
Atrisinajums. levérojam, ka n? + n = n(n + 1). Viens no diviem péc kartas esosiem naturaliem skaitliem dalas ar 2,
tapéc n(n + 1) dalas ar 2 visiem naturaliem skaitliem n.

Pieradit, ka visam naturalam n vértibam izteiksme n3 + 3n? + 2n dalas ar 6.
Atrisinajums. Parveidojam izteiksmi:
n®+3n’+2n=nn?+3n+2)=nn+ (n+ 2).

Viens no diviem péc kartas esosiem naturaliem skaitliem dalas ar 2 un viens no tris péc kartas esoSiem naturaliem
skaitliem dalas ar 3, tapéc n(n + 1)(n + 2) dalas ar 2 - 3 = 6 visiem naturaliem skaitliem n.

Pieradit, ka naturala skaitla kvadrats nevar sastavét tikai no sesiniekiem un nullém.
Atrisinajums. Ta ka skaitla kvadrats ir skaitla reizinajums pasam ar sevi, tad visi dazadie pirmreizinataji tam ir para
skaita. Ja skaitlis beidzas ar para skaita nullém, tad sis nulles varam atmest, jo $ada gadijuma més atmetam reizinataju
10 = 2 - 5 para skaita. Lai dotais skaitlis batu kvadrats, tad atlikusajam skaitlim (bez para skaita nulléem beigas) visi da-
zadie pirmreizinataji jasatur para skaita. Apskatam divus iespéjamos gadijumus atkariba no atlikusa skaitla pédéjiem
diviem cipariem:

o 60, tad tas dalas ar 5, bet nedalas ar 25, tatad tam ir tieSi viens pirmreizinatajs 5;

o 06 vai 66, tad Sis skaitlis dalas ar 2, bet nedalas ar 4, tatad tam ir tiesi viens pirmreizinatajs 2.

Tatad esam pieradijusi, ka dotais skaitlis nav naturala skaitla kvadrats.

Dots, ka x un y ir naturali skaitli. Kads ir mazakais skaits dazadu pirmskaitlu, ar kuriem var dalities izteiksme
3x(x+2y+ D) (7y + 1)?

Atrisinajums. Dota izteiksme dalas ar 3 neatkarigi no x un y jo satur reizinataju 3.
Paradisim, ka ta nav trijnieka pakape. Ja ir trijnieka pakape, tad x ir nepara skaitlis un x + 2y + 1 ir para skaitlis, kas
dalas art ar 2. Tatad dota izteiksme satur vismaz divus pirmreizinatajus 2 un 3.
Vel japarada piemérs, ka izteiksme var saturét tiesi divus dazadus pirmreizinatajus, kas ir pirmskaitli. Izvéloties, pie-
méram, x = 1 un y = 1, ieglistam vajadzigo

3x(x+2y+ 1D)(7y+1)=3-1-4-8=25-3L

Lidz ar to mazakais skaits dazado pirmskait|u, ar kuriem var dalities dota izteiksme, ir 2.

s s . 3n2+11n-4 _ . ;.
Kadam naturalam n vértibam izteiksmes EEe— vertiba ir vesels skaitlis?

Atrisinajums. Ekvivalenti parveidojam doto izteiksmi, atdalot veselo:

3n2+11n—-4 3n(n+2)+5n—4 3n(n+2) 5(n+2)-14 14
= = =3n+5———
n+2 n+2 n+2 n+2 n+2

-14
Ta ka 3n + 5 ir naturals skaitlis, tad dotas izteiksmes vértiba bls vesels skaitlis tikai tad, ja iz ir vesels skaitlis, bet

tas iespéjams, ja (n + 2) ir skaitla 14 dalitajs. levérojot, ka n ir naturals, ieglistam, kan + 2 =7 vain + 2 = 14, no

ka ieglistam, kan =5vain =12.

3.2. Matematiskas indukcijas metodes izmantosana

Vidusskolas padzilinataja kursa tiek apglita matematiskas indukcijas metode, kas ir viens no pieradijumu veidiem. Tas

parasti tiek izmantots, lai pieraditu, ka kads izteikums ir patiess visam naturalam n vértibam.
Indukcija (no latinu valodas inductio (‘uzvedinasana, ierosinasana’) - logisks slédziens, parejot no atseviskiem gadiju-
miem uz visparigu secinajumu, no atseviskiem faktiem uz visparinajumu.

Matematiskas indukcijas metode ir viena no aritmétikas aksiomam, tapéc tas patiesums nav japierada. Péc butibas in-

dukcijas aksioma apgalvo, ka katru naturalo skaitli var iegtt, atkartoti pieskaitot skaitlim O vieninieku.
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Lietojot matematiskas indukcijas metodi uzdevumu risinasana, rikojas péc sada plana:

1) parbauda, vai apskatama ipasiba piemit kopas pirmajam elementam (indukcijas baze);

2) pienem, ka 31 ipasiba ir spéka pirmajiem k elementiem (induktivais pienémums);

3) pierada, ka tad ta ir patiesa ari (k + 1) elementam (induktiva pareja);

4) secina: ta ka no izteikuma patiesuma jebkuram elementam n = k izriet, ka tas ir patiess elementamn =k + 1,
un ta ka izteikums ir patiess pirmajam elementam, tad izteikums ir patiess jebkuram naturalam elementam n.

Klasiska veida matematiskas indukcijas metodi lieto:

o vienadibu pieradisana;

o dalamibas pieradisana (tas ir, lai pamatotu dalisanas atlikuma vai kada cita invarianta saglabasanos);
o rekurentas virknes vispariga locekla formulas pieradisana;

o kombinatorikas uzdevumos u. c.

Saja tém3 apskatits, ka lietot matematiskas indukcijas metodi dalamibas pieradisana. Daziem piemériem doti ar citi
risinajumi, kas balstas uz dalamibas izmantosanu vai kongruencém.

Piemeéri
P3.6. Pieradit, ka visam naturdlam n vértibam izteiksme n3 + 5n dalas ar 6.

1. atrisinajums. Pieradisim apgalvojumu ar matematiskas indukcijas metodi.
Indukcijas baze. Jan =1,tad 13 + 5 - 1 = 6, kas dalas ar 6.
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka apgalvojums ir patiess, ja n = k, tas ir,
k*+5k:6.
Induktiva pareja. Pieradisim, ka apgalvojums ir patiess ari tad, jan = k + 1, tasir,
(k+13+5(k+1):6.
Parveidosim izteiksmi:
(k+1P3+5(k+1)=k*+3k*+3k+1+5k+5=k*+5k+3k*+3k+6=
=k3+5k +3k(k+1)+6.

‘pecindpien. 3 @ 6
Ja katras saskaitamais dalas ar 6, tad visa summa dal3s ar 6.
Secinajums. Ta ka apgalvojums ir patiess, jan = 1, un no t3, ka apgalvojums ir patiess, ja n = k, izriet, ka apgalvojums
ir patiess arin = k + 1, secinam, ka apgalvojums ir patiess visam naturalam vértibam.

2. atrisinajums. Parveidojam doto izteiksmi:
n+5n=nd-n+6n=nm’>—-1)+6n=n(n—1DMn+1) + 60

Pirmais saskaitamais (n — 1)n(n + 1) ir tris péc kartas esosu veselu skaitlu reizinajums, tapéc tas dalas gan ar 2, gan
ar 3, tatad dalas art ar 6. Ta ka abi saskaitamie dalas ar 6, tad arf to summa dalas ar 6.

3. atrisinajums. Apskatam visus naturalos skaitlus péc modula 6:

o jan =0 (mod 6),tad n®+ 5n = 03+ 0 = 0 (mod 6);
jan=1(mod6),tadn®+5n=13+5=6 =0 (mod 6);

o jan=2 (mod 6),tadn®+ 5n =23+ 10 = 18 = 0 (mod 6);

o jan=3(mod6),tadn®+5n =33+ 15=27 + 15 = 42 = 0 (mod 6);

o jan=4 (mod6),tadn®+ 5n =43+ 20 = 64 + 20 = 84 = 0 (mod 6);

o jan =5 (mod 6), tad n® + 5n = 53 + 25 = 125 + 25 = 150 = 0 (mod 6).
Visos gadijumos iegiits atlikums 0, tatad izteiksme n® + 5n dalas ar 6 visiem naturaliem skaitliem.

o
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P3.7.

P3.8.

Skaitlu teorijas elementi. Specializéta kursa programmas paraugs visparéjai vidéjai izglitibai

Pieradtt, ka visam naturalam n vértibam izteiksme 4™ — 1 dal3s ar 3.

1. atrisinajums. Pieradisim apgalvojumu ar matematiskas indukcijas metodi.
Indukcijas baze. Jan = 1, tad 4! — 1 = 3, kas dalas ar 3.
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka apgalvojums ir patiess, ja n = k, tas ir,
4k —1:3,
Induktiva pareja. Pieradisim, ka apgalvojums ir patiess ari tad, jan = k + 1, tasir,
4htt—1:3,

Parveidojam izteiksmi:

4l —1=4-4-1=4-(4*-1) +

~ 2
i3

3.

o

i3

Ja katras saskaitamais dalas ar 3, tad visa summa dalas ar 3.

Secingjums. Ta ka apgalvojums ir patiess, jan = 1, un no t3, ka apgalvojums ir patiess, ja n = k, izriet, ka apgalvojums

ir patiess arin = k + 1, secinam, ka apgalvojums ir patiess visam naturalam vértibam.

2. atrisinajums. Parveidojam doto izteiksmi:

4r—1=2"—-1=2"-1=2"- 12"+ 1).
levérojam, ka (2" — 1) - 2™+ (2™ + 1) ir tris péc kartas eso3u skaitlu reizinajums, tatad tas dalas ar 3. Ta ka 2™ nedalas
ar 3 (jo satur tikai reizinatajus 2), tad (2" — 1)(2" + 1) jadalas ar 3. Esam pieradijusi prasito.

3. atrisinajums. Apskatam doto izteiksmi péc modula 3:
4"—1=1"-1=1-1=0 (mod 3).

Pieradit, ka visam naturalam n vértibam izteiksme 52" — 1 dalas ar 24.

1. atrisinajums. Pieradisim apgalvojumu ar matematiskas indukcijas metodi.
Indukcijas baze. Jan = 1, tad 52 — 1 = 24, kas dalas ar 24.
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka apgalvojums ir patiess, jan = k, tas ir,
52k — 1124,
Induktiva pdreja. Pieradisim, ka apgalvojums ir patiess ari tad, jan = k + 1, tas ir,
52k+2 1124,

Parveidojam izteiksmi:

5%+2 1 =25-5%—1=25- (52"—1) +gj.

TTor | 24

Ja katras saskaitamais dalas ar 24, tad visa summa dalas ar 24.
Secinajums. Ta ka apgalvojums ir patiess, jan = 1, un no ta, ka apgalvojums ir patiess, ja n = k, izriet, ka apgalvojums
ir patiess arin = k + 1, secinam, ka apgalvojums ir patiess visam naturalam vértibam.

2. atrisinajums. Pamatosim, ka dot3 izteiksme dalas gan ar 3, gan ar 8.
Parveidojam doto izteiksmi:

5m—1=(5"2-1=G5"-1)(5G"+1).
levérojam, ka (5" — 1) - 5" - (5" 4+ 1) ir trfis péc kartas esoSu skaitlu reizinajums, tatad tas dalas
ar 3. Ta ka 5™ nedalas ar 3 (jo satur tikai reizinatajus 5), tad (5" — 1)(5" + 1) jadalas ar 3. Ta ka 5™ ir nepara skaitlis,
tad 5" — 1 un 5™ + 1 ir divi viens otram sekojosi para skaitli, tapéc viens no tiem noteikti dalas ar 2 un otrs noteikti
dalas ar 4. Tatad to reizinajums dalas ar 8.
Lidz ar to esam pieradijusi, ka dota izteiksme dalas ar 24 = 3 - 8, jo skaitli 3 un 8 ir savstarpéji pirmskaitli.

3. atrisinajums. Apskatam doto izteiksmi péc modula 24:
5 —1=25"-1=1"—1=0 (mod 24).
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3.3. Uzdevumi

u3.1.
u3.2.
U3.3.
u3a4.

U3.5.

Skaitlu teorijas elementi. Specializéta kursa programmas paraugs visparéjai vidéjai izglitibai

Pieradit, ka visam naturalam n vértibam 7™ + 31 dal3s ar 4.
Pieradit, ka visam naturalam n vértibam 62" + 19" — 2"*! dalas ar 17.
Pieradit, ka katram naturalam n izteiksme 3n° + 5n* — 8n dalas ar 10.

Zinams, ka a un

a’+a-1

ir veseli

skaitli. Atrast visas iesp&jamas a vértibas.

Doti naturali skaitli a un b. Pieradit
a)ja 20a + 18b dalas ar 7, tad 201a + 8b dalas ar 7;
b)ja 201a + 8b dalas ar 7, tad 20a + 18b dalas ar 7.

3.4. Idejas risinGjumiem

uU3.1.

us.2.

U3.3.

1

1
2
2
4
&
6
7
8
9

10
L
12

Uzdevumu var risinat ar matematiskas indukcijas metodi.

Ka induktivaja pareja parveidot izteiksmi, lai varétu secinat, ka ta dalas ar 4?
Ka var palidzét induktiva pienémuma izmantosana?

. Uzdevumu var risinat art ar kongruencém.

Apskati katru saskaitamo péc modula 4.

Ar kadu skaitli var aizvietot 3?

. K& Ndtona binoma formulu var izmantot uzdevuma risinasana?

Ka skaitli 7 var uzrakstit citadi?

levero! Dazi apskatiti pieméri nav pieradijums, ka prasitais vienmer izpildisies.

. Uzdevumu var risinat ar matematiskas indukcijas metodi.

Ka induktivaja pareja parveidot izteiksmi, lai varétu secinat, ka ta dalas ar 17?

Ka var palidzét induktiva pienémuma izmantosana?

. Uzdevumu var risinat art ar kongruencém.

Apskati izteiksmi péc modula 17.
Ka parveidot saskaitamo 67", lai noskaidrotu, ar ko tas ir kongruents péc modula 17?

levero! Dazi apskatiti pieméri nav pieradijums, ka prasitais vienmer izpildisies.

. Uzdevumu var risinat ar matematiskas indukcijas metodi.

Ka induktivaja pareja parveidot izteiksmi, lai varétu secinat, ka ta dalas ar 10?

Ka var palidzét induktiva pienémuma izmantosana?

. Uzdevumu var risinat art ar kongruencém.

Risinot uzdevumu ar kongruencém, var izmantot MS Excel, rezultatus var ieglt pakapeniski (sk. 4. attélu, kur $tnas
B2, C2, D2 dotas formulas) vai art uzreiz ievadot formulu (sk. 5. attélu, kur $tna B2 dota formula).

A

B

n (mod 10) nAS (mod 10)

LTI R I = T R R T Y

=mod{A2"5;10)

0

[ RENEE R R SRR R

C ] A B
nA4 (mod 10) 3nA5+5n74-8n (mod 10) 1 |n (mod 10) 3nA545nA4-8n (mod 10)
=mod(A274;10)  =mod(3*B2+5*C2-8%A2;10) 2 =mod(3*A2/5+57A274-8*A2;10)
0 0 3 0 0
1 0 4 1 0
6 0 5 2 0
1 0 6 3 0
6 o 7 a 0
5 0 3 5 0
6 0 g 6 0
1 0 10 7 0
6 0 1 8 0
1 0 12 9 0
4. attéls 5. attéls
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u3a4.

U3.5.

Skaitlu teorijas elementi. Specializéta kursa programmas paraugs visparéjai vidéjai izglitibai

3. Vai izteiksmes 3n® + 5n* — 8n vértiba vienmér dalas ar 2 (tas ir, vai ta vienmeér ir para skaitlis)?
Veic ekvivalentus parveidojumus, lai pamatotu, ka izteiksme vienmér dalas ari ar 5. Izmanto, ka piecu péc kartas
esosu naturalu skaitlu reizinajums dalas ar 5.
levéro! DazZi apskatiti pieméri nav pieradijums, ka prasitais vienmer izpildisies.

Parveido doto dalu par polinoma un tadas dalas, kurai skaititajs ir skaitlis, summu.
Ko var secinat par $is dalas saucéja iesp&jamajam vértibam?

a) Pamato, ka 6a + 4b dalas ar 7.

Doto izteiksmi parveido par summu t3, lai katrs saskaitamais dalitos ar 7.
b) Pamato, ka 5a + b dalas ar 7.

Doto izteiksmi parveido par summu t3, lai katrs saskaitamais dalitos ar 7.

3.5. Uzdevumu atrisinGjumi

uU3.1.

u3.2.

Pieradit, ka visam naturalam n vértibam 7™ + 3! dal3s ar 4.

1. atrisinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.
Indukcijas baze. Jan = 1, tad 7' + 3% = 16, kas dalas ar 4.
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka apgalvojums ir patiess, jan = k, tas ir, 7% + 3**1: 4.
Induktiva pdreja. Pieradisim, ka apgalvojums ir patiess ari tad, jan = k + 1, tas ir, 7¥*1 + 3%2: 4,
Parveidojam izteiksmi:

7k+1 + 3k+2 =7- 7k +3 ,3k+1 =7- (7k + 3k+1) _ é’, . 3k+1.

T

Ta ka katrs saskaitamais dalas ar 4, tad ari summa dalas ar 4.
Secinajums. Ta ka apgalvojums ir patiess, jan = 1, un no ta, ka apgalvojums ir patiess, ja n = k, izriet, ka apgalvojums
ir patiess arin = k + 1, secinam, ka apgalvojums ir patiess visam naturalam vértibam.

2. atrisinajums. Apskatam doto izteiksmi péc modula 4:
7"+ 3" = (—1)"+ (—1)""!' = 0 (mod 4).

3. atrisinajums. Uzrakstam 7 ka 4 + 3 un izmantojam Natona binoma formulu:
7"+ 3"l =(4+3)"+3-3"=
=474+ Cl- 4t 34+ CE 42 3244 O 4371 4304 330 =
=4" 4+ Cl 4134 CE 4720324+ C1 403+ 437,

Ta ka katrs saskaitamais dalas ar 4, tad ari visa summa dalas ar 4.

Pieradit, ka visam naturalam n vértibam 62" 4+ 19" — 2"*1 dalas ar 17.

1. atrisinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.
Indukcijas baze. Jan = 1, tad 62 + 19! — 22 = 51, kas dalas ar 17.
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka apgalvojums ir patiess, ja n = k, tas ir, 62 + 19% — 2¥*1 dalas ar 17.
Induktiva pdreja. Pieradisim, ka apgalvojums ir patiess ari, jan = k + 1, tas ir, 62**2 + 19%+*1 — 2k+2 dalas ar 17.
Parveidojam izteiksmi:
62k+2 + 19k+1 _ 2k+2 — 36 . 62k + 19 . 19k -2 2k+1=
=19- (6% +19% —2k+1) 4 17 - 62k 4 17 - 2k+1,
7 17 17

Ta ka katrs saskaitamais dalas ar 17, tad art summa dalas ar 17.
Secinajums. Ta ka apgalvojums ir patiess, jan = 1, un no ta, ka apgalvojums ir patiess, ja n = k, izriet, ka apgalvojums
ir patiess arin = k + 1, secinam, ka apgalvojums ir patiess visam naturalam vértibam.

2. atrisinajums. Apskatam doto izteiksmi péc modula 17:
6+ 19" —2M1=36"+19"—2:2"=2"+2"— 22" =0 (mod 17).
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U3.3. Pieradit, ka katram naturalam n izteiksme 3n° + 5n* — 8n dalas ar 10.

1. atrisinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.
Indukcijas baze. Jan = 1,tad 3 + 5 — 8 = 0, kas dalas ar 10.
Induktivais pienémums. Pienemsim, ja n = k, tad 3k° + 5k* — 8k dalas ar 10.
Induktiva pareja. Pieradisim, jan =k + 1, tad 3(k + 1)° + 5(k + 1)* — 8(k + 1) dalas ar 10.
Veicam ekvivalentus parveidojumus:
3(k+1)°+5(k+1)*—8(k+1) =
=3(k® + 5k* + 10k® 4+ 10k* + 5k + 1) + 5(k* + 4k®* + 6k*+ 4k + 1) — 8(k + 1) =
= 3k + 20k* + 50k® + 60k? + 27k = 3k> + 5k* — 8k + 15k* + 50k® + 60k? + 35k =
= (3k® + 5k* — 8k) + 5k - (3k® + 10k? + 12k + 7).

Saskaitamais 3k° + 5k* — 8k dalas ar 10 péc induktiva pienémuma.
Saskaitamais 5k - (3k® + 10k% + 12k + 7) dalas ar 5, jo satur reizinataju 5, un dalas ar 2, jo:

o ja k ir para skaitlis, tad reizinatajs k dalas ar 2;

o ja k ir nepara skaitlis, tad reizinatajs 3k3 + 10k% + 12k + 7 ir para skaitlis un tas dalas ar 2.
Ta ka katrs saskaitamais dalas ar 10, tad arf summa dalas ar 10.
No matematiskas indukcijas metodes izriet, ka katram naturalam n izteiksme 3n° + 5n* — 8n dalas ar 10, kas arf bija
japierada.

2. atrisindjums. Apskatam doto izteiksmi péc modula 10. Tabula redzams, ka visam n vértibam dota izteiksme dalas ar 10.

n(mod 10) n®(mod10) n (mod 10) 3n° + 5n* — 8n (mod 10)

0 0 0 0

1 1 1 3+45-8=0
2 2 6 6+30—-16=0
3 3 1 9+5-24=0
4 4 6 12+30-32=0
5 5 5 154+25-40=0
6 6 6 18+30—-48=0
7 7 1 214+5-56=0
8 8 6 24+30—-64=0
9 9 1 27+5-72=0

3. atrisinajums. Pamatojam, ka izteiksmes vértiba vienmér ir para skaitlis:

o jan ir para skaitlis, tad visi saskaitamie ir para skaitli, tatad art summa ir para skaitlis,

o jan ir nepara skaitlis, tad 3n° + 5n* bis para skaitlis ka divu nepara skaitlu summa un, no &Is summas atne-

mot para skaitli 8n, rezultata ieglsim para skaitli.
Lidz ar to esam pamatojusi, ka izteiksme 3n° + 5n* — 8n dalas ar 2.
Lai pamatotu, ka dota izteiksme dalas ari ar 5, parveidojam to forma:
3n°+ 5n* —8n=5n* — 5n+ 3n° — 3n=5n* — 5n+ 3n(n* — 1).
Pirmie divi saskaitamie dalas ar 5, pamatosim, ka tresais saskaitamais ari dalas ar 5.
Reizinataju 3 nenemot veérj, jo tas neietekmé dalisanos ar 5, parveidojam izteiksmi:
nn*—D=nm*-1)"*+D=nn—-1Dn+1)(n+2)(n+3)—5n-75).

levérojam, kan — 1; n; n+ 1; n + 2; n + 3 ir pieci péc kartas esosi naturali skaitli, tapéc iegttais reizinajums noteikti
dalas ar 5. Tatad esam pamatojusi, ka n(n* —1) dalas ar 5.
Ta ka 2 un 5 ir savstarpéji pirmskaitli, tad izteiksme 3n° + 5n* — 8n dalas ar 10.
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2a+

U3.5.
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2ra-1 . . cps . . . = arH]
g +“11 ir veseli skaitli. Atrast visas iespéjamas a vértibas.

2 -1 . - _ 2 — 2 —
a~*ta-1ir vesels skaitlis, tad arf 2@~Fa-1) _ #a”+ta-4

Atrisinajums. Ja =
a+1 2a+1 2a+1

atdalot veselo:

ir vesels skaitlis. Parveidojam iegito izteiksmi,

40’ +4a—-4 (4a®+4a+1)-5 (2a+1)*-5

2a+1 2a+1 T 2a+1 ¢ 2a+ 1

Lai &Ts izteiksmes vértiba bltu vesels skaitlis, tad 5 jadalas ar 2a + 1, bet 5 dalas tikai ar +1 un +5.
lespéjamos gadijumus apkopojam tabula.

-1 -1 1 der
1 0 -1 der
-5 -3 -1 der
5 2 1 der

Tatad iespéjamas a vértibas ir —3, —1, 0 un 2.

Doti naturali skaitli a un b. Pieradit:
a) ja20a + 18b dalas ar 7, tad 201a + 8b dalas ar 7;
b) ja 201a + 8b dalas ar 7, tad 20a + 18b dalas ar 7.

Atrisinajums. a) Ja 20a + 18b dalas ar 7, tad ari 6a + 4b dalas ar 7, jo
20a + 18b = 14a + 14b + (6a + 4b).
Tas nozZimé, kaari 7 - 27a + 2(6a + 4b) = 201a + 8b dalas ar 7.
b) Ja201a + 8b dalas ar 7, tad 201a + 8b — 7(28a + b) = 5a + b ari dalas ar 7. Tas nozimég, ka ari
18(5a+ b) — 7-10a = 20a + 18b dalas ar 7.

© Valsts izglitibas satura centrs | ESF projekts Nr. 8.3.1.1/16/1/002 Kompetendu pieeja macibu saturd

31



Skaitlu teorijas elementi. Specializéta kursa programmas paraugs visparéjai vidéjai izglitibai

4. Vienadojumi naturdlos un veselos skaitlos

Polinomialu vienadojumu ar veseliem koeficientiem un vairakiem mainigajiem, kuram jameklé veselas saknes, sauc par
Diofanta vienadojumu (Diophantine equation).

Diofants no Aleksandrijas (Diophantos of Alexandria) bija sengrieku matematikis, dzivojis ap 3. gadsimtu. Vins ir pazis-
tams ar savu darbibu algebras nozaré, tiek saukts par “algebras tévu”. Diofanta galvenais darbs ir traktats “Aritmétika”, kas
sastav no 13 gramatam, no kuram saglabajusas 6 gramatas ar 189 vienadojumiem, sniegti arf risinajumi uzdevumiem, kas
galvenokart reducéjas uz nenoteiktajiem vienadojumiem, kuri gramata tikusi saukti par Diofanta vienadojumiem. Diofants
matematiskos lielumus un darbibas apziméjis ar saisinatiem vardiem un nosacitiem algebriskiem apziméjumiem, paradijas
burtu simbolikas pazimes. Diofants bijis pirmais grieku matematikis, kas atzinis dalskaitlus par skaitliem.

Liela dala faktu par Diofanta dzivi ir iegita no 5. gadsimta grieku antologijas par skaitlu spélem un miklas, ko radijis
Metrodorus. Viena no vina miklam (teksts uz Diofanta kapakmens):

Here lies Diophantus, the wonder behold.

Through art algebraic, the stone tells how old:

‘God gave him his boyhood one-sixth of his life,

One twelfth more as youth while whiskers grew rife;

And then yet one-seventh ere marriage begun;

In five years there came a bouncing new son.

Alas, the dear child of master and sage

After attaining half the measure of his father’s life chill fate took him. After consoling his fate by the
science of numbers for four years, he ended his life.

Var dot ari tekstu, kas ir 142. mikla “Professor Layton and Pandora’s Box” spélé [3]:

Following the 1/6th of my life | spent as a child, | spent 1/12th of my life as a young man. Then,
1/7th of my life later, | got married. Five years after | wed, | was blessed with a child, but sadly, he
only lived half the time | was alive before passing away. Today, four years after his death, | too will
depart from this world.

Cik gadu nodzivojis Diofants?
Diofanta vecumu var noskaidrot, sastadot vienadojumu (x - Diofanta vecums):
X x X x
X _E+E+;+5+E+4'

kura atrisinajums ir x = 84.

Skolas kursa tiek risinati loti dazadi vienadojumi, pieméram, lineari vienadojumi, kvadratvienadojumi, trigonometriskie
vienadojumi, eksponentvienadojumi. Saja tém3 apskatiti vienadojumi, kuriem janosaka tikai naturalas (veselas) saknes.

Atrisinat vienadojumu nozimé:
1) atrast visas vienadojuma saknes;
2) pieradit, ka citu saknu bez atrastajam nav.

Ja vienadojums satur mainigos x1, X, ..., X, tad par ta atrisinajumu sauc skaitlu komplektu (a4, a,, ..., a,)) ar $adu pasi-
bu: ievietojot vienadojuma x, vieta aq, x, vieta a,, ..., x,, vieta a,, ieglst patiesu skaitlisku vienadibu.

Visparigas metodes, k3 atrisinat vienadojumu, nav (ir zinamas metodes, ka risinat daZus specifiskus vienadojumus, pie-
méram, kvadratvienadojumus), bieZi vien jaizmanto daZzadi spriedumi un metodes. Turpmak apskatiti daZi no tiem.
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Pirmas kartas lineari vienadojumi ar diviem mainigajiem!

Atrisinat veselos skait|os vienadojumu 2x = 3y.

Vai vienddojumam ir atrisindjums?
Ja, jo der, pieméram, skaitju paris x = 3 uny = 2.

Vai vienadojumam ir viens vienigs atrisinajums?
Ne, ir vairak neka viens atrisindjums.

Nosauciet dazus vienadojuma atrisinajumus!
Dazi atrisinajumi (3; 2), (9; 6), (=3; =2).

Ka vispariga veida uzrakstit vienadojuma atrisindjumus?
Vienddojuma kreisa puse dalas ar 2, tad ari labajai pusei jadaldas ar 2, tatad y = 2k, kur k € Z. Lidz ar to 2x = 6k jeb
x = 3k un vienddojuma atrisindjums ir skaitlu pdris (3k; 2k), kur k € Z.

Apskatam visparigo pirmas pakapes vienadojumu ar diviem nezinamajiem Ax + By = C, kur 4, B un C ir veseli skaitli.
Ja A =0vai B =0, tad iegtst linearu vienadojumu ar vienu nezinamo ($adus vienadojumus risina jau 7. klasé).
Pienemsim, ka A # 0 un B # 0.
JaLKD(A;B)=d#1,tadA=a-dunB =b-d, kur LKD(a; b) = 1. Vienadojumu var uzrakstit forma
adx + bdy = C.

lespé&jami divi gadijumi:

o ja C nedalas ar d, tad vienadojumam nav atrisinajuma veselos skaitlos, jo vienadojuma kreisa puse dalas ar d,

bet laba puse nedalas ar d;
o ja C dalas ar d, tad apziméjam C = c - d un iegGstam vienadojumu forma ax + by = ¢, kur LKD(a; b) = 1.

Teoréma par lineara vienadojuma atrisinajumu. Vienadojumam ax + by = ¢, kur LKD(a; b) = 1, eksisté bezgaligi
daudz atrisinajumu veselos skaitlos. Tos visus var iegtt ar formulam x = xo — bk un y = y, + ak, kur k ir patvaligs
vesels skaitlis un (xg; y) ir kaut kads vienadojuma ax + by = c atrisinajums.

Piezime. Teorému pierada, ievietojot atrisinajumus un péc vienkarsosanas iegistot vienadibu axy + by, = c.

Lai varétu lietot teorému, ir japrot atrast vienu atrisinajumu (x; y,). Viens veids ir parbaudit visas vértibas y = 0; 1;
2; 3; ...; a — 1, bet tas var bat ilgi, ja a ir liels skaitlis. Otrs veids ir lietot secinajumu no Eiklida algoritma: divu naturalu
skaitlu lielako kopigo dalitaju var izteikt ka So skait|u linearu kombinaciju ar veseliem koeficientiem.

Veicot ka patstavigu darbu vai majasdarbu, skoléni var atrast informdciju par Eiklida algoritmu lielaka kopiga dalama noteik-
sanai.

Piemeéri

P41

P4.2.

P4.3.

. Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu 6x + 15y = 8.

Atrisinajums. Vienadojuma kreisa puse dalas ar 3, bet laba - nedalas. Tatad vienadojumam nav atrisinajuma veselos
skaitlos.

Atrisinat veselos skait|os vienadojumu 3x — 4y = 5.
Atrisinajums. Ta ka 3x = 4y + 5, tad 4y + 5 jadalas ar 3.
levérojam, ka 4y + 5 = (3y + 3) + y + 2, tatad y + 2 jadalas ar 3, tasir, y + 2 = 3k, kur k € Z.

Lidzartox = %(4(3k — 2) + 5) = 4k — 1 un vienadojuma atrisinajums ir (4k — 1; 3k — 2), kur k € Z.

Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu 2x — 7y = 11.
Atrisindjums. Ta ka LKD(2; 7) = 1 un xy = 2, yo = —1 ir dota vienadojuma viens konkréts atrisindjums, tad ta atri-
sinajums ir (2 + 7k; —1 + 2k), kur k € Z.

1 Téma sagatavota, izmantojot [1].
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P4.4. Atrast vienu vienadojuma 17x — 13y = 5 atrisinajumu veselos skait|os.
Atrisinajums. levérojot, ka 34 — 39 = —5, viegli ieglt vienu atrisindjumu xy, = —2 un y, = —3. Tatad vienadojuma
atrisinajums ir (=2 + 13k; =3 + 17k), kur k € Z.
Piezime. Apskatisim, k3 atrast vienu atrisindjumu, izmantojot Eiklida algoritmu. Mekléjam LKD(17; 13) ar Eiklida

algoritmu:
17=13-1+4;
13=4-3+1,
4=1-4+0.

Tatad LKD(17; 13) = 1, jo dalisanas ar 1 ir bez atlikuma.
Pakapeniski no “augsas uz leju” izsakam:

o no pirmas vienadibas 4 =17 — 13- 1;

o no otras vienadibas 1 =13 —4-3=13-(17-13-1)-3=4-13 -3-17;

o parveidojam iegtto vienadibu forma 17x — 13y = 5:

4-13-3-17=1;
17-(-3)—-13-(-4)=1;
17 - (—15) — 13- (—20) =5.

Esam ieguvusi atrisinajumu x = —15 un y = —20.
Saja gadijuma vienadojuma visparigais atrisinajums ir forma (—15 + 13k; —20 + 17k), k € Z.

Vai abos veidos iegatie atrisinajumi sakrit?
Ja, sakrit. Parveidojam iegtito atrisingjumu (—15 + 13k; =20 + 17k) = (=2 - 13+ 13k; =3 - 17+ 17k) = (-2 +
13(k —1); =3 + 17(k — 1)), kur k € Z. Apziméjot m = k — 1, iegistam (—2 + 13m; —3 + 17m), kurm € Z.

P4.5. Kadus naturalus skait|us var ievietot x un y viet3, lai iegltu patiesu vienadibu 5x + 2y = 30?

Atrisinajums. Doto vienadojumu parveidojam par 2y = 30 — 5x. Ta ka vienadojuma laba puse dalas ar 5, tad ari vie-
nadojuma kreisajai pusei jadalas ar 5, tas ir, 2y jadalas ar 5. Skaitlis 2 ar 5 nedalas, tatad y jadalas ar 5.
Apskatam visus iespéjamos gadijumus:
o jay=05,tad 25 =30 — 5xjeb x = 4;
ojay=10,tad 2-10 =30 — 5x jeb x = 2;
o jay =15, tad x < 0 un tas vairs nav naturals skaitlis.
Lidzartox=4uny=5vaix=2uny=10.

legaume!

Ja uzdevuma ir jautajums ,Kads var bat...? ”; ,Cik...? ”, tad uzdevuma risinajumam jasastav no divam dalam:
1) jaapltko visi iesp&jamie gadijumi un atbildé jauzrada visas atrastas dazadas vértibas, kam uzdevuma prasibas izpildas;
2) japamato, ka citu vértibu nav.

4.2. Atrisindjuma neeksistences pieméri

Vai var atrast tadus naturalus skaitlus x un y, ka 6x + 16y = 2021?
Atrisinajums. Ta ka vienadojuma kreisa puse dalas ar 2, bet laba nedalas ar 2, tad nevar atrast tadus naturalus skaitlus
x un v, lai dota vienadiba batu patiesa.
Lidzigu pieeju var izmantot ari sarezgitaku vienadojumu risinasana. Gritakais ir atrast skaitli, ar kuru jadala vienado-
juma abas puses, lai rastos pretruna.
Turpmak apskatiti algebriski vienadojumi ar veseliem koeficientiem, kuriem atrisindjums jameklé veselo vai naturalo
skaitlu kopa. Uzdevumos izmantota $ada ideja:
ja var pieradit, ka vienadojuma abas puses, dalot ar kadu Sim vienadojumam Tpasi izvélétu skaitli,
noteikti dod dazadus atlikumus, tad vienadojumam nav atrisinajuma.
levéro! Ja vienddojuma abas puses dalas ar kadu skaitli, tad no ta nevar secinat, ka vienadojumam ir atrisinajums veselos
skaitlos.
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DaZzi ipasa skaitla izvéles principi

o lzvélamies tikai pirmskaitlus vai to pakapes.

o Sakam ar maziem skaitliem 2; 3; 4; 5; 7; 8; 9; 11; ...

o Izvélamies skaitlus, kas ir vienadojuma koeficientu dalitaji.

o Vienadojumos, kuros paradas skait|u k-tas pakapes, izvélamies skaitlus k% un visus pirmskaitlus, kas izsakami
forma mk + 1. Pieméram, vienadojumos, kas saistiti ar skaitlu kubiem, sakotnéjie ipasie skaitli ir 9; 7; 13; 19; ...

o Vienadojumos, kuri satur veselu skaitlu kvadratus, parasti izdevigi aplikot atlikumus, dalot ar 4, 8 vai 16, daz-
reiz ar 3.

o Jacensas izvéléties tadu skaitli, lai, dalot ar to, iespéjami daudziem vienadojuma kreisas un labas puses saskai-
tamajiem batu péc iespéjas mazak dazadu iespé&jamu vértibu.

Lietojot So ideju, lietderigi atceréties par darbibam ar atlikumiem, ka ari to, kadus atlikumus var dot veselu skaitlu
kvadrati, kubi, ceturtas pakapes utt.

Piezime. Vienam vienadojumam var bat vairaki ipasie skaitli un dotajos pieméros noraditie nav jauzskata par vieniga-
jiem vai pasiem labakajiem.

Pieméri

P4.6.

P4.7.

P4.8.

Pieradit, ka vienadojumam x? + y? = 2015 nav atrisinajuma naturalos skait|os.

Atrisinajums. Naturala skaitla kvadrats, dalot ar 4, var dot tikai atlikumu 0 vai 1 (sk. P2.4. pieméru). Tapéc x> + yz,
dalot ar 4, var dot tikai atlikumu 0 + 0,0 4+ 1,1 + 0 vai 1 + 1, tas ir, atlikumu 0, 1 vai 2. Tacu skaitlis 2015 dod atli-
kumu 3, dalot ar 4. Tapéc dotajam vienadojumam nav atrisinajuma naturalos skait|os.

Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu 5x2 — 2y? = 4.

Atrisinajums. Parrakstam vienadojumu forma 5x% = 2% + 4. Apskatam iegGita vienadojuma labas puses izteiksmi péc
modula 5 (jo vienadojuma kreisas puses izteiksme dalas ar 5).

y (mod 5) 2y? + 4 (mod 5)

02+ 4=4(mod5)

12+ 4=6=1(mod5)
+22+4=12=2(mod5)
+32+4=22=2(mod5)
424+ 4=36=1(mod5)

B W N | RO
NN NN N

Esam ieguvusi, ka 2y? + 4 nedalas ar 5, bet 5x2 dalas ar 5. Tatad dotajam vienadojumam nav atrisinajuma veselos

skaitlos.

Pieradit, ka vienadojumam (x — y)? = 6xy + 7 nav atrisinajuma naturalos skait|os.

1. atrisinajums. Parveidojam doto vienadojumu forma x? + y? = 8xy + 7. Gan x?, gan y? péc modula 4 var pienemt
tikai vértibas 0 un 1, tapéc vienadojuma kreisa puse péc modula 4 var pienemt tikai vértibas 0, 1 vai 2, bet 8xy + 7 =
3 (mod 4). Lidz ar to dotajam vienadojumam nav atrisinajuma naturalos skait|os.

2. atrisinajums. Ekvivalenti parveidojam doto vienadibu:
x2—2xy+y*=6xy+7;
x4+ 2xy +y* =10xy + 7;
(x+¥y)2=10xy + 7.
Pedejas vienadibas kreisaja pusé ir skaitla kvadrats, kura pédéjais cipars var bat tikai 0; 1; 4; 5; 6; 9, bet vienadibas
labaja pusé esosa skaitla pédé€jais cipars ir 7. Tatad abas vienadibas puses nevar bt vienadas, lidz ar to dotajam vie-

nadojumam nav atrisinajuma naturalos skaitlos.
Piezime. Principa 2. atrisinajuma izmantota kongruence péc modula 10.
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3. atrisinajums. Parveidojam doto vienadibu forma (x + y)? = 10xy + 7 un apskatam to péc modula 5. Veselu skaitu
kvadrati péc modula 5 var dot atlikumus 0, 1 vai 4 (sk. P2.4. pieméru), tacu laba puse ir kongruenta ar 2 péc modula 5.
Tatad abas vienadibas puses nevar bt vienadas, lidz ar to dotajam vienadojumam nav atrisinajuma naturalos skait|os.

P4.9. Atrisinat naturalos skaitlos vienadojumu 7* 4+ 8” = 137
Atrisinajums. Apskatisim doto vienddojumu péc modula 3. Ta ka 7 = 1 (mod 3), 8 = 2 = —1 (mod 3) un
13 =1 (mod 3), tad iegiistam 1* + (—1)? = 17 (mod 3). Si kongruence nav patiesa, jo kreisas puses izteiksmes
vértiba ir 0 vai 2, bet labas puses izteiksmes vértiba ir 1. Tatad dotajam vienadojumam nav atrisindjuma naturalos
skaitlos.
Ideja par kongruenci péc modula 3 var rasties, ja ievéero, ka7 =6 +1,8=9—-1un13 =12+ 1.

P4.10. Pieradit, ka neeksisté tadi naturali skaitli x, y un z, ka izpildas vienadiba 6* + 13¥ = 29%
Atrisinajums. Apskatisim doto vienadojumu péc modula 7. Takda 6 = —1 (mod 7), 13 =6 = —1 (mod 7) un
29 =1 (mod 7), tad iegiistam (—1)* 4+ (—1)” = 17 (mod 7). S kongruence nav patiesa, jo kreisas puses izteiksmes
vértiba ir 0 vai +2, bet labas puses izteiksmes vértiba ir 1. Tatad dotajam vienadojumam nav atrisinajuma naturalos
skaitlos.
Ideja par kongruenci péc modula 7 var rasties, ja ievero, ka6 =7 — 1,13 =14 —1un 29 =28 + 1.

P4.11. Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu x? + 8z = 2y? + 3.
Atrisinajums. Apskatam doto vienadojumu péc modula 8. Viegli parbaudit, ka veselu skaitlu kvadrati, dalot ar 8, var
dot tikai atlikumus 0, 1 vai 4 (sk. tabulu).

a (mod 8) 0|12 |3 |4|5]|6/|7

GO 0 | 1| 4| 1|0 | 1]4]1

Tas nozimé, ka dot3 vienadojuma kreisa puse x* + 8z, dalot ar 8, var dot tikai atlikumus 0, 1 vai 4. Savukart skaitlis
2y?, dalot ar 8, var dot tikai atlikumus 0 vai 2. Tatad vienadojuma laba puse 2y? + 3, dalot ar 8, var dot tikai atlikumus
3 vai 5. Tatad nav tadu veselu x un y vértibu, pie kuram dota vienadojuma abas puses dotu vienu un to pasu atlikumu,
dalot ar 8. Lidz ar to dotajam vienadojumam nav atrisinajuma veselos skait|os.

Papildu uzdevumi par pretrunas modeli doti 2. pielikuma, tos skolotajs var izmantot péc saviem ieskatiem (ar tiem var aizstat grupu/
paru darba uzdevumu).

Uzdevums grupu/paru darbam (ar MS Excel izmantosanu, risindjums dots 4. pielikuma)
Atrisinat vienadojumu 2x° + y7 = 11 veselos skait|os.

Vienadojumam nav atrisinajuma. lespéjami citi uzdevuma formuléjumi.
o Pieradit, ka vienadojumam 2x® + y” =11 nav atrisindjuma veselos skait|os.
o Vaiviendadojumam 2x°® + y” = 11 ir atrisindjums veselos skaitlos?
o Vai var atrast tadus veselus skaitlus x un y, ka 2x° + y’ = 11?

Péc kada modula jaapskata dotais vienadojums, lai iegttu pretrunu?
Saciet ar skaitlu pakapém un pirmskaitliem! Ar ko var bat kongruenta skaitla sesta vai septita pakape péc kada modula?

Varbit értak izmantot vienddojumu forma 2x° = 11 — y7?

Ar ko var biit kongruents 2x° un 11 — y” pakape péc kada modula?
Apskatiet vienadojumu péc modula 43.
Uzdevuma risindjuma uzrakstisana trené prasmi matematiski korekti un citiem saprotami izteikties.
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4.3. Dazadu spriedumu izmantoSana vienddojumu risinaSana veselos skaitlos?

Temas apguvei apkopoti tris biezak lietotie spriedumi.

o Javienadojums parveidots forma A; - Ay - ... - A, = ¢, kur A4, A,, ..., A, ir izteiksmes, kas satur mainigos un kuru
vértibas noteikti ir veseli skaitli, bet ¢ ir konstante (vesels skaitlis), tad A4, 4,, ..., A, noteikti jabdt ¢ dalitajiem.

o Mazaks skaitlis nevar dalities ar lielaku skaitli.

o Starp diviem péc kartas esosiem naturaliem skaitliem n un n + 1 nav neviena cita naturala skaitla.

Risinot uzdevumus, var bt nepiecieSams veikt art izteiksmju novértésanu.

Ja vienadojums parveidots forma A, - A, -+ ... - A, = ¢, kur Ay, A,, ..., A, ir izteiksmes, kas satur mainigos un kuru
vértibas noteikti ir veseli skaitli, bet c ir konstante (vesels skaitlis), tad A4, 4,, ..., A, noteikti jabat ¢ dalitajiem.

P4.12. Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu x? — y? = 4.
Atrisinajums. Parveidojam vienadojumu forma (x —y) (x +y) = 4.
Skaitli 4 ka divu veselu skaitlu reizindjumu var iegat 6 veidos (sk. tabulu).

xX—y x+y Atrisindjums
2 2 (2;0)
4 nav
4 1 nav
-2 -2 (-2;0)
-1 -4 nav
-4 -1 nav

P4.13. Atrisinat naturalos skait|os vienadojumu x2 + 15x = 27.
Atrisinajums. No vienadibas x(x + 15) = 27 izriet, ka katrs no skaitliem x un x + 15 ir vai nu vieninieks, vai divnieka
pakape ar naturalu kapinataju. Virkné 1; 2; 4; 8; 16; 32; ... vienigie skaitli, kuru starpiba ir 15, ir 1 un 16. Tapéc x = 1
uny =4.

P4.14. Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu x> + y* — x2y — xy? + x* — y? = 10.

Atrisinajums. Vienadojuma kreisas puses izteiksmi sadalot reizinatajos, ieglistam
x+y)(x—y)(x—y+1)=10.

Ta ka x un y ir veseli skaitli, tad katrs reizinatajs ir vesels skaitlis. Skaitli 10 ka tris veselu skaitlu reizinajumu (lidz pre-
cizitatei ar reizinataju secibu) var izteikt septinos veidos:
1-2:5=-1-(-2)'5=-1-2-(-5)=1-(-2)-(-5)=1-1-10=
=—1-(-1)-10=1-(-1) - (-10).
levérojam, ka (x —y + 1) — (x — y) = 1, tatad der tikai tie sadalijumi, kuros ir divi reizinataji, kas atskiras tiesi par 1,
tadi ir tikai pirmie divi gadijumi. Apskatam katru no tiem.

x—y=1
1. legistam vienadojumu sistému {x +y=5 kuras atrisinajums irx =3 uny = 2.

xX—y=-2

, kurai nav atrisinajuma veselos skaitlos, jo x = 1,5.
x+y=5

2. leglistam vienadojumu sistému {

Lidz ar to esam ieguvusi, ka dotajam vienadojumam ir tikai viens atrisinajums veselos skaitlos x =3 uny = 2.

2 Tema sagatavota, izmantojot [1].
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P4.15. Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu x + y + xy = 2010.

Atrisinajums. Parveidojam vienadojumu par (1 + x)(1 +y) =2011. Taka 2011 ir pirmskaitlis, tad 1 + x var bat tikai
viens no skaitliem 1; —1; 2011; —2011. levietojot $is vértibas, ieglistam atrisinajumus (0; 2010), (—2; —2012),
(2010; 0), (—2012; —2).

P4.16. Atrisinat naturalos skaitlos vienadojumu (2a + b)(2b + a) = 2¢.
Atrisinajums. Izteiksim skaitlus a un b $3da forma: a = 2* - nun b = 2 - m, kur n un m - nepara skaitli. Nezaud€jot vispari-
gumu (simetrijas dél), varam pienemt, ka x > y. Tad
2a+b=2-2"n+2"-m=2"- 2"V -n+m).

lekavas uzrakstits nepara skaitlis, kas ir lielaks neka 1. Bet 2¢ nevar dalities ar nepara skaitli lielaku par 1. Tatad dota-
jam vienadojumam nav atrisinajumu naturalos skait|os.

Mazaks skaitlis nevar dalities ar lielaku skaitli.

P4.17. Atrisinat naturalos skaitlos vienadojumu x? + 3x = y% + 1.
Atrisinajums. Parveidojam vienadojumu forma
x+2=-y)(x+2+y)=x+5.

Takax+2+y>x+2—yunx+5€N,tadx+2—y>0unx+5=>x+y+ 2 Lidzarto y < 3. Apskatot visas
iespéjamas y vértibas:

-3+/17

o jay=1,tad x* + 3x — 2 = 0, kura saknes ir x; , = _T\/_

—31v29
2

, kas nav naturali skaitli;
o jay=2,tad x* + 3x — 5 =0, kura saknes ir x; , = , kas nav naturali skaitli;
o jay =3, tad x* + 3x — 10 = 0, kura saknes ir x = —5 (neder) un x = 2.

Lidz ar to dotajam vienadojumam naturalos skaitlos ir viens atrisinajums (2; 3).

P4.18. Atrisinat naturalos skaitlos vienadojumu (y* — 3)(x + 1) = x* + 1.
2

Atrisinajums. Parveidojam vienadojumu forma y2 — 3 = un atdalam veselo:

x+1
- _x* 41 x*-142  (x-Dx+1) . 2 14
Cox4+1 x+1 x+1 Tx+1 x+1

Ta ka jameklé atrisinajums naturalos skaitlos, tad x + 1 ir jabit 2 dalitajam. Vieniga deriga x vértiba ir 1, tad y*> — 3 = 1,
no ka ieglistam, ka y = —2 (neder)un y = 2.
Lidz ar to vienadojuma atrisinajums irx =1 uny = 2.

2
P4.19. Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu x? +i= 7.
y
Atrisinajums. Ja (x; y) ir atrisinajums, tad arT (—x; y) ir atrisindjums. Tapéc sakuma apskatam tikai gadijumu, ja x = 0.
Izsakot mainigo y, ieglistam y = 10 .
14—x2

Ta ka y jabat veselam skaitlim un y # 0, tad 14 — x? jabit skaitla 10 dalitajam, tatad |14 — x?| < 10, no kurienes
jeglstam 4 < x% < 24.Ta ka apskatam x = 0, tad 2 < x < 4. Parbaudot visas iespéjas, ieglistam atrisinajumus (2; 1),
(3; 2), (4; —5). Tatad dota vienadojuma atrisinajumi ir art (=2; 1), (=3; 2), (—4; =5).

10
Piezime. Uzdevumu var risinat, ari izsakot x> = 14 — —.

y
Nedrikst izdarit spriedumu, ka y ir jabat skaitla 5 dalitajam vai ka x ir jabat para skaitlim, jo skaitli 7 var iegat, ari saskaitot
divus dalskaitlus.
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Atrisinat naturalos skaitlos vienadojumu 3abc + 3a + 3b = 7bc + 7.
Atrisinajums. Izsakam mainigo a:

_ 7bc+7-3b _ 7(bc+1)-3b _ 7(bc+1) 3b 2 1 b
3(bc+1)  3(bc+1l)  3(bc+1l) 3(bc+1) 3 bc+l
. _ _ o b 1 . b 1
Lai a batu naturals skaitlis, tad = = vai =1-=
bc+1 3 bc+1 3

Apskatam abus gadijumus.

b 1 3b—-1 1 1
o Ja—— =—,tada=2unbc+ 1=3bjeb c = —— =3 — —. Skaitlis c ir naturals tikai tad, ja — ir naturals.
bc+1 3 b b b

Vieniga iespéja, ja b = 1. Lidz ar to esam ieguvusi, ka a = 2, b = 1 un ¢ = 2 ir dota vienadojuma atrisinajums.

b b 1
o Ja b un c ir naturali skaitli, tad b < bc + 1 jeb el < 1. Tatad horl * 15 un 3aja gadijuma dotajam vienado-
jumam nav atrisinajuma.

Lidz ar to esam pieradijusi, ka dotajam vienadojumam naturalos skaitlos ir viens vienigs atrisindgjumsa=2,b=1unc=2.

Starp diviem péc kartas esosiem naturaliem skaitliem n un n + 1 nav neviena cita naturala skaitla.

P4.21.

P4.22.

P4.23.

Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu (x — y)(x + y) = x.
Atrisinajums. Parveidosim vienadojumu forma x(x — 1) = y2.
Jax =0vaix =1, tad y = 0 un atrisinajums eksisté.
Pienemsim, ka x > 1. Tad ir speka nevienadibas:
(x—1)?=x"-2x+1<x*—x+1—-x<x(x—-1)=x"—x<x%
<0
Ta ka x(x — 1) atrodas starp divu secigu veselu skaitlu kvadratiem, tad tas nevar bat vesela skaitla kvadrats.
Lidzigi, ja x < 0, tad ir spéka stingras nevienadibas x? < x(x — 1) < (x — 1)2. Tatad ari $aja gadijuma x(x — 1) nevar
bit vesela skaitla kvadrats.
Lidz ar to atrisinajumi ir (0; 0) un (1; 0).

Pieradit, ka nav tadu naturalu skaitlu a, x, yun z, ka 7¢ = 7 + 77 + 7%

1. atrisinajums. Ja kads no x, y vai z ir lielaks vai vienads ar a, tad vienadojumam nav atrisinadjuma.
Tatad jaizpildas nevienadibam x < a, y < aun z < a. Ta ka x, y, z, a ir naturali skaitli, tad secinam, ka x < a — 1,
y<a-—1unz<a-— 1.Tada gadijuma
TX+ 7+ 7r< 70 4 70y 70 =370 < 7. 70 1= 79
no ka izriet, ka dotajam vienadojumam nav atrisinajuma.
2. atrisinajums. Apskatam doto vienadojumu péc modula 3. Tad
7*=1(mod3) un 7%+77+7°=1+1+4+1=3=0 (mod 3),

no ka izriet, ka nav tadu naturalu skaitlu a, x, yun z, ka 7¢ = 7* + 77 + 7%

1 1 L. - .
= — nav atrisinajuma naturalos skaitlos.

1 1
Pieradit, ka vienadojumam— + — =
4 a + b + a?+b%2 2

Atrisinajums. Parveidojam doto vienadojumu:
a+b 1 1
b a4 7
1 ab —2(a+b)
aZ+b% 2ab ’
(a® + b*)(ab —2(a+ b)) = 2ab.
Lai vienadojumam batu atrisinajums naturalos skaitlos, nepieciesams, lai ab — 2(a + b) = 1 (izteiksmes vértiba nevar
bt negativa vai 0, jo tad a vai b bltu jabdt negativam vai 0). Bet tada gadijuma otram kreisas puses reizinatdjam

jabat ne lielakam ka labas puses izteiksmei, tas ir, a® + b* < 2ab, ko parveidojot iegiistam, ka (a — b)? < 0. legiita
2 1

nevienadiba bis patiesa tikai tad, ja a = b. Tada gadijuma 7 + 2az

1 2 1 2 1 21 1

puses izteiksmes vértiba ir lielaka neka E)‘ Bet tada gadijuma 2 + 2aZ < st 50 30 <3 tapéc vienadojumam

1
=7 tapéc a = 5 (ja a ir 4 vai mazak, tad kreisas

atrisinajuma naturalos skaitlos nav.
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Papildu uzdevumi par vienadojumiem veselos skaitlos doti 3. pielikuma, tos skolotdjs var izmantot péc saviem ieskatiem (ar tiem var
aizstat grupu/paru darba uzdevumu).

Uzdevums grupu/paru darbam (risindjums dots 5. pielikuma)
Atrast visas iesp&jamas naturalas x, y, z un t vértibas tadas, kax =y = zunx =y = zun t! = x! + 2y! + 3z

Vai vari atrast kadu derigu skaitlu cetrinieku?

Apskati gadijumu, ja x = 1.

Apskati gadijumu, ja x = 2.

Apskati gadijumu, ja x = 3.

Apskati gadijumu, ja x = 4.

Apskati gadijumu, ja x = 5.

Vai vari pamatot, ka neder tadas x vertibas, kas lielakas neka 5?
o Kapéct > x?
o Kapéc ir patiesa nevienadiba t! < 6x!?
o Kdpéc ir patiesa nevienadiba t! > (x + 1)!?
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PIELIKUMI

1. pielikums. Kongruences (gratdaki uzdevumi)

1. Pieradit apgalvojumu: ja p > 3 ir pirmskaitlis, tad skaitlis p?, dalot 24, dod atlikumu 1.

Atrisinajums. levérosim, ka 24 = 8 - 3. Ta ka 8 un 3 ir savstarpéji pirmskaitli, tad pietiek pieradit, ka visiem pirmskaitliem

p = 5 izpildas kongruences
p? =1 (mod 8) un p?> = 1 (mod 3),

jo tas nozimés, ka p2 — 1 dalas gan ar 8, gan ar 3, tatad p2 —1dalasar8 -3 =24.

1) Pamatosim, ka p? = 1 (mod 8). Ta ka visi pirmskaitli p = 5 ir nepara skaitli, tad péc modula 8 skaitlis p var pienemt
tikai vértibas 1, 3, 5 vai 7. Parbaudam, ka visu $o vértibu kvadrati ir kongruenti ar 1 péc modula 8.

—_

w
o
~

49=1

U=
O
1l
U=y
N
ul
Il
(=Y

Redzam, ka $adiem pirmskaitliem p izpildas p? = 1 (mod 8), tas ir, p? — 1 dalas ar 8.

2) Pamatosim, ka p? = 1 (mod 3). Neviens pirmskaitlis p = 5 nedalas ar 3. Tatad péc modula 3 pirmskaitlis p var pie-
nemt tikai vértibas 1 vai 2. Parbaudam, ka So vértibu kvadrati ir kongruenti ar 1 péc modula 3.

N

p (mod 3) 1

1l
[uny

pZ(mod 3) 1 4

Secinam, ka visiem pirmskaitliem p > 3 skaitlis p? — 1 dalas gan ar 8, gan ar 3, tatad p? — 1 dalas 24, kas nozimé, ka
p?, dalot ar 24, dod atlikumu 1.

Piezimes.
1. Péc modula 8 varé&ja aplikot ari vértibas +1 un +3, bet péc modula 3 jaapliko vértibas +1 un janem vér3, ka

(£a? = a? (mod n).
2. levérojot, ka p ir nepara skaitlis un p? — 1 = (p — 1) (p + 1) ir divu viens otram sekojo$u para skait|u reizindjums (no

kuriem viens noteikti dalas ar 2, bet otrs - ar 4), var secinat, ka p? — 1 dalas ar 8.
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2. Atrast visu skait|u, kas pierakstami forma a* — b* kur a > b > 5 un a un b ir pirmskaitli, lielako kopigo dalitaju!

Atrisinajums. levérojam, ka a* — b* = (a? — b¥)(a® + b?) = (a — b)(a + b)(a® + b?).
Ta ka

114 = 7*=4-18- (121 + 49) = 2%+ 32517 = 240 - 51
un

13*—11*=2-24- (169 + 121) =2*-3- 529 = 240 - 29,

tad meklétais lielakais kopigais dalitajs d nevar bt lielaks ka 240. Pamatosim, ka visi dotie skaitli dalas ar 240, Iidz ar
to bas pieradits, ka d = 240. levérosim, ka 240 = 16 - 3 - 5; ta ka visi reizinataji ir savstarpéji pirmskaitli, tad pietiekami
paradit, ka katrs no dotajiem skaitliem dalas gan ar 16, gan ar 3, gan ar 5.

1) Taka jebkurs pirmskaitlis p, kas lielaks neka 5, ir nepara skaitlis, tad, to dalot ar para skaitli, nevar iegtt atlikumu, kas ir
para skaitlis, [idz ar to var rasties tikai nepara atlikums: 1, 3,5, 7,9, 11, 13 vai 15. Tatad p var bat kongruents ar ar +1,
+3, +5 vai 7 péc modula 16. Noskaidrosim, ar ko var bit kongruenta pirmskaitla ceturtd pakape péc modula 16:

o p*=(x1)*=1 (mod 16);
o p*=(£3)*=81=1 (mod 16);
o p*=(£5)*=25-25=9-9=81=1 (mod 16);

p*=(£7)*=49-49=1-1=1 (mod 16).

Tatad p* = 1 (mod 16).

[¢]

2) Pirmskaitli p > 5, dalot ar 3, var iegtt tikai atlikumu 1 vai 2, tapéc péc modula 3 $ads pirmskaitlis p var pienemt tikai
vértibas +1 un p* = 1 (mod 3).

3) Pirmskaitli p > 5, dalot ar 5, var iegt tikai atlikumu 1, 2, 3 vai 4, tapéc péc modula 5 $ads pirmskaitlis p var pienemt
tikai vértibas +1 un +2. Tad p* = (£1)* = 1 (mod 5) vai p* = (£2)* = 16 = 1 (mod 5). Tatad p* = 1 (mod 5).
Lidz ar to p* = 1 (mod 240) un tapéc a* — b* =1 — 1 = 0 (mod 240) jeb a* — b* dalas ar 240. Esam pieradijusi, ka

visu skaitlu, kas pierakstami forma a* — b* kur a > b > 5 un a un b ir pirmskaitli, lielakais kopigais dalitajs ir 240.

Piezime. Pamatot to, ka a* — b* dalas ar 16, var, ievérojot, ka jebkuriem nepara skaitliem a un b to kvadratu summa dalas
ar 2, bet kvadratu starpiba dalas ar 8.

3. Atrast skaitlu 3% — 3,5°— 5,77 — 7, ..., 2015%%15 — 2015 lielako kopigo dalit3ju.

Atrisinajums. levérosim, ka 3% — 3 = 24, tatad meklétais lieldkais kopigais dalitajs d nevar bt lielaks ki 24. Pamatosim,
ka visi dotie skaitli dalas ar 24, lidz ar to bus pieradits, ka d = 24. levérosim, ka 24 = 8 - 3. Ta ka 8 un 3 ir savstarpéji
pirmskaitli, tad pietiekami paradit, ka katrs no dotajiem skaitliem dalas gan ar 3, gan ar 8.

levérojam, ka dotie skaitli ir forma n™ — n = n (n"~! — 1), kur n ir nepara skaitlis, tas ir, n = 2k + 1.

1) Pamatosim, ka visi dotie skaitli dalas ar 3.
o Jandalas ar 3, tad ari reizinajums n (n" ! — 1) dalas ar 3.
o Jannedalds ar 3, tad n = +1 (mod 3), lidz ar to n* ! — 1 = (+1)%* — 1 = 0 (mod 3); tacu tad reizinajums
n (n* ! — 1) dalas ar 3.

2) Pamatosim, ka visi skaitli dalas ar 8. Ta ka n ir nepara skaitlis, tad n péc modula 8 pienem vértibas 1, 3, 5, 7. Erti ir
izmantot faktu 5 = —3 (mod 8) un 7 = —1 (mod 8), kas nozimé, kan = +1 (mod 8) vai arin = +3 (mod 8).

levérosim, ka (£1)2=1 (mod 8) un (+£3)2=9 = 1 (mod 8).
Tatadn?=1 (mod 8) unn™' — 1= n?*—1=1%¥-1=0 (mod 8).

Tacu tas nozimé, ka skaitlis n*~1 — 1 un ari reizinajums n (n™! — 1) dalas ar 8.

Esam pieradijusi, ka nepara skaitliem n skaitlisn" —n=n (n"‘1 — 1) dalas gan ar 3, gan ar 8, tatad doto skait|u lielakais
kopigais dalitajs ir 24.
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2. pielikums. Papildu uzdevumi par atrisindjuma neeksistenci

1. Vaivar atrast tadus veselus skaitlus a un b, ka ab(a + 43b)=434343?

Atrisinajums. Ja a vai b ir para skaitlis, tad vienadojuma kreisas puses izteiksmes vértiba ir para skaitlis, kas nevar bas
vienada ar nepara skaitli 434343. Ja a un b abi ir nepara skaitli, tad a + 43b ir para skaitlis (ka divu nepara skaitlu summa)
un vienadojuma kreisas puses izteiksmes vértiba ir para skaitlis, kas nevar bis vienada ar nepara skaitli 43434 3.

Tatad nevar atrast tadus veselus skaitlus a un b, lai dota vienadiba batu patiesa.

2. Vaivar atrast tadus veselus skaitlus x, y un z, ka x> — 2016xyz = 10?

Atrisinajums. Apskatam dota vienadojuma kreisas puses izteiksmi péc modula 4.

x (mod 4) x% — 2016xyz (mod 4)

0 03— 0=0 (mod 4)
1 12— 0=1 (mod 4)
2 23— 0=0(mod 4)
3 33— 0=3(mod4)

Esam ieguvusi, ka x> — 2016xyz péc modula 4 var pienemt vértibas 0; 1 vai 3, bet 10 = 2 (mod 4). Tatad dotajam
vienadojumam nav atrisinajuma veselos skaitlos.

3. Vaivar atrast tadus veselus skaitlus x, y un z, ka x> — 2016xyz = 120?

1. atrisinajums. Gan 2016, gan 120 dalas ar 3, titad ari x3 jadalas ar 3. Tas nozimé, ka ari x jadalas ar 3, bet tad x° no-
teikti dalas ar 9. Tas nozimé, ka vienadojuma kreisa puse dalas ar 9, jo ar1 2016 dalas ar 9, bet vienadojuma laba puse ar
9 nedalas. Tatad sadus skaitlus atrast nav iesp&jams.

2. atrisinajums. Apskatam dota vienadojuma kreisas puses izteiksmi péc modula 9.

x (mod 9) x% —2016xyz (mod 9)

0 03—0=0(mod9)

+1 (x1)*-0=+1 (mod9)
+2 (£2)*—0=%F1 (mod9)
+3 (£3)*—0=0 (mod 9)
+4 (+£4)° — 0 = +1 (mod 9)

Esam ieguvusi, ka x> — 2016xyz péc modula 9 var pienemt vértibas 0; 1 vai —1, bet 120 = 3 (mod 9). Tatad dotajam
vienadojumam nav atrisinajuma veselos skait|os.
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4. Vai var atrast tadus naturalus skaitlus x, y un z, ka x> + y* + z2 = 1111 ... 1?
2016

Atrisinajums. Apskatam doto vienadojumu péc modula 8. Veselu skaitlu kvadrati, dalot ar 8, var dot tikai atlikumus 0, 1

vai 4.

Ta ka vienadojuma labaja pusé ir nepara skaitlis, tad vai nu vienam, vai trim no kreisas puses saskaitamajiem jadod nepara
atlikums. Lidz ar to iespé&jami $adi gadijumi:
0 0+0+1=1(mod8);
44+4+4+1=1 (mod 8);
o 0+4+1=5 (mod 8);
o141+ 1=3(mod8).

(o)

Takall111..1=1111..1000+111=0+ 7 =7 (mod 8), tad nevar atrast tadus naturalus skaitlus x, y un z, lai
2016 2013

dota vienadiba bitu patiesa.

5. Pieradit, ka vienadojumam 10* + 12Y = 34% nav atrisinajuma naturalos skaitlos.

Atrisinajums. Apskatisim doto vienadojumu péc modula 11. Ta ka 10 = —1 (mod 11),12 =1 (mod 11) un 34 =1
(mod 11), tad ieglistam (—1)* + 17 = 17 (mod 11). 5T kongruence nav patiesa, jo kreisas puses izteiksmes vértiba ir 0
vai 2, bet labas puses izteiksmes vértiba ir 1. Tatad dotajam vienadojumam nav atrisinajuma naturalos skait|os.
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3. pielikums. Papildu uzdevumi par vienadojumiem veselos
skaitlos

1. Atrast visus naturalu skaitlu parus (m; n), kuriem ir spéka vienadiba m® + 5n* = 81m.
Atrisinajums. Parveidojam doto vienadibu:
5n*=81m — m>;
5n*=m(9 + m?)(3 + m)(3 — m).

Ta ka m un n ir naturali skaitli un ieglitas vienadibas kreisas puses izteiksme ir pozitiva, tad m = 1 vai m = 2. Apskatam
abus gadijumus:
ojam=1,tad5n*=1-10"4"- 2 jeb n* = 16, no ki ieglistam, ka n = 2 (vértiba n = —2 neder, jo nav naturals
skaitlis);
ojam=2,tad5n*=2-13-5-1jebn* = 26, no ka ieglistam, ka naturalu atrisinajumu nav.

Lidz ar to esam ieguvusi, ka vienigais derigais skaitlu paris ir (1; 2).

2. Atrast visus pirmskaitlu parus (m; n), kuriem 20m + 18n = 2018.

Atrisinajums. Dalam abas dota vienadojuma puses ar 2 un parveidojam iegtto vienadojumu:
10m + 9n = 1009;
1000 —10m =9n —9;
10(100 —m) =9(n—1).

levérojam, ka ieglitas vienadibas labas puses izteiksme ir pozitiva, tatad ari (100 — m) jabat pozitivam. Ta ka 10 un 9 ir
savstarpéji pirmskaitli, tad (100 — m) ir jadalas ar 9. lesp&jamas m vértibas varétu bat 1, 10, 19, 28, 37, 46, 55, 64, 73,
82 un 91, no kuram derigas ir tikai vértibas 19, 37 un 73, jo tie ir pirmskaitli. Atrodam atbilsto$as n vértibas:

o jam=19,tad 10 - 81 =9(n — 1) jeb n = 91 (neder, jo nav pirmskaitlis);

ojam=37,tad10- 63 =9(n — 1) jeb n = 71 (pirmskaitlis);

ojam=73,tad 10 - 27 =9(n — 1) jeb n = 31 (pirmskaitlis).

Tatad dotajam vienadojumam ir divi atrisinajumi: m =37, n=71unm =73, n = 31.

Piezime. Uzdevumu var risinat ar pilno parlasi, apskatot visus pirmskaitlus m, kuriem 20m < 2018 (tas ir, visus pirmskait-
lus, kas ir mazaki neka 100).
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4. pielikums. Pirma grupu/paru darba uzdevuma atrisinajums

Atrisinat vienadojumu 2x°® + y” = 11 veselos skait|os.
(Starptautisko komandu sacensibu matematika “Baltic Way 2012” uzdevums.)

Atrisinajums. Pieradisim, ka dotajam vienadojumam nav atrisinajuma veselos skait|os.

Sestas pakapes skaitli péc modula 43 ir kongruenti tikai ar 0, 1, 4, 11, 16, 21, 35 vai 41, bet septitas pakapes skaitli - ar 0,
1,6,7,36,37 vai 42.

Apskatam, kadas vértibas var pienemt vienadojuma 2x® = 11 — y7 katras puses izteiksme:
2x% (mod 43) €{0; 2; 8; 22; 27; 32; 39; 42},
11 — y” (mod 43) € {4; 5; 10; 11; 12; 17; 18}.

Ta ka §im kopam nav kopigu elementu, tad nevar pastavét vienadiba 2x°® + y’ = 11. Tatad dotajam vienadojumam nav atri-
sinajuma veselos skaitlos.

a® (mod 43) 2a% (mod 43) a’ (mod 43) 11 — a’ (mod 43)

0 0 0 0 11
1 1 2 1 10
2 21 42 42 12
3 41 39 37 17
4 11 22 1 10
5 16 32 37 17
6 1 2 6

7 1 2 4
8 16 32 42 12
9 4 8 36 18
10 35 27 6 5
11 4 8 10
12 21 42 37 17
13 16 32 36 18
14 21 42 36 18
15 11 22 36 18
16 35 27 1 10
17 35 27 36 18
18 41 39 7 4
19 11 22 37 17
20 4 8 37 17
21 41 39 1 10
22 41 39 42 12
23 4 8 5
24 11 22 5
25 41 39 36 18
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a a® (mod 43) 2a® (mod 43) a’ (mod 43) 11 — a’ (mod 43)
26 35 27 7 4
27 35 27 42 12
28 11 22 7

29 21 42 7

30 16 32 7

31 21 42 6

32 4 8 42 12
33 35 27 37 17
34 4 8 7 4
35 16 32 1 10
36 1 2 36 18
37 1 2 37 17
38 16 32 6 5
39 11 22 42 12
40 41 39 6 5
41 21 42 1 10
42 1 2 42 12
43 0 0 0 11
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5. pielikums. Otra grupu/paru darba uzdevuma atrisinGjums

Atrast visas iesp€jamas naturalas x, y, z un t un vértibas tadas, kax >y > zun t! = x! + 2y! + 3zl

Atrisinajums. Taka t! = x! + 2y! + 3zlunx =y =>2z>0,tad t > x un
(x+D!'<t!<x!+2x!1+ 3x! =6xljeb (x + 1) - x! < 6x1.
Tatadx +1<6unx <5.

Apskatisim visas iesp&jamas x vértibas.
oJax=1Ltadx=y=z=1,t!=6unt=3.Tatad (1; 1; 1; 3) ir dota vienadojuma atrisinajums.

oJax=2,tad3!<t!<6:-2!=2-3-21=2-3!1 <4l Tatad t = 3 un ieglstam vienadojumu 6 = 2 + 2y! + 3z.. Ta
ka 2 + 2y! + 3z! = 7, tad $aja gadijuma vienadojumam nav atrisinajuma.

o Jax=3,tad 4! < t! <6-3! <5\ Tatad t = 4 un ieglstam vienadojumu 24 = 6 + 2y! + 3z!. Ta ka vienadojuma
kreisa puse ir para skaitlis, tad ar1 labajai pusei jabat para skaitlim. Labas puses saskaitamie 6 un 2y! ir para skaitli,
tapéc ari 3z! ir jabat para skaitlim. Tatad 2 < z < 3.

e Jaz=2,tad2y!=24—-6—-3-21=18—-6=12,y! = 6 uny = 3, tatad (3; 3; 2; 4) ir dota vienadojuma atri-
sinajums.

e Jaz=23,tad 2y! =24 — 6 —3-3! =18 — 18 = 0, 3aja gadijuma y nav naturals skaitlis un dotajam vienadoju-
mam nav atrisinajuma.

o Jax=4,tad5! < t! < 64! <6!. Tatad t = 5 un ieglstam vienddojumu 120 = 24 + 2y! + 3z! jeb 96 = 2y! + 3z!.

e Jaz=4,tad 2y! =96 — 3 - 4! =96 — 72 = 24, y! = 12 un y nav naturals skaitlis.
e Jaz<4,tad 2y!' + 321 <2 -4+ 3 - 3! =48 + 18 < 96. Tatad 3aja gadijuma dotajam vienadojumam nav atrisi-
najuma.

oJax=5tad6!<t!<6-5!=6lLTatad t = 6.

e Jax=y=z=5,tad5!'+2-5!14+3-5=6-5=6!un (5;5;5; 6) ir dota vienadojuma atrisinajums.
e Jaz<5tad2y! >6!—=5—3-5=6-5!—4-51=2.5!,y! > 5ljeby>5 kas ir pretruna ar to, ka x > y.
Tatad Saja gadijuma dotajam vienadojumam nav atrisinajuma.

Esam ieguvusi, ka dota vienadojuma atrisinajumi ir (1; 1; 1; 3), (3; 3; 2; 4) un (5; 5; 5; 6).
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