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Kompleksie skaitli. Specializéta kursa programmas paraugs visparéjai vidéjai izglitibai

levads

Specializéta kursa “Kompleksie skaitli” programmas (turpmak - programma) paraugs ir veidots, lai palidzétu skolotajiem
Istenot Ministru kabineta 2019. gada 3. septembra noteikumos Nr. 416 “Noteikumi par valsts visparéjas vidéjas izglitibas
standartu un visparéjas vidéjas izglitibas programmu paraugiem” (turpmak - standarts) noteiktos planotos skolénam sasnie-
dzamos rezultatus matematikas macibu joma augstakaja macibu satura apguves liment.

Programma ieklauti:
o kursa mérkis un uzdevumi;
e macibu saturs;
e macibu sasniegumu vértésanas formas un metodiskie panémieni;
o ieteikumi macibu darba organizacijai;
e macibu satura apguves norise.

Programma veidota, paredzot, ka kursa apguvei vidéjas izglitibas pakapé tiks atvélétas 35 macibu stundas.

Programmas paraugam ir ieteikuma raksturs. Skolotaji var izmantot So programmu vai art izstradat savu programmu, lai
e skoléni izméginatu jaunas, neierastas jomas;
o skoléni papildinatu savu individualo macibu planu ar kursiem vispusigai izglitibai;
o skola veidotu unikalu izglitibas programmas piedavajumu skolénu piesaistei;
o attistitu specializétus virzienus/kursu komplektus skolénu izvélei.

Mérkis un uzdevumi

Specializéta kursa apguves mérkis un uzdevumi skolénam ir:

1) veidot izpratni par dazadajam skaitlu kopam, to paplasinajumiem un darbibam, kas tajas izpildamas;
2) lietot kompleksos skaitlus polinoma saknu noteiksana;

3) izpildot darbibas ar kompleksajiem skaitliem, saskatit atskirigo pieraksta formu prieksrocibas.

Macibu saturs

Specializéta kursa macibu satura apguvé skoléns paplasinas un padzilinas “Matematika II” padzilinataja kursa apgutas
zinasanas atbilstosi Sadiem standarta noteiktiem sasniedzamajiem rezultatiem.

M.A.3.1.2. Skaidro kompleksa skaitla pierakstu algebriska forma, eksponenciala forma, trigonometriska forma un pariet
no vienas formas uz citu.

M.A.3.1.3. Attélo skaitli komplekso skaitlu plakné, aprékina kompleksa skaitla moduli.

M.A.3.2.2. Izpilda darbibas (saskaita, atnem, reizina, dala, aprékina kvadratsaknes vértibu) ar kompleksiem skaitliem,
izvéloties piemérotako pieraksta formu.

M.A.4.5.11. Atrisina vienadojumu komplekso skaitlu kopa, lietojot dazadas vienadojumu risinasanas metodes.
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Kompleksie skaitli. Specializéta kursa programmas paraugs visparéjai vidéjai izglitibai

Macibu sasniegumu vértésanas formas un metodiskie panémieni

Programma paredzéti ¢etru veidu planotie skolénam sasniedzamie rezultati: zinasanas un izpratne, prasmes, vértibas
balstiti ieradumi un zinasanu, izpratnes, prasmju un ieradumu kombinacijas.

Zinasanu un izpratnes apguve attiecas uz standarta planotajiem skolénam sasniedzamajiem rezultatiem, kuri parasti sa-
” o«

kas ar darbibas vardiem “skaidro”, “pamato” u. c. Planoto skolénam sasniedzamo rezultatu apguvi skoléns parada, pieméram,
skaidrojot jédzienus, algoritmus, piedaloties sarunas un diskusijas.

Prasmju grupas atspogulo butiskas macibu priekSmeta specifiskas prasmes, domasanas prasmes. Prasmju apguvi skoléns
demonstré darbiba, pieméram, modelé€, aprékina, analitiski sprieZ, lieto priekSmeta specifisko valodu.

leradumus, kas balstiti vértibas, skoléns demonstré darbiba; tos vérté, noverojot skoléna darbibu ilgaka laikposma, Tpasi
situacijas, kuras ietver izvéles iespéjas.

Zinasanu, izpratnes, prasmju un ieradumu kombinacijas, kuras ir raksturigas Si kursa macibu satura apguvé, skoléns de-
monstré darbiba, risinot problémas, izvértéjot to risindjumus, dazadus panémienus.

Skolotajs atbilstosi sasniedzamajam rezultatam izvélas uzdevumu un vértésanas formu (mutiski, rakstiski, kombinéti). Ba-
tiska uzdevumu dala ir vértésanas kritériji, saskana ar kuriem iespéjams izvértét snieguma kvalitati. Ja skoléns var demonstrét
sniegumu dazadas kvalitates gradacijas, tad ir svarigi veidot snieguma aprakstu attieciba pret batiskiem kritérijiem. Kritériju
izstradée un vértésana var iesaistit skolénus, lai pilnveidotu vinu pasvaditas maciSanas prasmes.

leteikumi macibu darba organizacijai

Sadala izvérsts macibu saturs, sdkuma, péc tematu planojuma, ir noraditi resursi, kuros meklét papildu uzdevumus. Papil-
dus uzdevumus var izmantot no resursiem ar numuriem 2 un 5. DaZiem jautajumiem dots plasaks izklasts, daziem - 1saks. Ir
pieméri, kas parada gan spriesanas veidu, gan pierakstu. Saknes atrasanai tiek izmantots trigonometriskas formas isaks pie-
raksts, lai nav tik gari un daudz jaraksta. Apziméjums ir aizglts no matematikas macibu gramatam, kas ir izdotas Australija, bet
Sobrid Sis pieraksts ir plasi izplatijies un sastopams daudzas macibu gramatas, kas izdotas ang|u valoda (cos¢ + ising = cis¢ -
pieraksta izmantojot pirmos burtus un i, jo lenkis abam funkcijam ir viens). Japievérs uzmaniba, ka, parveidojot kompleksos
skaitlus no algebriskas formas uz trigonometrisko, tiek lietots arguments intervala [0; 2), jo tas atvieglo saknes atrasanu un ir
plasak lietots trigonometrija. Skolotajs, izvertéjot skolénu vajadzibas, Sos materialus var izmantot péc nepiecieSamibas - skolé-
niem zinamo izlaist vai uzdot majas patstavigai izpétei. Sakotnéjo izpratni par jauniem, konceptuali nozimigiem jédzieniem, pa-
némieniem, pieméram, pareja no kompleksa skaitla algebriskas formas uz trigonometrisko, skoléni glist darbiba, saistot jauno
ar jau zinamo, patstavigi veicot izpéti, formul&jot idejas un pienémumus. levérojot temata sasniedzamos rezultatus, ieteicams
$ads tematu planojums un stundu skaita sadalljums pa témam. Piedavatajam sadalijumam ir ieteikuma raksturs, skolotajs plano
stundu skaitu témai, ievérojot savu pieredzi un skolénu macisanas vajadzibas. Stundu sadalijums katra temata ietvaros dots,
balstoties uz macibu satura apguves norisi. Pielikuma ir uzdevumi, kas ir palidz&jusi skoléniem novértét savas prasmes, pildot
uzdevumus par kompleksajiem skaitliem.
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Kompleksie skaitli. Specializéta kursa programmas paraugs visparéjai vidéjai izglitibai

Stundu Stundu
skaits skaits kopa
Kompleksie skaitli algebriska forma (a + bi). Reilie skaitli, imaginarie skaitli. Komplekso
skait|u vienadiba. 1
Saistitie kompleksie skaitli, kompleksa skaitla pretéjais, to Tpasibas.
Kompleksa skaitla attélojums koordinatu plakné, ta modulis. Komplekso skaitlu 1
geometriska interpretacija - atbilstosais radiusvektors.
Komplekso skait|u algebriska forma saskaitisana, atnemsana un reizinasana. 1
7

Komplekso skait|u saskaitiSsana, atnemsana ar atbilstosajiem radiusvektoriem ar 1
paralelograma likumu.
Imaginaro skaitlu pakapes. Komplekso skaitlu naturala skaitla pakapes. NtGtona binoma 1
izvirzijuma lietojums, nosakot komplekso skaitlu augstakas pakapes.
Komplekso skaitlu dalisana algebriska forma. Kompleksa skaitla apgrieztais skaitlis. 1
Kvadratsaknes no kompleksa skaitla noteik$ana, izmantojot algebrisko formu. 1
Kvadratvienadojuma ar realiem koeficientiem atrisinajums (diskriminants ir negativs)
komplekso skaitlu kopa, to ipasibas - saknes ir saistiti kompleksie skaitli. Kvadrattrinoma 2
sadali$ana reizinatajos.

. - . S . 6
Polinomu dalisana, pazeminot vienadojuma pakapi. 2
Polinoma visu saknu noteik$ana vai polinoma uzraksti$ana, ja dotas ta saknes - 9
kompleksa un realas.
Kompleksa skaitla attélojums koordinatu plakné, ta arguments un argumenta galvena 9
vértiba.
Kompleksie skaitli trigonometriskaja forma: r(cosa + sina).
Vienadiba r(cosa + sina) = a + bi. Komplekso skaitlu parveidosana no algebriskas 2
formas uz trigonometrisko un no trigonometriskas uz algebrisko.
Komplekso skaitlu reizinasana trigonometriskaja forma - formulas izvedums un darbibu 5
izpilde. 12
Komplekso skaitlu dalisana trigonometriskaja forma - formulas izvedums un darbibu 9
izpilde.
Kompleksa skaitla trigonometriskaja forma pakape - Muavra teoréma, tas pieradijums, 2
izmantojot Matematiskas indukcijas principu (MIP).
Kompleksa skaitla trigonometriskaja forma n-tas pakapes saknu noteik$ana un attélosana 5
koordinatu plakné.
Eilera formula: €' = cosa + i sina. Kompleksie skaitli eksponencialaja forma: 1
r(cosa + i sina) = re'”. Vienadibas ™ + 1 = 0 pamato3ana.
Komplekso skait|u parveidosana no vienas formas cita - algebriska, trigonometriska, 1
eksponenciala. 6
Komplekso skaitlu eksponentforma reizinasana, dalisana un pakape. (Pieméram, ii.) 2
n-tas pakapes saknes noteik3ana no kompleksa skaitla eksponentforma. 2
Uzdevumi, kur lieto kompleksos skaitlus. Parskata uzdevumi. 3 3
Parbaudes darbs. 1 1
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Resursi

N o uos w N

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

Aboltina, B. Liepina, K. Rokasgramata matematika (vecdko klasu skoléniem un studentiem). Riga: Zvaigzne ABC, 2017.
Caunite, R. Liepina, K. Ziobrovskis, V. Algebras vingrinajumu komplekts vidusskolai. 2. dala. Riga: Zvaigzne ABC, 2003.
Krikis, D. Steiners, K. Algebra 10.-12. klasei. | daja. Riga: Zvaigzne ABC, 1998.

Krikis, D. Steiners, K. Algebra 10.-12. klasei. VI dala. Riga: Zvaigzne ABC, 2001.

Krikis, D. Zarins, P. Ziobrovskis, V. Diferencéti uzdevumi matematika. 1. dala. Riga: Zvaigzne ABC, 1994.

Kompleksie skaitli, ieglts no: https:/www.uzdevumi.lv/p/matematika/1-kurss/kompleksie-skaitli-10422.

. Fannon, P. Kadelburg, V. Woolley, B. Ward, S. Mathematics Higher Level for the IB Diploma. Cambridge University

Press & Assessment, 2012.

Harcet, J. Heinrichs, L. Seiler, P.M. Skoumal, M.T. IB Mathematics Higher Level Course Book: Oxford IB Diploma
Program. Oxford University Press, 2012.

Smythe, P. Mathematics HL & SL With HL Options. Mathematics Publishing Pty. Limited, 2003.
Wazir, . Garry, T. Mathematics Analysis and Approaches for the IB Diploma Higher Level. Pearson Education, 2019.

Complex numbers, ieglts no: https:/www.geogebra.org/t/complex-numbers.

Complex numbers, numbers, iegits no: https:/www.geogebra.org/m/MSnh4agM.

Complex numbers, numbers, iegiits no: https:/www.geogebra.org/m/Xh5mbEXx.

Graphing complex numbers, ieglits no: https:/www.geogebra.org/m/NpSQ8us5.

Graphing complex numbers, ieglts no: https:/www.geogebra.org/m/ZGnjRcNx.

Joukowski aerofoils and flow mapping, ieglts no: http:/www.aerodynamics4students.com/subsonic-aerofo-
il-and-wing-theory/joukowski-aerofoils-and-flow-mapping.php.
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Macibu satura apguves norise

Komplekso skaitlu kopa

Skaitlu kopas paplasinasanas ideja nav jauna. Masu prieksstats par skaitli mainas, paplasinoties to uzdevumu lokam,
kurus nepieciesams risinat. Ja priekSmetu saskaitisanai pietiek ar naturalo skaitlu kopu (N), bet, nosakot naturalu skaitlu
starpibu, nepieciesama veselo skait|lu kopa (Z), tad, pieméram, vienddojuma px + q = 0, p € Z, q € Z atrisinad3anai veselo
skaitlu nepietiek - vajadzigi racionalie skaitli (Q). Savukart ar racionalajiem skaitliem ne vienmér var izteikt nogriezna ga-
rumu. Lai katram nogrieznim varétu piekartot garumu, racionalo skaitlu kopa japaplasina ar iracionalajiem skaitliem, t.i., ar
jédzienu “skaitlis” jasaprot reals skaitlis (IR). Ja misu riciba batu tikai racionalie skaitli, tad nebltu iesp&jams art atrisinat,
pieméram, vienadojumu xX'-2= 0, jo racionalo skaitlu kopa $im vienadojumam atrisinajuma nav. Tacu izradas, ka ari redlo
skaitlu kopa ir nepietiekama, lai varétu atrisinat visus algebriskos vienadojumus. Realo skaitlu kopa nav atrisinajumu tadiem
kvadratvienadojumiem, kuru diskriminants ir negativs skaitlis, un to koeficienti var bat naturali skaitli, pieméram, X+1=0
vai x° + x + 1 = 0. So vienadojumu atrisinajumi ir kompleksie skaitli (C). Butu visai neérti, ja katru reizi, parejot uz sarezgi-
taku vienadojumu risinasanu, vajadzétu lietot jaunus, arvien sarezgitakus skait|us. 1zradas, ka algebrisko vienadojumu teorijas
vajadzibam pilnigi pietiek ar komplekso skaitlu kopu, kura ir atrisinami ne tikai visi kvadratvienadojumi, ta satur ari jebkuras
pakapes algebriska vienadojuma atrisinajumus, neatkarigi no ta, vai vienadojuma koeficienti ir reali vai kompleksi skaitli.

Parejot no naturaliem skaitliem uz veseliem skaitliem, no veseliem uz racionaliem un no racionaliem uz realiem skait-
liem, katru reizi izpildas $ads nosacijums: jauna paplasinata skaitlu kopa satur sevi sakotnéjo kopu. Veselo skaitlu kopa
satur ar naturalos skaitlus, bet racionalo skaitlu kopa ietilpst veselie skaitli. Redlo skaitlu kopa satur art visus racionalos
skaitlus. Definéjot kompleksos skaitlus, sim nosacijumam japaliek spéka - komplekso skaitlu kopai jasatur visi realie skaitli
(NCZcQcRcQ).

Kompleksie skaitli tiek plasi pielietoti dazadas jomas. Geometrija lieto, lai risinatu dazadas problémas, kas saistitas ar
pagriezienu. Elektromagnétisko vilnu izplatisanas ir viena joma, kura tiek izmantoti kompleksie skaitli. Elektrisko kézu analizé
un signalu apstradé kompleksie skaitli palidz modelét signalus un aprékinat fazes nobides un amplitidu. Kompleksie skaitli
tiek izmantoti digitalo signalu apstrades algoritmos, pieméram, lai veiktu Furjé transformacijas un spektralo analizi.

Robotika kompleksos skaitlus var izmantot, lai modelétu un aprakstitu dazadus kustibu un sensoru signalus. Medicina -
elektrokardiografija (EKG), kompleksie skaitli var palidzét analizét sirdsdarbibas ciklus un citus mediciniskos datus. Komplek-
sie skaitli var tikt izmantoti, lai veidotu interesantas formas, attélus un modelus grafiskaja dizaina un maksla.

Par imaginaro vienibu sauc tadu skaitli, kura kvadrats ir vienads ar -1, t.i., i2=-1.
Komplekso skaitlu kopa C ir tada kopa, kuras elementi ir kompleksie skaitli.

Par komplekso skaitli sauc skaitli, kuru var uzrakstit forma a + bi, kur a, b € R, bet i ir imaginara vieniba. Skaitli a sauc
par kompleksa skaitla redlo dalu un apzimé Re(a + bi) = a, bi - par imaginaro dalu, bet b - par imaginaras dalas koeficientu
un apzimé Im(a + bi) = b. Kompleksos skaitlus médz pierakstit ar ar citiem burtiem, pieméram, x + iy vai ¢ + di utt.

Komplekso skaitli parasti apzimé ar burtu z un raksta z = a + bijeb z = Re z + i Im z. Ja a = 0, tad kompleksais skaitlis
z ir vienads ar imaginaro skaitli bi; ja b = 0, tad z ir reals skaitlis a. Katru realo skaitli var uzrakstit ka komplekso skaitli.

Divus kompleksos skaitlus z; = a; + bqi un z, = a, + b,i sauc par vienadiem un raksta z; = z,, ja ir vienadas to realas
dalas un imaginaro dalu koeficienti, t.i., ja a; = a, un by = b,.

Kompleksais skaitlis z = a + bi ir vienads ar nulli tad un tikai tad,jaa=0un b = 0.
Kompleksajiem skaitliem attieksmi “nevienadiba” nedefine.

Komplekso skaitlu kopa nepastav attiecibas “lielaks” un “mazaks”. Nelieto arT jédzienus - kompleksais skaitlis ir pozitivs
vai negativs. Tatad komplekso skaitlu kopa nav sakartota kopa. Ja tiek minéts, ka kompleksais skaitlis ir pozitivs vai negativs,
tas nozimé, ka kompleksa skaitla imaginaras dalas koeficients ir 0 un tas bas reals skaitlis.
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Piemers

2
Ar kadam realam x un y vértibam kompleksie skaitli z; = y2 - iﬁ -2x+4iun z, =3 - yi_ - 3xi ir vienadi?
Risinajums

Vispirms katru no skaitliem parraksta, lai var noteikt katra kompleksa skaitla realo dalu un imaginaras dalas koeficientu.

I

zl=y2—L—2x+4i=y2—32—§—2x+4i=y2+xi—2x+4i=y2—2x+i(x+4)
2(i 2,

22=3—3’i——3xi=3—32{7-l—3xi:3+y2i—3xi=3+i(y2—3x)

Kompleksie skaitli bls vienadi, ja to realas dalas un imaginaro dalu koeficienti bis vienadi. Uzraksta sistému un to atrisina.

2 _ 2 _
y -2x=3 :>[y—3+2x:>3+2x=4x+4:x=—%un

x+4=y2—3x y2=4x+4-

y2=3+2x=>y2=3+2-(-%)=2=>y=i\/§
x:—l x:—l

Meklétie atrisinajumi ir 2 un 2
y=vz (y=-V2

Savstarpéji saistiti un savstarpéji pretéji kompleksie skaitli

Kompleksos skaitlus z = a 4+ bi un Z = a - bi sauc par savstarpéji saistitiem skaitliem. To realas dalas ir vienadas, bet
imaginaro dalu koeficienti ir pretgji skaitli. Savstarpégji saistitiem kompleksajiem skaitliem ir vienadi moduli. Diviem savstar-
péji saistitiem kompleksajiem skaitliem atbilstosie koordinatu plaknes punkti ir simetriski attieciba pret 0x asi, jo So punktu
abscisas ir vienadas, bet ordinatas ir skaitli, kuru moduli ir vienadi, bet zZimes ir pretéjas.

Kompleksos skaitlus z = a + bi un -z = —a - bi sauc par savstarpéji pretéjiem kompleksajiem skaitliem. Savstarpéji
pret&jiem skaitliem ir vienadi moduli. Koordinatu plaknes punkti, kas attélo savstarpéji pretéju komplekso skaitlu pari, ir si-
metriski attieciba pret koordinatu sistémas sakumpunktu.

Piemérs
Nosaki komplekso skaitli z, lai 3z + 2Z = 5 + 2i.
Risinajums
Nezinamo komplekso skaitli z var aizstaj ar z = a + bi un ta saistito ar Z = a - bi.

Parraksta vienadojumu 3z + 2z = 5 + 2i = 3(a + bi) + 2(a - bi) = 5 + 2i. To vienkar3ojot, ieglst 5a + bi = 5 + 2i.
levérojot, ka divi kompleksie skaitli ir vienadi, ja to realas dalas un imaginaro dalu koeficienti ir vienadi, iegist sistému:

5a=5 a=1 bz =142
pop Uiy, jebz= i



Kompleksie skaitli. Specializéta kursa programmas paraugs visparéjai vidéjai izglitibai

Komplekso skaitlu geometriska interpretacija

koordinatu sakumpunktu) - par tiri imaginaro asi, un visa paréja plakne . I

kltst par komplekso skaitlu plakni.

plaknes punkts, un katrs plaknes punkts ir atbilstoSais vienam vienigam
kompleksajam skaitlim. Tapéc lidzigi tam, ka realo skaitlu kopu attélo ar = Lol

Saja piekartojuma katram kompleksajam skaitlim atbilst viens vienigs

taisni, komplekso skaitlu kopu attélo ar plakni.

§

o]

)

fi-k

zi=1+2i

M

o]

Kompleksa skaitla modulis

.

Realu skaitli attélo ar punktu uz koordinatu taisnes.

Kompleksos skaitlus geometriski var attélot ar plaknes punktiem, pie- i y
kartojot skaitlim a + bi Dekarta taisnlenka koordinatu sistéma punktu
(a; b). Tadéjadi abscisu ass kst par realo asi, bet ordinatu ass (iznemot

R 2
-
tot
,
il
ot

Kompleksos skaitlus z = a + bi var attélot ne tikai ar plaknes punk-
tiem, bet arT ar to radiusvektoriem - orientétiem nogriezniem, kuru sa-
kumpunkts ir punkts (0; 0), bet vektora galapunkts ir punkts ar koordi-
natam (a; b).

Kompleksa skaitla modulis ir attalums no koordinatu sakumpunkta lidz punktam, kas atbilst dotajam kompleksajam skait-

lim. Ja kompleksais skaitlis ir attélots ar tam atbilstoso radiusvektoru, tad ta garums bis 81 kompleksa skaitla modulis. Ja
z = a + bi un tam atbilstosais radiusvektors ir OM = (a; b), tad |OM | = Va? + b?. Par to var parliecinaties ari no kompleksa
skaitla attéla koordinatu plakné.

lldz koordinatu sistémas sakumpunktam 0 jeb hipoteniizas garums taisnlenka trij-
stlrf OMM,. Taisnlenka trijstara katesu garumi ir |a| un |b|, péc Pitagora teorémas

loM| = lal* + IbI* + Va* + b°.

gativs skaitlis. Tadéjadi visi tie kompleksie skaitli, kuriem ir vienadi moduli, atrodas
uz rinka lnijas, kuras centrs ir koordinatu sistémas sakumpunkta O, bet radiuss ir
vienads ar kompleksa skaitla moduli.

Kompleksa skaitla modulis [z = la + bil = v a® + b*, kur a = Re(2) un
b =Im(z). Kompleksa skaitla moduli apzimé ar realu skaitli r, | z| = r, kas ir nene-

Punkts M atbilst kompleksajam skaitlim a + bi, |a + bi| ir punkta M attalums ¥

M
{ b

]

[}

[}

]

]

]

]

]

]

[]

M} x

a o
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Kompleksie skaitli. Specializéta kursa programmas paraugs visparéjai vidéjai izglitibai

1. piemérs

Aprékini dota kompleksa skaitla z moduli | z|:

a) z=3-4i;

b) z=-1+ 3i;

c) z=-5;

d) z=-3i!
Risinajums

a) Re(3— 4i) =3, Im(3 — 4i) = —4, tadé| |z| = /32 + (-4)? = /25 = 5.
b) Re(—1 + 3i) = —1, Im(—1 + 3i) = 3, tadel | z| = /(-1)* + 3% = /10.
d) Re(—5) =5, Im(=5) = 0, tadél |z| = /(=5)% + 0 = /25 = 5.
d) Re(=3i) =0, Im(=3i) = —3, tadél |z| =/ 0%+ (-3)> =9 = 3.

2. piemérs

Kadu kompleksas plaknes punktu kopu nosaka nosacijumi:
a) |z-2+1i|=3;

-~ ",
b)|z-1-i|=|z+1+i|;
o lz+il=1,
d 1<|z+2|1<2? .
Risinajums
a) Doto nosacijumu parraksta |z - (2 - i) | = 3, to apmierina visi tie punkti, kas
atrodas 3 vientbu attaluma no punkta z; = 2 - i. So punktu kopa ir rinka ITnija
ar centru punkta z; = 2 - i un radiusu r = 3.
1+i
b) Doto nosacijumu parraksta |z — (1 +i)| =|z — (=1 — i) |, to apmierina
tie un tikai tie punkti, kas atrodas vienada attaluma no punktiem z; =1 + i
un z; = -1 - i. Tadu punktu kopa, kas atrodas vienada attaluma no > N
diviem dotajiem plaknes punktiem, ir Sos punktus savienojosa nogriezna
vidusperpendikula punktu kopa. Mekléta punktu kopa ir taisne, kuras
vienadojums ir y = -x.
-1-i
-~ v
0 x

c) Nosacijumu |z+i|=1 = |z - (-i)| = 1 apmierina tie un tikai tie
kompleksas plaknes punkti, kas atrodas vienas vienibas attaluma no
punkta z = —i. Tadi punkti atrodas uz rinka linijas, kuras radiuss ir viena
vieniba un kuras centrs atrodas punkta z = —i. e

© Valsts izglitibas satura centrs | ESF projekts Nr. 8.3.1.1/16/1/002 Kompetendu pieeja macibu saturd
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Kompleksie skaitli. Specializéta kursa programmas paraugs visparéjai vidéjai izglitibai

d) Nosaciumu1<|z+2|<2 = 1<|z-(-2)] < 2 apmierina tie un tikai tie
punkti, kas atrodas gredzena iekSpusé vai uz ta robezas. Gredzenu veido divas
koncentriskas rinka linijas, kuru centrs atrodas punkta z = -2, bet radiusi ir 1 un
2. Mekleéjama punktu kopa paradita zZiméjuma ar iesvitrojumu.

Darbibas ar kompleksajiem skaitliem algebriska forma

Kompleksajiem skaitliem definé tadas pasas aritmétiskas darbibas ka realo skait|lu kopa: saskaitisanu, atnemsanu, reizina-
$anu, dalisanu, kapinasanu, saknes atrasanu. Komplekso skaitlu kopa aritmétiskas darbibas tiek definétas t3, lai, tas izpildot
ar realiem skaitliem, iegltu tadus pasus rezultatus, kadus iegst, izpildot Sis darbibas saskana ar realo skaitlu darbibu izpildi-
Sanas likumiem.

Kompleksa skaitla algebriska forma a + bi.

Komplekso skaitlu saskaitiSana

Par divu komplekso skaitlu z; = a; + b1i un z, = a, + b,i summu sauc komplekso skaitli z = (a1 + a,) + (b + by)i.
Komplekso skaitlu saskaitisanai ir spéka sadas 1pasibas:
a) parvietojamibas (komutativa) ipasiba z; + z, =z, + zy;
b) savienojamibas (asociativa) ipasiba (z1 + z;) + z3 = z1 + (2, + z3).
Divu savstarpégji pretéju komplekso skaitlu summa ir vienada ar 0:
z+(—z2)=(@a+bi)+ (-a-bi)=(a—a)+ (b—b)i=0+0i.
Divu savstarpéji saistitu komplekso skaitlu summa ir reals skaitlis:
z+zZ=(a+bi)+ (a-bi))=(a+a)+ (b—b)i=2a+ 0i=2a.

Komplekso skaitlu summu geometriski var interpretét ka vektoru, kas iegits, saskaitot kompleksajiem skaitliem atbilsto-
Sos radiusvektorus.

y

Piemérs 21322
A ™ &
’ -
Attélo ar vektoriem komplekso skaitlu z; = 2 + 3iun z, = =3 + i summu! '/ . T Zi.
/
Risinajums ," \ /
. . . . / T/
Z1+2;=2+3i+(-3+)=2+(-3)+@B+1i=-1+4i ’,’ /

Skaitlim z; atbilst vektors (2; 3) , skaitlim z, atbilst vektors (-3; 1) , tadél skait- 2 )'\\Q/

lim z{ + z, atbilst vektors

(23)+(-31) =(-1;4).

w

Komplekso skaitlu atnemsana

Par divu komplekso skaitlu z; un z, starpibu sauc tadu komplekso skaitli z, kuru saskaitot ar z,, ieglst skaitli z;.
Lai no viena kompleksa skaitla atnemtu otru, ir jaatnem to realas dalas un imaginaro dalu koeficienti.

Komplekso skaitlu starpitbu geometriski var interpretét ka vektoru, kas vienads ar kompleksajiem skaitliem atbilstoSo
radiusvektoru starpibu.

12



Kompleksie skaitli. Specializéta kursa programmas paraugs visparéjai vidéjai izglitibai

Piemers

Attélo ar vektoriem komplekso skaitlu z; = 2 + 3i un z, = -3 + i starpibu!

Risinajums
z1-2;=24+3i-(-3+)=2-(-3)+(3-1)i=5+2i
W z1 atbilst vektors m skaitlim z; atbilst vektors
(-3; 1), atnemt vektoru nozimé - pieskaitit ta pretéjo, tadél
skaitlim z; - z, atbilstoSajam punktam var piekartot vektoru
23)-(-3 1) =(23) +3-D =5 2).

Komplekso skaitlu reizinGsana
Par divu komplekso skaitlu z; = a; + bi un z, = a, + b,i reizinajumu sauc komplekso skaitli
Z = (al a; - bl bz) + ((11 b2 + a, bl)l

Lai sareizinatu divus kompleksos skaitlus, tos sareizina ka divus binomus, un iegita izteiksme ir japarveido kompleksa
skaitla algebriskaja form3, ievérojot, ka i’ =-1.

Z1 2y = (ay + bii)(ay + byi) = aja, + a1byi + aybqi + b1b2i2 = (aja, - biby) + (a, b, + ayby)i.
Komplekso skaitl|u reizinasanai ir spéka sadas 1pasibas:

a) parvietojamibas (komutativa) ipasiba z; z, = z, zy;

b) savienojamibas (asociativa) ipasiba (z4 z;) z3 = z1 (2, 23);

c) sadalamibas (distributiva) pasiba (z + z,) z3 = 2123 + 2z, Z3.

Savstarpéji saistitu komplekso skaitlu reizinajums ir reals skaitlis un ir vienads ar realas dalas koeficienta kvadrata un
imaginaras dalas koeficienta kvadrata summu -
z-Z=(a+bi)-(a-bi)=d" —abi+abi—b’i’ =d’ +b".

So rezultatu var izmantot ka formulu (a + bi) - (a - bi) = a + b’

Saskaitisanas un reizinasanas darbibas komplekso skait|u kopa dod iespé&ju kompleksos skaitlus uzskatit par realo skaitlu
visparinajumu, bet realos skaitlus - par komplekso skaitlu specialo gadijumu.
Piemérs
Attélo ar vektoriem kompleksa skaitla z = 2 + 3i reizinajumu ar skaitli i un skaitli -i!

Risinajums

(2+3i)-i=2i+3i"=-3+2i

Skaitlim z = 2 + 3i atbilst vektors (2; 3). Pareizinot z ar i, ieglst ’ 243i

skaitli, kura atbilstosais radiusvektors ir (-3; 2). Ja Sos divus vekto- ’ /

(2+3i)i=-3+2i

rus sareizina skalari, iegist (2;3) - (-3;2) =2-(-3)+3-2=0. \ 2 /
Tas parada, ka tie ir divi savstarpéji perpendikulari vektori. Tadél var NG

L dd

jam skaitlim atbilsto$a punkta pagrieziens ap koordinatu sistémas

apgalvot, ka kompleksa skaitla reizinajums ar skaitli i ir kompleksa- \\/

sakumpunktu par 90°. 7 7 7 N

Savukart, reizinajums ar skaitli -i ir kompleksajam skaitlim atbilstosa

punkta pagrieziens ap koordinatu sistémas sakumpunktu par -90°, h (2+3§)(-)F 3 - 2i

k3 tas ir paradits attéla.
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Kompleksie skaitli. Specializéta kursa programmas paraugs visparéjai vidéjai izglitibai

Komplekso skaitlu kapinasana
Tapat ka realiem skaitliem, arT kompleksajiem skaitliem divu vai vairaku vienadu komplekso skait|u reizinaSanu sauc par
kapinasanu.

. . - e = . - - . . e e e . - - .o . - .2
Izpildot ar komplekso skaitlu kapinasanu saistitus parveidojumus, bieZi ir jaizmanto imaginaras vienibas i pakapes: i” = -1,
.3 2 . . . 4 3. PR .2 .5 4, . . .6 5. P .2
iF=ii=-1'i=-i, i =i i=-i-i=-i=-(-1)=1, i'=i -i=1-i=i, i =i i=i-i=i =-1utt.

Visparigaja gadijuma, jan € Nvai 0: i =1, i =i " =-1, " =-

Ta ka komplekso skaitlu reizinasanu praktiski izpilda péc divu binomu reizinasanas likuma, tad, kapinot komplekso skaitli,
var lietot salsinatas reizinasanas formulas:

(a + bi)’ = a” + 2abi + (bi)’ = (a’ - b*) + 2abi,
(a+bi)’ =d’ + 3d® (bi) + 3a(bi)’ + (b))’ = @’ + 3a°bi - 3ab’ - b’i = (a’ - 3ab”) + 3d’b - b°)i.

Lai ieglitu komplekso skaitlu augstakas pakapes, tiek izmantots Nitona binoma izvirzijums

(a+b)'=Cla"+Cla" b+ Cla""p’ + ..+ C " ab"" + C'D",

kura koeficientu aprékinasanai nosaka atbilsto$as kombinaciju vértibas, tas aprékinot vai nolasot no Paskala trijsttra.
1. piemeérs
Aprékini (1 — 20!

Risinajums

(1-20)"=1+5-(-20)"+10-(-20)° + 10+ (-20)> + 5+ (-20)" + (-20)° = 1 - 10i - 40 + 80i + 80 - 32i = 41 + 38i

2. piemérs
Aprékini (2 — 5i)"
Risinajums
Ja kapinatajs ir para skaitlis, tad ir izdevigi vispirms izkapinat kvadrata un tad atbilstosaja pakapég, kas bls dotais kapina-
tajs dalits ar 2.
(2 —50)*=((2 = 50)%)" = (4 — 20i - 25)* = (-21 - 20i)" = 441 + 840i - 400 = 41 + 840i

3. piemeérs

Dots kompleksais skaitlis z = 1 + i. Aprékini Zz; 23; s Z° un attélo punktus, kas atbilst iegltajiem kompleksajiem skaitliem.

Risinajums
z=1+i O
zZ = 21 | : 4
2 =-2+42i
7'=-4
5
zZ =-4-4i
6 .
z =-8i
7
z =8-8i
2 =16 ;
Atliekot ieglito komplekso skait|u
atbilstosos punktus un tos savienojot,

veidojas spirale. Saja pieméra
1z|=y12+ 12 = /2 >1, tapac
spirale veidojas arpus iezimétas rinka
linijas. Ja | z| = r < 1, tad spirale vei-
dosies iezimétas rinka linijas iekSpusé

un tieksies uz koordinatu sistémas
sakumpunktu.
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Kompleksie skaitli. Specializéta kursa programmas paraugs visparéjai vidéjai izglitibai

Komplekso skaitlu daliSana

Par divu komplekso skaitlu z; un z, # 0 dalijumu sauc tadu komplekso skaitli z, kuru reizinot ar z,, iegtst skaitli z;.

Dalot divus kompleksos skaitlus, dalas skaititajs un saucéjs ir jasareizina ar saucéja saistito skaitli un péc tam izteiksme
jauzraksta kompleksa skaitla algebriskaja forma a + bi.

Aplakosim kompleksos skaitlus z; = a; + bqi un z, = a, + b,i, to dalijums
ﬁ AR ZE — (al + bll) ((12 - bzl) — (a]_ a; + ble) (azbl - a; bz)l —
Zy  Zp°Z;  (ay+byi)(a, - byi) (a+b})

(ayby - a; by)i
(a2 +b2)

_ (aya, + biby)
= 2 n T
(a2 +byf)

a,a, + bib, ab; - a;b,
2 7 b= 2 2
a; + b, a; + by

Dalijums ir skaitlis a + bi, kur a =

Kompleksajam skaitlim z; = a; + bqi apgrieztais skaitlis ir tads skaitlis z, = a, + byi, ka (a; + bqi)(a; + byi) = 1.
Skaitli z, = a, + byi var iegut ka dalijumu a; + byi = 1: (a; + bqi), ja z; = aq + byi # 0 + 0i. Kompleksajam skaitlim
0 + 0i neeksisté apgrieztais skaitlis.

Komplekso skaitlu saknes atrasana

Kapinasanai apgriezta darbiba ir saknes atrasana.

Par kompleksa skaitla z; n-tas pakapes sakni sauc tadu komplekso skaitli z, kura n-ta pakape ir skaitlis z;, t.i., V21 = z,
. n
jaz =z

Piemeérs
Aprékini /5 -12i!
Risinajums

Kvadratsakne ir kompleksais skaitlis a + bi, kur a, b € R.
v 5-12i = a + bi, tad abas puses var kapinat kvadrata.

5-12i=(a+ bi)z, iegiist 5 - 12i = a” + 2abi + (bi)2 un 5-12i= (a2 - bz) + 2abi, no Sejienes saskana ar kom-
plekso skaitlu vienadibu to realajam dalam un imaginaro dalu koeficientiem ir jabat vienadiem.

[S:az—bz [5=az—bzz>{5=aZ—b2 — 5=~ (=5 )" un risina vienadoj
_ f— _i =a -\ — un risina vienadojumu.
-12 =2ab 6 =ab b= a a
5=da’- 3—62 ,a # 0,jo ab = -6, vienadojumu reizina ar a’ uniegist5a° =a*-36 = a'-5a°-36=0 = a° =9
a

vaia® = -4, negativa vértiba neder, jo a € R. Tatad a°=9una=3vaia=-3.Un aprékina atbilstosas b vértibas

a=3 a=-3
[b - vai {b —o un v5 - 12i = +(3 - 2i). Kvadratsaknei ir divas dazadas vértibas.
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Kompleksie skaitli. Specializéta kursa programmas paraugs visparéjai vidéjai izglitibai

Vingrinajumi |

. Ar kadam realam x un y veértibam dotie kompleksie skaitli ir vienadi?
a) 2x + (3y + 1)i = 8 + 10i b)5 - (4x + 2)i =1y + 14i
o (Bx+2)+ (2y-5)i=50-27i d@2x+3y-30)+ (x-6y)i=0

. Attélo doto komplekso skaitli z koordinatu plaknég, uzraksti saistito komplekso skaitli z un pretéjo komplekso
skaitli -z un attélo tos koordinatu plakné!

a) z;=5+3i b) zZ,=-2+4i ¢ zz=1-2i

d) z4,=5i e) zg=-i f) z¢g=3

. Aprékini dota kompleksa skaitla z moduli | z|!
a) z;,=8+6i b)22=\/§—2i c)z3=%+i

d)Z4=%+\/—2§i e)25=—1—\/§i f) zg=1+41i

. Izpildi darbibas!

a) (16 +250) + (<10 +3i) b)(-2+ i) -(3+ 7i)
o (-2 +2i) + (13 + 70) d G+ 11D+ (-1+4)-(12+8i) e (3a-7bi) + (2a + 3bi) - (a - bi)

. Aprékini komplekso skaitlu reizinajumu!
a) (5+0)(-2+3i) b) (3 + 4i)(6 - 5i) o (7-20)(3,5-10)
d) (0,5+D(1+20) e) (05+02)2+3i) f) (-m+2ni)(3n-5mi)

. Aprékini komplekso skaitlu dalijjumu!

2440 241 5 6+ 3i -5
A1y Yo 94w 9T O34

. Pieradi vienadibas!

yb-i _ 13+41i 240 1344
3340 T -25+ 250 3-i° 17-9i

. Atrisini doto vienadojumu komplekso skaitlu kopa!
a) (2-3i)z=-1-5i b) 3iz=18-6i

. lzpildi kapinasanu!

a) (-20)* b) (-50)° o (1-43D°
d) 3+ e) (‘/_2§+%i)3 f) (-\/7§+%i)3
. Aprékini!

a) /-4i b9  o-15+8i  d)/24-10i

. lzsaki hipotézi par i" vértibam, ja n ir negativs skaitlis! Aprékini i

n
. . . ko
. lzpéti un nosaki vértibas summai Zl ,jan€EN!
k=1
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Kompleksie skaitli. Specializéta kursa programmas paraugs visparéjai vidéjai izglitibai

Polinoma ar redliem koeficientiem saknes

Kvadratvienadojuma risinGsana

Aplikojot kvadratvienadojumu ar realiem koeficientiem ax’ + bx+c= 0, a # 0 tika pieradits apgalvojums: ja kvad-

. . _ - -b++D
ratvienadojuma diskriminants D = b’ - 4ac ir nenegativs, tad ST vienadojuma atrisindjumu nosaka formula x = bz—a\/—.

Ja diskriminants D < 0, tika apgalvots, ka kvadratvienadojumam atrisinajuma realos skaitlos nav. Ta ka ieprieks tika apltkoti
tikai reali skaitli, tad $ads apgalvojums bija korekts.

Lai noteiktu saknu formulu, izmanto binoma kvadrata atdalianas metodi un tad sadalisanu reizinatajos!

2 2
Qx+9>=a<x2+2-—bx+ bo_ b yc
a a

2a 4a2 4a® a
_ bY b ¢ b\ (b c))\_
o) -ar8)-a((e2) ()
2 ac

+
a
b\’ b’ —4ac)_ b\ _D\_
((x+2a> 2z )=\ ¥t 24 4a2 |~
X+ 5= b + @ X b D
2a  2a 2a 2a
Katru reizinataju pielidzinot 0, ieglist kvadratvienadojuma saknu formulas. Bet visi Sie parveidojumi ir spéka ari tad, ja a,
b, c ir kompleksie skaitli, bet saknes tiek meklétas komplekso skaitlu kopa. Tatad péc kvadratvienadojumu saknu formulas
var noteikt kvadratvienadojuma atrisinajumu ari taja gadijuma, kad vienadojuma koeficienti ir kompleksie skaitli. Ta ka kom-

plekso skaitlu kopa kvadratsaknes vilksanas darbiba ir izpildama jebkuram kompleksajam skaitlim, tad ierobeZojums D < 0 ir
lieks. Sim ierobeZojumam nav jégas komplekso skait|lu kop3, jo netiek definéti jedzieni “lielaks”, “mazaks”.

ax2+bx+c=a<x2+

Tadéjadi komplekso skaitlu kopa vienadojumam az’ +bz+c=0, a#0, a,b,cE€E Cvienmér eksisté atrisinajums.

JaD=b"-4ac= 0, tad vienadojumam ir viens atrisinajums; ja D # 0 - vienadojumam ir divi atrisinajumi. Visos gadiju-
mos kvadratvienadojuma sakném ir spéka formula

_-btyD
A

kompleksiem koeficientiem ir spéka arf Vjeta teoréma par sakném: vienadojumam az’ +bz+c=0, a+0 izpildas

, kur ar 4/ D saprotam visas iesp&jamas kvadratsaknes vértibas (vienu vai divas). Kvadratvienadojumam ar

7 +z;=-2
1 2 a

C .
Z1ZHy) = —
142 a

1. piemeérs
Atrisini vienadojumu Z+3z+43=0!
Risinajums
Péc kvadratvienadojuma saknu formulas aprékina z = =3+ 9 12 _3 + \/_ . levérojot, ka \/_ = \/5 +l\/—

ieglst z; = —% + \/251 Z1= % \/2_1 Var ievérot, ka dotajam kvadratwenadOJumam ar realiem koeficientiem saknes

ir savstarpéji saistiti kompleksie skaitli.
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2. piemérs
Atrisini vienadojumu z —-2+)z-1+7i=0!

Risinajums

24i+VJRT O +4(1-70) 2+i+7-240
2 = 2 :

Péc kvadratvienadojuma saknu aprékinasanas formulasiegtist, ka z=

Lai noteiktu visas v/ 7 — 241 vértibas, risina vienadojumu+/7 - 24i =x +iy; x,y € R.
2 2
x -y =7

Tad 7 - 24i = x2 + 2xyi - yz, t. i., realiem skaitliem x un y apmierina vienadojumu sistému xy=-12 kurai ir divi
x=4 [x =-4

reali atrisinajumi [y =3 |y=3

Tatad /7 - 24 = £(4-3i) unz = 2T LEE=SL gy, JEHISAEIL_ 4y

Polinoma ar realiem koeficientiem saknes

Risinot kvadratvienadojumus ar realiem koeficientiem, var ievérot, ka saknes ir savstarpéji saistiti kompleksie skaitli.

4+ ()" -4-40 44+-144 4112
5 = =

un tas ir savstarpéji saistiti kompleksie skaitli. Kvadrattrinomu Z* — 4z + 40 var sadalit reizinatajos (z — (2 + 61))(z —(2 — 61)).

Pieméram, kvadratvienadojumam Z° — 4z + 40 = 0 saknes ir z =

Ir patiesa teoréma: Ja z ir polinoma ar realiem koeficientiem sakne, tad ari z (kompleksas saknes saistitais) ir $1 polinoma
sakne.

So teorému pierada, izmantojot saistita kompleksa skaitla Tpasibas, kuras Seit tiks uzskaititas bez pieradijuma, un tas var
pieradit patstavigi.

Saistita kompleksa skaitla 1pasibas.
1.z=2zjazeR

2.(z122) =21+ 2,
3.(z1°22) =212,

4.(z") = (2)",n€N (pierada ar MIP)

Teoréma: Ja kompleksais skaitlis z; ir polinoma P(z) ar realiem koeficientiem sakne, tad ar 7 (kompleksas
saknes saistitais) ir ST polinoma sakne.
Pieradijums
Pieradijums bus tresas pakapes polinomam P(z) = az’ + bz + cz + d, kura, b, c, d € R, bet lidziga veid3 pie-
radijumu var veikt ar vispariga veida n-tas pakapes polinomam.

Ja zq ir polinoma sakne, tad P(z;) = azl3 + b212 + ¢z, + d = 0. Ja kompleksie skaitli ir vienadi, tad to kompleksi

saistitie arf bus vienadi jeb az,’ + bz,* + ¢z, + d = 0.

P&c 2. un 1.Tpasibas: (az;’) + (bz,*) + (czy) + d =0.Péc 3. un 1.Tpasibas: a(z®) +b(z*) + czi+d=0,

un péc 4. ipasibas: a(;l)3 + b(;l)z + CZ +d=0= P(Z) =0un ;1 ir T polinoma sakne.
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Var ievérot, ka, ja kvadrattrinoma saknes ir savstarpéji saistiti kompleksie skaitli, tad atbilstosais kvadrattrinoms bas ar
realiem koeficientiem. Tas ir skaidrojams ar to, ka Sis savstarpgji saistitas saknes summa un reizinajuma dod realus skaitlus un
péc Vjeta teorémas var uzrakstit kvadrattrinomu ar realiem koeficientiem. Sis kvadrattrinoms bis viens no polinoma reizina-
tajiem, ja dotie savstarpéji saistitie kompleksie skaitli ir polinoma saknes.

1. piemeérs
Skaitlis 1 + 2i ir polinoma P(z) = Z° —52° + 11z —15 viena no sakném. Nosaki atlikugas polinoma saknes!
Risinajums
Ta ka polinoma koeficienti ir reali skaitli, tad, - ja polinoma sakne ir skaitlis 1 + 2i, tad sakne ir ari ta saistitais skaitlis
1 - 2i. Ar $im divam sakném var atrast vienu polinoma reizinataju kvadrattrinomu:
Z1+2z,=1+2i+1-2i=2
z1Z;=(1+20)(1-2i)=14+4=5

, tapéc viens reizinatajs ir Z° - 2z + 5. Tad var izdalft doto polinomu ar ieglto

kvadrattrinomu un iegdt atlikuso reizinataju, jo dotais ir tre$as pakapes polinoms.
(z-52 +11z-15): (z° -2z +5) =z- 3
—(23 -27 + 52)
-32° 4 62-15
~(-3z" + 6z - 15)

0
Polinomu var uzrakstit z° — 52° +11z —15 = (Z2 — 2z +5)(z —3) = 0 un iegit atlikuso sakniz-3=0 = z=3.
Atbilde

Divas citas polinoma saknes ir 1 4+ 2i un 3.

2. piemérs
Uzraksti viszemakas pakapes polinomu ar veseliem koeficientiem, ja ta saknes ir -2; - 2; 1 + ﬁ!
Risinajums
Lai polinoms biitu ar veseliem (realiem) koeficientiem, ta vienai saknei ir jabt dotas kompleksas saknes saistitajai 1 - \/5

Lidz ar to viszemaka polinoma pakape ir ceturt3, jo ir Cetras saknes.
Z1+2z;=1+./3i+1-/3i=2
212, = (1+/3)(1-/3)=1+3=4
Polinoms

P@)=(Z-22+8)(z+2)(z+2)=(Z-22+4)(Z +4z+4) =

. . i . 2
, un viens polinoma reizinatajs ir z° - 2z + 4.

=2 V47 + 47 -2 -84 -8z+ 47 +162+16=2"+27" +8z+ 16
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VingrinGjumi I

1. Atrisini kvadratvienadojumu un attélo ta saknes koordinatu plakné!
a2 +2z+2=0 b) 2 - 6z+18=0
0z -2z+5=0 d) 27" + 14z + 65 =0

2. Atrisini kvadratvienadojumu un parbaudi atrisinajumu, izmantojot Vjeta teorému!
a) 2 -8z+25=0 b) 2 +10z+29=0 0z -12z+37=0

3. Sadali reizinatajos!
2 2 2 4 2 2
a)z +9 b) x"+y om+n d z -4z+2

4. Uzraksti viszemakas pakapes vienadojumu ar realiem koeficientiem, ja ta saknes ir 2 un i!

5. Uzraksti polinomu ar koeficientiem, veseliem skaitliem un zemako iesp&jamo pakapi, ja ta saknes ir -2; -3;

14431

6. Zinams, ka z= 5 + 2i ir polinoma f(z) = 7’ =77 — z + 87 sakne. Atrodi citas saknes!

Kompleksie skaitli trigonometriska forma

Kompleksa skaitla pieraksts, lietojot trigonometriskas funkcijas

Kompleksa skaitla z = a + bi (z # 0) pierakstu forma -
z = r(cos@ + i sing) sauc par kompleksa skaitla trigonometrisko formu.

Aplukosim komplekso skaitli z = a + bi, kuru koordinatu plakné attélo ar
punktu K (a; b) jeb ar vektoru OK. Kompleks3 skaitla modulis | z| ir 7. Geomet-

riski = v/ a® + b* ir vektora OK garums. Lenki ¢ sauc par kompleksa skaitla
argumentu. Geometriski tas izsaka lenki, kuru vektors OK veido ar Ox ass poziti-

7
o

vo virzienu. Lai kompleksa skaitla z arguments batu definéts viennozimigi, jabat
spéka nosacijumam 0 < @ < 2m. Lenki ¢ $adas robezas sauc par kompleksa
skaitla argumenta galveno vértibu un apzimé ¢ = arg z. Visas paréjas argumenta
vértibas apzimé $adi: Arg z = arg z + 2nin; (n € Z). Kompleksa skaitla argumen-

-

[ Y P EpR IR
S

ta galvena veértiba tiek definéta ari intervala (-m; m],, t. i., -m < arg z < T, bet

saknes aprékinasanai ir értak, ja0 < arg z < 2m.
Jaz =0, tad modulis r =|z| = 0, bet arguments nav definéts.

No trigonometrisko funkciju definicijam izriet, ka a = r cos@ un b = r sin¢. levietojot $is a un b izteiksmes kompleksa
skaitla izteiksmé z = a + bi, ieglistam, ka z =r cos@ + (rsin@)i jeb z=r (cos@ + i sinp).

Lai algebriska forma a + bi dotu komplekso skaitli, parveidotu trigonometriska forma r (cos¢ + i sing), jaatrod
1) kompleksa skaitla modulis péc formulas r = 4/ a® + b? ,
2) kompleksa skaitla argumenta galvena vértiba, izmantojot sakaribas a = r cos@, b = r sing, no kurienes tgp = g

jeb @ = arctg g, ja a # 0 un lenkis ¢ ir Saurs. Parasti vektora OK un Ox ass veidoto lenki ¢ un kompleksa skaitla

argumentu nosaka, izmantojot zimé&jumu.
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Apkopojot informaciju par argumenta vértibam, ieglistam:
b .

arctga, jaa>0,b>0;

2 jaa=0,b>0;
_ b .

argz= arctga +m, jaa<o;

=, jaa=0,b<0;

arctgg + 21, jaa>0,b <0.

Ja z = cos@ + ising = cis, tad tam pretéjo var izteikt ka —z = cis (Tt + @), bet
saistito z = cis(2m — ), dazkart ir érti izmantot argumentu - @, tatad z = cis (21 — @)
= cis (—).

(Seit un turpmak Tsakam izteiksmes cos@ + I sing pierakstam lietots apzimé&jums -Z
Cis@. Sadu apziméjumu izmanto arf citu valstu macibu literatara.)

1. Piemeérs

Parveidot trigonometriska forma komplekso skaitli z= —1 — i!

Risinajums

0K|=r=(1)*+ (-1)* = /2. 4

Ta ka punkts K(-1; -1) atrodas Ill kvadranta, tad vispirms tiek noteikts Sau-
rais lenkis ZAOK no taisnlenka trijstira AOK, kur taisnais lenkis ir #0AK.

AAOK:arctg%:% un (p=n+%:5—jf_
Vai ari, izmantojot arg z formulas, a = -1 < 0, tadél

cp=argz=arctg%+n=% -I-T[=§TT[ un tadéjadi

K(-1;-1
z=-1-i= \/E <cos (S—Zf) + isin(%)). ( !

2. piemérs
Kadu kompleksas plaknes punktu kopu nosaka nosacijums arg z = 5—2?
Risinajums
Ja ir zinams tikai arguments, tad visi punkti, kas atbilst dotajam nosacijumam, at-
5t

radisies uz stara, kas veidos lenki Z = 225° ar 0x ass pozitivo virzienu, stara sa-

kumpunkts ir koordinatu sistémas sakumpunkta, bet Sis punkts nebds atrisinajuma
punktu kop3, jo kompleksajam skaitlim z = 0 arguments nav definéts.

(o) 3
L4
zZ
-
a :
X
L4
5T
s
P
i
/
{ X
- »
»
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Trigonometriska forma dotu komplekso skaitlu reizindSana

Pienemsim, ka kompleksie skaitli z; = a; + bqi un z, = a, + b,i ir izteikti trigonometriska forma:
z1 =r(cos@q + ising4) un z, =ry(cos, + i sing,).

Reizinajuma z, z, izteiksmi algebriska forma iegist, ja a; + b1i un a, + b,i reizina ka divus realu skaitlu binomus, ievée-
rojot, ka iz = —1, t. i., Z1Z) = (al + bli)(az + bzl) = (611 a; - ble) + (albz + azbl)i.

Analogi var reizinat ari trigonometriska forma dotus kompleksos skaitlus, turklat iegtito izteiksmi iesp&jams vienkarsot,
izmantojot lenku summas sinusa un kosinusa formulas:
Z12Zy =ri(cos@q + i sin@y) - ry(cos@, + i sing,) =

=ri 15 (cos@q cos@, + i singq cos@, + i cos@, sing, + i sing sing,) =

= r1 1, ((cos@q cos@, - sin@, sing,) + i(sing4 cos@, + cose sing,)) =

=r1r2(cos(@1 + @;) + isin(@; + ¢2)).

Tatad ri(cos@q + ising,) - ry(cos@, + i sing,) = ryr; (cos(@q + @;) + i sin(@1 + @3)),

trigonometriska forma dotu komplekso skaitlu reizinajuma modaulis ir vienads ar So skaitlu modulu reizinajumu, bet argu-
mentu atrod, saskaitot doto skaitlu argumentus, t.i.,

|21 zz| = |zl| . |zz| un arg(z; z,) = arg(z,) + arg(z,) + 2mk, kur k vieta janem tads vesels skaitlis, lai izpilditos nosa-
cijums 0 < arg(z; z,) < 2.

Piemérs
Sareizini kompleksos skaitlus z; = 2(cos 240° + i sin 240°) un z, = 4(cos 150° + i sin 150°)!
Risinajums
So skaitlu modulu reizinajums ir ryr; = 2 -4 = 8. Argumentu summa @, + @, = 240° +150° = 390°. Tadu reizinaju-
ma z; Z, argumentam jabat robezas 0° < arg(z; z;) < 360°, tapéc reizindjuma arguments ir 240° + 150° + 360° - k,
kur k=-1 un 240° + 150° - 360° = 30°. Tatad z; z, = 2(cos 240° + i sin 240°) - 4(cos 150° + i sin 150°) =
= 8(cos 30° + i sin 30°), ko, zinot trigonometrisko funkciju vértibas, var uzrakstit ari algebriska forma:

3
217, = 8(cos 30° + i sin 30°) = 8 (\/—2_+l%> =43 + 4i.

Trigonometriska forma dotu komplekso skaitlu dalisana

Pienemsim, ka kompleksie skaitli z; = a; + byi un z, = a, + b,i izteikti trigonometriska forma:
z1 =rq(cos@q + ising4) un z, =ry(cos@; + i sing,).

z
Trigonometriska forma dotu komplekso skaitlu dalijuma 71 formulu iegust lidzigi ka kompleksajiem skaitliem algebriska
2

forma, turklat iegito izteiksmi iesp&jams vienkarsot, izmantojot lenku starpibas sinusa un kosinusa formulas:

2y _ri(cos@q + isingg) _ ri(cos@q + isingy) ry(cos@, - isingy) _
Z, ry(cosg,+ising,) r,(cose, +ising,) r,(cose, - ising,)

_ Iy COSQ; COSQ, + ising; cos@, — i cos@; Sing; - i%sing; sing@, _

ry? cos2 @, + sinZ ¢,

_ 11 (cos@q cos@, + sing; sing,) + i (sing, cos@, - cos@, sing,) _
"
"

=+ (cos(@1 - @2) + isin(@; - @3)).

ri(cos@; + isingy) _rq | _ . _ . - - . -
Tatad r,(cosg, + ising) _ r, (cos(@q - @y) + isin(@q - @;)), trigonometriska forma dotu komplekso skaitlu dali

juma modulis ir vienads ar $o modulu dalijumu, bet argumentu atrod, atnemot doto skait|u argumentus, t.i.,
Zy |z

z
2| = [P} un arg(?l) = arg z, - arg z, + 2wk, kur k vieta janem tads vesels skaitlis, lai izpilditos nosacijums
2 z, 2

0< arg(z?lz) < 2T
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Ja z=r(cos@ + ising) (z # 0), tad tam apgriezto% var iegtt, uzrakstot 1 = cos0 + i sin0 un abus kompleksos skait-

1 cos0 + i sin0

lus izdalot: > = cosg ¥ (sing = cos(0 - @) + i sin(0 - ¢) = cos(-¢) + i sin(-¢) jeb cos(2m - @) + sin(2m - @).

Piemeérs
Izdali kompleksos skaitlus z; = 6(cos45° + i sin45°) un z, = 2(cos120° + i sin120°)!
Risinajums
, 2
[0°; 360°) . Tapéc dalijuma arguments 45° —120° + 360° - k, kur k=1, ir 45° —120° + 360° = 285°. Tatad

z1 _ 6(cos45° +isin45°)
z, 2(cos120° 4+ isin120°)

So skaitlu modulu dalijums ir % _6_ 3. Argumentu starpibair @1 - @, =45°-120° = -75°, un ta neatrodas intervala

= 3(co0s285° + i sin285°).

Vingrinajumi lll

1. Nosaki komplekso skaitlu z; un z; reizinajumu z; z,!
a) zy=23(cos20° +isin20°), z, = 4(cos155° + i sin155°)
b)  z;=5(cos50° + isin50°), z, = 2(cos170° + i sin170°)
c) zy=2(cos150°+isin150°), z; = 3(cos140° + i sin140°)

d 2z = 4(COS % + isin %), Zy = Z(COSS%T +1i sins?n)

2. Nosaki komplekso skaitlu z; un z, daljjumu ?!
a)  z;=12(cos55° +isin55°), z, = 3(c%)s35° + i sin35°)
b)  z;=4(cos170° + isin170°), z, = 2(cos200° + i sin200°)
¢ 21 =10(cos250° + i sin250°), z, = 5(cos80° + i sin80°)

d 2z = 3(COS% +isin %), Z;= 3(c052§ +i sinz?n)

3. Izpildi darbibas un ieglto rezultatu parveido kompleksa skaitla algebriskaja forma!
a)  2(cos20°+ isin20°) - 6(cos40° + i sin40°)
b)  3(cos15°+isin15°) - 5(cos165° + isin165°)
c)  4(cos290° + isin290°) - (cos25° + i sin25°)

d) 5(0052%T + isinz%[) . 4(c0511—6n +1i sin11—6n)

e) 4(cos75°+isin75°) :2(cos30° + i sin30°)

f)  6(cos120°+ isin120°): 3(cos30° + i sin30°)
g)  2(cos180°+ isin180°): (cos150° + isin150°)

h)  8(cos315° + isin315°) : 2(cos90° + i sin90°)
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Trigonometriska forma dotu komplekso skaitlu kdpindsana

Kompleksa skaitla z pakapi Z" arnaturalu kapinataju definé ka n vienadu komplekso skait|u reizindjumu: '=z272" .2
~— ———
n reizes
Pakapi z" var viegli aprékinat, izmantojot trigonometriska forma dotu komplekso skaitlu reizinasanas likumu. Ja
z =r(cos@ + sing), tad Z=zz= r(cos@ + i sing) - r(cose + i sing) = rZ(COSZ(p + isin2¢) un
=7 z= FZ(COSZ([) + isin2¢) - r(cose + i sing) = r3(cos3(p + i sin3¢).
Analogi z" = r'(cos4@ + i sin4@) un,ja z = r(cosg + i sing), tad z" = r"(cosn + i sinng), kur n € N. So vienadibu
sauc par Muavra (Abrahams de Muavrs (1667-1754), fran¢u izcelsmes anglu matematikis) formulu.
To pierada ar MIP.
Muavra teoréma: Ja z = r(cos + i sing), tad z" = r"(cosne + i sinng), kur n € N.
Pieradijums
Jan=1tadz' = rl(cos(l @) +isin (1-¢@)) =r(cos @ + ising), kas ir patiess péc dota.
Pienem, ka vienadiba ir patiesa,ja n=k, k€N 2= rk(coskq) + i sink).

+1_ k+1

Apliko gadijumu, kad n =k + 1, un parbauda vienadibas z g r “(cos(k + 1) + isin(k + 1)) patiesumu.

No pienémuma, ka vienadiba ir patiesa n = k, iegast
2t == rk(cosk(p + i sink®) - r(cose + i sing) =
=r" r((cosk cos@ - sink@ sing) + i(sinke cosp + cosk® sing)) =
=7 1(cos(kgo + @) + isin(ke + @)) =
= rkH(cos(k + 1)@ + isin(k + 1) @).
Izmantojot lenku summas sinusa un kosinusa formulas, ieglistam patiesu vienadibu.

Ta ka izpildas MIP baze un induktiva pareja, vienadiba ir patiesa visiem naturaliem n.

Lidz ar to ieglistam $adu likumu:

Trigonometriska forma dota kompleksa skaitla pakapes modulis ir vienads ar skaitla modula pakapi, bet argumentu atrod,
dota skaitla argumentu reizinot ar kapinataju, t. i.,

|Zn| = |z|n un arg(z") = n - arg(z) + 21k, jo sinusa un kosinusa funkcijas periods ir 21, kur k ir kads vesels skaitlis, lai
batu spéka nosacijums 0 < arg(zn) < 2m.

Muavra teoréma tika pieradita naturalam kapindatajam, bet st formula ir patiesa ari jebkuram veselam kapinatajam.

1. piemérs

Aprékini z°, ja z = 2(cos120° + i sin120°)!
Risinajums
Dota kompleksa skaitla modula pakape ir r=2°=32 Argumenta reizinajums ar kapinataju 120° - 5 = 600° ir lenkis,
kas neatrodas intervala [0°; 360°).

5-120° + 360° - k,jak =—1, ir 5 - 120° 4+ 360° - (-1) = 600° - 360° = 240° un z° = 32(cos240° + i sin240°)

2. piemérs
2 2
Aprékini 2’ ja z = 4((:05 —;T + isin %T)'
Risinajums

2= (4(c052%[ +i sinZ%T) )3 = 43(cos(2%T : 3) + isin(z%T : 3)) =64 (cos 2m + i sin2m) = 64 (cos 0 + i sin0) = 64
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3. piemérs
Aprékini Z6, jaz=1+1
Risinajums
Z=1+0)’= <ﬁ<cos %4— i sin%>>6 = (ﬁ)é(cos (

3, . . 3m , .
=8<cos 7+l51n7)=8(0—l)=—8l

NE!
INE

-6>+L'sin(

So rezultatu varéja iegit, arf izmantojot Natona binoma izvirzijumu

(a+b)" =Coa"+C a" b+ Cla"? b + ..+ C rab" + CD":

.6))=

(1+D)° =14 6i + 15{° +20i° + 15i* + 6i° + i* =1 + 6i — 15 — 20i + 15 + 6i — 1 = —8i.

Jo lielaka pakape, jo vairak aprékinu javeic, izmantojot NGtona binoma izvirzijumu, un tapéc ir értak kapinat kompleksos
skaitlus, kas izteikti trigonometriska forma.

Trigonometriska forma dotu komplekso skaitlu saknes aprékinasana

Kompleksa skaitla kapinasanai apgriezta darbiba ir saknes aprékinasana no kompleksa skaitla.

Par n-tas pakapes sakni no kompleksa skaitla z sauc tadu komplekso skaitli w, kura n-ta pakape ir vienada ar z, t. i.,
n\/;= w, ja W' =2z

Parasti sakni aprékina, ja kompleksais skaitlis ir dots trigonometriska forma. Pienemsim, ka z = r(cos¢ + i sing) un
w = p(cosa + i sina). Lai atrastu kompleksa skaitla w moduli p un argumentu o, izmantojam vienadibu w" = z jeb
(p(cosa + i sina))" = r(cose + i sing).

Tad saskana ar trigonometriska forma dota kompleksa skaitla kapinasanas likumu pn(cos na + i sin na) =
=r(cos@ + i sinp).
Kompleksie skaitli ir vienadi tad un tikai tad, ja ir vienadas to realas dalas un imaginaro dalu koeficienti (viens punkts ko-

n
p €OS N =T COSP

ordinatu plakné), tapéc { n . . .
p sinna =r sing

Ta ka vienadu komplekso skaitlu moduli ir vienadi, tad no §im vienadibam izriet, ka p" = r un na = @ +2mk, k € Z, jeb
2k
p= n\/7 una = % + - Ja pédéja vienadib3 k vieta ievieto skaitlus 0; 1; 2; 3 ...; n - 1, tad aprékinatas o vértibas atbilst
dazadiem radiusvektoriem trigonometriskaja rinki, un tatad tas nosaka dazadus kompleksos skaitlus.

Tadéjadi ieglst sadu trigonometriska forma dota kompleksa skaitla saknes aprékinasanas formulu
. +2 +2
'i/r(cosq) +ising) = %(cos L n mk + i sin P nT[k > kurk=0;1;2;3..,n-1.

Tatad n-tas pakapes saknei no kompleksa skaitla z ir n dazadas vértibas wg; wq; wy; ...; W,_1. Ja 3os kompleksos skaitlus

attélo ar punktiem koordinatu plakné un katrus divus tuvakos punktus savieno ar nogriezni, tad iegtst regularu n-stari, kas
ievilkts rinka Imija, kuras radiuss irn\/? (n>2).

1. piemérs
Aprékini 3\/ 1+ \/Ei!
Risinajums
Vispirms parveido komplekso skaitli 1 + \/gi trigonometriska forma. \/_
3

_ . _ . . _ /.2 2 ™
Ta ka punkts koordinatu plakné atrodas pirmaja kvadrant3, tad r=Vv1° + (\/5 =2 un @ = arctg 1 =3 ka ari
1 +\/§L' =2(cos1§T+isin1§T) =2cis1§1.
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Izmantojot formulu kompleksa skaitla trigonometriskaja forma saknes noteik$anai, ieglist

i1
T 3 2
y 1+ \/Ei = 2cisg = 3\/Ecis w =3 2cis(g + ?T[ . k), kur k = 0; 1; 2. levietojot 3aja izteiksmé k vietd nora-
ditos skaitlus, atrod tris kompleksa skaitla 1 + \/gi kubsaknes vértibas:
jak=0,tad wg = 3\/Ecis T_ 3\/Ec1520°;

jak=1,tad w; = \/—as(n n) = 3\/Ecis%-[ = 3\/Ecisl40°; !
1

jak=2,tad w, = \/_c1s< ) = 3\/Ecis 3—; = 3\/Eci3260°. w

Savukart, jak = 3, tad w3 = \/Eas(n 6“) 3\/—c1s< + 21‘[) =

i
= 3x/5cis§ = 3\/Ec1520° = Wy un punkti sakrit, tas art parada, ka kubsaknei no

kompleksa skaitla ir tikai tris atskirigas vértibas.

Kompleksajiem skaitliem wg; w1; w, atbilstosie punkti koordinatu plakné

atrodas regulara trijstira virsotnés, kurs ievilkts rinka lnija, kura radiuss ir 3\/5.

21
Komplekso skaitlu argumentu vértibas mainas par 3= 120°.

2. piemérs

Aprékini 4/-16!
Risinajums
Realo skaitli 16 uzraksta trigonometriska forma: —16 = 16(cosm + i sinm) = 16cism.
Izmantojot formulu kompleksa skaitla trigonometriskaja forma saknes noteik$anai, ieglist

/216 = 4/16cism = 4/16 c1s(“+2“k>_2c15<4 u k) kurk = 0: 1; 2; 3.

levietojot $aja izteiksmé k vieta noraditos skaitlus, atrod Cetras %/-16 vértibas:
jak=0,tad wg = 2cis%jeb algebriska forma 2<cos1zT +1i sin%) (\/2_ +1i \/2—) \/E +i \/E;
31 31 3
jak=1,tad w; = 2cis (% + ;) 2cis — 2 jeb algebriska forma 2<cos 7 + isin I) =2 —7 £ = —\/— 2+ 1\/—

it 2%[) 2c1554 jeb algebriska forma Z(COSS4 + 151n5:> = 2(_\/2— _ l_) _ _\/_ iy \/—

jak=2,tad w, = 2015(

N

4

71 71 7
ja k=3, tad w; = 2cis (% + 3;) 2cis —— 2 jeb algebriska forma 2(cos 2 + isin Z) (\/— - l£> \/E -1 \/5

Siem kompleksajiem skaitliem atbilstosie punkti koordinatu plakné atrodas regulara cetrstira virsotnés, kurs ievilkts rinkt

i1
ar radiusu r = 2. Komplekso skaitlu argumentu vértibas mainas par 7= 90°.

x
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Vingrinajumi IV

1. Aprékini trigonometriska forma doto komplekso skaitlu pakapes!
a) (2(cos60° + i sin60°))° b) (cos20° + i sin20°)*°
) (3(cos150° +isin150°))° d) (2(cos315° + i sin315°))°

2. Parveido trigonometriska forma dotos kompleksos skaitlus un aprékini pakapi, lietojot Muavra formulu!

a) (3 +30)° b) (/3 + D)

1 3.\ 3 1)°
o <§-7> ‘”(7-2)
3
< -‘/——> f) (-1 ++/30)°
3. Atrodi un attélo geometriski doto komplekso skaitlu saknes!

a) 3/27(cos45° + i sin45°) b) &/ 64(cos180° + i sin180°)
) ”‘\/c05100° + isin100° d) 5\/32(C0$150° + isin150°)

4. Parveido trigonometriska forma kompleksos skaitlus un atrodi saknes!

a) 3\/—8+8i b) 4‘/1+\/§i 19) ﬁ—%l
d) &/64i e 3/-i f) 4fi

5. Parveido trigonometriska forma kompleksos skaitlus, atrodi saknes un attélo tas geometriski!
) 38 b 4/-T 94/1
d) &/-64 e) 3/-8 f)4/16

6. Nosaki mazako naturalo n vértibu, kurai (1 - i)" ir
a) reals skaitlis,
b) imaginars skaitlis!

Eilera formula un kompleksa skaitla eksponentforma

Kompleksos skaitlus var pierakstit ar eksponenti, izmantojot Eilera formulu:
e = cosg + i sing.

Stir definicija, bet var rasties jautajumi, kapéc &1 vienadiba ir patiesa. Var paradit, ka izteiksmes abas puses ir vienadas ar
funkciju izvirzijumiem pakapju rindas (péc Maklorena formulas):

x3 L o N
——+———+ = - e
sinx = x 5171 ,;( D" @nryp
2 4 X ) n x2n
cosx=1-— 2'+E et =n;)(—1) onv
2 3 4 ooxn
=14 Xt b gt =r;m'
) 3 N N N ) YA
Apskatot e =1+ix 571 %l + £%1 + %)- + ﬁ%} + ﬁ%} + ... un parkartojot saskaitamos, iegist
ix AR AR A x° i 1t i -1, —ix
e =1+lx+7+3— 4—+—!+—!+T _1+lx+T+3_+T+§+T+T+"'=
< x % L X X
=1—2— et L<x—§+§—ﬁ+ >=cosx+lsmx
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Tadéjadi katru komplekso skaitli z # 0 var uzrakstit eksponentforma z = a + bi = r(cos¢ + i sing) = r cisp = re®, kur
r ir kompleksa skaitla modulis, bet ¢ ir viena (jebkura) no argumenta vértibam. Seit visas argumenta vértibas tiks uzraksti-
tas ta, lai tas apmierina nosacijumu 0 < arg z < 2, bet reizém izteiksmju vienkarSosanai ir izdevigi izmantot ari negativos
argumentus.

Eilers aprékinaja, ka e™ = cism = cosT + i sint =—1 + 0 - i, un tiek ieglta formula, kas apvieno pieraksta piecas
matematiskas konstantes (0 - saskaitiSanas pamatkonstante, 1 - reizindsanas pamatkonstante, e - matematiskas analizes
pamatkonstante, T - geometrijas pamatkonstante, i - komplekso skaitlu pamatkonstante):

" +1=0.

Kompleksa skaitla pieraksts eksponentforma ir kompaktaks par pierakstu trigonometriskaja forma, tapéc éertak veikt
reizinasanu, dalisanu, kapinasanu un noteikt sakni:

i i i +
1) 212y = r€ - r,e' %2 = ryr, 197

i
zy _ e 1 [SRICIRY)
2) =—e ;

21 o =
z, 1%z r,

3) (re)" = r"e™;

(+2nk)
4) w,="re®=1/r e ,k=0,1,..,n—1.

1. piemérs
1
Komplekso skaitli z = ‘/—85 -8 i uzraksti eksponentforma!
Risinajums
2 1)\?2 , 1 1
Aprékina skaitla moduli |Z| = (\/—8§> + (— 8 644 % arguments, jaa = \/—85 >0unb= -8 <0,ir
1 1 11
(p—argz—arctg( 8" £) +2Tr—arctg<—T) +2Tt=arctg(—\/—3§) +21I=—1gT +2T[=TT[.
3
J3 1.1 1im 1 i
Tétadz=?—§l=1CIST=Z e
2. piemérs (—\/5 + i) (cos I _isin l)
. - - 12 12
Uzraksti eksponentforma komplekso skaitli z = 1-i !
Risinajums
Vispirms eksponentforma uzraksta katru no skaitliem —\/E + i, cos 1112 isin 75 12, -

5T
_\/_+l— (COS g+151n52)=2917

coslﬁ—2 - isinlﬂ—2 = cos( 12 ) + zsm( 1z ) = cos(—ln—2 + 211) + isin(—ln—2 + 211) =

— cos(Z0) 4 1sin(B) = T2

1-i= \/E(COS (—% + 21‘[) +i sin(—%T + 21'[)) = \/Ecis% = ZeiZTT[

Tagad var izpildit darbibas
.5m .23m

V3 +i I o isin% . 1z
Z:( \/_ l)(COS 12 isin 12):26 6.p 12 :ﬁel(56n+%_%ﬂ) =\/Ee"“.

1-1i 7T

Vae
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3. piemérs
Uzraksti eksponentforma komplekso skaitli z = (-1 + i)s!
Risinajums

Uzraksta eksponentforma pakapes bazi un kapina piektaja pakapé:
71 71'[
2m+ o=
(1+i)5=<\/_ )—(\/_)e Ze( ) =4 Ze .

4. piemérs

Uzraksti eksponentforma saknes 4 /\/5 + i visas vértibas!

Risinajums
Uzraksta eksponentforma skaitli \/_ + i un péc tam izpilda darbibu.

an) (T[ nk)
k—4/\/_+l—4,[2e6—4\/— (s =426\ ) jak=0,1,2,3

5. piemérs
Apreékini il
Risinajums n

P
=e ?untad aprékina pakapi

N

hns . T .
Vispirms bazi i parveido eksponentforma: i =1 - (cos 7 + isin f) =cis
N 2T s

i Ly L 5
il=(ez) =e 2 =¢ 2

6. piemérs
Apreékini 54
Risinajums
Skaitli 5 parraksta ka pakapi ar bazie: 5 = eln 5.

5'=("%) =€ = cis(In 5) = cos(In 5) + i sin(In 5) ~ -0,0386 + 0,999i

Vingrinajumi V

1. lIzskaitlo! n o
a) e b) et c e 3
d) eZ+i1‘[ e) enez f) ei+1

2. Parveért komplekso skaitli eksponentforma (reiq’)!
a) z=2i b) z=-1+1i c z=-21

d)z=\/§+i e)z=3—i\/§ f) z=—\/E—i\/g

3. Parvért kompleksos skaitlus z; =1+1i un z, =1-iVv3 eksponentforma (rei(p) un aprékini!

a) 77, b) 21 Q (z1)° d) Yz

Z
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Komplekso skaitlu lietojums pieradijumu uzdevumos un geometrija

1. piemeérs

Pieradi, ka cos 4a =8 cos'a — 8 cosza + 1!
Risinajums
Apskata komplekso skaitli z = cos o + i sin a un to izkapina ceturtaja pakapé péc Muavra formulas un péc Natona bi-

noma izvirzijuma formulas, tad pielidzina realas dalas.
- 4 .. 4 .
Vispirms z' = (cos a + i sin a) = cos 4a + i sin 4a.
Tad binoma izvirzijums:
4 .. 4
z =(cosa+isina) =
4 3 .. 2 .. 2 .. 3 .. 4
=cosa+4cosa-isina+6cos’a-(isina) +4cosa-(isina)” +(isina) =
4 . 3 . 2 .2 . .3 .4
=cos a+ 4icos asina— 6 cos asin‘a —4icosasin a4+ sin «.
. 1 1 =1= . _ 4 2 .2 .4 . —. . 2 2
Pielidzinot realas dalas, ieglist cos 4a = cos a — 6 cos o sin"a + sin «, aizstaj sin"a =1 — cos™ q,
4 2 2 2 (2
cos4a =cos a —6cos a(l —cos"a) + (1 —cos'a)” =
4 2 4 2 4
=cos a—6cosa+6cosa+1—2cos a+cos a=
4 2
=8cos a—8cos a+1.

Ja pielidzinatu abu izteiksmju imaginaro dalu, koeficientus varétu izteikt sin 4« ar sin a.

2. piemérs
el® + e , ele —gie
Pieradi, ka cos¢ = ———— unsing = ——5—!
2 2i
Risinajums

Uzraksta € = cos@ + ising un el = cos(-@) + i sin(-), jo eksponentforma ir patiesa jebkurai argumenta vérti-
bai. Tad saskaita abas vienadibas
e+ = cos@ + i sin@ + cos(—@) + i sin(—¢) = cos@ + i sing + cosp — i sing = 2 cos.
el + et
Izsaka cos¢g = s - Lai iegutu sin¢ izteiksmi, no pirmas atnem otro:
- = cos@ + i sing — (cos(—@) + i sin(—¢)) = cose + i sing — cose + i sing = 2i sin¢.

) v e
Izsaka sing = o

3. piemeérs v
Vienadmalu trijstarim (skat. attélu) viena virsotne ir koordinatu sistémas sakum-
punkta un otra ir punkta ar koordinatam (1; 2). Nosaki trijstra tresas virsotnes (1:2)

koordinatas.

Risinajums

Punkts ar koordinatam (1; 2) atbilst kompleksajam skaitlim 1 + 2i. Tresa \
virsotne (attéla ta ir pa labi no dota punkta) ir punkts, ko var iegit, pagrieZot
doto punktu (1; 2) ap koordinatu sistémas sakumpunktu par 60° (pretéji
pulkstenraditdju virzienam), kas atbilst kompleksa skaitla 1 + 2i reizinaju-

- A

. T
mam ar C1s § - (@)
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(1+2i)-cisE—(1+2i)-(eosgﬂsing)=(1+2i)(%+‘/—2§i>=(%-\/5>+<§+1)i

3=
1

Tadél tresas virsotnes koordinatas ir (f - \/E; @ + 1).

Ja batu jameklé koordinatas virsotnei, kas no dotas ir pa kreisi jeb pagrieziena pulkstenraditaja virziena, bltu jareizina ar

. T e . - - _ T .. [ . T
cis <— §). Lai ari reizinatja galvena argumenta vértiba batu 21 - 3 aprékiniem értak ir izmantot lenki -3

Vingrinajumi VI

1. Pieradi, ka sin 3ot = 3sin a — 451n3 o!
Pieradi, ka |z|* = z-Z, ze C! .
3. Attéla ir vienadmalu trijstaris ar ta centru koordinatu sistémas sakumpunkta un
vienu virsotni punkta A4 ar koordinatam (-4; 1).
Uzraksti dotajai virsotnei A atbilstoso komplekso skaitli!

Nosaki koordinatas punktiem B un (!

L dal
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Pielikumi
1. Kompleksa skaitla algebriska forma

Uzdevumi

A variants

1. Izpildi noraditas darbibas! 1.

a) (4—-30)+(-2+10)
b) (64 4i) — (3 — 4i)
0 (2 +30)(6 - 5i)

d (5 —20)°
o 2-1
1+
2. Atrisini vienadojumu! 2.

5% —4x+8=0

3. Atrisini vienadojumu, x, y € R! 3.

a) A+dDx+A-i)y=3-i
b) (x+3yi)+ (1,5y+ 2xi) =4+ 8i
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B variants
Izpildi noraditas darbibas!
a) (5+60)+ (7—4D)
b) (3—8i)—(4+8i)
o (3-20)(1+4i)

d (3 -20)°
Q) 3+
1-i°
Atrisini vienadojumu!

3x° +4x+3=0
Atrisini vienadojumu, x, y € R!
a) 2-iDx+A+i)y=5-i
b) (2-3)x+ 4+5)y=2-14i
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Parbaudi sevi!
(Algebriska forma - pamatuzdevumi)

1. Nosaki pretéjo skaitli dotajam kompleksajam skaitlim z = —3 4 i!
A z=-3—-1i B z=3-1i C z=-3+i
D z=3+i E z=3

2. Nosaki pretéjo skaitli dotajam kompleksajam skaitlim z = 3!
A z=3 B z=-3 C z=3-1i
D z=-3+1i E z=3+1i

3. Nosaki pretéjo skaitli dotajam kompleksajam skaitlim z = i!
A z=i+1 B z=i C z=-i
D z=-1-i E z=1-1i

4. Nosaki saistito skaitli dotajam kompleksajam skaitlim z = —3 + i!
A z=3-1 B z=-3-1i C z=-3+1i
D z=3+1i E z=3-2i

5. Nosaki saistito skaitli dotajam kompleksajam skaitlim z = 3!
A z=i+3 B z=-3 C z=3
D z=3-1i E z=-3+i

6. Nosaki saistito skaitli dotajam kompleksajam skaitlim z = i!
A z=i+1 B z=i C z=-i
D z=i-1 E z=1-1i

7. Kompleksajam skaitlim z = —3 + 2i atbilst punkts A koordinatu plakné. Nosaki skaitli, kuram atbilstosais plaknes punkts
ir simetrisks punktam A attieciba pret realo asi!

A z=-34+2i B z=3+4+2i C z=3-2i
D z=-3-2i E z=3-1i

8. Kompleksajam skaitlim z = —3 4+ 2i atbilst punkts A koordinatu plakné. Nosaki skaitli, kuram atbilstosais plaknes punkts
ir simetrisks punktam A attieciba pret imaginaro asi!

A z=-3+2i B z=3+2i C z=3-2i
D z=-3-2i E z=3-1i

9. Kompleksajam skaitlim z = —3 4+ 2i atbilst punkts A koordinatu plakné. Nosaki skaitli, kuram atbilstosais plaknes punkts
ir simetrisks punktam A attieciba pret koordinatu sistémas sakumpunktu!

A z=-3+2i B z=3-2i C z=3+4+2i
D z=-3-2i E z=3-1i

10. Nosaki realos skaitlus x un y, ja zinams, ka —2 + 5ix — 3iy = 9i + 2x — 4y!

x=3 x=-3 x=1
A y=9 B y=2 € y=1
x=3 x=-1
P y=2 £ y=—4%
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1
11. Nosaki realos skaitlus x un y, ja zinams, ka X 4iy = 4!

A x:? B x=1 C x=0,25
_1 =0

D ¥~ E 1
y=0 Y=g

12. Nosaki realos skaitlus x un y, ja zinams, ka 5x — 2y + (x + y)i = 4 + 5i!

=2 x=2 x=4
Ay=s ®y=3 € y=s
x=2 x=-2
° y=3 . y=3
13.Nosakireélosskait!usxuny,jazinéms,kaxz—5(x—1)+4i=iy—1!
x=4 Jx=4 x=2 |x=-3 x=-2 |x=3
A {3’22 {y=3 B {)’:4 {y=4 ¢ {y=4 {y=4
x=2 |x=3 x=1 [(x=5
b {y=4 {y=4 E {y=4 {y=4
14. Nosaki moduli kompleksajam skaitlim z = i!
A -1 B 2 c V2
D i E 1

15. Nosaki moduli kompleksajam skaitlim z = -5i!
A -5 B 0 c s
D 5 E -5i

16. Nosaki moduli kompleksajam skaitlimz =1 + i!
A 2 B 2 c 0
D —\/E E 1+

17. Nosaki moduli kompleksajam skaitlim z = 2 - 2i!

A 4 B 2v2 c 0
D 8 E 2-2i :“ y
18. Nosaki punktam M atbilstoso komplekso skaitli! ——Mﬁ -
A z=-1+i B z=1-i C z=1+1i x
D z=-1-i E z=i
19. Nosaki punktam M atbilstoso komplekso skaitli! .
A z=i B z=1-i C z=0 -
D z=-i E z=1+1i i
M
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20. Nosaki, kura ziméjuma ir attélots kompleksajam skaitlim z = 2 — 3i atbilstosais radiusvektors!
A 1y B 1y C ty

b | 3

/ .
/ N\ \\

L M
‘Vy

b 1 E .
/" TN
// N . N
21. Aprékini: (4 + 2i) + (1 + 50)!
A 4+10i B 4-—10i C 5+7i
D 5-7i E 12i
22. Aprékini: (3 + 5i) — (6 + 30)!
A —3+8i B —3+2i c -1
D —1+i E 3-2i
23. Aprékini: i'®
A -1 B i Cc -i
D 1 E 2
24. Aprékini: i)
A -1 B i Cc -i
D 1 E 2
25. Aprékini: 2i - 31!
Al B -6i C 6i
D 6 E -6
26. Aprékini: (2 — 3i)(2 + 3i)!
A 4-9i B -5 c 13
D 4+09i E -4+09
27. Aprékini: (5 — 4i)(3 + 2i)!
A 15-8i B 23+2i C —-7+2i
D 7-2i E 23-2i
28. Aprékini: 2 |
- Aprékini: 37 !
A 2, B 2i c %,
3 9
D 2, E 2
~3! 312
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1
29. Aprékini: 1+i!
1 1 1
Az B 1- c 1,1
2 l 5+5i
1 1
D =_= E 1
> 21 +1
L4
30. Aprékini: 1:? !
A1 B -1 c i
D -i E 2-i
. 2-3i
31. Aprékini: T 150 !
2 3
A 2_2q B _l—gi C l+2i
979 4141 41741
_7 .22, E 2.3,
a1 tart 275!
32. Aprékini: (1 + )®!
A 16 B -16 C 4i
D -4i E 160
33. Aprékini: (1 + )™
1
A 2-2i B -2i c i
1 2
D ~3i E (1410

34. Apréekini kompleksa skaitla z = 2 + i apgriezto skaitli!

, . 2 1
A 2+ B 2- C 2,2
l l 5+51
-24i 2 1
D E Z_=i
5 575!
35. Sadali reizinatajos: m’ + n’l
A (m+n)(m-n) B (m+n)2 C (m—n)2

D (m+in)(m-in) E (m+in) (n+im)

36. Sadali reizinatajos: m + n!

A (e dm)(mvm) B () ¢ (Vm-)
D (Vm+iva)Vm-in) E (Vm+ivn)(n+im)
37.Sadali reizinatajos: 1 + sin“a!

A (1+sina)(1 — sina) B (1+isina)(1—isina) C (1+ sino&)2
D (1- Sil‘lO()2 E (i+ sina)(i — sina)

38. Atrisini vienadojumu: Z+3=0!

A +3 B +3i c *3i
D i++3 E V3+i

39. Atrisini vienadojumu: z° — 2z + 4 = 0!
A Atrisindjuma nav B 2+2y3i C -1++3i
D 14+/3i E -12
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2. Polinoma kompleksas saknes

Uzdevumi
A variants B variants
1. Sadali reizinatajos! 1. Sadali reizinatajos!
a)a’+9 a)a’+16
2 2 2 2
b) 36a” + 49b b) 9a” + 25b
2. Sastadi kvadratvienadojumu ar realiem koeficientiem, 2. Sastadi kvadratvienadojumu ar realiem koeficientiem,
jazy =2 -iirviena ta sakne! jazy = 3 + iirviena ta sakne!

3. Kompleksa skaitla trigonometriska forma

Uzdevumi
A variants B variants
1. Parveido algebriska forma doto komplekso skaitli! 1. Parveido algebriska forma doto komplekso skaitli!
a)z=3(cos 0 + isin0) a)z=5(cos T + i sin )
m .., T _ ™, T
b)z=2<cosz +Lst) b)z-4-<cos3 +isin 3)
2. Parveido dotos kompleksos skaitlus trigonometriska 2. Parveido dotos kompleksos skaitlus trigonometriska
forma! forma!
a) 4 b) -1 a) 2 b) -3
c) 3i d) -2i c) 4i d) -3i
e 3 +i f) V3 -i e 1++/3i f) -1-i
2 2
3. Irzinams, ka z; = Z(COS% + isin %) un 3. Ir zinams, ka z; = cos 31[ + isin 31[ un
Zz=\/§<C0511T—2+ i sin %) Zy = 0,5(cosg+ ising).
Aprékini! Aprékini!
a)zyz; b)é a)zyz, b)é
Z Z
3 3
c) zy c) zy
4. Aprekini visas 3\/5 vértibas un attélo kompleksaja 4. Aprékini visas V-8 vértibas un attélo kompleksaja
plakné! plakné!

5. Pieraksti trigonometriska forma kuba sakni no i! Atrisini 5. Pieraksti trigonometriska forma kuba sakni no (-1)!
vienadojumu ((1 + 1)z)® — i = 0, izsakot savas atbildes Atrisini vienadojumu ((1 + i)2)° + 1 = 0, izsakot savas
algebriska forma (forma a + bi)! atbildes algebriska forma (forma a + bi)!
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Parbaudi sevi!
(Trigonometriska forma - pamatjautajumi)

1. Nosaki kompleksa skaitla z = —3i argumenta galveno vértibu!
31
A0 B m cC 7
g1
D 3 E 2m
2. Nosaki kompleksa skaitla z = —\/5 + i argumenta galveno veértibu!
-5m T -
A 6 B 6 C m+ 5
sm -
D 6 E 6
3. Nosaki kompleksa skaitla z = \/E - { argumenta visas vértibas!
-5 i1 51
A 6 T 2mn; B gt 2mn; c g7 2mn;
nel nez nez
D HTH + 21n; E % + 21n;
nelz nelr
4. Nosaki negativa skaitla argumenta galveno vértibu!
i1
A0 B n c 5
31 .
W E nevar noteikt
5. Nosaki pozitiva skaitla argumenta galveno vértibu!
m
A 0 B n c 3
3n .
W E nevar noteikt
6. Nosaki imaginara skaitla argumenta galveno vértibu!
T 3n s
A = B — -—
2 2 ¢
D 31t pietrikst informacijas,
2 lai noteiktu
7. Nosaki kompleksa skaitla z = 0 argumenta galveno vértibu!
i1
A 0 B w c 3
31 .
W E nevar noteikt
8. Kompleksa skaitla a + bi galvena argumenta vértiba ir 0. Nosaki kompleksa skaitla a - bi galvena argumenta vértibu!
A - B 2n—¢ C 2¢
D m+e¢ E m-¢
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9. Nosaki koordinatu plaknes visu to punktu kopu, kas atbilst kompleksajiem skaitliem ar moduli 2!
A taisne B rinka linija C pusplakne

D stars E nogrieznis

10. Nosaki koordinatu plaknes visu to punktu kopu, kas atbilst kompleksajiem skaitliem ar argumentu 3}[!
A taisne B rinka linija C pusplakne

D stars E nogrieznis

11. Komplekso skaitli z = 2 parveido trigonometriska forma!
A 2cis0 B 2 C -2cis0

D cism E cosm-isinm

12. Komplekso skaitli z = 6i parveido trigonometriska forma!

(T . (3w
A 6 B —6c15(7> C 6czs(7>
(T .
D 6cis (7> E 6cis (m)

13. Komplekso skaitli z = -2 + 2+/ 3 i parveido trigonometriska forma!

VAL . (2T

A 4 B 4CIS<§> (ot CIS<§)
D 4cis L E 4cis —Zj
3 3

14. Komplekso skaitli z = 2 — 2i parveido trigonometriska forma!
A 22 B cis (%‘) c 2y2cis (%‘)

. (5T [T
D 2C15<T> E CIS(I>

15. Komplekso skaitli z = —\/E - i parveido trigonometriska forma!

(7T . [7m

A 2 B czs(g> C 2c13<€)
D Z2cis T E 2cis 5—1T
6 6

16. Izsaki komplekso skaitli z = 2cis(2m) = 2(cos(2m) + i sin(2m)) algebriska forma!

A 3 B -1 c -2
D 2 E 1

17. lzsaki komplekso skaitli z = \/Ecis<34£> algebriska forma!
A 2 B 1+i C -1-i
D 1-i E -1+

S 1 L
18. Apreékini: 2cis (6) - 3cis <ﬁ>'
A cis (343)
D 6cis (g)

o)

cis (%) C 6cis (m)

6cis (%t)

m

© Valsts izglitibas satura centrs | ESF projekts Nr. 8.3.1.1/16/1/002 Kompetendu pieeja macibu saturd 39



I (3 . T,
19. Aprékini: 10c15< Z ) : 2cis <4>
A 5cis (g)
D cis (%)
m 6
20. Aprékini: | cis g !
A cosm-isinT

D cis (%T)

21. Aprékini: /i !

\/E cis (0)
\/E cis ()

s (2

b cis|\—
cis?iT
4
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B 5Scis (—%)

E 5cis (m)
B cismt
E cis (36m)

, [T
B 2cis (Z)
2cis (?)

cis (0)
cis ()

22. Aprékini 3\/T komplekso skaitlu kopa!

cis (2m)
A cis (3m)
cis (4m)
2cis (0)
D 2cis 2m

3
2cis 431[

cis (0)
cis 2m
B 3
cis 41[
3

E 1
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2
&
—
ek
\/

cis (1)
C cis (3m)
cis (5m)
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Parbaudi sevi!
Atlauts lietot kalkulatoru.

1.

Parraksti komplekso skaitli 16 — 4i trigonometriska forma!

A. 4+/15 cis14° B. 4+/15 cis346°
D. 4+/17 cis194° E. Neviena no dotajam

. Sareizini: (5(cos15° + i sin15°)) - (12(cos 23° + i sin23°))!

A. 60 cis345° B. 60 cis38°

D. 17 cis345° E. Neviena no dotajam
. Uzraksti algebriska forma: 10 (cosz%-[ +isin %)'

A. 53 +5i B. 104/3i

D. -5+ 5\/51' E. Neviena no dotajam

. Parraksti komplekso skaitli — 4i trigonometriska forma!

A 4 (cos%[ + isin 3%) B.4(cos m + i sin m)
D. 4(cos0 + i sin 0) E. Neviena no dotajam

. Lietojot Muavra teorému, aprékini: (3 + 3i)8!

A. 104976 B. 6561
D. 6561 + 6561i E. Neviena no dotajam

. Nosaki: \/64(cos£ + isin E)!

3 3
. T . 2m . T A
A. 8015§, 8c15§ B. 86156, 8as€

D. 4\/E+ 4\/5 i; 4\/5—4- 3 i E.Neviena no dotajam

— e o 2 .
. Nosaki visus atrisinajumus: x™ — 4i = 0!

AV2-V2i V24420 B.2+i; -2-1i
D. —\/E—\/Ei; \/E+\/Ei E. Neviena no dotajam

7(cos 75° + isin 75°),

. Nosaki daltjumu: 2(cos25° + i sin25°) "

A % (cos 50° - i sin 50°) B. % (cos 3° + isin 3°)

D. % (cos 3° - isin 3°) E. Neviena no dotajam

. Uzraksti trigonometriska forma: -2 + 3i!

A. /13 cis 56,3° B. V13 cis123,7°
D. v/ 13 cis 303,7° E. Neviena no dotajam

10. Sareizini: (5(c0s30° + i sin30°)) - (7(cos30° + i sin30°))!

A. 35 cis 60° B. 35 cis 30°

D. 12 cis 30° E. Neviena no dotajam
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. 4+/17 cis346°

0

C. 17 cis38°

. 5+5/3i

0

0

Mmoo, . T
4(COS§+lSln§>

. T . T
8cis5; 8cis—

0

C2+1i 2-i

g

% (cos 50° 4 i sin 50°)

C.\/13 cis 236,3°

C. 35 cis900°
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11. Nosaki: (-2 + 20)"!
C. 4096

A. -2896,3+2896,3i B. -161i
E. Neviena no dotajam

D. 4096
12. Kurs no Siem skaitliem nav vienadojuma x’ —1 = 0 sakne?
1 V3. 1 V3.
A1l \/_ B.§+Zl C.—E-l' 1
3
D. —% - i E. Visi minétie skaitli ir vienadojuma saknes
13. Aprékini: (3(cos120° + i sin120°))5!
A 2432433 g 243, 243V3 C 243 243V3
T 5 CT o 5 ) 5
2;;3 - @i E. Neviena no dotajam

4. Kompleksa skaitla geometriska interpretdacija

Uzdevumi
A variants B variants
Attélo komplekso skaitlu plakné punktu z kopu, Attélo komplekso skaitlu plakné punktu z kopu,
kuri apmierina doto nosacijumu! kuri apmierina doto nosacijumu!
a) |z]|=3 b) argzzg a) |z|=2 b) argzzjzT
o lzl<2 d)|z|>1 o lz[<3 dz|>1
e |z-ilg2 e)|z-1]>3

42
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5. Parskata uzdevumi

A variants

4-8i
1. Nosaki skaitla 1 4 3; moduli un argumentu!

2. lzsakiz = \/E— i trigonometriskaja forma!

T tisinSun zz=1+i\/§!

3. Izmantojot Muavra teorému, aprékini (z; - Zz)12 ja zy =cos 8 8

4. Atrisini vienadojumu Z=-1+1
5. Atrisini vienadojumu komplekso skaitlu kopa: [z| + z=2 +i!

6. Attélo kompleksa plakné visu punktu kopu, kas apmierina dotos nosacijumus!

{1<h+1+ﬂ<3

;(ze0)
O0<Rezg?2

7. Uzraksti viszemakas pakapes vienadojumu ar realiem koeficientiem, ja ta saknes ir 2 un 3 - 2i!

B variants

3-9i
1. Nosaki skaitla 7 + 2; moduli un argumentu!

2. lzsakiz = \/E— 21 trigonometriskaja forma!
3. lzmantojot Muavra teorému, aprékini (z - Zz)10 ja zy = cos 11-[—2 + isin % un z, =-1+1iy 3!
4. Atrisini vienadojumu z° = -2 + 2i!

5. Atrisini vienadojumu komplekso skaitlu kopa: |z|i +z=2 + i!

6. Attélo kompleksa plakné visu punktu kopu, kas apmierina dotos nosacijumus!

{1<h+1—ﬂ<3

;(zeC
O0<Rezgl1l ( )

7. Uzraksti viszemakas pakapes vienadojumu ar realiem koeficientiem, ja ta saknes ir 2 un 1 + 2i!
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6. Parbaudes darba piemérs

1. variants

8+ 2i
1. Nosaki skaitla 5 —3; moduli un argumentu!

2. Aprékini!
1 T . m\\" . 3 \/5 . L[
a) <ﬁ(cosz+151nz>) b) z1- 2z, ja 21—5—71, Zz—\/§CIS 3
3. Aprékini visas saknes!
3/ — _ o 31,
a) V8(cos m + i sin 1) un attélo saknes kompleksaja plakné b), 7 fl
4. Atrisini vienadojumu!
a) 2x’+2x+5=0 b) (1+2D)x+(3—-5)y=1-3i, x;yeR

5. Attélo kompleksa plakné visu punktu kopu, kas apmierina dotos nosacijumus!
2<|z|<4

<Re2<\/§

_5m )
a) argz-T b) |[z-2-i|<3 c){o

6. Irzinams, ka z; = 3 + i ir vienadojuma 7' - 32z - 8z + 30 = 0 sakne. Nosaki paréjas vienadojuma saknes!

2. variants

5+i
1. Nosaki skaitla 2 4 3; moduli un argumentu!

2. Aprékini!

15
a) (%(cos%+isinf—2)) b) z; -z, ja zl=—1+i\/§, zz=\/§cis<g>

3. Aprékini visas saknes!

a) 4\/16(COS T + i sin ) un attélo saknes kompleksaja plakné b) 3 ’ 6 - 6\/§i

4. Atrisini vienadojumu!

a) 5x - 4x+4=0 b) (2-70)x+ (8 +6i))y=5i—6x-8, x;y€R
5. Attélo kompleksa plakné visu punktu kopu, kas apmierina dotos nosacijumus!
a) argz =21 b) |z-1-2i]>3 ol 1<lzl<2
3 0<Imz<+/3

6. Irzinams, ka z; = 1 - 2i ir vienadojuma 2>+ z + 10 = 0 sakne. Nosaki paréjas vienadojuma saknes!
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7. Uzdevumu atbildes.

Vingrinajumi |

1. a) x=4 b) x=-4 ) x=16 d) x=12
y=3 y=10 y=-11 y=2
2. I v
23
P 4
3 P
§d &
m::_:’
0 .
5 4 3 2 - .
-
2 *:.
= -3 -
z, z
@ 4
5 T; =4
3. a) 10 b) 3 01,25 d 1 e)2 o2
4. a) 6 + 28i b) -5 — 6i c)11+ 9i d) —8 + 23i e) 4a — 3bi
5.a)—13+13i b)38+9i 0225-14i d)—15+2i €04+19 f)7mn+ (5m’ + 6n)i
7 1. 3 4. 4 3. . 1 3.
6.a)§—§l b)§+§l C)—g—gl d)—1,5+3l e)—E—El
8.a)l-i b) -2 - 6i
9. a) 16 b) 125i c)-8 d) 8i e)i f)i
3 3
10. 9 +2-v20) b i(%i + Tﬁz) Qx(1+4)  d+G-0)
11. -1
12. k€N,
1) jan = 4k, tad summa ir 0; 2)jan=4k-1,tad summair-1; 3)jan =4k -2,tad summair—1+ i;

4)jan =4k -3, tad summa ir i.
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Vingrinajumi

.a) -1+ b) 3 £ 3i ol+2i

.a)4+3i b) -5+ 2i g6ti

.a)(z—=3)(z+ 30) b) (x — yi)(x + yi)
=27 +z-2
. Z 432 + 82424

.5—2i; =3

N U A WN R

Vingrinajumi lli

1. a)12¢is175°  b)10cis220° ) 6¢is290°
b) 2¢is30° =+/3 + i
b)-15 A 2v2 —2y/2i

2 — 2421

2. a) 4cis20°
3. 2)6 + 6v/3i

g)/3+i

h) -2

Vingrinajumi IV
1. a) 8¢is180° = -8

d) 32¢is135° = -16y/2 + 16+/2i

I

2. a)18ciss =18 .

2
d) cis180° = -1

b)8cis5 =8i

3. a) 3¢is15° = T
3cis135° |
3cis225°

c) cis25° T
cis115°
cis205°
cis295°

ay
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b) cis40° =~ 0,766 + 0,643 i

€) 9cis240° = -4,5-4,5+/3i

d) —3,5 % 4,5i

g’ —in)m’+in)  d)(z—2—-+20)(z—-2++/20)
d) 8cisllTn =43 4i
c) 2¢is170° d) cisg—; =—i
d) 20i V2 +2i  f2i

¢) 9¢is300° = 4,5 - 4,5+/3i

c) cis120° = —1 +\/—5 i

b) 2¢is30°
2c¢is90°
2cis150°
2cis210°
2cis270°
2cis330°

d) 2cis50°
2cis122°
2cis194°
2cis266°
2cis338°

f) 32¢is240° = —16 —16 /31
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4. a) 26\/?cis1z-[ b) 4\/?cis%
.11
2%2 czsl—ZT[ 4\/?cis71i2
. 19
25 2c1$1—21T 4 ZCis%T
4 . 191
2 ClSﬁ
e) ciS%T f) cisg
cis7—1T s 2T
3 cis =g
cisﬁ 5 2
3 cis g
cis&T
8
5. a)2cis0 =2 [ | TF
2CI'SZ—;[ . : \
2cis4—;[ o3
cis0=1 Ty
. T
Cis =

@

@y

3 o,
cis Z—H /-
3 @y o

. 3m ,
Cis—- =cisT

//
= E

wH

3
e) 2cis g ,‘
2Cis T
, 5m P
2cis 3 //

3
1IN

=1 Ve

\

L 44

N

l
%

@4

6. (1— )" = (V2cis315°)" = (/2)" - cis(315° n),

b) cis =

. 31
cis —

Cis —

. 7T
cis —

d) ZCng

2cis ;—
2cis %T
2cis %T

2cis 9—“ = 2Cis =

6
2cis %T

f)2cis0=2
ZCisg
2cis T

2cis 37“

d) 2cis

L
12
51t
12
I 3m

2cis 1= ZCIST

. 13m
ZCISW
. 17m
2615—12
21m VA

2cis T2 = ZCIST

2cis

Y
»

wH

2

/
/
31 \ A

@y

@

uf

a) kompleksais skaitlis ir reals skaitlis, ja imaginaras dalas koeficients ir 0 un n = 4,
b) imaginars skaitlis ir tad, ja reala dalair 0 un n = 2.
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Vingrinajumi V

V2 42, 1,43, 2
1. a)-1 b)7+—21 c)—2+—2 d) -e
e -1 f) ecisl ~ 1,469 + 2,287 i
i 3m, . T,
2. a)2e? b)\/Ee4 d2,1e™ d) 2e®

11m .

41
) 24/3e6 f)24/2¢ 3
3.a)2\/Ee12 b) 12 c)8e? d)\/?elé,\/?em,\/?em,\/?elf’

Vingrinajumi VI

. , 3. . _ _ _ o - .
1. (sina + i cosa) " izkapina péc formulas un Muavra teorémas, péc tam pielidzina imaginaro dalu koeficientus.

. . . 2 -
2. Pienem, ka z = a + bi un izsaka |Z| unz-z.

3. Pagrieziens ap koordinatu sakumpunktu par 120° = 2n un par -120° = 2—“ Kompleksajiem skaitliem tas bis reizina-

3
jums ar cisz—;,)T un cis <—2—31T) Sis ir gadijums, kad ir érti izmantot negativo lenki. B ( \/— 1 + 2\/_)
V3 1
C ( —* 3- 243 )
Pielikumi
1. Kompleksa skaitla algebriska forma
A variants B variants
1.a)2—2i b) 3 + 8i c)27 + 8i 1.a)12 + 2i b) -1 — 16i c)11+ 10i
#21-200 &g —5i )5 — 12i o1+ 2i
2 +6i -2+4/5i
2. T 2. — 5
3. a) x=1 b) x:4_1’5C;cE]R{ 3. a) =2 b) x=3
y=2 y=c y=1 y=-1
Parbaudi sevi!
(Algebriska forma - pamatuzdevumi)
1 B 11 C 21 C 31 B
2 B 12 D 22 B 32 A
3 C 13 D 23 D 33 D
4 B 14 E 24 B 34 E
5 C 15 D 25 E 35 D
6 C 16 B 26 C 36 D
7 D 17 B 27 E 37 B
8 B 18 A 28 D 38 C
9 B 19 D 29 D 39 D
10 D 20 B 30 C
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2. Polinoma kompleksas saknes

Avariants
1. a) (a — 3i)(a + 3i)
b) (6a — 7bi)(6a + 7bi)
2.7 —4z+5=0

B variants

1. a) (a — 4i)(a + 4i)

b) (3a — 5bi)(3a + 5bi)

3. Kompleksa skaitla trigonometriska forma

A variants
1. 2)3 b)v/2 +/2
2. a) 4cis0 b) cis t c) 3cis%
. 3m . T C11m
d) 2cis > e) 2cis 3 f) 2cis 5
3. a) 2\/§CIS§ \/_ 3+3i
2\/_ A \/E
b) —= Isg = =1+ 3
c) 8CIS— = —4\/— 2+ 4\/51
4. (DO = 2 Ty
W = 2cis

W, = 2cis 43—1-[

@

AN
[
\

/
NE%

s \/_+1 1- \/_
—\/—+1 1+\/§.

Zy = 4 4 L
1 )

Z3=—§—El

Parbaudi sevi!
(Trigonometriska forma - pamatjautajumi)

1C E 13 B
2 D B 14 C
3 D B 15 C
4 B 10 D 16 D
5 A 11 A 17 E
6 E 12 D 18 D

19
20
21
22

2.7 —6z+10=0

w N W >

B variants
.a)-5 b)v2 +2v3 i
. a) 2cis0 b) 3cis Tt c) 4cis;[—
. 3m . T . 5m
d) 301s— e) 2CIS§ f) \/ECIST
)= 1 cis 1
LA cisT =5
b) Zczs§ =1+ JE i
ccis0=1
. T '
Wy = 2CIS§ e \“[J\
Wy =2cisT=-2 /

. 5T[ 01/ \ N
w, = 2cis 3 \ ; o / ’

341 3-1.
1=t
22:—%"'%’:

Z3=_\/§4+1+ :1-\/51,
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Parbaudi sevi!
Atlauts lietot kalkulatoru.

1C 5 A
2 B 6 B
3 D 7 D
4 A 8 C

Kompleksie skaitli. Specializéta kursa programmas paraugs visparéjai vidéjai izglitibai

9 B 13 A

10 A
11 D
12 B

4. Kompleksa skaitla geometriska interpretdacija

A variants
2 -
i
/o, N\
r \ -
k 2 _ . 0 }
N e/
N
b) 4‘- v /
/
1/
A/
/ 3
2 0
C) HAL v

N\
)
N

£
NN

d

Z
.

4k
N

Nl
NI

a)

B variants

L ddl

/TN
[ )
AL
N

b)

c
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e) ¥

A\
AN

/
%
7
T

5. Parskata uzdevumi

A variants

1. 2¢/2; %“

1
2. \/Ecis (211 — arct, —> = \/g cis336°
g \/E
3.40961

4, (1)0 = %Cis%

W, =" 2cis£T
1= 12
6 . 191

W, = ZCISW

5.Z=%+i

6. Atbilde ir kopéja iekrasota dala.

\t?
3 2
7.2 —8z"+25z—26=0
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B variants

-3\/5;%11

2
. 3cis (211 — arctg T) ~ 3cis318°
5

.-10241i

. wozﬁcisg
(1)1=\/5Ci5%-[
ooz=\/5cis%T

.Z=2—%i

. Atbilde ir kopéja iekrasota dala.

Py

AN

R

777
<

<
NN

7.2 -7 +92-10=0
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6. Parbaudes darba piemérs

1.2

2. a)

3. 3wy = 2cis —

1

3—21

T[

4

1. variants

. 47
b) 3 cis >4

3

W, =2cisTt=-2

. 5m
W, = 2cis —

3

/

\ | .
N %

b)u)o—ci524
w —cis&T
1= 24
w _CiS&T
2= 24
w —cis@
3= 24

Y= 4

- TT11

4. 2 TLE3L c

2 -2

Y=11

5. a) T ¥

L ddl

1-\/5;%

2. a) 32 cis 2"

2. variants

b) 24/3 cis X

4 24
3.awy = ZCI'SZ
W, = ZCisT
W, = ZCiST
W3 = ZCisT
AREat
NG

b) wy = 3/12 cis5—9“

(1)123\/—12(,‘1'5%-[

(1)2 = 3\/T2Ci5 171‘[

9
L1
- =-3
4.9 2Ly ;
5 y:_—
13
5. a) 1\ -~ ¥
\\ :
\ )
T ) d .‘O 14
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—

SRR

R
.
N
\\
R
NN

N

N
N

N

A
N
N
N
N
AN

0 4

; ' 7

c) Atbilde ir kopiga iekrasota dala.

-~

6.1+ 2i; -2
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DOMAT.
DARITT.
ZINAT.

Valsts izglitibas satura centra istenota
projekta "Kompetenéu pieeja macibu satura”
mérkis ir izstradat, aprobét un péctecigi
ieviest Latvija tadu visparéjas izglitibas saturu
un pieeju macisanai, lai skoléni gatu dzivei

21. gadsimtd nepiecieSamas zindsanas,
prasmes un attieksmes.
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