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Anotacija

Saja disertacija tiek pétiti vairaki dalgjie sakartojumi noteiktas (iespé&jams, vien-
pusgju) Rikarta gredzenu klases, kuras ir speka kads no ta saucamajiem stingribas
nosacijumiem, kuri nodroSina, ka gredzens, kuram var nebut involicija, dazos
aspektos tomér l1dzinas Rikarta *-gredzenam. ST pieeja lauj parnest zinaganas no
Rikarta *-gredzenu jomas uz pla§aku gredzenu klasi bez involucijas, paradot, ka
Rikarta *-gredzeniem iegiitos rezultatus bieZi vien var vismaz dal&ji saglabat.

Ar $adu merki mes ievieSam stingra labgja zvaigznes sakartojuma versiju ta
sauktajiem labeji stingrajiem Rikarta gredzeniem, iegustot relativi ortopapildinatu
sakartotu kopu lidzigi ka Rikarta *-gredzena gadijuma.

Dala no disertacijas ir veltita tam, lai katram no vairakiem dal€jiem
sakartojumiem atrastu nosacijumus, pie kuriem Rikarta gredzena, kura ir speka
piemerots stingribas nosacijums, eksisté Skelumi un apvienojumi péc attieciga
sakartojuma. Pieméram, mes iegustam virkni ekvivalentu nosacijumu, pie kuriem
diviem ta saukta stingra Rikarta gredzena elementiem ir apvienojums péc zvaigznes
sakartojuma.

Ar vienotu pieeju, kas saistas ar vajajam BCK-algebram, lielakajai dalai
peétito dalejo sakartojumu meés iegiistam nosacijumus, pie kuriem attieciga sakartota
kopa ir apaks€js pusrezgis.

Vel viens disertacijas fokuss ir uz stingra pusreZga dekompozicijam noteik-
tiem reduceto Rikarta gredzenu reduktiem. Citu starpa tiek paradits, ka, ja ir dots
reduceéts Rikarta gredzens (R, +, -, 1) ar viena argumenta operaciju °, kura attélo
katru elementu uz ta minimalo idempotento dublikatoru, tad algebra (R, -,°, 1)
ir labgji kancelativu D-pusgrupu stingrs pusrezgis, un ka $1 stingra pusrezga
reprezentacija ir unikala.

Atslegas vardi: Rikarta gredzens, Rikarta *-gredzens, stingrais Rikarta gredzens,
reducets Rikarta gredzens, zvaigznes sakartojums, vienpuséjs zvaigznes sakartojums,
karava sakartojums, restites sakartojums, Eibiena sakartojums, apvienojums,
Ske&lums, apaks$ejs pusreZgis, relativi ortopapildinata sakartota kopa, vaja difer-
ence, vaja BCK-algebra, stringra pusrezga dekompozicija
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Ievads

Petijumu virzieni par dalejiem sakartojumiem Rikarta gredzenos

Dalgjie sakartojumi Rikarta gredzenos un Rikarta *-gredzenos tiek pétiti jau
vairak neka 40 gadus. Tos bieZi peta ar1 konkrétos piemeéros, pieméram, matricu
gredzenos vai Hilberta telpas ierobeZoto linearo operatoru gredzena, vai ari ipaSos
Rikarta gredzenos, kuriem ir vienkars$aka struktiira, piemeram, reducetajos Rikarta
gredzenos.

Petijumu virzieni ietver dazadu sakartojumu savstarp€jo sakaribu un lidzibu
izpeti (skat. pieméram, [Dolinar and Marovt, 2018]), vai ar1 p€tniecibu, kas
apskata sakartojumu saiknes ar jédzieniem no gredzenu teorijas, pieméram, ar
visparinatajiem inversajiem elementiem (skat. [Marovt,2015]). CitaintereSu joma
ir So sakartojumu 1pasibas visparigas sakartojumu teorijas konteksta, piemeram,
apvienojumu un $kelumu eksistence, ka ar1 papildinasanas un ta saukto
sakumnogrieznu struktira. Vel viens virziens ir rezultatu parnese no specifiskaka
gadijuma, pieméram, no Rikarta *-gredzeniem, uz visparigakiem Rikarta gredze-
niem vai pat vienpuséjiem Rikarta gredzeniem (daZos gadijumos pat pusgrupam,
skat. [Cirulis, 2019]).

Pétamie jautajumi $aja disertacija: Sdisertacija parsvara ietilpst pedéjos
divos no min€tajiem virzieniem, bet cits merkis ir ar1 pieradit stiprakus rezultatus,
kas ir speka specifiskos Rikarta gredzenos.

Stingrie Rikarta gredzeni

Stingrie Rikarta gredzeni tika ieviesti darba [Cirulis, 2016] ka neinvolutivs Rikarta
*-gredzenu visparinajums (t.i., visparinajums, kuram nav nepiecieSama involicija).
Tie ir aprikoti ar divam viena argumenta operacijam, kuras sauc par attiecigi kreiso
un labgjo fokalo operaciju. Katrs Rikarta *-gredzens, ka ar1 katrs reducets Rikarta
gredzens, var tikt uzskatits par stingro Rikarta gredzenu. Stingrs Rikarta gredzens
péc definicijas ir (abpus€js) Rikarta gredzens, bet ir ar1 vienpus€jas $1 jedziena
versijas.

Saja disertacija tiek pétiti vairaku dalgjo sakartojumu neinvolutivi varianti:
Zvaigznes sakartojums un vajais lab€jais zvaigznes sakartojums tika visparinati uz
neinvolutiviem Rikarta gredzeniem rakstos [Cirulis, 2015¢] un [Cirulis, 2016], un



karava sakartojuma gadijuma tas ir izdarits raksta [Cirulis, 2017]. ST disertacija
sniedz stingra labgja zvaigznes sakartojuma visparinajumu uz ta sauktajiem labeji
stingrajiem Rikarta gredzeniem.

Disertacijas merkis

Disertacijas meérkis ir izpétit, vai noteiktas 1pasibas, kuras Siem dal€jiem sakartojumiem
ir speka Rikarta *-gredzenos, kaut kada veida saglabajas art atbilstoSajos nein-
volutivajos variantos, pielagot vienpus€jiem zvaigznes sakartojumiem daZus
jédzienus, kurus izmanto zvaigznes sakartojuma pétijumos, un atrast lidzvertigas
vienpus€jas versijas zinamiem rezultatiem par zvaigznes sakartojumu.

Ir tr1s galvenie rezultati: Pirmkart, tiek pieradits, ka labgji stingrs Rikarta
gredzens péc stingra lab€ja zvaigznes sakartojuma ir relativi ortopapildinata
sakartota kopa. Otrkart, ar vienotu pieeju, kas balstas uz vajam BCK-algebram,
vairakiem sakartojumiem atrodam nepiecieSamus un pietiekamus nosacijumus, lai
piemérota tipa Rikarta gredzens buitu apaks$gjs pusrezgis péc attieciga sakartojuma.
TreSais rezultats attiecas uz reducéto Rikarta gredzenu ipaso gadijumu. Mes
apvienojam reducéta Rikarta gredzena R multiplikativas pusgrupas stingra
pusreZga dekompoziciju (skatit art [Fountain, 1976]) ar stingra pusreZga dekom-
poziciju D-pusgrupai, kas iegiita no R multiplikativas pusgrupas, aprikojot to
ar vienvietigu operaciju, kura katru elementu attélo uz ta minimalo idempotento
dublikatoru N.V. Subramanjama izpratné.

Metodes

Tiek izmantotas metodes no dazadam algebras nozarém. Lai ieguitu rezultatus par
stingro labgjo zvaigznes sakartojumu, bieZi izmantojam ta cieSo saikni ar vajo
labg&jo zvaigznes sakartojumu, kurs jau ir ticis petits stingros Rikarta gredzenos.
Apaks€ja pusrezZga nosacijumi vairakiem dal€jiem sakartojumiem tiek atrasti ar
visparinatu pieeju, izmantojot vajas BCK-algebras un lidzigas struktiras. Turklat,
lai petitu reduceto Rickarta gredzenu struktiru, tiek izmantota pieeja no pusgrupu
teorijas.

Rezultatu aprobdacija un autores ieguldijums

Disertacijas ietvaros iegttie rezultati tikusi prezentéti 10 starptautiskas un sesas
vietejas konferences (detalizétakai informacijai skatit apmeklcto konferencu sarak-
stu disertacijas beigas). Disertacijas galvenie rezultati ir vai tiks publiceti Cetros
zinatniskos rakstos: Cirulis and Cremer [2022], Cremer [2024], Cremer [2025]
un Cremer and Marovt [ND] (skatit art autores publikaciju sarakstu).

Rezultati no 4.3. un 4.5. apakSnodalam 4. nodala ir publiceti pirmaja
raksta Cirulis and Cremer [2022], kas bija kopdarbs ar profesoru Jani Ciruli. Saja
publikacija autore pieradija priekSlikumu 3.2, teorému 5.3 un dalu no teorémas 5.4.
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Otrais raksts Cremer [2024] sastav no 3.1., 4.2. un 5.1. apakSnodalam. Rezultati
no 6 nodalas tiks publicéti tresaja raksta Cremer and Marovt [ND]. Saja kopdarba
ar profesoru Janko Marovtu autore pieradija visus rezultatus un veica lielako dalu
rakstiSanas un redigéSanas darbu. Beidzot, ceturtaja raksta Cremer [2025] tiks
publiceti rezultati, kuri ir atrodami 7.1. un 7.2. apak$nodalas.

Disertacijas struktura

Disertacijai ir 165 lappuses. Ta ir sadalita divas dalas: pirma dala ir ievaddala un
satur pirmas divas nodalas (nodalas 1 un 2), savukart otra dala satur pétijuma
rezultatus (nodalas 3 1idz 7).

Vispirms més 1. nodala apskatisim attiecigos Rikarta gredzenu veidus.
Otra ievaddalas nodala ir 2. nodala, kura tiek aplikoti specifiski dalejie sakartojumi
daZzados Rikarta gredzenu veidos, 1paSi zvaigznes sakartojums, vienpusgjie
zvaigznes sakartojumi un vajie vienpusgjie zvaigznes sakartojumi.

Otra dala sakas ar 3. nodalu, kura definéjam stingro 1 ab&jo zvaigznes
sakartojumu labgji stingra Rikarta gredzena un pieradam, ka tas tieSam ir dalgjs
sakartojums. Tiek ieviests vel viens dalejs sakartojums labgji stingra Rikarta
gredzena, kurs ir vajaks par stingro lab&jo zvaigznes sakartojumu, bet stipraks
par vajo lab&jo zvaigznes sakartojumu, un tadejadi var tikt uzskatits par treSo
labas zvaigznes sakartojuma visparinajumu. P&c tam 4. nodala apskatam, pie
kadiem nosacijumiem eksiste apvienojumi un Sk€lumi pec dazadiem dalejiem
sakartojumiem Rikarta gredzenos, kuros ir spéka stingribas nosacijums. Tad
5. nodala izpetam, kadas 1pasibas ir labéji stingram Rikarta gredzenam ar stingro
lab&jo zvaigznes sakartojumu. Galvenais rezultats ir tas, ka $1 sakartota kopa ir
relativi ortopapildinata. Tiek paraditi arT sakumnogrieZnu iegremdejumi noteiktas
sakartotas kopas, kuras ir saistitas ar gredzena idempotentiem, un tiek raksturoti
$adu izomorfismu vertibu kopas. Pieradam nosacijumus, lai attieciga sakartota
kopa butu apaksejs pusrezgis vienpus€jiem zvaigznes sakartojumiem stingra
Rikarta gredzena, ka ari restites sakartojumam patvaliga unitara gredzena, 6. nodala.
Pedgja, tas ir, 7. nodala, més koncentréjamies uz reducetajiem Rikarta gredzeniem
ka specialu gadijumu. Galvenais rezultats ir stingra pusreZga dekompozicija
reduceta Rikarta gredzena multiplikativajai pusgrupai, kas aprikota ar viena
argumenta operaciju, kura to parvers par D-pusgrupu. Izstradajam art lidzigu
stingra pusreZga dekompoziciju, kura tiek izmantots greizais skelums D-pusgrupas
operacijas vieta.



1. nodala

Rikarta gredzeni un stingribas nosacijumi tajos

1.1. Rikarta gredzeni

Labgjs (kreiss) Rikarta gredzens ir gredzens R, kura katram a € R eksiste
idempotents e € R tads, ka katram = € R, ax = 0 tad un tikai tad, jaex = z
(za = 0 tad un tikai tad, ja xe = z). Tatad acimredzot gredzens R ir lab&jais
Rikarta gredzens tad un tikai tad, ja eksisté tada vienvietiga operacija ’, kas katru
a € R att€lo par idempotentu a’ ar Tpasibu, ka katram = € R,

ax = 0 tad un tikai tad, ja o’z = 2. (1.1)

Raksta [Cirulis, 2016] $adu operaciju sauc par labéji fokalu operaciju, pielagojot
terminu no [Foulis, 1960].

Lidzigi, gredzens R ir kreiss Rikarta gredzens tad un tikai tad, ja eksiste
viena argumenta operacija * tada, ka katram a € R elements ¢ ir idempotents ar
1pasibu, ka katram = € R,

xa = 0 tad un tikai tad, ja za' = . (1.2)

Raksta [Cirulis, 2016] $adu operaciju sauc par kreisi fokalu operaciju. Par fokalu
operaciju mes sauksim operaciju, kura ir vai nu labgji fokala vai kreisi fokala.

Definicija 1.1. Rikarta gredzenu (respektivi lab&ju Rikarta gredzenu) kopa ar
kadu labgji fokalu operaciju sauc par labeji fokalu Rikarta gredzenu (respektivi,
par labeji fokalu labéju Rikarta gredzenu).

Definicija 1.2. [Cirulis and Cremer, 2018] Fokalu operaciju ' unitara gredzena R
sauksim par normalu, ja o'’ = 1 — o’ visiem a € R (kur o ir saisinajums
izteiksmei (a')"). Kreisu vai lab&ju Rikarta gredzenu, kura fokala operacija ir
normala, daZreiz ar1 sauksim par normalu.

Definicija 1.3. [Maeda, 1960] Pienemsim, ka R ir gredzens un a € R.
Idempotentu e € R sauc par elementa a labejo idempotentu, ja visiem x € R
vienadiba ax = 0 ir speka tad un tikai tad, ja ir speka ex = 0.
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To sauc par elementa a kreiso idempotentu, ja visiem x € R vienadiba
za = 0 ir speka tad un tikai tad, ja ir speka xe = 0.

Apzimésim visu elementa a lab&jo idempotentu kopu ar RI(a) un visu ta
kreiso idempotentu kopu ar LI(a).

Definicija 1.4. Gredzenu R sauc par reducétu, ja tam nav neviena nenulles
nilpotenta elementa, t.i., katram ¢ € R un katram n € N, jaa™ = 0, tad a = 0.

Lemma 1.5. Gredzens ar vienibu ir reducets Rikarta gredzens tad un tikai tad, ja
taja var definet vienvietigu operaciju ©, kas apmierina sadus nosacjumus:

(a) za® =z = x°x,

() (ay)° = 2°9°,

() 0°=0.
Saja gadijuma gredzena fokalo operaciju var izteikt ka ' := 1 — x°.

Definicija 1.6. (a) Pienemsim, ka R ir lab&ji fokals labéjs Rikarta gredzens
(kreisi fokals kreiss Rikarta gredzens). Idempotentu e € R sauc par slegtu,
ja tas ir labgji fokalas operacijas (kreisi fokalas operacijas) vertibu kopa
(ti., e = a’ kadam a € R). M&s apzimésim labgji fokalas operacijas (kreisi
fokalas operacijas) vertibu kopu ar P, (P}).

(b) Pienemsim, ka R ir kreisi un labgji fokals Rikarta gredzens ar normalu
fokalo operaciju pari, kas apmierina

a”" =a“and a" =d”. (1.3)
Idempotentu e € R sauc par slegtu, ja tas ir abu fokalo operaciju vertibu
kopa. Abu fokalo operaciju vertibu kopu apzimé ar P,;.

Definicija 1.7. Labeji stingrs labéjs Rikarta gredzens ir 1abgji fokals labéjs Rikarta
gredzens R, kuram ir speka $adi nosacijumi:

(a) labgji fokala operacija ir normala,

(b) visiem p,q € P,,

pq € P tad un tikai tad, ja pqg = qp. (1.4)

Labeji stingrs Rikarta gredzens ir labgji fokals Rikarta gredzens (t.i., abpuséjs
Rikarta gredzens ar labgji fokalo operaciju), kuram ir speka Sie pasi nosacijumi.

Definicija 1.8. [Cirulis, 2016] Stingrs Rikarta gredzens ir kreisi un labgji fokals
Rikarta gredzens, kuram ir spéka $adi nosacijumi:
(a) abas fokalas operacijas ir normalas un a” = ¢" un o = a”,
(b) visiem p, g € Py,

pq € P, tad un tikai tad, ja pg = gp. (1.5)



2. nodala

Sakartojumi stingrajos Rikarta gredzenos

2.1. Zvaigznes sakartojums un vienpuse€jie zvaigznes sakartojumi

Definicija 2.1. [Cirulis, 2016] Pienemsim, ka R ir kreisi un labgji fokals Rikarta
gredzens ar normalam fokalam operacijam, kuram ir speka a" = a" un a”* = a”.

Gredzena R defingjam attiecibu < Sada veida: Elementiem a,b € R ir speka

a % b tad un tikai tad, ja
a'b=a=bd". 2.1

Ka pieradits darba [Cirulis, 2016], stingra Rikarta gredzena attieciba < ir
dalejs sakartojums. To sauc par zvaigznes sakartojumu.

Definicija 2.2. [Marovt et al., 2015, Definicijas 10 un 11] Pienemsim, ka R ir
unitars *-gredzens. Defingjam divvietigu attiecibu *=< gredzena R Sada veida:
Elementiem a, b € R ir speka a *=< b, tad un tikai tad, ja eksisté projekcijap € R
un idempotents e € R tadi, ka

(a) kreisais anulators elementam a ir R(1 — p),

(b) labgjais anulators elementam a ir (1 — e) R,

(¢) pa = pb,

(d) ae = be.
Attiecibu x=< sauc par stingro kreiso zvaigznes sakartojumu gredzena R. Duali
defingjam attiecibu <x: Elementiem a,b € R ir speka a =x b tad un tikai tad, ja
eksiste projekcija ¢ € R un idempotents f € R tadi, ka

(a) kreisais anulators elementam a ir R(1 — f),

(b) labais anulators elementam «a ir (1 — q)R,

(© fa= fb,

(d) ag = bg.
Attiecibu <x sauc par stingro labejo zvaigznes sakartojumu gredzena R.

Definicija 2.3. [Cirulis, 2015¢, Piezime 2] Pienemsim, ka R ir labgji stingrs
labgjais Rikarta gredzens. Gredzena R defingjam attiecibu *< Sada veida:
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Elementiem a,b € R ir speka a *< b, ja
a=a"buna" <g b“, 2.2)

kur < apzimé idempotentu standarta sakartojumu (i.e., idempotentiem e, f € R,
e <pg f tad un tikai tad, ja ef = fe = e). Attiecibu *x< sauc par vajo kreiso
zvaigznes sakartojumu gredzena R. Duali definéjam attiecibu <x: Elementiem
a,b € Rirspeka a <x b tad un tikai tad, ja

a=>bad"und’ <gb”. (2.3)

Attiecibu <x sauc par vajo labejo zvaigznes sakartojumu gredzena R.

2.2. Citi dalejie sakartojumi

Definicija 2.4. [Cirulis, 2017] Karava sakartojums stingra Rikarta gredzena ir
<& <&
attieciba <, kas definéta $adi: @ < b tad un tikai tad, ja

al/ SE b/,, a\\ SE b\\ un a = a“ba". (24)

Definicija 2.5. [Rakic, 2015] Unitara gredzena R apzimésim elementa a kreiso,
respektivi labgjo, anulatoru ar ann; (a), respektivi ann, (a). Apzimésim

Ir:={zr € R|(3Bpe R)(p*=p,
ann)(z) = annj(p) un ann, (z) = ann,(p))}. (2.5)
Dotam elementam x € R idempotents p no vienadibas (2.5) ir viens vienigs, ja
i
tas eksiste. Tadel to varam apzimet ar p,. Kopa Zr definejam attiecibu < Sada
i
veida: Elementiem a,b € Ty ir speka a < b tad un tikai tad, ja a = bp, = p,b.

#
Attiecibu < sauc par restites sakartojumu.
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3. nodala

Labeja zvaigznes sakartojuma visparinajumi uz
Rikarta gredzeniem, kuri apmierina stingribas
nosacijumu

3.1. Stingraislabeéjais zvaigznes sakartojums labeji stingra
Rikarta gredzena

Definicija 3.1. Pienemsim, ka R ir labgji stingrs labgjais Rikarta gredzens un
a,b € R. Defingjam attiecibu <% $ada veida: a =<x b tad un tikai tad, ja eksiste
idempotents f un slégtais idempotents p ar $adam 1pasibam:

(=x1) visiem 2 € R ir speka ax = 0 tad un tikai tad, ja ir speka = € (1 — p)R,
(=x2) visiem 2 € R ir speka xza = 0 tad un tikai tad, ja ir speka x € R(1 — f),
(2%3) ap = bp,
(2x4) fa = fo.

Teoreéma 3.2. [Cremer, 2024] Labeji stingra Rikarta gredzena attieciba =* no
Definicijas 3.1 ir dalejs sakartojums.

Sauksim attiecibu <x par stingro labejo zvaigznes sakartojumu.

3.2. Labejie zvaigznes sakartojumi un labegjie telpiskie
priekssakartojumi

Definicija 3.3.  (a) Pienemsim, ka R ir labg&ji fokals labgjs Rikarta gredzens.

Vajo labejo telpisko priekskartojumu )’ taja definé ar nosacijumu, ka
a C¥ b tad un tikai tad, ja a”’b" = a”.

(b) Pienemsim, ka R ir gredzens. Labejo telpisko priekSkartojumu [, taja
defin€ ar nosacijumu, ka a [, b tad un tikai tad, ja Ra C Rb.

(c) Pienemsim, ka R ir gredzens. Stingro labejo telpisko priekskartojumu
7 taja defin€ ar nosacijumu, ka a 7 b tad un tikai tad, ja eksiste tads
e € LI(a), kaa = ebun fe = e visiem f € LI(b).
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Apgalvojums 3.4. 1. Labeji stingra labeja Rikarta gredzena a <x b tad un
tikai tad, ja o = ba” un a °¥ b.

2. Labeji stingra Rikarta gredzena a =x* b tad un tikai tad, ja a = ba" un
a )b
Teorema 3.5. Pienemsim, ka R ir labeji fokals labejs Rikarta gredzens, un ka </,
ir attieciba, kas defineta gredzena R ar nosacijumu
a =, btad un tikai tad, ja a = ba" un Ra C Rb. 3.1)
Ja R ir labeji stingrs labéjs Rikarta gredzens, tad </, ir daléjs sakartojums.

Teorema 3.6. Pienemsim, ka a un b ir labeji stingra Rikarta gredzena R elementi.
(a) Jaa =% b, tad a </, b.
(b) Jaa <. b, tad a <xb.

4. nodala

Minimalie augsejie sliekSni, apvienojumi un skelumi
pie atbilstoSiem nosacijumiem

4.1. Apvienojumi pec karava sakartojuma

Teorema 4.1. Pienemsim, ka R ir stingrs Rikarta gredzens un a,b,x € R ir
tadi, ka a,b % x. Apzimesim u = (a™ Vp bV)x(a” Vp b'). Tad ir speka Sada
ekvivalenceo:

(@ a,b<u,

(b) Y = " Vp Mun v’ = o Vp b,

(¢) w ir minimals augsejs slieksnis elementiem a un b,

(d) w ir mazakais augsejais slieksnis elementiem a un b sakumnogriezni [0, x] .
<

13



4.2. Nosacijumi Skelumu un apvienojumu eksistencei pec
stingra labeja zvaigznes sakartojuma <x

Lemma 4.2. [Cremer, 2024, Lemma 5.1] Pienemsim, ka R ir labéji stingrs
Rikarta gredzens un a,b,c € R ir tadi, ka a <+ b <x c. Ja a =<x ¢, tad art
a <xb.

Teoreéma 4.3. [Cremer, 2024, Teoréma 5.2] Pienemsim, ka R ir labeji stingrs
Rikarta gredzens un ka a, b ir elementi no R tadi, ka a,b <% x kadam x € R.
(@) Jaa N+ b =% x, tad a Ax b eksiste un a Ax b = a N\ b.
(b) Ja eksiste a Ax b, tad tas ir mazakais augsejais slieksnis sakumnogrieznt
[0, x] <« attiectba pret vajo labejo zvaigznes sakartojumu <x.

Teoreéma 4.4. [Cremer, 2024, Teoréma 5.3] Pienemsim, ka R ir labéji stingrs
Rikarta gredzens un ka a,b ir elementi no R ar ipasibu, ka a,b <x x kadam
z €R.
(a) Ja eksiste a Y+ b, tad a Y*b = a Vx* b.
(b) Ja aVxb =<x x, tad a \V/x b ir mazakais augsSejais slieksnis elementiem a un b
sakumnogriezni [0, x] <. attieciba pret stingro labejo zvaigznes sakartojumu
=,

4.3. Koherences jedziens bez involucijas

Definicija 4.5 (Cirulis). [Cirulis and Cremer, 2022, Definition 3.5] Pienemsim, ka
R ir stingrs Rikarta gredzens. Elementus a, b € R sauksim par vaji koherentiem,
ja
a’b = ab” un b“a = ba”. 4.1
Lemma 4.6. [Cirulis and Cremer, 2022]
(a) Jebkurs slegtu idempotentu paris ir vaji koherents.
(b) Slegti idempotenti ir koherenti tad un tikai tad, ja tie komute.

Definicija 4.7. Pienemsim, ka R ir stingrs Rikarta gredzens. Ta elementus a, b
sauksim par

(a) labgji koherentiem péc Djikica, ja za” = a un zb” = b,

(b) kreisi koherentiem péc Djiki¢a, ja a“z = a un bz = b,

(c) koherentiem péc Djikica, ja tie ir gan labgji, gan kreisi koherenti pec Djikica.

4.4. Skelumi un apvienojumi pec vaja labeja zvaigznes
sakartojuma labeji koherentiem elementiem

Lemmad.8. Labeji stingra labeja Rikarta gredzena elementi a, bir labeji koherenti

tad un tikai tad, ja tiem eksiste Skelums pec vaja labeja zvaigznes sakartojuma un

a kb= ab" = ba".
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Teorema 4.9. Pienemsim, ka a,b ir labeji stingra labéja Rikarta gredzena R
elementi, kuriem eksiste augsejs slieksnis pec vaja labeja zvaigznes sakartojuma
<. Tad sadi nosactjumi ir ekvivalenti:

(a) a’b! = bv'a",

(b) a un b ir labeji koherenti,

(c) ab” = a Nxb=ba",

d) a+bad =aVvxb=>b+ab,

(e avib=a+b— (a Axb),

() avxb=ab + (a Axb) + ba’ un a”t" =b"a".

4.5. AugsejosliekSnu un apvienojumu eksistence péec zvaigznes
sakartojuma

Teoreéma 4.10. [Cirulis and Cremer, 2022] Pienemsim, ka R ir stingrs Rikarta
gredzens. Elementiem a un b no R ir augsejs slieksnis pec zvaigznes sakartojuma
tad un tikai tad, ja tie ir vaji koherenti un ir labeji koherenti pec Djikica.

Teorema 4.11. [Cirulis and Cremer, 2022, Theorem 5.4] Pienemsim, ka R ir
stingrs Rikarta gredzens un a,b € R. Tad Sadi nosacijumi ir ekvivalenti:

(a) a unb ir koherenti,

(b) elementiem a un b eksiste augsejs slieksnis pec zvaigznes sakartojuma, un

ab” ; a,ba” ; b,
(©) a\*/beksisté, un a + ba’ —aVb= b+ ab,
d a \7 b eksiste, un
(1) a un bir labeji koherenti,
(1) a A b eksisté un a Vb = ab’—i—a/*\b—I—ba’,
(e) a\jbeksiste_una\*/b:aer—a/*\b.
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S. nodala

Stingra labeja zvaigznes sakartojuma ipasibas

5.1. Sekcionalas ortopapildinasanas stingrajam labejam
zvaigznes sakartojumam

Teorema 5.1. [Cremer, 2024] Pienemsim, ka R ir labeji stingrais Rikarta gredzens
ar stingro labéjo zvaigznes sakartojumu un sekcionalam ortopapildinasanam,

kuras definetas ka
A

ar =T —a=xd,jaa =<* . 6D
Tad sakartota kopa (R, =x) ir relativi ortopapildinata. Turklat, ja a,b <% x un

a <% bml kadam a,b,x € R, tad a Y* b = a Vx b.

5.2. Stingra labeja zvaigznes ortogonalitate

Teorema 5.2. Pienemsim, ka R ir labeji stingrais Rikarta gredzens un L ir
ortogonalitates attieciba, kuru induce relativi ortopapildinataja sakartotaja kopa
(R, =) (kur <x apzime stingro labejo zvaigznes sakartojumu). Tad a L b tad un
tikai tad, ja

a’ Lb" un fa = 0kadam f € LI(b), (5.2)

kur | apzime slegto idempotentu ortogonalitates attiecibu kuru define ka p L
q < pqg=0 < qp=0.
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5.3. Sakumnogrieznu izomorfismi

5.3.1 Izomorfisms P, sakumnogriezna apakskopa
Teorema 5.3. Ja R ir labéji stringrs Rikarta gredzens un x € R, tad attelojums

G=<x 1 [0,2] < = {p € [0,2"]< | (3e € LI(zp))ex = zp}
ara”

ir sakartojuma izomorfisms, kas saglaba ortogonalitates attiecibu L.

5.3.2 Izomorfisms kopas E x P, ekvivalences klasu apakSkopa

Definicija 5.4. Labeéjais priekssakartojums idempotentu kopa E labgji stingra
Rikarta gredzena (vai pusgrupa) tiek definets ar

e <, f tad un tikai tad, ja fe = e. (5.3)

Definicija 5.5. Labéja ekvivalence 1abgji stingra Rikarta gredzena idempotentu
kopa (vai pusgrupas idempotentu kopa) ir ekvivalences attieciba ~,., kas definéta
ka
e ~, f tad un tikai tad, ja (ef = fun fe =e). (5.4)
Ja R ir labgji stingrs Rikarta gredzens un e € R ir idempotents, tad e
ekvivalences klase péc attiecibas ~,. ir kopa LI(e).
Apzimesim _
E :={LI(e)|e € E}. (5.5)
Dalgjo sakartojumu, kuru kopa E inducé priek$sakartojums <., apzimésim ar <
(proti, idempotentiem e un f, LI(e) < LI(f) tad un tikai tad, jae <, f).

Teoréma 5.6. Pienemsim, ka R ir labeji stingrs Rikarta gredzens un x € R. Tad
attelojums

¢:[0,2]<. = E x P,
aw (L(a),a”)

ir sakartojuma iegremdejums un

im ¢ = {(LI(e),p) € E x P,|LI(e) < LI(z) un p <g 2" un ex = xp}.
(5.6)
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6. nodala

Apakseja pusrezga nosacijumi un vajas BCK-algebras

Sekas 6.1. [Cremer and Marovt, ND] Pienemsim, ka R ir labéji strings Rikarta
gredzens un <* ir vajais vai stingrais labéjais zvaigznes sakartojums. Tad Sadi
nosactjumi ir ekvivalenti:

(a) Sakartota kopa (R, <*) ir apaksejs pusreZgis.

(b) Sakartotaja kopa R eksiste divvietiga operacija ~ ., kas apmierina nosacijumus

(\1) jaa <b tadb~,a=0b6a.

(\2) a© (a~b)irdefinetsun a © (a <. b) <b,

(\3) jaa <b tadc~,b<c~,a.

(c) Sakartotaja kopa R eksiste divvietiga operacija ~ . ar ipasibu, ka (R, ., 0)

ir vaja BCK-algebraun b ~, a =b — a, jaa <* b.
Ja kads no Siem nosacijumiem izpildas, tad pastav tikai viena vieniga operacija, kas
apmierina punkta (b) vai punkta (c) nosacijumus. Operacija apmierina punkta (b)
nosacijumus tad un tikai tad, ja ta apmierina punkta (c) nosacijumus. Turklat vaja
BCK-algebra (I, ~«,0) ir komutativa, un elementu x,y € I Skelums x A, y ir
z— (z N4 y).

Sekas 6.2. [Cremer and Marovt, ND] Pienemsim, ka R ir gredzens ar vieninieku

un Ir ir R apakskopa, kas defineta vienadiba (2.5). Tad sadi nosacijumi ir
ekvivalenti:
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f
(a) Sakartota kopa (Igr,<) ir apaksejs pusrezgis.
(b) Kopa L eksiste divvietiga operacija ~y ar ipasibam, ka b~y a = b — a, ja

a % b, un (Igr,~y,0) ir vaja BCK-algebra.
(c) Kopa I eksiste divvietiga operacija ~y, kas apmierina nosacijumus (~.1), (~.2)
un (~.3) no Sekam 6.1 (ar operaciju ~y operacijas ., vieta).
Ja kads no Siem nosacijumiem izpildas, tad pastav tikai viena vieniga operacija, kas
apmierina punkta (b) vai punkta (c) nosacijumus. Operacija apmierina punkta (b)
nosacijumus tad un tikai tad, ja ta apmierina punkta (c) nosacijumus. Turklat vaja

i
BCK-algebra (I, ~4,0) ir komutativa, un elementu x,y € L Skelums x Ay ir
x — (z~N49)

7. nodala

Ipass gadijums: Reducéta Rikarta gredzena stingra
pusrezga dekompozicijas

Piemers 7.1. Pienemsim, ka R ir reducéts Rikarta gredzens un (E, <g) ir ta
idempotentu pusrezgis.

Katram idempotentam e apzimésim ar -, gredzena reizinaSanas operacijas
ierobeZojumu uz ta saukto m-doménu M, := {a € R | a° = e}. Ar M apzimesim
visu m-doménu (M., -.) saimi.

Katram parim e, f € F ar ipasibu e < f definésim §adu attelojumu ¢/ :

of My — M,
T — xe. (7.1)

Apzimésim ar ® visu attelojumu ¢/ kopu.

Ir viegli parbaudit, ka (M, ®) ir pusgrupu inversa sisttma. Apzimesim $o
inverso sistému ar sys R.

Saja pieméra aprakstitas konstrukcijas rezultats ir loti Iidzigs konstrukcijas
rezultatam PP-monoidos, kas atrodams darba Fountain [1976].

Sekas 7.2. [Cremer, 2025]
(a) Pienemsim, ka (R,+,-,1) ir reducets Rikarta gredzens. Tad (R,-) =
G (sys R).
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(b) Pienemsim, ka (A, H) ir savstarpéji neskelosos labeji kancelativo pusgrupu
inversa sistema par apaksejo pusrezgi S. Ja S{A,H) = (R,-) kadam
reducetam Rikarta gredzenam R, tad (A, H) = sys R.

7.1. Stingra pusrezga dekompozicija, izmantojot D-pusgrupas
un to inversas sistémas

7.1.1 D-pusgrupu inversa sistema, kuru veido m-domeni

Apgalvojums 7.3. [Cremer, 2025] Pienemsim, ka R ir reducéts Rikarta gredzens
un ka E ir ta idempotentu pusreZgis. Katram idempotentu parim e, f, kas
apmierina nosacijumu e <g f, definéjam attélojumu ¢! : M ¢ — M, ka noradits
Vienadojuma (7.1) (proti, ¢f (x) = we). Definéjam

M;.) = {<M€7'€a:76> |€ S E} (72)
ara-cb:=a-buna? :=e, un
o= {¢l|e.fe Eune<p f} (1.3)

ka noradits Pieméra 7.1. Tad (M3, ®) ir labeji kancelativu D-monoidu inversa
sistema.

Definicija 7.4. [Cremer, 2025] Apgalvojuma 7.3 definéto D-monoidu inverso
sisttmu (M3, ®) sauksim par reduceta Rikarta gredzena R D-monoidu inverso
sistemu, un apzimesim to ar sysj R.

7.1.2 D-monoidu stingrie pusrezgi

Definicija 7.5. [Cremer, 2025]

(a) Pienemsim, ka (A°, H) ir savstarp&ji neSkelo§os D-pusgrupu inversa sistema
par apaksgjo pusrezgi S. Visu ta D-pusgrupu apvienojuma A = | J, ¢ 4
definéjam divvietigu operaciju e, ka tas ir dots Vienadiba (B.1), un vien-
vietigu operaciju ® $ada veida: Jax € A, tad

z® = x?. (7.4)

Tad més rakstam A = &° (A°, H) un saucam algebru (A, e, *) par D-
pusgrupu stingru pusreZgi (ko inducé inversa sistema (A°, H)).

(b) Ja (A°,H) ir ari D-monoidu inversa sistéma par pusrezgi S, kuram ir
lielakais elements T, tad més varam definét arT konstanti 1 $ada veida:

1:=17. (7.5)
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Més rakstam A = &9 [(A°, H)] un saucam algebru (A,e,*, 1) par D-
monoidu stringru pusreZgi.

Apgalvojums 7.6. [Cremer, 2025]
(a) Katrs D-pusgrupu strings pusreZgis ir D-pusgrupa.
(b) Katrs D-monoidu strings pusrezgis ir D-monoids.

7.1.3 M-domenu gredzena D-pusgrupas redukta dekompozicija

Sekas 7.7. [Cremer, 2025]

(a) Ja R ir reducets Rikarta gredzens, kas bagatinats ar operaciju °, tad
(R,-°,1) = &%(sysi R).

(b) Pienemsim, ka (A°,H) ir savstarpeji neskeloSos labéji kancelativu D-
pusgrupu inversa sistema par kadu apaksejo pusreZgi un visam ta D-
pusgrupam ir neitralais elements. Ar AS apzimésim D-monoidu saimi,
kas ieguta no D-pusgrupu saimes A°, ieklaujot neitralos elementos sig-
natiras. Pienemsim, ka G°(A°, H) = (R, -,° , 1) kadam reducetam Rikarta
gredzenam R ar operaciju °. Tad (AS, H) = sys; R.
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Secinajumi

3.nodala Sis nodalas galvenais rezultats ir stingra lab&ja zvaigznes sakartojuma
visparinajums uz labgji stringrajiem Rikarta gredzeniem. Tas ir uzlabojums
salidzinajuma ar Marovt et al. [2015], kur stingrais lab€jais zvaigznes sakartojums
tika ieviests Rikarta *-gredzeniem. Tiek uzraditas neinvolutivas versijas
Definicijai 11, Teorémai 9 un Teorémai 10 no Marovt et al. [2015].

4. nodala Attieciba uz karava sakartojumu uz stingra Rikarta gredzena, tika
atrasts pietiekamais nosacijums divu elementu apvienojuma eksistencei sakum-
nogriezni.

Attieciba uz stingro lab&jo zvaigznes sakartojumu labgji stringra Rikarta
gredzena tika atrasti dazZi nosacijumi, kas attiecas uz $k€lumu un apvienojumu
eksistenci sakumnogrieznos. Sie rezultati ir vajaki neka tie, kas zinami vaja
labéja zvaigznes sakartojuma gadijuma (skatit [Cirulis, 2015c, Teoréma 4.3,
Vienadojumi (4.2) un (4.3)]), tacu tie dod nosacijumus, kuros Ske€lumi un apvieno-
jumi pec abiem labgjiem zvaigznes sakartojumiem ir vienadi, kas arT ir interesanti.

Attieciba uz vajo labgjo zvaigznes sakartojumu labgji stingra labgja Rikarta
gredzena noskaidrojam, ka lab&ja prekoherence ir pietiekams nosacijums, lai
diviem elementiem butu Skelums, tadejadi uzlabojot Vienadojumu (4.2) no Cirulis
[2015c]. Turklat tika iegiiti rezultati, kuri atklaj cieSo saistibu starp vajo lab&jo
zvaigznes sakartojumu un gan lab&jas prekoherences, gan labgjas koherences
jédzieniem.

Attieciba uz zvaigznes sakartojumu, Teoréma 4.5.3 ir gan uzlabojums, gan
neinvolutiva versija Teorémai 4.5 no Cirulis [2015a].

5. nodala Viens no §is disertacijas galvenajiem rezultatiem ir stingra labeja
zvaigznes sakartojuma <x strukturas apraksts labg€ji stringra Rikarta gredzena
R. Proti, tika pieradits, ka (R, <x) ir relativi ortopapildinats pusrezgis, iegustot
neinvolutivu versiju iepriekS€jam autores petijumam, kurs§ aprobeZojas ar Rikarta
*-gredzeniem (skatit Kremere [2016]).

Visi rezultati no 5. nodalas paplaSina saistitos pétijumus par stringro
Rikarta gredzenu, kur§ sakartots pec zvaigznes sakartojuma, ka ar1 par labgji
stingro Rikarta gredzenu, kas aprikots ar vajo lab&jo zvaigznes sakartojumu.
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6.nodala Sajanodala, kas satur vél vienu galveno disertacijas rezultatu, vispirms
ieguvam visparigus rezultatus, kurus pec tam pielietojam daZiem sakartojumiem
gredzenos, tostarp Rikarta gredzenos.

Tika ieguti pusreZga nosacijumi vajajam lab&jam zvaigznes sakartojumam,
stingrajam lab&jam zvaigznes sakartojumam un restites sakartojumam. Sie
nosacijumi ir analogi atbilstoSajam pusrezZga nosacijumam zvaigznes sakartojumam,
kas dots Lemma 5.4 un Teoréma 5.5 darba [Cirulis, 2015a]. Iespejams, ka
pastav vel citi sakartojumi gredzenos, komutativa grupas vai citas struktiiras, kur
Teoréma 6.2.1 varétu bt noderiga — ta ir iesp€ja turpmakiem petijumiem.

7.nodala Saja nodala ka treSo galveno disertacijas rezultatu paradam stingra
pusrezga dekompozicijas daZiem reduceta Rikarta gredzena reduktiem.

Tas balstas uz lidzigu rezultatu par lab€jiem PP-monoidiem, skatit Teorému 1
darba Fountain [1976]. AtSkiriba no ta, ieguvam rezultatus arT neunitaraja
gadijuma (m-doménu gredzenos) un ieklavam stingra pusreZga konstrukcija
papildus operacijas — vienvietigo operaciju °©
Rikarta gredzena.

DiemzZel rezultati nav iegiiti visparéjiem stingriem Rikarta gredzeniem.
Tas varétu but virziens turpmakiem pétijumiem, lai paplasSinatu rezultatus par
stingra pusrezga dekompozicijam uz piemérotiem plasaku Rikarta gredzenu klasu
reduktiem.

un greizo Skélumu A reduceta
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Pielikums
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Pielikums A

Sakartotas kopas ar papildu strukturu

Definicija A.1. Attiecibu L, kas definéta ortopapildinata sakartota kopa ka
a L btad un tikai tad, ja a < bt (A.D)

(vai, ekvivalenta veida, a L b tad un tikai tad, ja b < al), sauc par ortogonalitates
attiecibu, ko induce ortopapildinasana.

A.1. Ortopapildinato sakartoto kopu visparinajumi

Definicija A.2. [Cirulis, 2015c] Sakartotu kopu ar mazako elementu (A4, <, 0)
sauc par sekciondli ortopapildinatu, ja katram x € A eksisté ortopapildina$ana
sakumnogriezni [0,z]< = {a € Ala < z}.

Definicija A.3. [Cirulis, 2015c] Sekcionali ortopapildinatu sakartotu kopu
(A, <,0), kura katra sakumnogriezni [0, 2] < ortopapildinajumu apzimé ar ;-, sauc
par relativi ortopapildinatu, ja visiem a, b, x,y € A ir speka:

(rol) ja a < b3, tad eksisté apvienojums a V b kopa A (S0 ipasibu sauc par
ortoapvienojumu eksistenct),

(r02) jaa <z <y, tadar < aj/-.

A.2. Vajas BCK-algebras

Definicija A.4. [Cirulis, 2010]  Algebru (A, \,0), kura ir definéts dalgjs
kartojums < un kuras mazakais elements ir 0, sauc par vajo BCK-algebru, ja
visiem x, y, z € A ir speka:

(wBCK1) z < ytaduntikaitad,jaz Ny =0,

(WBCK2) jaz~Ny <z, tadx \ z <.
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Definicija A.5. Vajo BCK-algebru (A, \, 0) sauc par
(a) komutativu (skat. [Crirulis, 2013, 2014, 2015b]), ja visiem x,y € A ir
speka:
e~ (zNy) =y~ (y\x), (A2)

(b) vajo Henkina algebru (skat. [Cirulis, 2010]), ja visiem z,y € A ir speka:
jar~Ny <y, tadz <y, (A.3)
(c) implikativu (skat. [Crirulis, 2014]), ja visiem x, p, g € A ir speka:

jax <p<gq, tadp~ (¢ ~z)=2x. (A.4)
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Pielikums B

Dazi pusgrupu teorijas pamatjedzieni

B.1. Inversas sistemas un stingrie pusrezgi

Definicija B.1. Skat. [Rotman, 2002, 499. lpp.]. Pienemsim, ka (S, <)
ir sakartota kopa un A = {Ag|s € S} ir viena un ta pasa tipa algebru saime.
Pienemsim, ka % = {h’|s,t € Sun s <t} ir homomorfismu A : A; — Aj
saime. Pienemsim, ka visiem r, s, ¢ € S ir speka:

(a) homomorfisms h§ ir identitates att€lojums,

(b) jar < s <t,tad hih! = hl.
Tad pari (A, H) sauc par algebru A¢ un homomorfismu k', inverso sistemu (par
neséju S).

Definicija B.2. [Grillet, 1995, 75. Ipp.]  Pienemsim, ka (S, A) ir apak$gjs
pusrezgis un (A, H) ir savstarpgji neSkeloSos pusgrupu inversa sistéma par (.S, A).
Apvienojuma A = |J,.g As visam pusgrupam defingjam operaciju e
sekojosa veida. Jax € Asuny € Ay, un -5,¢ apZime pusgrupas A, reizinasanu,

tad
oy = hin () sne hon (). (B.T)

Tad més rakstam A = & (A, H) un saucam pusgrupu (A, e) (ir zinams, ka
operacija e ir asociativa, skat. pieméram [Howie, 1995]) par pusgrupu stingro
pusreZgi.

B.2. D-pusgrupas
Definicija B.3. [Stokes, 2015] Pusgrupu A sauc par D-pusgrupu, ja eksist€ tada
tas idempotentu kopas E apakskopa U, ka katram a € A eksist€ mazakais e € U

ar 1pasibu, ka ea = a (mazakais péc idempotentu standarta dal€ja sakartojuma <g,
kas definéts ka e <p f tad un tikai tad, jaef = fe = e).
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