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Anotācija

Šajā disertācijā tiek pētı̄ti vairāki dal, ējie sakārtojumi noteiktās (iespējams, vien-
pusēju) Rikarta gredzenu klasēs, kurās ir spēkā kāds no tā saucamajiem stingrı̄bas
nosacı̄jumiem, kuri nodrošina, ka gredzens, kuram var nebūt involūcija, dažos
aspektos tomēr lı̄dzinās Rikarta *-gredzenam. Šı̄ pieeja l,auj pārnest zināšanas no
Rikarta *-gredzenu jomas uz plašāku gredzenu klasi bez involūcijas, parādot, ka
Rikarta *-gredzeniem iegūtos rezultātus bieži vien var vismaz dal, ēji saglabāt.

Ar šādu mērk, i mēs ieviešam stingrā labējā zvaigznes sakārtojuma versiju tā
sauktajiem labēji stingrajiem Rikarta gredzeniem, iegūstot relatı̄vi ortopapildinātu
sakārtotu kopu lı̄dzı̄gi kā Rikarta *-gredzena gadı̄jumā.

Dal,a no disertācijas ir veltı̄ta tam, lai katram no vairākiem dal, ējiem
sakārtojumiem atrastu nosacı̄jumus, pie kuriem Rikarta gredzenā, kurā ir spēkā
piemērots stingrı̄bas nosacı̄jums, eksistē šk, ēlumi un apvienojumi pēc attiecı̄gā
sakārtojuma. Piemēram, mēs iegūstam virkni ekvivalentu nosacı̄jumu, pie kuriem
diviem tā sauktā stingrā Rikarta gredzena elementiem ir apvienojums pēc zvaigznes
sakārtojuma.

Ar vienotu pieeju, kas saistās ar vājajām BCK-algebrām, lielākajai dal,ai
pētı̄to dal, ējo sakārtojumumēs iegūstam nosacı̄jumus, pie kuriem attiecı̄gā sakārtotā
kopa ir apakšējs pusrež ‘gis.

Vēl viens disertācijas fokuss ir uz stingrā pusrež ‘ga dekompozı̄cijām noteik-
tiem reducēto Rikarta gredzenu reduktiem. Citu starpā tiek parādı̄ts, ka, ja ir dots
reducēts Rikarta gredzens 〈R,+, ·, 1〉 ar viena argumenta operāciju ◦, kura attēlo
katru elementu uz tā minimālo idempotento dublikatoru, tad algebra 〈R, ·,◦ , 1〉
ir labēji kancelatı̄vu D-pusgrupu stingrs pusrež ‘gis, un ka šı̄ stingrā pusrež ‘ga
reprezentācija ir unikāla.

Atslēgas vārdi: Rikarta gredzens, Rikarta *-gredzens, stingraisRikarta gredzens,
reducēts Rikarta gredzens, zvaigznes sakārtojums, vienpusējs zvaigznes sakārtojums,
kārava sakārtojums, restı̄tes sakārtojums, Eibiena sakārtojums, apvienojums,
šk, ēlums, apakšējs pusrež ‘gis, relatı̄vi ortopapildināta sakārtota kopa, vājā difer-
ence, vājā BCK-algebra, stringrā pusrež ‘ga dekompozı̄cija
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Ievads

Pētı̄jumu virzieni par dal, ējiem sakārtojumiem Rikarta gredzenos
Dal, ējie sakārtojumi Rikarta gredzenos un Rikarta *-gredzenos tiek pētı̄ti jau
vairāk nekā 40 gadus. Tos bieži pēta arı̄ konkrētos piemēros, piemēram, matricu
gredzenos vai Hilberta telpas ierobežoto lineāro operatoru gredzenā, vai arı̄ ı̄pašos
Rikarta gredzenos, kuriem ir vienkāršāka struktūra, piemēram, reducētajos Rikarta
gredzenos.

Pētı̄jumu virzieni ietver dažādu sakārtojumu savstarpējo sakarı̄bu un lı̄dzı̄bu
izpēti (skat. piemēram, [Dolinar and Marovt, 2018]), vai arı̄ pētniecı̄bu, kas
apskata sakārtojumu saiknes ar jēdzieniem no gredzenu teorijas, piemēram, ar
vispārinātajiem inversajiem elementiem (skat. [Marovt, 2015]). Cita interešu joma
ir šo sakārtojumu ı̄pašı̄bas vispārı̄gās sakārtojumu teorijas kontekstā, piemēram,
apvienojumu un šk, ēlumu eksistence, kā arı̄ papildināšanas un tā saukto
sākumnogriežn, u struktūra. Vēl viens virziens ir rezultātu pārnese no specifiskāka
gadı̄juma, piemēram, no Rikarta *-gredzeniem, uz vispārı̄gākiem Rikarta gredze-
niem vai pat vienpusējiem Rikarta gredzeniem (dažos gadı̄jumos pat pusgrupām,
skat. [Cı̄rulis, 2019]).

Pētāmie jautājumi šajā disertācijā: Šı̄ disertācija pārsvarā ietilpst pēdējos
divos no minētajiem virzieniem, bet cits mērk, is ir arı̄ pierādı̄t stiprākus rezultātus,
kas ir spēkā specifiskos Rikarta gredzenos.

Stingrie Rikarta gredzeni
Stingrie Rikarta gredzeni tika ieviesti darbā [Cı̄rulis, 2016] kā neinvolutı̄vs Rikarta
*-gredzenu vispārinājums (t.i., vispārinājums, kuram nav nepieciešama involūcija).
Tie ir aprı̄koti ar divām viena argumenta operācijām, kuras sauc par attiecı̄gi kreiso
un labējo fokālo operāciju. Katrs Rikarta *-gredzens, kā arı̄ katrs reducēts Rikarta
gredzens, var tikt uzskatı̄ts par stingro Rikarta gredzenu. Stingrs Rikarta gredzens
pēc definı̄cijas ir (abpusējs) Rikarta gredzens, bet ir arı̄ vienpusējas šı̄ jēdziena
versijas.

Šajā disertācijā tiek pētı̄ti vairāku dal, ējo sakārtojumu neinvolutı̄vi varianti:
Zvaigznes sakārtojums un vājais labējais zvaigznes sakārtojums tika vispārināti uz
neinvolutı̄viem Rikarta gredzeniem rakstos [Cı̄rulis, 2015c] un [Cı̄rulis, 2016], un
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kārava sakārtojuma gadı̄jumā tas ir izdarı̄ts rakstā [Cı̄rulis, 2017]. Šı̄ disertācija
sniedz stingrā labējā zvaigznes sakārtojuma vispārinājumu uz tā sauktajiem labēji
stingrajiem Rikarta gredzeniem.

Disertācijas mērk, is
Disertācijasmērk, is ir izpētı̄t, vai noteiktas ı̄pašı̄bas, kuras šiemdal, ējiem sakārtojumiem
ir spēkā Rikarta *-gredzenos, kaut kādā veidā saglabājas arı̄ atbilstošajos nein-
volutı̄vajos variantos, pielāgot vienpusējiem zvaigznes sakārtojumiem dažus
jēdzienus, kurus izmanto zvaigznes sakārtojuma pētı̄jumos, un atrast lı̄dzvērtı̄gas
vienpusējas versijas zināmiem rezultātiem par zvaigznes sakārtojumu.

Ir trı̄s galvenie rezultāti: Pirmkārt, tiek pierādı̄ts, ka labēji stingrs Rikarta
gredzens pēc stingrā labējā zvaigznes sakārtojuma ir relatı̄vi ortopapildināta
sakārtota kopa. Otrkārt, ar vienotu pieeju, kas balstās uz vājām BCK-algebrām,
vairākiem sakārtojumiem atrodam nepieciešamus un pietiekamus nosacı̄jumus, lai
piemērota tipa Rikarta gredzens būtu apakšējs pusrež ‘gis pēc attiecı̄gā sakārtojuma.
Trešais rezultāts attiecas uz reducēto Rikarta gredzenu ı̄pašo gadı̄jumu. Mēs
apvienojam reducēta Rikarta gredzena R multiplikatı̄vās pusgrupas stingrā
pusrež ‘ga dekompozı̄ciju (skatı̄t arı̄ [Fountain, 1976]) ar stingrā pusrež ‘ga dekom-
pozı̄ciju D-pusgrupai, kas iegūta no R multiplikatı̄vās pusgrupas, aprı̄kojot to
ar vienvietı̄gu operāciju, kura katru elementu attēlo uz tā minimālo idempotento
dublikatoru N.V. Subramanjama izpratnē.

Metodes
Tiek izmantotas metodes no dažādām algebras nozarēm. Lai iegūtu rezultātus par
stingro labējo zvaigznes sakārtojumu, bieži izmantojam tā ciešo saikni ar vājo
labējo zvaigznes sakārtojumu, kurš jau ir ticis pētı̄ts stingros Rikarta gredzenos.
Apakšējā pusrež ‘ga nosacı̄jumi vairākiem dal, ējiem sakārtojumiem tiek atrasti ar
vispārinātu pieeju, izmantojot vājās BCK-algebras un lı̄dzı̄gas struktūras. Turklāt,
lai pētı̄tu reducēto Rickarta gredzenu struktūru, tiek izmantota pieeja no pusgrupu
teorijas.

Rezultātu aprobācija un autores ieguldı̄jums
Disertācijas ietvaros iegūtie rezultāti tikuši prezentēti 10 starptautiskās un sešās
vietējās konferencēs (detalizētākai informācijai skatı̄t apmeklēto konferenču sarak-
stu disertācijas beigās). Disertācijas galvenie rezultāti ir vai tiks publicēti četros
zinātniskos rakstos: Cı̄rulis and Cremer [2022], Cremer [2024], Cremer [2025]
un Cremer and Marovt [ND] (skatı̄t arı̄ autores publikāciju sarakstu).

Rezultāti no 4.3. un 4.5. apakšnodal, ām 4. nodal, ā ir publicēti pirmajā
rakstā Cı̄rulis and Cremer [2022], kas bija kopdarbs ar profesoru Jāni Cı̄ruli. Šajā
publikācijā autore pierādı̄ja priekšlikumu 3.2, teorēmu 5.3 un dal,u no teorēmas 5.4.
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Otrais raksts Cremer [2024] sastāv no 3.1., 4.2. un 5.1. apakšnodal, ām. Rezultāti
no 6 nodal,as tiks publicēti trešajā rakstā Cremer and Marovt [ND]. Šajā kopdarbā
ar profesoru Janko Marovtu autore pierādı̄ja visus rezultātus un veica lielāko dal,u
rakstı̄šanas un redi ‘gēšanas darbu. Beidzot, ceturtajā rakstā Cremer [2025] tiks
publicēti rezultāti, kuri ir atrodami 7.1. un 7.2. apakšnodal, ās.

Disertācijas struktūra
Disertācijai ir 165 lappuses. Tā ir sadalı̄ta divās da ,lās: pirmā da ,la ir ievaddal, a un 
satur pirmās divas noda ,las (noda ,las 1 un 2), savukārt otrā da ,la satur pētı̄juma 
rezultātus (nodal, as 3 lı̄dz 7).

Vispirms mēs 1. noda ,lā apskatı̄sim attiecı̄gos Rikarta gredzenu veidus. 
Otrā ievadda ,las nodal, a ir 2. noda ,la, kurā tiek aplūkoti specifiski da ,lējie sakārtojumi 
dažādos Rikarta gredzenu veidos, ı̄paši zvaigznes sakārtojums, vienpusējie 
zvaigznes sakārtojumi un vājie vienpusējie zvaigznes sakārtojumi.

Otrā da ,la sākas ar 3. noda ,lu, kurā definējam s tingro l abējo zvaigznes 
sakārtojumu labēji stingrā Rikarta gredzenā un pierādām, ka tas tiešām ir da ,lējs 
sakārtojums. Tiek ieviests vēl viens dal, ējs sakārtojums labēji stingrā Rikarta 
gredzenā, kurš ir vājāks par stingro labējo zvaigznes sakārtojumu, bet stiprāks 
par vājo labējo zvaigznes sakārtojumu, un tādējādi var tikt uzskatı̄ts par trešo 
labās zvaigznes sakārtojuma vispārinājumu. Pēc tam 4. noda ,lā apskatām, pie 
kādiem nosacı̄jumiem eksistē apvienojumi un š ,kēlumi pēc dažādiem da ,lējiem 
sakārtojumiem Rikarta gredzenos, kuros ir spēkā stingrı̄bas nosacı̄jums. Tad 
5. noda ,lā izpētām, kādas ı̄pašı̄bas ir labēji stingram Rikarta gredzenam ar stingro 
labējo zvaigznes sakārtojumu. Galvenais rezultāts ir tas, ka šı̄ sakārtotā kopa ir 
relatı̄vi ortopapildināta. Tiek parādı̄ti arı̄ sākumnogriež ,nu iegremdējumi noteiktās 
sakārtotās kopās, kuras ir saistı̄tas ar gredzena idempotentiem, un tiek raksturoti 
šādu izomorfismu vērtı̄bu kopas. Pierādām nosacı̄jumus, lai attiecı̄gā sakārtotā 
kopa būtu apakšējs pusrež ‘gis vienpusējiem zvaigznes sakārtojumiem stingrā 
Rikarta gredzenā, kā arı̄ restı̄tes sakārtojumam patva ,lı̄gā unitārā gredzenā, 6. noda ,lā. 
Pēdējā, tas ir, 7. noda ,lā, mēs koncentrējamies uz reducētajiem Rikarta gredzeniem 
kā speciālu gadı̄jumu. Galvenais rezultāts ir stingrā pusrež ‘ga dekompozı̄cija 
reducēta Rikarta gredzena multiplikatı̄vajai pusgrupai, kas aprı̄kota ar viena 
argumenta operāciju, kura to pārvērš par D-pusgrupu. Izstrādājam arı̄ lı̄dzı̄gu 
stingrā pusrežg‘ a dekompozı̄ciju, kurā tiek izmantots greizais š ,kēlums D-pusgrupas 
operācijas vietā.
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1. nodal,a

Rikarta gredzeni un stingrı̄bas nosacı̄jumi tajos

1.1. Rikarta gredzeni
Labējs (kreiss) Rikarta gredzens ir gredzens R, kurā katram a ∈ R eksistē
idempotents e ∈ R tāds, ka katram x ∈ R, ax = 0 tad un tikai tad, ja ex = x
(xa = 0 tad un tikai tad, ja xe = x). Tātad acı̄mredzot gredzens R ir labējais
Rikarta gredzens tad un tikai tad, ja eksistē tāda vienvietı̄ga operācija ′, kas katru
a ∈ R attēlo par idempotentu a′ ar ı̄pašı̄bu, ka katram x ∈ R,

ax = 0 tad un tikai tad, ja a′x = x. (1.1)

Rakstā [Cı̄rulis, 2016] šādu operāciju sauc par labēji fokālu operāciju, pielāgojot
terminu no [Foulis, 1960].

Lı̄dzı̄gi, gredzens R ir kreiss Rikarta gredzens tad un tikai tad, ja eksistē
viena argumenta operācija 8 tāda, ka katram a ∈ R elements a8 ir idempotents ar
ı̄pašı̄bu, ka katram x ∈ R,

xa = 0 tad un tikai tad, ja xa8 = x. (1.2)

Rakstā [Cı̄rulis, 2016] šādu operāciju sauc par kreisi fokālu operāciju. Par fokālu
operāciju mēs sauksim operāciju, kura ir vai nu labēji fokāla vai kreisi fokāla.

Definı̄cija 1.1. Rikarta gredzenu (respektı̄vi labēju Rikarta gredzenu) kopā ar
kādu labēji fokālu operāciju sauc par labēji fokālu Rikarta gredzenu (respektı̄vi,
par labēji fokālu labēju Rikarta gredzenu).

Definı̄cija 1.2. [Cı̄rulis and Cremer, 2018] Fokālu operāciju ′ unitārā gredzenā R
sauksim par normālu, ja a′′ = 1 − a′ visiem a ∈ R (kur a′′ ir saı̄sinājums
izteiksmei (a′)′). Kreisu vai labēju Rikarta gredzenu, kura fokālā operācija ir
normāla, dažreiz arı̄ sauksim par normālu.

Definı̄cija 1.3. [Maeda, 1960] Pien, emsim, ka R ir gredzens un a ∈ R.
Idempotentu e ∈ R sauc par elementa a labējo idempotentu, ja visiem x ∈ R
vienādı̄ba ax = 0 ir spēkā tad un tikai tad, ja ir spēkā ex = 0.
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To sauc par elementa a kreiso idempotentu, ja visiem x ∈ R vienādı̄ba
xa = 0 ir spēkā tad un tikai tad, ja ir spēkā xe = 0.

Apzı̄mēsim visu elementa a labējo idempotentu kopu ar RI(a) un visu tā
kreiso idempotentu kopu ar LI(a).

Definı̄cija 1.4. Gredzenu R sauc par reducētu, ja tam nav neviena nenulles
nilpotenta elementa, t.i., katram a ∈ R un katram n ∈ N, ja an = 0, tad a = 0.

Lemma 1.5. Gredzens ar vienı̄bu ir reducēts Rikarta gredzens tad un tikai tad, ja
tajā var definēt vienvietı̄gu operāciju ◦, kas apmierina šādus nosacı̄jumus:
(a) xx◦ = x = x◦x,
(b) (xy)◦ = x◦y◦,
(c) 0◦ = 0.

Šajā gadı̄jumā gredzena fokālo operāciju var izteikt kā x′ := 1− x◦.

Definı̄cija 1.6. (a) Pien, emsim, ka R ir labēji fokāls labējs Rikarta gredzens
(kreisi fokāls kreiss Rikarta gredzens). Idempotentu e ∈ R sauc par slēgtu,
ja tas ir labēji fokālās operācijas (kreisi fokālās operācijas) vērtı̄bu kopā
(t.i., e = a′ kādam a ∈ R). Mēs apzı̄mēsim labēji fokālās operācijas (kreisi
fokālās operācijas) vērtı̄bu kopu ar Pr (Pl).

(b) Pien, emsim, ka R ir kreisi un labēji fokāls Rikarta gredzens ar normālu
fokālo operāciju pāri, kas apmierina

a8′ = a88 and a′8 = a′′. (1.3)

Idempotentu e ∈ R sauc par slēgtu, ja tas ir abu fokālo operāciju vērtı̄bu
kopā. Abu fokālo operāciju vērtı̄bu kopu apzı̄mē ar Prl.

Definı̄cija 1.7. Labēji stingrs labējs Rikarta gredzens ir labēji fokāls labējs Rikarta
gredzens R, kuram ir spēkā šādi nosacı̄jumi:
(a) labēji fokālā operācija ir normāla,
(b) visiem p, q ∈ Pr,

pq ∈ Pr tad un tikai tad, ja pq = qp. (1.4)

Labēji stingrs Rikarta gredzens ir labēji fokāls Rikarta gredzens (t.i., abpusējs
Rikarta gredzens ar labēji fokālo operāciju), kuram ir spēkā šie paši nosacı̄jumi.

Definı̄cija 1.8. [Cı̄rulis, 2016] Stingrs Rikarta gredzens ir kreisi un labēji fokāls
Rikarta gredzens, kuram ir spēkā šādi nosacı̄jumi:
(a) abas fokālās operācijas ir normālas un a8′ = a88 un a′8 = a′′,
(b) visiem p, q ∈ Prl,

pq ∈ Prl tad un tikai tad, ja pq = qp. (1.5)
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2. nodal,a

Sakārtojumi stingrajos Rikarta gredzenos

2.1. Zvaigznes sakārtojumsunvienpusējie zvaigznes sakārtojumi
Definı̄cija 2.1. [Cı̄rulis, 2016] Pien, emsim, ka R ir kreisi un labēji fokāls Rikarta
gredzens ar normālām fokālām operācijām, kurām ir spēkā a8′ = a88 un a′8 = a′′.
Gredzenā R definējam attiecı̄bu

∗
≤ šādā veidā: Elementiem a, b ∈ R ir spēkā

a
∗
≤ b tad un tikai tad, ja

a88b = a = ba′′. (2.1)

Kā pierādı̄ts darbā [Cı̄rulis, 2016], stingrā Rikarta gredzenā attiecı̄ba
∗
≤ ir

dal, ējs sakārtojums. To sauc par zvaigznes sakārtojumu.

Definı̄cija 2.2. [Marovt et al., 2015, Definı̄cijas 10 un 11] Pien, emsim, ka R ir
unitārs *-gredzens. Definējam divvietı̄gu attiecı̄bu ∗� gredzenā R šādā veidā:
Elementiem a, b ∈ R ir spēkā a ∗� b, tad un tikai tad, ja eksistē projekcija p ∈ R
un idempotents e ∈ R tādi, ka
(a) kreisais anulators elementam a ir R(1− p),
(b) labējais anulators elementam a ir (1− e)R,
(c) pa = pb,
(d) ae = be.

Attiecı̄bu ∗� sauc par stingro kreiso zvaigznes sakārtojumu gredzenā R. Duāli
definējam attiecı̄bu �∗: Elementiem a, b ∈ R ir spēkā a �∗ b tad un tikai tad, ja
eksistē projekcija q ∈ R un idempotents f ∈ R tādi, ka
(a) kreisais anulators elementam a ir R(1− f),
(b) labais anulators elementam a ir (1− q)R,
(c) fa = fb,
(d) aq = bq.

Attiecı̄bu �∗ sauc par stingro labējo zvaigznes sakārtojumu gredzenā R.

Definı̄cija 2.3. [Cı̄rulis, 2015c, Piezı̄me 2] Pien, emsim, ka R ir labēji stingrs
labējais Rikarta gredzens. Gredzenā R definējam attiecı̄bu ∗≤ šādā veidā:
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Elementiem a, b ∈ R ir spēkā a ∗≤ b, ja

a = a88b un a88 ≤E b88, (2.2)

kur ≤E apzı̄mē idempotentu standarta sakārtojumu (i.e., idempotentiem e, f ∈ R,
e ≤E f tad un tikai tad, ja ef = fe = e). Attiecı̄bu ∗≤ sauc par vājo kreiso
zvaigznes sakārtojumu gredzenā R. Duāli definējam attiecı̄bu ≤∗: Elementiem
a, b ∈ R ir spēkā a ≤∗ b tad un tikai tad, ja

a = ba′′ un a′′ ≤E b′′. (2.3)

Attiecı̄bu ≤∗ sauc par vājo labējo zvaigznes sakārtojumu gredzenā R.

2.2. Citi dal, ējie sakārtojumi
Definı̄cija 2.4. [Cı̄rulis, 2017] Kārava sakārtojums stingrā Rikarta gredzenā ir
attiecı̄ba

�
≤, kas definēta šādi: a

�
≤ b tad un tikai tad, ja

a′′ ≤E b′′, a88 ≤E b88 un a = a88ba′′. (2.4)

Definı̄cija 2.5. [Rakic, 2015] Unitārā gredzenā R apzı̄mēsim elementa a kreiso,
respektı̄vi labējo, anulatoru ar annl(a), respektı̄vi annr(a). Apzı̄mēsim

IR := {x ∈ R (∃p ∈ R)(p2 = p,
annl(x) = annl(p) un annr(x) = annr(p))}. (2.5)

Dotam elementam x ∈ R idempotents p no vienādı̄bas (2.5) ir viens vienı̄gs, ja

tas eksistē. Tādēl, to varam apzı̄mēt ar px. Kopā IR definējam attiecı̄bu
]

≤ šādā

veidā: Elementiem a, b ∈ IR ir spēkā a
]

≤ b tad un tikai tad, ja a = bpa = pab.

Attiecı̄bu
]

≤ sauc par restı̄tes sakārtojumu.
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3. nodal,a

Labējā zvaigznes sakārtojuma vispārinājumi uz
Rikarta gredzeniem, kuri apmierina stingrı̄bas

nosacı̄jumu

3.1. Stingrais labējais zvaigznes sakārtojums labēji stingrā
Rikarta gredzenā

Definı̄cija 3.1. Pien, emsim, ka R ir labēji stingrs labējais Rikarta gredzens un
a, b ∈ R. Definējam attiecı̄bu �∗ šādā veidā: a �∗ b tad un tikai tad, ja eksistē
idempotents f un slēgtais idempotents p ar šādām ı̄pašı̄bām:

(�∗1) visiem x ∈ R ir spēkā ax = 0 tad un tikai tad, ja ir spēkā x ∈ (1− p)R,

(�∗2) visiem x ∈ R ir spēkā xa = 0 tad un tikai tad, ja ir spēkā x ∈ R(1− f),

(�∗3) ap = bp,

(�∗4) fa = fb.

Teorēma 3.2. [Cremer, 2024] Labēji stingrā Rikarta gredzenā attiecı̄ba �∗ no
Definı̄cijas 3.1 ir dal, ējs sakārtojums.

Sauksim attiecı̄bu �∗ par stingro labējo zvaigznes sakārtojumu.

3.2. Labējie zvaigznes sakārtojumi un labējie telpiskie
priekšsakārtojumi

Definı̄cija 3.3. (a) Pien, emsim, ka R ir labēji fokāls labējs Rikarta gredzens.
Vājo labējo telpisko priekškārtojumu <w

r tajā definē ar nosacı̄jumu, ka
a <w

r b tad un tikai tad, ja a′′b′′ = a′′.
(b) Pien, emsim, ka R ir gredzens. Labējo telpisko priekškārtojumu <r tajā

definē ar nosacı̄jumu, ka a <r b tad un tikai tad, ja Ra ⊆ Rb.
(c) Pien, emsim, ka R ir gredzens. Stingro labējo telpisko priekškārtojumu

<s
r tajā definē ar nosacı̄jumu, ka a <s

r b tad un tikai tad, ja eksistē tāds
e ∈ LI(a), ka a = eb un fe = e visiem f ∈ LI(b).
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Apgalvojums 3.4. 1. Labēji stingrā labējā Rikarta gredzenā a ≤∗ b tad un
tikai tad, ja a = ba′′ un a <w

r b.

2. Labēji stingrā Rikarta gredzenā a �∗ b tad un tikai tad, ja a = ba′′ un
a <s

r b.

Teorēma 3.5. Pien, emsim, ka R ir labēji fokāls labējs Rikarta gredzens, un ka �′∗
ir attiecı̄ba, kas definēta gredzenā R ar nosacı̄jumu

a �′∗ b tad un tikai tad, ja a = ba′′ un Ra ⊆ Rb. (3.1)

Ja R ir labēji stingrs labējs Rikarta gredzens, tad �′∗ ir dal, ējs sakārtojums.

Teorēma 3.6. Pien, emsim, ka a un b ir labēji stingrā Rikarta gredzena R elementi.
(a) Ja a �∗ b, tad a �′∗ b.
(b) Ja a �′∗ b, tad a ≤∗ b.

4. nodal,a

Minimālie augšējie sliekšn, i, apvienojumi un šk, ēlumi
pie atbilstošiem nosacı̄jumiem

4.1. Apvienojumi pēc kārava sakārtojuma
Teorēma 4.1. Pien, emsim, ka R ir stingrs Rikarta gredzens un a, b, x ∈ R ir
tādi, ka a, b

�
≤ x. Apzı̄mēsim u = (a88 ∨P b88)x(a′′ ∨P b′′). Tad ir spēkā šāda

ekvivalence:
(a) a, b

�
≤ u,

(b) u88 = a88 ∨P b88 un u′′ = a′′ ∨P b′′,
(c) u ir minimāls augšējs slieksnis elementiem a un b,
(d) u ir mazākais augšējais slieksnis elementiem a un b sākumnogrieznı̄ [0, x] �

≤
.
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4.2. Nosacı̄jumi šk, ēlumu un apvienojumu eksistencei pēc
stingrā labējā zvaigznes sakārtojuma �∗

Lemma 4.2. [Cremer, 2024, Lemma 5.1] Pien, emsim, ka R ir labēji stingrs
Rikarta gredzens un a, b, c ∈ R ir tādi, ka a ≤∗ b ≤∗ c. Ja a �∗ c, tad arı̄
a �∗ b.

Teorēma 4.3. [Cremer, 2024, Teorēma 5.2] Pien, emsim, ka R ir labēji stingrs
Rikarta gredzens un ka a, b ir elementi no R tādi, ka a, b �∗ x kādam x ∈ R.
(a) Ja a ∧∗ b �∗ x, tad af∗ b eksistē un af∗ b = a ∧∗ b.
(b) Ja eksistē a f∗ b, tad tas ir mazākais augšējais slieksnis sākumnogrieznı̄

[0, x]�∗ attiecı̄bā pret vājo labējo zvaigznes sakārtojumu ≤∗.

Teorēma 4.4. [Cremer, 2024, Teorēma 5.3] Pien, emsim, ka R ir labēji stingrs
Rikarta gredzens un ka a, b ir elementi no R ar ı̄pašı̄bu, ka a, b �∗ x kādam
x ∈ R.
(a) Ja eksistē ag∗ b, tad ag∗ b = a ∨∗ b.
(b) Ja a∨∗ b �∗ x, tad a∨∗ b ir mazākais augšējais slieksnis elementiem a un b

sākumnogrieznı̄ [0, x]≤∗ attiecı̄bā pret stingro labējo zvaigznes sakārtojumu
�∗.

4.3. Koherences jēdziens bez involūcijas
Definı̄cija 4.5 (Cı̄rulis). [Cı̄rulis and Cremer, 2022, Definition 3.5] Pien, emsim, ka
R ir stingrs Rikarta gredzens. Elementus a, b ∈ R sauksim par vāji koherentiem,
ja

a88b = ab′′ un b88a = ba′′. (4.1)

Lemma 4.6. [Cı̄rulis and Cremer, 2022]
(a) Jebkurš slēgtu idempotentu pāris ir vāji koherents.
(b) Slēgti idempotenti ir koherenti tad un tikai tad, ja tie komutē.

Definı̄cija 4.7. Pien, emsim, ka R ir stingrs Rikarta gredzens. Tā elementus a, b
sauksim par
(a) labēji koherentiem pēc Djikiča, ja xa′′ = a un xb′′ = b,
(b) kreisi koherentiem pēc Djikiča, ja a88x = a un b88x = b,
(c) koherentiem pēc Djikiča, ja tie ir gan labēji, gan kreisi koherenti pēc Djikiča.

4.4. Šk, ēlumi un apvienojumi pēc vājā labējā zvaigznes
sakārtojuma labēji koherentiem elementiem

Lemma4.8. Labēji stingra labējā Rikarta gredzena elementia, b ir labēji koherenti
tad un tikai tad, ja tiem eksistē šk, ēlums pēc vājā labējā zvaigznes sakārtojuma un
a ∧∗ b = ab′′ = ba′′.
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Teorēma 4.9. Pien, emsim, ka a, b ir labēji stingra labēja Rikarta gredzena R
elementi, kuriem eksistē augšējs slieksnis pēc vājā labējā zvaigznes sakārtojuma
≤∗. Tad šādi nosacı̄jumi ir ekvivalenti:
(a) a′′b′′ = b′′a′′,
(b) a un b ir labēji koherenti,
(c) ab′′ = a ∧∗ b = ba′′,
(d) a+ ba′ = a ∨∗ b = b+ ab′,
(e) a ∨∗ b = a+ b− (a ∧∗ b),
(f) a ∨∗ b = ab′ + (a ∧∗ b) + ba′ un a′′b′′ = b′′a′′.

4.5. Augšējo sliekšn, uunapvienojumueksistencepēc zvaigznes
sakārtojuma

Teorēma 4.10. [Cı̄rulis and Cremer, 2022] Pien, emsim, ka R ir stingrs Rikarta
gredzens. Elementiem a un b no R ir augšējs slieksnis pēc zvaigznes sakārtojuma
tad un tikai tad, ja tie ir vāji koherenti un ir labēji koherenti pēc Djikiča.

Teorēma 4.11. [Cı̄rulis and Cremer, 2022, Theorem 5.4] Pien, emsim, ka R ir
stingrs Rikarta gredzens un a, b ∈ R. Tad šādi nosacı̄jumi ir ekvivalenti:
(a) a un b ir koherenti,
(b) elementiem a un b eksistē augšējs slieksnis pēc zvaigznes sakārtojuma, un

ab′′
∗
≤ a, ba′′

∗
≤ b,

(c) a
∗
∨ b eksistē, un a+ ba′ = a

∗
∨ b = b+ ab′,

(d) a
∗
∨ b eksistē, un
(1) a un b ir labēji koherenti,

(1) a
∗
∧ b eksistē un a

∗
∨ b = ab′ + a

∗
∧ b+ ba′,

(e) a
∗
∨ b eksistē un a

∗
∨ b = a+ b− a

∗
∧ b.
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5. nodal,a

Stingrā labējā zvaigznes sakārtojuma ı̄pašı̄bas

5.1. Sekcionālas ortopapildināšanas stingrajam labējam
zvaigznes sakārtojumam

Teorēma5.1. [Cremer, 2024] Pien, emsim, kaR ir labēji stingrais Rikarta gredzens
ar stingro labējo zvaigznes sakārtojumu un sekcionālām ortopapildināšanām,
kuras definētas kā

a
o−

x := x− a = xa′, ja a �∗ x. (5.1)

Tad sakārtotā kopa 〈R,�∗〉 ir relatı̄vi ortopapildināta. Turklāt, ja a, b �∗ x un

a �∗ b
o−

x kādam a, b, x ∈ R, tad ag∗ b = a ∨∗ b.

5.2. Stingrā labējā zvaigznes ortogonalitāte

Teorēma 5.2. Pien, emsim, ka R ir labēji stingrais Rikarta gredzens un o− ir
ortogonalitātes attiecı̄ba, kuru inducē relatı̄vi ortopapildinātajā sakārtotajā kopā
〈R,�∗〉 (kur �∗ apzı̄mē stingro labējo zvaigznes sakārtojumu). Tad a o− b tad un
tikai tad, ja

a′′ ⊥ b′′ un fa = 0 kādam f ∈ LI(b), (5.2)

kur ⊥ apzı̄mē slēgto idempotentu ortogonālitātes attiecı̄bu kuru definē kā p ⊥
q ⇐⇒ pq = 0 ⇐⇒ qp = 0.
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5.3. Sākumnogriežn, u izomorfismi

5.3.1 Izomorfisms Pr sākumnogriežn, a apakškopā
Teorēma 5.3. Ja R ir labēji stringrs Rikarta gredzens un x ∈ R, tad attēlojums

φ�∗ : [0, x]�∗ → {p ∈ [0, x′′]≤ | (∃e ∈ LI(xp))ex = xp}
a 7→ a′′

ir sakārtojuma izomorfisms, kas saglabā ortogonalitātes attiecı̄bu o−.

5.3.2 Izomorfisms kopas E × Pr ekvivalences klašu apakškopā
Definı̄cija 5.4. Labējais priekšsakārtojums idempotentu kopā E labēji stingrā
Rikarta gredzenā (vai pusgrupā) tiek definēts ar

e .r f tad un tikai tad, ja fe = e. (5.3)

Definı̄cija 5.5. Labējā ekvivalence labēji stingra Rikarta gredzena idempotentu
kopā (vai pusgrupas idempotentu kopā) ir ekvivalences attiecı̄ba ∼r, kas definēta
kā

e ∼r f tad un tikai tad, ja (ef = f un fe = e). (5.4)
Ja R ir labēji stingrs Rikarta gredzens un e ∈ R ir idempotents, tad e

ekvivalences klase pēc attiecı̄bas ∼r ir kopa LI(e).
Apzı̄mēsim

Ẽ := {LI(e) | e ∈ E}. (5.5)

Dal, ējo sakārtojumu, kuru kopā Ẽ inducē priekšsakārtojums .r, apzı̄mēsim ar ≤
(proti, idempotentiem e un f , LI(e) ≤ LI(f) tad un tikai tad, ja e .r f ).

Teorēma 5.6. Pien, emsim, ka R ir labēji stingrs Rikarta gredzens un x ∈ R. Tad
attēlojums

φ : [0, x]�∗ → Ẽ × Pr

a 7→ (LI(a), a′′)

ir sakārtojuma iegremdējums un

imφ = {(LI(e), p) ∈ Ẽ × Pr |LI(e) ≤ LI(x) un p ≤E x′′ un ex = xp}.
(5.6)
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6. nodal,a

Apakšējā pusrež ‘ga nosacı̄jumi un vājās BCK-algebras

Sekas 6.1. [Cremer and Marovt, ND] Pien, emsim, ka R ir labēji strings Rikarta
gredzens un ≤∗ ir vājais vai stingrais labējais zvaigznes sakārtojums. Tad šādi
nosacı̄jumi ir ekvivalenti:
(a) Sakārtotā kopa 〈R,≤∗〉 ir apakšējs pusrež ‘gis.
(b) Sakārtotajā kopāR eksistē divvietı̄ga operācijar∗, kas apmierina nosacı̄jumus

(r1) ja a ≤ b, tad br∗ a = b	 a.
(r2) a	 (ar∗ b) ir definēts un a	 (ar∗ b) ≤ b,
(r3) ja a ≤ b, tad cr∗ b ≤ cr∗ a.

(c) Sakārtotajā kopāR eksistē divvietı̄ga operācijar∗ ar ı̄pašı̄bu, ka 〈R,r∗, 0〉
ir vājā BCK-algebra un br∗ a = b− a, ja a ≤∗ b.

Ja kāds no šiem nosacı̄jumiem izpildās, tad pastāv tikai viena vienı̄ga operācija, kas
apmierina punkta (b) vai punkta (c) nosacı̄jumus. Operācija apmierina punkta (b)
nosacı̄jumus tad un tikai tad, ja tā apmierina punkta (c) nosacı̄jumus. Turklāt vājā
BCK-algebra 〈IR,r∗, 0〉 ir komutatı̄va, un elementu x, y ∈ IR šk, ēlums x ∧∗ y ir
x− (xr∗ y).

Sekas 6.2. [Cremer and Marovt, ND] Pien, emsim, ka R ir gredzens ar vieninieku
un IR ir R apakškopa, kas definēta vienādı̄bā (2.5). Tad šādi nosacı̄jumi ir
ekvivalenti:
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(a) Sakārtotā kopa 〈IR,
]

≤〉 ir apakšējs pusrež ‘gis.
(b) Kopā IR eksistē divvietı̄ga operācija r] ar ı̄pašı̄bām, ka br] a = b− a, ja

a
]

≤ b, un 〈IR,r], 0〉 ir vājā BCK-algebra.
(c) KopāIR eksistē divvietı̄ga operācijar], kas apmierina nosacı̄jumus (r1), (r2)

un (r3) no Sekām 6.1 (ar operāciju r] operācijas r∗ vietā).
Ja kāds no šiem nosacı̄jumiem izpildās, tad pastāv tikai viena vienı̄ga operācija, kas
apmierina punkta (b) vai punkta (c) nosacı̄jumus. Operācija apmierina punkta (b)
nosacı̄jumus tad un tikai tad, ja tā apmierina punkta (c) nosacı̄jumus. Turklāt vājā

BCK-algebra 〈IR,r], 0〉 ir komutatı̄va, un elementu x, y ∈ IR šk, ēlums x
]
∧ y ir

x− (xr] y).

7. nodal,a

Īpašs gadı̄jums: Reducēta Rikarta gredzena stingrā
pusrež ‘ga dekompozı̄cijas

Piemērs 7.1. Pien, emsim, ka R ir reducēts Rikarta gredzens un 〈E,≤E〉 ir tā
idempotentu pusrež ‘gis.

Katram idempotentam e apzı̄mēsim ar ·e gredzena reizināšanas operācijas
ierobežojumu uz tā sauktom-domēnuMe := {a ∈ R a◦ = e}. ArM apzı̄mēsim
visu m-domēnu 〈Me, ·e〉 saimi.

Katram pārim e, f ∈ E ar ı̄pašı̄bu e ≤E f definēsim šādu attēlojumu φf
e :

φf
e : Mf → Me

x 7→ xe. (7.1)

Apzı̄mēsim ar Φ visu attēlojumu φf
e kopu.

Ir viegli pārbaudı̄t, ka 〈M,Φ〉 ir pusgrupu inversā sistēma. Apzı̄mēsim šo
inverso sistēmu ar sysR.

Šajā piemērā aprakstı̄tās konstrukcijas rezultāts ir l,oti lı̄dzı̄gs konstrukcijas
rezultātam PP-monoı̄dos, kas atrodams darbā Fountain [1976].

Sekas 7.2. [Cremer, 2025]
(a) Pien, emsim, ka 〈R,+, ·, 1〉 ir reducēts Rikarta gredzens. Tad 〈R, ·〉 =

S (sysR).
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(b) Pien, emsim, ka 〈A,H〉 ir savstarpēji nešk, el,ošos labēji kancelatı̄vo pusgrupu
inversā sistēma pār apakšējo pusrež ‘gi S. Ja S〈A,H〉 = 〈R, ·〉 kādam
reducētam Rikarta gredzenam R, tad 〈A,H〉 = sysR.

7.1. Stingrā pusrež ‘gadekompozı̄cija, izmantojotD-pusgrupas
un to inversās sistēmas

7.1.1 D-pusgrupu inversā sistēma, kuru veido m-domēni
Apgalvojums 7.3. [Cremer, 2025] Pien, emsim, kaR ir reducēts Rikarta gredzens
un ka E ir tā idempotentu pusrež ‘gis. Katram idempotentu pārim e, f , kas
apmierina nosacı̄jumu e ≤E f , definējam attēlojumu φf

e : Mf →Me kā norādı̄ts
Vienādojumā (7.1) (proti, φf

e (x) = xe). Definējam

M◦1 = {〈Me, ·e, ◦e, e〉 | e ∈ E} (7.2)

ar a ·e b := a · b un a◦e := e, un

Φ = {φf
e | e, f ∈ E un e ≤E f} (7.3)

kā norādı̄ts Piemērā 7.1. Tad 〈M◦1,Φ〉 ir labēji kancelatı̄vu D-monoı̄du inversā
sistēma.

Definı̄cija 7.4. [Cremer, 2025] Apgalvojumā 7.3 definēto D-monoı̄du inverso
sistēmu 〈M◦1,Φ〉 sauksim par reducētā Rikarta gredzena R D-monoı̄du inverso
sistēmu, un apzı̄mēsim to ar sys◦1 R.

7.1.2 D-monoı̄du stingrie pusrež ‘gi
Definı̄cija 7.5. [Cremer, 2025]
(a) Pien, emsim, ka 〈A◦,H〉 ir savstarpēji nešk, el,ošosD-pusgrupu inversā sistēma

pār apakšējo pusrež ‘gi S. Visu tā D-pusgrupu apvienojumā A =
⋃

s∈S As

definējam divvietı̄gu operāciju •, kā tas ir dots Vienādı̄bā (B.1), un vien-
vietı̄gu operāciju • šādā veidā: Ja x ∈ As, tad

x• := x◦s. (7.4)

Tad mēs rakstām A = S◦ 〈A◦,H〉 un saucam algebru 〈A, •, •〉 par D-
pusgrupu stingru pusrež ‘gi (ko inducē inversā sistēma 〈A◦,H〉).

(b) Ja 〈A◦,H〉 ir arı̄ D-monoı̄du inversā sistēma pār pusrež ‘gi S, kuram ir
lielākais elements >, tad mēs varam definēt arı̄ konstanti 1 šādā veidā:

1 := 1>. (7.5)
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Mēs rakstām A = S◦1 [〈A◦,H〉] un saucam algebru 〈A, •, •,1〉 par D-
monoı̄du stringru pusrež ‘gi.

Apgalvojums 7.6. [Cremer, 2025]
(a) Katrs D-pusgrupu strings pusrež ‘gis ir D-pusgrupa.
(b) Katrs D-monoı̄du strings pusrež ‘gis ir D-monoı̄ds.

7.1.3 M-domēnu gredzena D-pusgrupas redukta dekompozı̄cija
Sekas 7.7. [Cremer, 2025]
(a) Ja R ir reducēts Rikarta gredzens, kas bagātināts ar operāciju ◦, tad
〈R, ·,◦ , 1〉 = S◦1(sys◦1 R).

(b) Pien, emsim, ka 〈A◦,H〉 ir savstarpēji nešk, el,ošos labēji kancelatı̄vu D-
pusgrupu inversā sistēma pār kādu apakšējo pusrež ‘gi un visām tā D-
pusgrupām ir neitrālais elements. Ar A◦1 apzı̄mēsim D-monoı̄du saimi,
kas iegūta no D-pusgrupu saimes A◦, iekl,aujot neitrālos elementos sig-
natūrās. Pien, emsim, kaS◦〈A◦,H〉 = 〈R, ·,◦ , 1〉 kādam reducētamRikarta
gredzenam R ar operāciju ◦. Tad 〈A◦1,H〉 = sys◦1 R.
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Secinājumi

3. nodal,a Šı̄s nodal,as galvenais rezultāts ir stingrā labējā zvaigznes sakārtojuma
vispārinājums uz labēji stringrajiem Rikarta gredzeniem. Tas ir uzlabojums
salı̄dzinājumā ar Marovt et al. [2015], kur stingrais labējais zvaigznes sakārtojums
tika ieviests Rikarta *-gredzeniem. Tiek uzrādı̄tas neinvolutı̄vas versijas
Definı̄cijai 11, Teorēmai 9 un Teorēmai 10 no Marovt et al. [2015].

4. nodal,a Attiecı̄bā uz kārava sakārtojumu uz stingrā Rikarta gredzenā, tika
atrasts pietiekamais nosacı̄jums divu elementu apvienojuma eksistencei sākum-
nogrieznı̄.

Attiecı̄bā uz stingro labējo zvaigznes sakārtojumu labēji stringrā Rikarta
gredzenā tika atrasti daži nosacı̄jumi, kas attiecas uz šk, ēlumu un apvienojumu
eksistenci sākumnogriežn, os. Šie rezultāti ir vājāki nekā tie, kas zināmi vājā
labējā zvaigznes sakārtojuma gadı̄jumā (skatı̄t [Cı̄rulis, 2015c, Teorēma 4.3,
Vienādojumi (4.2) un (4.3)]), taču tie dod nosacı̄jumus, kuros šk, ēlumi un apvieno-
jumi pēc abiem labējiem zvaigznes sakārtojumiem ir vienādi, kas arı̄ ir interesanti.

Attiecı̄bā uz vājo labējo zvaigznes sakārtojumu labēji stingrā labējā Rikarta
gredzenā noskaidrojām, ka labējā prekoherence ir pietiekams nosacı̄jums, lai
diviem elementiem būtu šk, ēlums, tādējādi uzlabojot Vienādojumu (4.2) no Cı̄rulis
[2015c]. Turklāt tika iegūti rezultāti, kuri atklāj ciešo saistı̄bu starp vājo labējo
zvaigznes sakārtojumu un gan labējās prekoherences, gan labējās koherences
jēdzieniem.

Attiecı̄bā uz zvaigznes sakārtojumu, Teorēma 4.5.3 ir gan uzlabojums, gan
neinvolutı̄va versija Teorēmai 4.5 no Cı̄rulis [2015a].

5. nodal,a Viens no šı̄s disertācijas galvenajiem rezultātiem ir stingrā labējā
zvaigznes sakārtojuma �∗ struktūras apraksts labēji stringrā Rikarta gredzenā
R. Proti, tika pierādı̄ts, ka 〈R,�∗〉 ir relatı̄vi ortopapildināts pusrež ‘gis, iegūstot
neinvolutı̄vu versiju iepriekšējam autores pētı̄jumam, kurš aprobežojās ar Rikarta
*-gredzeniem (skatı̄t Krēmere [2016]).

Visi rezultāti no 5. nodal,as paplašina saistı̄tos pētı̄jumus par stringro
Rikarta gredzenu, kurš sakārtots pēc zvaigznes sakārtojuma, kā arı̄ par labēji
stingro Rikarta gredzenu, kas aprı̄kots ar vājo labējo zvaigznes sakārtojumu.
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6. nodal,a Šajā nodal, ā, kas satur vēl vienu galveno disertācijas rezultātu, vispirms
ieguvām vispārı̄gus rezultātus, kurus pēc tam pielietojām dažiem sakārtojumiem
gredzenos, tostarp Rikarta gredzenos.

Tika iegūti pusrež ‘ga nosacı̄jumi vājajam labējam zvaigznes sakārtojumam,
stingrajam labējam zvaigznes sakārtojumam un restı̄tes sakārtojumam. Šie
nosacı̄jumi ir analogi atbilstošajampusrež ‘ga nosacı̄jumamzvaigznes sakārtojumam,
kas dots Lemmā 5.4 un Teorēmā 5.5 darbā [Cı̄rulis, 2015a]. Iespējams, ka
pastāv vēl citi sakārtojumi gredzenos, komutatı̄vā grupās vai citās struktūrās, kur
Teorēma 6.2.1 varētu būt noderı̄ga — tā ir iespēja turpmākiem pētı̄jumiem.

7. nodal,a Šajā nodal, ā kā trešo galveno disertācijas rezultātu parādām stingrā
pusrež ‘ga dekompozı̄cijas dažiem reducētā Rikarta gredzena reduktiem.

Tas balstās uz lı̄dzı̄gu rezultātu par labējiemPP-monoı̄diem, skatı̄t Teorēmu 1
darbā Fountain [1976]. Atšk, irı̄bā no tā, ieguvām rezultātus arı̄ neunitārajā
gadı̄jumā (m-domēnu gredzenos) un iekl, āvām stingrā pusrež ‘ga konstrukcijā
papildus operācijas – vienvietı̄go operāciju ◦ un greizo šk, ēlumu

←
∧ reducētā

Rikarta gredzenā.
Diemžēl rezultāti nav iegūti vispārējiem stingriem Rikarta gredzeniem.

Tas varētu būt virziens turpmākiem pētı̄jumiem, lai paplašinātu rezultātus par
stingrā pusrež ‘ga dekompozı̄cijām uz piemērotiem plašāku Rikarta gredzenu klašu
reduktiem.
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Pielikums
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Pielikums A

Sakārtotas kopas ar papildu struktūru

Definı̄cija A.1. Attiecı̄bu ⊥, kas definēta ortopapildinātā sakārtotā kopā kā

a ⊥ b tad un tikai tad, ja a ≤ b⊥ (A.1)

(vai, ekvivalentā veidā, a ⊥ b tad un tikai tad, ja b ≤ a⊥), sauc par ortogonalitātes
attiecı̄bu, ko inducē ortopapildināšana.

A.1. Ortopapildināto sakārtoto kopu vispārinājumi

Definı̄cija A.2. [Cı̄rulis, 2015c] Sakārtotu kopu ar mazāko elementu 〈A,≤, 0〉
sauc par sekcionāli ortopapildinātu, ja katram x ∈ A eksistē ortopapildināšana ⊥x
sākumnogrieznı̄ [0, x]≤ = {a ∈ A a ≤ x}.

Definı̄cija A.3. [Cı̄rulis, 2015c] Sekcionāli ortopapildinātu sakārtotu kopu
〈A,≤, 0〉, kurā katrā sākumnogrieznı̄ [0, x]≤ ortopapildinājumu apzı̄mē ar ⊥x , sauc
par relatı̄vi ortopapildinātu, ja visiem a, b, x, y ∈ A ir spēkā:

(ro1) ja a ≤ b⊥x , tad eksistē apvienojums a ∨ b kopā A (šo ı̄pašı̄bu sauc par
ortoapvienojumu eksistenci),

(ro2) ja a ≤ x ≤ y, tad a⊥x ≤ a⊥y .

A.2. Vājās BCK-algebras

Definı̄cija A.4. [Cı̄rulis, 2010] Algebru 〈A,r, 0〉, kurā ir definēts dal, ējs
kārtojums ≤ un kuras mazākais elements ir 0, sauc par vājo BCK-algebru, ja
visiem x, y, z ∈ A ir spēkā:

(wBCK1) x ≤ y tad un tikai tad, ja xr y = 0,

(wBCK2) ja xr y ≤ z, tad xr z ≤ y.
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Definı̄cija A.5. Vājo BCK-algebru 〈A,r, 0〉 sauc par
(a) komutatı̄vu (skat. [Cı̄rulis, 2013, 2014, 2015b]), ja visiem x, y ∈ A ir

spēkā:
xr (xr y) = y r (y r x), (A.2)

(b) vājo Henkina algebru (skat. [Cı̄rulis, 2010]), ja visiem x, y ∈ A ir spēkā:

ja xr y ≤ y, tad x ≤ y, (A.3)

(c) implikatı̄vu (skat. [Cı̄rulis, 2014]), ja visiem x, p, q ∈ A ir spēkā:

ja x ≤ p ≤ q, tad pr (q r x) = x. (A.4)
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Pielikums B

Daži pusgrupu teorijas pamatjēdzieni

B.1. Inversās sistēmas un stingrie pusrež ‘gi

Definı̄cija B.1. Skat. [Rotman, 2002, 499. lpp.]. Pien, emsim, ka 〈S,≤〉
ir sakārtota kopa un A = {As|s ∈ S} ir viena un tā paša tipa algebru saime.
Pien, emsim, ka H = {ht

s|s, t ∈ S un s ≤ t} ir homomorfismu ht
s : At → As

saime. Pien, emsim, ka visiem r, s, t ∈ S ir spēkā:
(a) homomorfisms ht

t ir identitātes attēlojums,
(b) ja r ≤ s ≤ t, tad hs

rh
t
s = ht

r.
Tad pāri 〈A,H〉 sauc par algebru As un homomorfismu ht

s inverso sistēmu (pār
nesēju S).

Definı̄cija B.2. [Grillet, 1995, 75. lpp.] Pien, emsim, ka 〈S,∧〉 ir apakšējs
pusrež ‘gis un 〈A,H〉 ir savstarpēji nešk, el,ošos pusgrupu inversā sistēma pār 〈S,∧〉.

Apvienojumā A =
⋃

s∈S As visām pusgrupām definējam operāciju •
sekojošā veidā. Ja x ∈ As un y ∈ At, un ·s∧t apzı̄mē pusgrupas As∧t reizināšanu,
tad

x • y := hs
s∧t(x) ·s∧t h

t
s∧t(y). (B.1)

Tad mēs rakstām A = S 〈A,H〉 un saucam pusgrupu 〈A, •〉 (ir zināms, ka
operācija • ir asociatı̄va, skat. piemēram [Howie, 1995]) par pusgrupu stingro
pusrež ‘gi.

B.2. D-pusgrupas
Definı̄cija B.3. [Stokes, 2015] Pusgrupu A sauc par D-pusgrupu, ja eksistē tāda
tās idempotentu kopas E apakškopa U , ka katram a ∈ A eksistē mazākais e ∈ U
ar ı̄pašı̄bu, ka ea = a (mazākais pēc idempotentu standarta dal, ējā sakārtojuma≤E ,
kas definēts kā e ≤E f tad un tikai tad, ja ef = fe = e).
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(organizēja Latvijas Universitāte), 2022.
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